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Kivonat

Egy S félcsoportot bal reduktivnak neveziink, ha tetszbleges a,b
elemei esetén abbdl a feltételbol, hogy minden S-beli z-re xa = xb
teljesiil, az kovetkezik, hogy a = b. A jobb reduktiv félcsoport fogalma
a bal reduktiv félcsoport fogalmanak dudlisa. Egy S félcsoportot
reduktiv félcsoportnak neveziink, ha egyben bal és egyben jobb reduktiv
is. Egy S félcsoportot gyengén reduktivnak neveziink, ha tetszoleges
a,b elemei esetén abbdl a feltételbdl, hogy minden S-beli z-re az
ra = xb és axr = bx egyenlGségek teljesiilnek, az kovetkezik, hogy
a = b. Egy S félcsoporton értelmezett o kongruenciat bal [jobb,
gyengén, dltaldnosan| reduktivnak neveziink, ha az altala vett S/p
faktor félcsoport bal [jobb, gyengén, dltalanosan] reduktiv. A félcsoportok
reduktivitdsara vonatkozo ismeretek példaul a félcsoportok matrixokkal
(transzformaciokkal) vald reprezentédciéinak megismeréséhez szitkségesek.

Nagy Attila az [5] cikkben tetsz8leges S félcsoport bal reduktiv
kongruencidit vizsgalta. E célbdl S félcsoport tetszoleges o kongruencié-
janak bevezette (a jelen dolgozat jelolését hasznalva) a o; lezértjét,
melyet az aldbbi modon definidlt: tetszoleges a, b elemei az .S félcsoportnak
o7 relacidban allnak egymassal, akkor és csak akkor, ha S minden z
eleme esetén (za, xb) € p teljesiil. Ezen kongruencia alapvetd tulajdonsag-
ainak ismertetése utan definidlta kongruencidk egy boviilé sorozatat,
melyben a kezd6 elem gpo = p, a tovibbi kongruencidk pedig az
om+1 = (o). Egyéb tételek mellet bebizonyitotta, hogy S félcsoport
s identikus kongruencidjaval képzett ilyen sorozathoz akkor és csak
akkor létezik n nem-negativ egész, melyre (15);m = lre(ts) = wg, azaz
az S félcsoport univerzalis kongruencidja (ahol lrc(tg) a legsziikebb,
Ls-et tartalmazé bal reduktiv kongruenciat jeloli), amennyiben S félcsoport
el6all egy bal zérd félcsoportnak egy nilpotens félcsoporttal vett
idealbdvitéseként.

Jelen dolgozatban a [5]-ben végzett vizsgalatokat terjesztem ki
gyengén reduktiv és reduktiv kongruencidkra. Ehhez bevezetem tetszoleges,
S félcsoporton értelmezett o kongruencia kévetkezd lezartjat: g ym,



melynek akkor és csak akkor eleme az S félcsoport egy tetszOleges
(a,b) elempérja, ha (xay, zby) € p minden S™ -beli z és S™-beli y elem
esetén teljesiil. Ezzel a jeloléssel a fentebb bemutatott o, = g1 0, mig
a dudlisa o, = g0 ;1.

A gyengén reduktiv kongruencidk vizsgalatara bevezetem tetszéleges
o kongruencia p,, = g;No, bovitését. Ebbol képzem a g0 = o kezdet i,
Oun+1 = (0uwn)w altal definidlt sorozatot. Bemutatok erre vonatkozd
allitasokat majd bebizonyitom, hogy tetszoleges S félcsoport g kongru-
encidjaval ilyen médon képzett sorozathoz akkor és csak akkor létezik
n nem-negativ egész, melyre (1g),m» = wre(tg) = wg (ahol wre(g) az
Ls-et tartalmazé legsziikebb gyengén reduktiv kongruenciat jeloli), ha
S egy nilpotens félcsoport.

Tetszoleges S félcsoport reduktiv kongruencidinak vizsgalatahoz,
az alabbi sorozatot tekintem: az S egy tetszéleges p kongruencidjaval
képzem a g0 = o kezdetii, oy = gn ,» médon definidlt kongruencidkat.
Egyéb ide vonatkozo tételek igazoldsa mellett megmutatom, hogy adott
S félcsoport 1g kongruencidjaval ezen a médon eldallitott sorozathoz
pontosan akkor létezik n nem-negativ egész, melyre (1g)m = re(tg) =
wg (ahol rc(1g) az 1g-et tartalmazé legsziikebb reduktiv kongruenciat
jeloli), amennyiben az S félcsoport egy derékszogii kotegnek egy nilpotens
félcsoporttal vett idedlbovitése.

Bevezetés és Motivacio

Egy S félcsoportot bal (jobb) reduktivnak neveziink, amennyiben S tetszéleges
a, b elemeire, a feltételbél, hogy S minden z elemével xa = xb (ax = bx), az
kovetkezik, hogy a = b. Egy S félcsoportot reduktiv félcsoportnak neveziink,
ha egyben bal és jobb reduktiv is. Egy S félcsoportot gyengén reduktivnak
neveziink, ha tetszoleges a, b elemei esetén abbdl a feltételbdl, hogy minden
S-beli z-re az xa = xb és ax = bx egyenl6ségek teljesiilnek, az kovetkezik,
hogy a = b. A definiciékbdl vilagos, hogy minden reduktiv félcsoport gyengén
reduktiv is. Egy S félcsoporton értelmezett o kongruenciat bal [jobb, gyengén,
dltaldnosan] reduktivnak neveziink, ha az altala vett S/ o faktor félcsoport bal
[jobb, gyengén, dltaldnosan| reduktiv. A reduktiv félcsoportok és kongruenciak
fontosak a félcsoportelmélet tobb tertiletén is. Ezek koziil a legjelentosebb a
félcsoportok reprezentaciéelmélete.

Egy S félcsoport egy homomorfizmusat, egy nem-tires X halmaz T transzformacié
félcsoportjara, az S-nek X transzformaciéival valé reprezentacidéjanak nevezziik.
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Pa (Aq) melyet a kovetkezé médon definidlunk: Vo € S : (z)p, = za (Ao(x) =
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injektiv (hi), akkor és csak akkor, ha S bal (jobb) reduktiv. Tehét egy
S félesoport epimorf képének regularis (anti-)reprezentaciéja hi, akkor és
csak akkor, ha az epimorfizmus magja az S-nek egy bal (jobb) reduktiv
kongruenciaja.

[smert tovabba az is, hogy tetszoleges S félcsoportnak létezik egy homomorfizmusa
amely S-et leképezi Q(S)-nek, az S transzlaciés burkdnak belsé részére (ami

az Osszes olyan (ps, A\,) parokbdl all, ahol a € S). Ez a homomorfizmus
pontosan akkor izomorfizmus, ha S gyengén reduktiv. Tehat egy S félcsoport

S/ p faktor félesoportja akkor és csak akkor izomorf az Q(S/0) belsé részével,

ha a g egy gyengén reduktiv kongruenciaja S-nek.

Tovabbi érdekes alkalmazasi teriilete a bal reduktiv félcsoportoknak az automata-
elméletben az automatak karakterisztikus félcsoportjainak vizsgalata. Minden
kimenet nélkili (A, X, J) automatdhoz tarsithatjuk az X feletti Fy szabad
félesoport Fx /o(A) faktor félcsoportjat, ahol a p(A) kongruenciat az alabbi
modon definidljuk: wy o(A) we (wy,ws € Fy) akkor és csak akkor, ha minden
a € A, aw; = aws ([7]). Ezt a faktor félcsoportot nevezzik a az (A, X, 0)
automata karakterisztikus félcsoportjanak. Az automataelméletben fontosak
az ertsen Osszefliggd automatak. Ezekrol pedig tudjuk, hogy karakterisztikus
félesoportjuk, Fy /o(A) bal reduktiv, azaz o(A) egy bal reduktiv kongruencidja
F X-nek.

Ezen a néhany példan is latszik, hogy a kiilonbo6z6 tipust reduktiv félcsoportok
és kongruencidk vizsgalata fontos a félcsoportelméletben.

A dolgozatban tg és wg jeloli rendre az identikus reldciot és az univerzalis
relaciot S-en. Azon jelolések amelyeket nem definidlok a dolgozatban megtaldlhatok
[4, 2, 3] miivekben.

Egy S félcsoport tetszoleges o kongruencidjat véve, vizsgaljuk a kovetkezo
sorozatokat:
Els6ként az

oo Cop C---ComC... (1)

kongruencidk sorozatat S-en, ahol g = p és tetszoleges nem-negativ egész
n-re, gm+1-et a kovetkez6 modon definidljuk: (a,b) € gpm+1 akkor és csak
akkor, ha Vx € S: (za,zb) € gin. Az [5]-b6l tudjuk ezekrdl, hogy valamely
nem-negativ egész n-re, gm = opm+1, akkor g = U 00 = lre(o), azaz



om = lrc(p), ahol lre(p) jeloli a legsziikebb bal reduktiv kongruenciat S-en,
amely tartalmazza o-t. Az erre vonatkozé tételeket és bizonyitasokat az [5]
szerint ismertetjiik. Természetesen ezen allitasok dudlisai is érvényesek.

Ezek utan attérink az ott leirt eredmények altalanositasara, kévetve az [1]
kézirat felépitését. Kovetkezonek tekintsiik a

0w0 C 01 T+ C oy C ... (2)

kongruenciak sorozatat S-en, ahol g0 = o és tetszoleges nem-negativ egész n-
re, oyn+1-et a kovetkezd médon definidljuk: (a,b) € g,m+1 akkor és csak akkor,
ha Vo € S: (za,xb) € gyn A (az,bx) € 0yn. Megmutatjuk, hogy U2, 0,i C
wre(p) egy S félesoport tetszbleges p kongruencidja esetén, ahol wre(p) jeloli
a legsziikebb gyengén reduktiv kongruenciat S-en, ami tartalmazza p-t. Majd
figyelmiinket az S félcsoport azon p kongruencidira irdnyitjuk, melyekre a
Uiz 0wi kongruencia gyengén reduktiv. Megmutatjuk, hogy, ha g,n = gyn+1
teljestil az S félcsoport valamely p kongruencidjara és egy nem-negativ egész
n-re, akkor g,n = g, »++ minden nem-negativ egész k-ra. Tovabba, hogy
own (n = 0,1,...) pontosan akkor gyengén reduktiv kongruencidja az S
félcsoportnak, ha (U2, 0, = 0wn. Bebizonyitjuk, hogy egy S félcsoport egy
o0 kongruencidjara, U2, 0, gyengén reduktiv kongruencidja S-nek akkor és
csak akkor, ha U2, (¢(s/0))wi gyengén reduktiv kongruencidja az S/p faktor
félecsoportnak. gy vizsgalatainkat elég, ha azon S félcsoportokra korldtozzuk,
melyekben % (ts)wi = (ts)uwn = wg teljesiil valamely nem-negativ egész n-
re. (Ami ekvivalens azzal a feltétellel, hogy (ts)w» = wg). Bebizonyitjuk,
hogy (ts)wn = wrc(p) = ws akkor és csak akkor teljesiil valamely nem-
negativ egész n-re, ha S egy nilpotens félcsoport.

Vizsgaljuk végiil a
00 C o C - Coom C Lo (3)

kongruenciak sorozatat S-en, ahol g0 = p és tetszoleges nem-negativ egész
n-re, gm+i-et a kovetkez6 moédon definidljuk: (a,b) € ogm+1 akkor és csak
akkor, ha Vx,y € S: (zay,xby) € oim. Ez utdn az el6z6 fejezethez hasonléan
felvazoljuk az alabbi lényegi eredményekhez vezeto 1épéseket: Megmutatjuk,
hogy U2, 0 C rc(p) egy S félesoport tetszbleges o kongruencidja esetén,
ahol rc(p) jeloli a legszitkebb reduktiv kongruenciat S-en, ami tartalmazza
o-t. Bebizonyitjuk, hogy (ts)m = rc(p) = wg akkor és csak akkor teljesiil
valamely nem-negativ egész n-re, ha az S félcsoport egy derékszogii kotegnek
egy nilpotens félcsoporttal vett idealbdvitése.



1. Bal reduktiv kongruenciak félcsoportokon

Legyen S félcsoport és p egy kongruenciadja S-nek. Bevezetjitk az aldbbi
jeloléseket:

o ={(a,b) € SxS: (Yr €8) (za,zb) € p}.

1.1. Lemma. Eqy S félcsoport tetszbleges o kongruencidja esetén, o; kongruencidja
S-nek.

Bizonyitdis. Legyen o az S félcsoport egy kongruenciaja. Lathatd, hogy o
ekvivalencia relacié S-en. Ahhoz, hogy azt is belassuk, hogy g; kongruencia,
legyenek s,a,b € S tetszéleges elemek gy, hogy (a,b) € g;. Ekkor minden
x € S-re,

z(sa) = (zs)a o (xs)b = x(sb).

Tehat
(sa, sb) € o.

Igy o bal kongruencia S-en. Hasonléan
z(as) = (xza)s o (xb)s = x(bs)

minden x € S-re, igy
(as,bs) € o.

Azaz g; jobb kongruencia S-en. Azaz, o; kongruencia S-en. O

1.2. Lemma. Egy S félcsoport barmely o, B kongruencidi esetén teljestil,
hogy:

1. o C o,
2. a C [B-bol kévetkezik, hogy oy C f;.
Bizonyitas. Mindkét allitas nyilvanvalo. O]

1.3. Lemma. FEgy S félcsoport kongruencidinak bdrmely mnem-iires
{0i :1 € I} csaladjdra teljesil, hogy (Nicroi)i = Nicr(0i):-

Bizonyitds. Barmely a,b € S-re, (a,b) € (Mies0i); akkor és csak akkor, ha
(xa,zb) € Nijcro; minden = € S-re, akkor és csak akkor, ha (za,zb) € p;
minden z € S-re és minden ¢ € [-re, akkor és csak akkor, ha (a,b) € (g;);
minden i € [-re, akkor és csak akkor, ha (a,b) € Nicr(0:):- O



1.1. Korollarium. Bdrmely S félcsoport esetén, ()l : o — o leképezés
eleme az End(L(S); N\)-nek, ami az S dsszes kungruencidinak N-félhdldjdinak
endomorfizmus félcsoportja.

Bizonyitds. Az 1.3 Lemmat alkalmazhatjuk az S barmely két kongruenciajéra,
ebbdl az allitas nyilvanvaldéan kévetkezik. O]

1.1. Tétel. Eqgy S félcsoport eqy o kongruencidja pontosan akkor bal reduktiv,
ha 0 = o, (azaz, o firpontja az 1.1 Korollariumban definialt ()l endomorfizmusnak).

Bizonyitds. Legyen o egy kongruenciaja az S félcsoportnak, amire o = g
teljestil. Legyenek a,b € S tetszéleges elemek. Tegyiik fel, hogy (za,xb) € o
minden x € S-re. Ekkor

(a,b) e oy =0

ami azt jelenti, hogy o egy bal reduktiv kongruenciaja S-nek.
A masik irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy p egy bal reduktiv kongruenciaja
az S félcsoportnak. Mivel p C gy, elég megmutatnunk, hogy g, C 0. Tegyiik
fel, hogy
(CL, b) SRY

valamely a,b € S-re. Ekkor minden x € S-re,
(za,zb) € o
amibol azt kapjuk, hogy
(a,b) € o,

mivel o egy bal reduktiv kongruencia S-en. Igy

01 g 0,
teljesiil. O]

1.2. Korollarium. Egy nem-tres {o; : i € I} csalddjiara az S félcsoport
0; bal reduktiv kongruencidinak mindig teljesil, hogy a N;cro; bal reduktiv
kongruencidja S-nek.

« /ey

az 1.3 Lemma egyszerii kovetkezményeként konnyen belathato. O

Mivel egy S' félcsoport univerzalis relaci6ja bal reduktiv kongruenciaja S-
nek, ezért az 1.2 Korollarium kovetkezményeként adddik, hogy 1étezik lrc(p)
bal reduktiv lezdrtja a p-nak (azaz az S-nek legszlikebb, g-t tartalmazé bal



reduktiv kongruencidja). Vilagos, hogy lrc(is) az S félesoport legsziikebb
bal reduktiv kongruenciaja.

Tetszoleges S félcsoport egy tetszoleges o kongruencidja esetén tekintsiik
az S kongruenciadinak a kovetkezo sorozatét:

Qi =0
on = (QlO)l
om+1 = (om);

Az 1.2 Lemma (1)-es pontja szerint,

o0 Cop C---Cgm Cvn

Erdemes észrevenniink, hogy a fent definialt sorozat kongruencidit egyesével,
az oy = {(a,b) € S xS : (za,zb) € o (Vx € S')} Osszefiiggéssel is
megadhatjuk. Igy a g-vel kapcsolatos eddigi eredményeinket és ezeknek
o,-re vonatkozé dudlisait felhasznélva, a kés6bbi fejezetek szamara fontos
osszefiiggéseket vehetiink észre. Tudjuk, hogy (-)l : 0 — g és (*)r : 0 — o,
elemei az End(L(S); A)-nek. Koénnyen beldthatd, hogy (o), = (o)1, igy
lor =rol teljesil End(L(S);N\)-ben. Vagyis az End(L(S); N)-nek az [ és
az r altal generalt (l,r) részfélcsoportja kommutativ. Tehat, ha o € (I, )
és a elball l-ek és r-ek szorzataként gy, hogy [ és r rendre i-szer és j-szer
szerepelnek a-ban, akkor a = I, 77, Igy (0)a = {(a,b) € S x S : (zay, xby) €
o (Vz € S% y € §7)}. Bevezetjiik a kovetkezd (1d.: [1]) jelolést:

oiiyi = {(a,b) € S x S : (zay,zby) € o (Vx € S',y € §7)}

0

(SY jeldli az tires halmazt, [° és ¥ az iires szot (string) jelolik). Specidlisan:

O = 0110 QOr = 0101 Q= 010,0.

1.1. Megjegyzés. Egy S félcsoport o kongruencidjara és tetszéleges I és J
idealjaira, definialhatjuk a kévetkezo moédon az S-nek egy ;o kongruenciajat:
(a,b) € jo; akkor és csak akkor (zay,zby) € p minden = € [-re és y € J-re.
Ezen jeloléssel,

Qi = 51083-



1.4. Lemma. FEgy tetszdleges S félcsoport barmely o kongruencidja esetén,
U2y kongruencidja S-nek.

Bizonyitds. Legyen S egy félcsoport és p egy kongruencia S-en! Ekkor az
1.1 Lemma szerint, g;» kongruenciaja S-nek, minden nem-negativ n egészre.
Nyilvanvaléan U2, g, reflexiv és szimmetrikus. Hogy lassuk, az U2 0;: tranzitiv
is, tegytk fel, hogy

(a,b) € U oi és (bc) € U o
i=0 i=0

valamely a,b,c € S-re. Ekkor léteznek olyan m és m nem-negativ egészek,
melyekre
(a,b) € gm  és  (b,c) € gn.

Legyen
k = max{m,n}.

Az 1.2 Lemma (1)-es pontja szerint,

(a,b) € gr  and (b, c) € gp.

Ekkor
(aa C) € O
és igy
(a,c) € U opi-
i=0
Tehat U, 0 tranzitiv. Konnyen belathaté tovabba, hogy U 0 kongruencia
S-en. O]

1.5. Lemma. Egy S félcsoport barmely o kongruencidjdra, U0 C lre(p).
Az U2 01 = lre(o) egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha az U2, 0 bal
reduktiv kongruencidja S-nek.

Bizonyitds. Legyen g egy tetszoleges kongruencidja az S félcsoportnak! Mivel
Ire(p) bal reduktiv, igy
(Irco)) = lre(o)
az 1.1 Tétel szerint. Mivel o C lre(p), tudjuk (az 1.2 Lemma (2) pontja
szerint), hogy
o C lrc(o)

minden n nem-negativ egészre. Igy

U o Clre(o).

=0



Mivel o C U2 05 és Ire(p) bal reduktiv kongruencidja S-nek, az U 0 C
Irc(p) tartalmazasbél kovetkezik, hogy U0 = Ire(p) akkor és csak akkor
teljestil, ha U320, bal reduktiv kongruenciaja S-nek. [

A fejezet tovabbi részében olyan p kongruencidkat vizsgalunk S félcsoportokon,
amelyekre teljesiil, hogy U2, 0;: bal reduktiv kongruencidja S-nek.

1.2. Tétel. Legyen S eqy félcsoport és o eqy kongruencia S-en. Ha valamely
nem-negativ egész n-re teljesil, hogy o = op+1, akkor om = om+r teljestil
minden pozitiv egész k-ra és igy UL 0 = om. Tovdbbd gm (m = 0,1,...)
bal reduktiv kongruencidja S-nek akkor és csak akkor, ha U2,0;i = oim; ebben
az esetben lrc(o) = opm.

Bizonyitds. Legyen S egy tetszOleges félcsoport. Tegytik fel, hogy az S
valamely o kongruenciajara teljesiil, hogy gm = gpn+1, valamely n nem-
negativ egészre. Tegyiik fel, hogy (a,b) € gp+z2 = (gpn+1); valamely a,b € S-
re. Ekkor minden x € S-re,

(za,zb) € g1 = g

ami azt jelenti, hogy
(CL, b) G an+1.

lgy
Oim+2 C O+
amibol az kovetkezik, hogy

an+1 — an+2.

Indukciét alkalmazva kapjuk, hogy

Qin = Qn+k
minden k pozitiv egészre. Igy

o0

U o = o

i=0

Az allitas masodik részének bizonyitasdhoz, el6szor is tegyiik fel, hogy gm
(m =0,1,...) bal reduktiv kongruencia S-en. Ekkor, az 1.1 Tétel szerint

om = (0m)1 = opmt.



A fentiekbdl kovetkezik, hogy

U O = Orm-.
i=0

A forditott irdany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy

o

U Qi = Oym

=0
valamely m nem-negativ egészre. Ekkor

o0
omer C |J o = o
=0
amibol azt kapjuk, hogy
o = Qpm+1 = (Qm ).

Felhasznalva az 1.1 Tételt, kapjuk, hogy o= bal reduktiv kongruenciaja S-
nek. Az 1.5 Lemma szerint,

Ire(o) = opm.
L]

1.3. Tétel. Legyen S eqy félcsoport, amire teljesiil, hogy S™ = S™, valamely
nem-negativ egész n esetén. Ekkor az S minden o kongruencidjdra teljestil,
hogy o = op+1 és gy az is, hogy o = lre(o). Specidlisan, (tg)im a legszikebb
bal reduktiv kongruencia S-en.

Bizonyitds. Legyen S egy félcsoport és o egy tetszoleges kongruencia S-en.
Tegyiik fel, hogy S™ = S™"*! valamely nem-negativ egész n-re.
Az 1.1 Megjegyzés alapjan,

Qin = 05n = Pgnt1 = Qpn+1.

Ekkor, az 1.2 Tétel szerint,

Qi = U O = lTC(Q)

=0

Specidlisan, (tg);» a legszlikebb bal reduktiv kongruencia S-en. O

10



1.6. Lemma. (1.5.3 Lemma a [6]-ban) Legyen v az S félcsoport eqy kongruencidgja!
Az S minden olyan B kongruencidjdra, amely tartalmazza a-t, definidlunk egy
B/a relaciot az S/« faktor félcsoporton, az aldbbi maodon:

B/a={([ala,[b]a) € S/ax S/a: (a,b) € B}
Ekkor a
B — B/a (B kongruencidja S-nek )
leképezés eqy haloizomorfizmus az S dsszes, a-t tartlamazo kongruencidinak

halojardl az S/a dsszes kongruencidinak hdldjdra.

1.2. Megjegyzés. Az 1.6 Lemma szerint, ha « egy kongruenciaja az S félcsoportnak
ésa f3; -k (i =1,2,...) az S olyan kongruenciai, melyek tartalmazzak a-t,
méghozza gy, hogy

pi/a C Po/a C ...

teljesiil S/a-ban, akkor
b1 C B C

teljesiil S-ben.

A kovetkez6 lemma az [5]-ben szerepl6 7. Lemma altalanositasa, melyet
sokszor fel fogunk haszndalni a tovabbi vizsgalodasaink soran.

1.7. Lemma. (2.5 Lemma az [1]-ben) Eqy S félcsoport minden o kongruencidjdra
teljesiil, hogy oi,i/0 = (L(S/Q))li ; barmely nem-negativ v, ) egészek esetén.

Bizonyitds. Legyen S egy tetszOleges félcsoport és o egy kongruencia S-en!
Vilagos, hogy
ow0/0 = (L(S/g))lowo :

Tegyiik fel, hogy 7,7 > 1. El6szor is vegyiik észre, hogy
(5/9" = {l], € S/ (s € 5%) [a], = [s],}
minden £ pozitiv egészre. Tetszoleges a,b € S-re,
(lalg, [b]o) € Qi 4i/ 0

akkor és csak akkor, ha
(a, b) € 0pi i

ami ekvivalens azzal, hogy

Vo€ St ésVy €S (way,xby) € o

11



azaz, ‘ .
Ve e S'ésVy e S [zay|, = [xby],.

Ez az utolso feltétel ekvivalens azzal, hogy

Vlzl, € (S/0)" és Vlyl, € (S/0) + [zllalelyl, = []o[blelyle,

azaz
([alo: Do) € (7)), -
Tehat
Ouii /@ = ( S/g))zi,w‘ '
O
1.3. Korollarium. Egy S félcsoport minden o kongruencidjara teljesil, minden
nem-negativ egész n-re, hogy o;m /0 = (t(s/0) i
Tovabba,

<Ejo Q”) /o= GO (vsr0)) -

Bizonyitds. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek. Ekkor

€ (Q)Qli)/@

akkor és csak akkor, ha

(a,b) € D ori

=0
ami ekvivalens azzal, hogy valamely nem-negativ egész n-re,

(a’ b) S Qin,

azaz,
(lalg, [b]o) € o/ 0 = (t(57g) )in-
Ez az utolso feltétel ekvivalens azzal, hogy

GU S/@

Amibdl az kovetkezik, hogy

[e.o]

U o)/ o= J(us/o)

=0

teljesiil S/p-ben. O]
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1.4. Tétel. Egy S félcsoportnak eqy o kongruencidja esetén, UL, 0; bal
reduktiv kongruencidja S-nek akkor és csak akkor, ha az U2 (1(s/0))i bal
reduktiv kongruencidaja az S/ faktor félesoportnak.

Bizonyitds. Legyen S egy félcsoport és p egy kongruencia S-en. Az 1.3 Korollarium
szerint,

<fj a)/e = G (/o)

Igy valamely a,b € S elemekre,

(za,zb) € U O

=0

akkor és csak akkor teljesiil minden x € S-re, ha
([2]elal, []olb],) € U (ecsyo)e
i=0

teljestil minden [z], elemére az S/p -nak. Ebbél az kévetkezik, hogy U 0;i
akkor és csak akkor bal reduktiv kongruencidja S-nek, ha U2 (i(s/0))ii bal
reduktiv kongruencidja az S/p faktor félcsoportnak. n

Az 1.4 Tétel miatt megtehetjik, hogy vizsgalatainkat az olyan S félcsoportokra

korlatozzuk, melyekben az U2 (ts); bal reduktiv kongruencidja az S-nek.
Az 1.2 Tétel miatt U2 (ts); = (ts)m (n = 0,1,...) akkor és csak akkor
teljestil egy S félcsoportban, ha az (vg);,. egy bal reduktiv kongruencia S-
en. A kovetkezékben olyan S félcsoportokat fogunk vizsgalni, melyekben
U2y (ts);i = (Ls)n = ws teljesiil valamely n nem-negativ egészre. Vilagos,
hogy ez ekvivalens azzal a feltétellel, hogy (ts5);» = ws. (Azaz, hogy S-en az
egyetlen bal reduktiv kongruencia az wg).

1.1. Definicié. Egy S félcsoportot bal (jobb) zéré félcsoportnak nevezink,
ha ab = a (ab = b) teljesiil minden a,b € S-re.

1.2. Definicié. Egy 0-elemes S félcsoportot nilpotens félcsoportnak neveziink,
ha létezik pozitiv egész n, hogy S™ = {0}. A legkisebb pozitiv egész n-t,
amelyre S™ = {0}, nevezziik az S nilpotencidja fokdnak.

1.5. Tétel. Az S félcsoportban teljesiil (1s)m = wg valamely nem-negativ n
egészre, akkor és csak akkor, ha S egy bal zérc félcsoportnak egy nilpotens
félesoporttal vett idedlbovitése.
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Bizonyitds. Legyen S egy félcsoport, amiben (1g);» = wg teljesiil valamely
nem-negativ egész n-re. Tegyiik fel, hogy n > 1 (az n = 0 esetben 15 = wg,
igy S a trividlis félcsoport). Ekkor, az 1.1 Megjegyzés szerint,

za = xb

minden z,a,b € S™re. Legyen x € S™ tetszbleges elem. Az a = 22 -et
tekintve azt latjuk, hogy

o’ =za® =2 =q,

vagyis, a idempotens eleme S-nek. Mivel
rS" = {2°} = {a},

igy azt kaptuk, hogy S?" minden eleme idempotens elem. Igy

S C B(S),
ahol E(S) jeloli az S osszes idempotens elemeinek halmazat. Mivel E(S) C
S* minden pozitiv egész k-ra igaz, igy azt kaptuk, hogy

E(S) = 5.
Azaz minden S?" minden b, ¢ elemére,

bc=0bb=10

ami pontosan azt jelenti, hogy S*" egy bal zéré félcsoport. Mivel az S/S?"
Rees faktor félcsoportja az S-nek egy nilpotens félcsoport, igy S az S?* bal
zér6 félesoportnak az S/S?" nilpotens félesoporttal valé idealbévitése.

A forditott irdny bizonyitasahoz tegytik fel, hogy S egy bal zéro félcsoportnak
egy nilpotens félcsoporttal vett idedlbdvitése. Ekkor S tartalmaz egy L
idedlt, ami egy bal zér6 félcsoport tgy, hogy az S/L Rees faktor félcsoport
egy nilpotens félcsoport. Legyen n az S/L nilpotencidjanak foka. Ekkor

S C L.
Mivel L C E(S) C S™, kapjuk, hogy
L=5".

Legyenek a,b € S tetszoleges elemek. Ekkor minden x € S™ = L-re,
ra = (2"2" Va = 2" (2" a) = 2" = 2"(2" b)) = (22" )b = wb,

mivel 2", 2" ta, 2" 1b € L és L egy bal zér6 félcsoport. Tehdt (a,b) € (1g)m
az 1.1 Megjegyzés szerint. Mivel a és b tetszdleges elemei voltak S-nek, azt
kaptuk, hogy ws C (tg)» amibél kévetkezik, hogy (1) = ws. O
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Ez utan kiterjesztjiik az 1.5 Tételben kapott eredményt tetszoleges kongruenciaira
egy félcsoportnak. Pontosabban, leirjuk azokat a o kongruenciait az S félcsoportnak,
melyekre gon = wg igaz valamely nem-negativ egész n-re.

1.6. Tétel. Egy S félcsoport o kongruencidjara teljesil, hogy o = wg
valamely nem-negativn egészre, akkor és csak akkor, ha az S/ o faktor félcsoport
eqy bal zéro félcsoportnak eqy nilpotens félcsoporttal vett idealbovitése.

Bizonyitds. Legyen p egy tetszbleges kongruencidja az S félcsoportnak. Az
1.6 Lemma és az 1.7 Lemma szerint, o;» = wg akkor és csak akkor teljestil az
S-ben valamely nem-negativ egész n-re, ha

(tsy0))im = o/ 0 = (ws)/0 = w(s/o)

az S/o-ban. Az 1.5 Tétel szerint, ez az egyenléség ekvivalens azzal a feltétellel,
hogy az S/ faktor félcsoport egy bal zéré félcsoportnak egy nilpotens félcsoporttal
vett idedlbdvitése. O

1.7. Tétel. Legyen S eqy olyan félcsoport, amelyre igaz, hogy S™ = S™*!
valamely n nem-negativ egészre. FEkkor az S tetszdleges o kongruencidjdira
teljesiil, hogy az S univerzalis reldcioja az egyetlen bal reduktiv kongruencidja
S-nek, ami tartalmazza o-t akkor és csak akkor, ha (S/0)" egy bal zéro
félcsoport (azaz az S/o faktor félcsoport az (S/o)" bal zérd félcsoportnak az
(S/0)/(S/e)"™ nilpotens félcsoporttal vett idedlbévitése).

Bizonyitds. Legyen S egy olyan félcsoport, amelyre igaz, hogy S = S™+!
valamely n nem-negativ egészre. Legyen o egy tetszdleges kongruenciaja S-
nek. Az 1.3 Tétel szerint, lrc(o) = opm. Igy az univerzalis reldcié az egyetlen
bal reduktiv kongruencidja S-nek, ami tartalmazza o-t akkor és csak akkor,
ha o = wg.

Tegyiik fel, hogy 0;» = wg. Ekkor az 1.6 Lemma és az 1.7 Lemma szerint,

(L(5/0))1n = W(s/0)-

Az 1.5 Tétel bizonyitasdnak elsd része alapjan ldthaté, hogy, (S/0)?" egy bal
zér6 félesoport. Mivel abbdl a feltételbdl, hogy S™ = S™* kovetkezik, hogy
S™ = 82" azt kaptuk, hogy

(S/0)" = (S/o)™

és igy (S/0)™ egy bal zéré félcsoport.
A forditott irdny bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy (S/0)" egy bal zérd
félcsoport. Ekkor az 1.6 Tétel és az 1.5 Tétel bizonyitasa alapjan,

Oin = Ws.
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1.8. Tétel. Legyen S egy olyan félcsoport, amelyre igaz, hogy S™ = S™+!
valamely n nem-negativ egészre. Ekkor az S univerzdlis relacidja az egyetlen
bal reduktiv kongruenciaja S-nek akkor és csak akkor, ha S™ egy bal zéro
félcsoport (azaz, S eléall az S™ bal zéré félcsoportnak az S/S™ nilpotens
félcsoporttal vett idedlbbvitéseként).

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.7 Tételt o = tg-re. O]

2. Gyengén reduktiv kongruenciak félcsoportokon
Ebben a részben az [1] eredményeit ismertetjiik a gyengén reduktiv kongruencidkrol.

2.1. Definicié. Legyen S egy félcsoport és o egy kongruencia S-en. Legyen
Ow = 011 0r, azaz:

ow:={(a,b) € Sx S|V eS: (xapxb)A (ax obx)}.
Koénnyen 1dthat6, hogy w : o — g, leképezés eleme az End(L(S); N)-nek.

2.1. Lemma. Egy S félcsoport kongruencidinak bdrmely nem-ires
{0i:1 € 1} csaldadjdra teljesiil, hogy

(m g> ~ Ne),.

el i€l

Bizonyitds. Az 1.3 Lemma és dudlisa szerint,

(ﬂ Qi)l = (1), (ﬂ Qi>r = (01),-

el i€l i€l i€l

fgy

(DI Q’)w - <@ 9i>l M (Dj Qi>r = (g(@i)l> N (g(@i)r> =
= ((es); N (20),) = () (00).y -

el el

]

2.1. Tétel. Eqgy S félcsoport egy o kongruencidja pontosan akkor gyengén
reduktiv, ha 0 = 0.
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Bizonyitds. Legyenek a,b € S tetszOleges elemek. Ha (za,xzb) € o és
(ax,bz) € o is teljesil minden x € S-re, akkor:
(CL, b) € 0w=20

ami azt jelenti, hogy a p gyengén reduktiv kongruencidja S-nek.

A masik irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy o egy gyengén reduktiv kongruencia.
Mivel o C g, 1gy elég megmutatnunk, hogy o, C o. Tegytk fel valamely
a,b € S elemekrol, hogy

(a,b) € 0.

Ekkor minden z € S-re,
(za,xb) € o A (ax,bx) € 0.
Mivel p gyengén reduktiv kongruencidja S-nek, azt kapjuk, hogy

(a,b) € o.

Igy
ow C 0.
O

Mivel egy S félcsoport univerzalis relacidéja gyengén reduktiv kongruencidja
S-nek, ezért az S tetszéleges o kongruencidjahoz létezik wrc(o) gyengén
reduktiv lezdrtja a o-nak (azaz az S-nek legsziikebb, p-t tartalmazé gyengén
reduktiv kongruencidja). Vildgos, hogy wrc(is) az S félcsoport legsziikebb
gyengén reduktiv kongruenciaja.

Tetszoleges S félcsoport egy tetszoleges p kongruencidja esetén tekintstik
az S kongruencidinak a kovetkezo sorozatat:

Ouo = 0

Ouwl = (Qwo)w

Qun+1 = (Qw" )w

Nyilvdnvalé, az 1.2 Lemma (1)-es pontja és annak dudlisa alapjan, hogy

QwOQleg"'gQw”g"'~
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2.2. Lemma. FEqgy S félcsoport eqy tetszdleges o kongruencidja esetén

n
e = () 01
=0

Bizonyitds. A bizonyitast n szerinti indukcioval végezziik: n = 0-ra az allitas
evidens.

Az egyenlGség definici6 szerint teljestil n = 1-re. Tegytik fel, hogy érvényes
valamely n > 1 esetén. Ekkor

O+l = Qw" (m Qi pn— 1)

Az 2.1 Lemma szerint, ez tovabb egyenl6 azzal, hogy

() (), = 0 (o), 0 (00),) =

=0 i=0

-0 <@w—i>z) (o) = (e ()
n

n
an+1 7“0 m le+1 rn— z) ﬂ <m Qli,T"i+1> ﬂ (QZOJm.-&-l)
=1

n+1

an+1 7"0 < m Ql1+1 T.n ’L> QlO 7.7L+1 ﬂ Qll rn+1 'L,

n—1 n
(m Ql¢+17rni> = (m gli7rni+l> .
=0 =1

2.3. Lemma. Egy S félcsoport barmely o kongruencidjdra, U2 0, C wre(p).
Az U204 = wre(o) egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha az U2 ,0,i
gyengén reduktiv kongruencidja S-nek.

mivel

]

Bizonyitds. Az allitast a 2.1 Lemma és a 2.1 Tétel ismételt alkalmazaval
bizonyitjuk: gun = (0 N wre(0))wn = pur N wWre(0)wn = guwr Nwre(p). Mivel
0 C UZyowi és a wrc(p) gyengén reduktiv kongruencidja S-nek, igy az

0 0wi C wre(p) tartalmazdsbdl az kovetkezik, hogy U2, 0, = wre(p)
akkor és csak akkor teljesiil, ha ;2 0, gyengén reduktiv kongruenciaja S-
nek. O

18



2.2. Tétel. Legyen S eqy félcsoport és o eqy kongruencia S-en. Ha valamely
nem-negativ egész n-re teljestl, hogy own = Own+1, akkor Oun = Oyn+r teljestil
minden pozitiv egész k-ra €s igy UL 0yi = Own. Tovdbbd oym (m =0,1,...)
gyengén reduktiv kongruencidja S-nek akkor és csak akkor, ha U2 0, = 0ym;
ebben az esetben wrc(g) = Qym.

Bizonyitds. A bizonyitas az 1.2 Tétel bizonyitasahoz hasonlé médon torténik.
]

2.3. Tétel. Legyen S eqy félcsoport, amire teljesiil, hogy S™ = S™1, valamely
nem-negativ egész n esetén. Ekkor az S minden o kongruencidjdra teljestil,
hogy 0wn = 0wn+1 €s gy az is, hogy own = wrc(p). Specidlisan, (tg)yn a
legsziikebb gyengén reduktiv kongruencia S-en.

Bizonyitds. A bizonyitas az 1.3 Tétel bizonyitasahoz hasonlé médon torténik.
O

A fejezet tovabbi részében olyan p kongruencidkat vizsgalunk S félcsoportokon,
amelyekre teljestl, hogy U520, gyengén reduktiv kongruencidja S-nek.
2.1. Korollarium. Egy S félcsoport minden o kongruencidjdra teljestil, minden
nem-negaliv egész n-re, hogy own/0 = (L(sse)) . -

Tovabbad,

00
=0

<U Qw‘) fo=U (uss),
=0 i

Bizonyitds. Az allitas elsé részét konnyt belatni az 1.6 Lemma és az 1.7 Lemma
alapjan.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy (U2, 0wi)/0 = U, (L(S/Q)) ., tekintsiik
a,b € S tetszoleges elemeket. Ekkor

(lalo 1) € ([’] g) /o

akkor és csak akkor, ha

(a,b) € U Owi s

=0

ami ekvivalens azzal, hogy valamely nem-negativ egész n-re,
(CL, b) € Ouwn,

azaz,

([a]s [],) € 0un /0 = (1(5/0))
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Ez az utolso feltétel ekvivalens azzal, hogy

([al [1,) € f] (usra)..-

Ebbdl az kovetkezik, hogy

@o Q“”) fo=U (1s00),.

i=0
teljesiil S/p-ban. O]

2.4. Tétel. Eqgy S félcsoportnak eqy o kongruencidja esetén, U ,0.,i gyengén
reduktiv kongruencidja S-nek akkor és csak akkor, ha az U2, (t(s/0))wi gyengén
reduktiv kongruencidja az S/ faktor félcsoportnak.

Bizonyitas. Mint az 1.4 Tétel bizonyitéasa. O]

A 2.4 Tétel miatt megtehetjiik, hogy vizsgalatainkat az olyan S félcsoport-
okra korldtozzuk, melyekben az U (1s),: gyengén reduktiv kongruenciaja
az S-nek. A 2.2 Tétel miatt U2, (ts),: = (ts),n (n = 0,1,...) akkor és
csak akkor teljesiil egy S félcsoportban, ha az (tg),. egy gyengén reduktiv
kongruencia S-en. A kévetkezékben olyan S félcsoportokat fogunk vizsgalni,
melyekben U2 (ts),,i = (ts),n = ws teljesiil valamely n nem-negativ egészre.
Vildgos, hogy ez ekvivalens azzal a feltétellel, hogy (tg),.» = ws. (Azaz, hogy
S-en az egyetlen gyengén reduktiv kongruencia az wg).

2.5. Tétel. Az S félcsoportban (1g)wn = ws akkor és csak akkor teljesiil
valamely nem-negativ egész n-re, ha S egy nilpotens félcsoport.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (ts),» = ws teljesiil valamely nem-negativ
egész n-re. A 2.2 Lemma szerint (1g),n C (ts)pm 65 (1)yn C (b§),m- 1gY
(tg)n = wg and (tg),» = ws. Ekkor végigjarva az 1.5 Tétel bizonyitasat
és dualisat, azt kapjuk, hogy S?" bal zéré félcsoport és jobb zérd félcsoport
egyben. Ebbdl az kovetkezik, hogy |S?*"| = 1 azaz S egy nilpotens félcsoport;
az S nilpotencidjanak foka kisebb vagy egyenl6 2n.

A forditott irdnyhoz, tekintsiink egy S nilpotens félcsoportot. Ez azt jelenti,
hogy S™ = {0} teljesill valamely nem-negativ egész n-re. Ekkor
SiaS"" = {0} = S%S™" minden a,b € S-re és minden nem-negativ egész
i < n-re. Igy azt kapjuk, hogy (a,b) € (t8)5i yn—i teljesiil minden nem-negativ

egész i < n-re. Ebbdl kévetkezik, hogy (a,b) € (1g) n- 12y (1) yn = ws. O

wn
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A bizonyitas masodik felének 1épéseit visszafelé alkalmazva megkaphatjuk
az allitas elso részének is egy bizonyitasat. Megmutathato, hogy a feltételbol
az kovetkezik, hogy minden, az S elemeibdl képzett, n + 1 hosszu szorzat
egyenlo az S-nek egy egyértelmiien meghatarozott elemével, mivel a feltételt
ismételten alkalmazva akarhéanyszor kicserélhetiink tetszoleges elemet a szorzatban
tetszoleges masik elemre, igy hogy a szorzat eredménye nem valtozik meg.
Ezzel egy élesebb alsé korlatot kapunk S nilpotencidjanak fokara, ami tehat
kisebb vagy egyenl6 n + 1.

Ez utan kiterjesztjiik a 2.5 Tételben kapott eredményt tetszoleges kongruencidira
egy félcsoportnak. Pontosabban, leirjuk azokat a ¢ kongruencidit az S félcsoportnak,
melyekre o,n = wg teljesiil valamely nem-negativ egész n-re.

2.6. Tétel. Az S félcsoport eqy o kongruencidjdra akkor és csak akkor teljesiil
valamely nem-negativ egész n-re, hogy oun = ws, ha S/ eqy nilpotens félcsoport.

Bizonyitdis. Legyen o egy tetszOleges kongruencidja az S félcsoportnak. A
2.1 Korollarium els6 allitasa szerint, o,» = wg akkor és csak akkor teljesiil
az S-ben, valamely nem-negativ egész n-re, ha

(4(5/0))wrm = Oun /0 = (Ws)/0 = Ws/g)

az S/o-ban. A 2.5 Tétel szerint, ez az egyenloség ekvivalens azzal, hogy az
S/ faktor félesoport nilpotens. O

2.2. Definicié. Egy S félcsoportnak egy o kongruenciajat az S maximdlis
kongruencidjanak nevezziik, ha ¢ # wg és ha az S valamely « kongruencidjara
0 C « teljesiil, abbdl az kovetkezik, hogy a = o vagy a = wg.

2.7. Tétel. Ha a o egy maximdlis kongruencidja S-nek, akkor az S/ faktorfélcsoport
vagy gyengén reduktiv, vagy S/o eqy zéré félcsoport.

Bizonyitds. Legyen p egy maximalis kongruenciaja S-nek. Mivel
0C 0w € ws

ezért vagy 0,1 = 0 vagy 0,1 = wg teljestil. Az elsé esetben, a 2.1 Tétel szerint,
0 egy gyengén reduktiv kongruencia S-en, azaz az S/p faktor félcsoport
gyengén reduktiv. Tegyiik fel, hogy 0,1 = wg. Ekkor a 1.6 Lemma és az
1.7 Lemma szerint,

(L(S/g))w1 = 0u1/0= (ws)/0 = w(sy

igy az 2.5 Tétel bizonyitdsanak elsd fele szerint, [(S/0)?| = 1, azaz pontosan
egy eleme van, amit jelolhettink O-val, mivel igy minden a, b € S/ o -ra teljesiil,
hogy ab = 0. Tehat S/p egy zéré félcsoport. O
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2.8. Tétel. Legyen S egy olyan félcsoport, amelyre igaz, hogy S™ = S"*!
valamely n nem-negativ egészre. FEkkor az S tetszdleges o kongruencidjdira
teljesiil, hogy az S univerzdlis reldcioja az egyetlen bal reduktiv kongruencidja
S-nek, ami tartalmazza o-t akkor és csak akkor, ha az S/o faktor félcsoport
egy nilpotens félcsoport és a nilpotencidjanak foka pontosan n.

Bizonyitds. Legyen S egy olyan félcsoport, amelyre igaz, hogy S" = S"*!
valamely n nem-negativ egészre. Legyen o egy tetszoleges kongruenciaja S-
nek. A 2.3 Tétel szerint, wrc(p) = gun. Igy az univerzalis reldcié az egyetlen
gyengén reduktiv kongruencidja S-nek, ami tartalmazza o-t akkor és csak
akkor, ha g,» = wg.

Tegytik fel, hogy g,» = wg. Ekkor az 1.6 Lemma és az 1.7 Lemma szerint,

(t(5/0) Jun = Wis/o)
A 2.5 Tétel bizonyitdsanak elsé fele szerint, ((S/0)")* = {0} Mivel az S =
SntL feltevésbdl az kovetkezik, hogy S™ = 52", azt kapjuk, hogy
(S/0)" = (S/e)™ = {0}.

A forditott irdny bizonyitdasahoz tegyiik fel, hogy (S/0)" = {0}. Ekkor a
2.6 Tétel miatt

Oun = Ws.

]

2.9. Tétel. Legyen S eqy olyan félcsoport, amelyre igaz, hogy S™ = S"*!
valamely n nem-negativ egészre. Ekkor az S univerzdlis reldcidja az egyetlen
gyengén reduktiv kongruencidja S-nek akkor és csak akkor, ha S-ben vagy
eqy 0 null elem és S™ = {0} (azaz, ha S egy nilpotens félcsoport és a
nilpotencidjinak foka pontosan n ).

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 2.8 Tételt o = 1g-re. O

3. Reduktiv kongruenciak félcsoportokon

Ebben a részben az [1] eredményeit ismertetjiik, reduktiv kongruencidkrol.
Bevezetjiik a kovetkezo jelolést:

az S félcsoport egy p kongruencidja esetén, legyen
or :={(a,b) € Sx S| Var,y € S: (zay o xby)},

azaz 9 = 0. Konnyen beldthatd, hogy (-)t € End(L(S);A) teljesiil, a
t: o0 o leképezésre.
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3.1. Lemma. Egy S félcsoport eqy tetszdleges o kongruencidja esetén

0C(ano) Cono Cl(aUe) S (Vo) C o= o
ahol (o1 U 0.)" a (0 U o) tranzitiv lezdrtjdt jeléli.

Bizonyitds. Ezen tartalmazasok nagyrésze vagy trivialis, vagy mar bemutattuk
fentebb. Van koézottiik egy, amit még nem vizsgaltunk: Egy S félcsoport egy
tetszéleges o kongruencidja esetén, ol egy kongruencidja S-nek, tovabba
tranzitiv, tehat o, U o, C (0, U 0,)T C g teljesiil, mivel (g; U o,)7 minimélis,
igy része minden olyan kongruencidnak, ami tartalmazza (g; U g, )-t. O]

3.1. Tétel. Egy S félcsoport eqy o kongruencidja pontosan akkor reduktiv,
ha 0 = o;.

Bizonyitds. Legyen o egy olyan kongruencidja az S félcsoportnak, amelyre
0 = o teljesiil. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek. Tegytik fel, hogy
Vo € S-re: (xza,xb) € p. Ekkor Yy € S-re: ((za)y, (zb)y) € o. Igy:

<a7 b) Cor=20

ami azt jelenti, hogy p egy bal reduktiv kongruencidja S-nek.
Ha azt tessziik fel, hogy Vy € S-re: (ay,by) € o, hasonl6 lépések utan arra
jutunk, hogy p egy jobb reduktiv kongruenciaja S-nek.

A masik irdny bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy o egy reduktiv kongruencidja
S-nek. Mivel o C g;, elég megmutatnunk, hogy o; C 0. Tegyiik fel valamely
a,b € S elemekre, hogy (a,b) € g;. Ekkor minden x,y € S-re:

zay = (za)y o (vb)y = xby.
Mivel p reduktiv kongruenciaja S-nek, ez azt jelenti, hogy
Vx € S: (za,zb) € o.

Amibdl azt kapjuk, hogy:
(a,b) € o.
fgy o C o O

3.1. Korollarium. Az S félcsoport valamely o; reduktiv kongruencidinak
nem-tres {o; : i € I} csalddjara mindig teljesil, hogy a Micro; reduktiv
kongruencidja S-nek.
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« sz

1.3 Lemma és annak dudlisa egyszerli kovetkezményeként konnyen belathato.
O

Mivel egy S félcsoport univerzalis relacidja reduktiv kongruenciaja S-nek,
ezért a 3.1 Korollarium kovetkezményeként adodik, hogy az S tetszéleges
o kongruenciajédhoz létezik rc(o) reduktiv lezdrtja a p-nak (azaz az S-nek
legsziikebb, o-t tartalmazé reduktiv kongruenciaja). Vilagos, hogy rc(is) az
S félesoport legsziikebb reduktiv kongruenciaja.

Ahogyan a korabbi részekben is, egy tetdszoleges S félcsoport tetszoleges o
kongruencidjabol megkonstrudlhatjuk az S kongruencidinak alabbi sorozatat:

Q0 = 0

oy = (Qt0>t

Qtn+1 = (Qtn)t .

Természetesen itt is igaz, hogy

010 C o C - Com C oo

3.2. Lemma. Egy S félcsoport barmely o kongruencidjdra, U2 ;0. C rc(o).
Az UX,0i = rc(o) egyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha az U204
reduktiv kongruencidja S-nek.

Bizonyitds. A bizonyitas konnyen megkonstrualhaté az 1.3 Lemma, annak
duéalisa és a 3.1 Tétel alapjan. O

Ebben a részében olyan o kongruencidkat vizsgalunk S félcsoportokon,
amelyekre teljestil, hogy U°, 0, reduktiv kongruenciaja S-nek.

3.2. Tétel. Legyen S eqy félcsoport és o egy kongruencia S-en. Ha valamely
nem-negativ egész n-re teljesil, hogy om = om+1, akkor gm = om+r teljesiil
minden pozitiv egész k-ra és igy UL 04 = opm. Tovdbbd gpm (m = 0,1,...)
reduktiv kongruencidaja S-nek akkor és csak akkor, ha U 0. = oim; ebben
az esetben rc(p) = opm.

Bizonyitds. A bizonyitas az 1.2 Tétel bizonyitasdhoz hasonlé médon torténik.
m
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3.3. Tétel. Legyen S egy félcsoport, amire teljesiil, hogy S™ = S™, valamely
nem-negativ egész n esetén. Ekkor az S minden o kongruencidjdira teljestil,
hogy o = o+ €s igy az is, hogy om = rc(p). Specidlisan, (tg)m a legsziikebb
reduktiv kongruencia S-en.

Bizonyitis. Amint arra az 1.1 Megjegyzésben felhivtuk a figyelmet,
o =gn 0gn. Bzt figyelembe véve az allitas nyilvanvalé. O]

3.1. Definicié. Egy S félcsoportot globdlisan idempotens félcsoportnak
neveziink, ha S? = S.

3.2. Korollarium. Ha S egy globalisan idempotens félcsoport, akkor az S
minden o kongruencidjdra teljesil, hogy, rc(o) = opn [ lrc(o) = on,
wre(0) = oyt |- Specidlisan, (ts)pn [ (ts)n, (ts)wr | az S legszikebb reduktiv
[bal reduktiv, gyengén reduktiv] kongruencidja.

Bizonyitds. A 3.3 Tételbdl [1.8 Tételbdl, 2.3 Tételbdl] nyilvanvalo. O

3.3. Korollarium. Ha S egy reguldris félcsoport vagy eqy egyszeri félcsoport,
akkor az S minden o kongruencidjara teljesil, hogy, rc(o) = op [lrc(o) = op,
wre(0) = our |- Specidlisan, (ts)p [ (1), (ts)wr | az S legsziikebb reduktiv
[bal reduktiv, gyengén reduktiv] kongruencidja.

Bizonyitds. Mivel S = S? teljesiil minden reguldris és minden egyszerti S

félcsoportban, ezért az allitasunk a 3.2 Korollarium egyszerti kovetkezménye.
O

3.4. Korollarium. Egy S félcsoport minden o kongruencidjdra teljesiil, minden
nem-negativ egész n-re, hogy om0 = (t(s/0)
Tovabba,

tn’
<U Qti) fo=U («sso),
i=0 i=0
Bizonyitds. Az allitas elsé része az 1.7 Lemma ¢ = j specidlis esete, a tovabbi

része pedig ebbdl nyilvanvaléan kovetkezik. O]

3.4. Tétel. Egy S félcsoportnak egy o kongruencidja esetén, U204 reduktiv
kongruencidja S-nek akkor és csak akkor, ha az U2 (1(s/0))e Teduktiv kongruencidja
az S/o faktor félcsoportnak.

Bizonyitas. Mint az 1.4 Tétel bizonyitésa. O]

Az 3.2 Tétel miatt U2, (ts) = (ts)m (n = 0,1,...) akkor és csak
akkor teljesiil egy S félcsoportban, ha az (tg),, egy reduktiv kongruencia
S-en. A kévetkezékben olyan S félesoportokat fogunk vizsgalni, melyekben
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o (ts)y = (tg)m = wg teljesiil valamely n nem-negativ egészre. Vildgos,
hogy ez ekvivalens azzal a feltétellel, hogy (ts),. = ws. (Azaz, hogy S-en az
egyetlen reduktiv kongruencia az wg).

3.2. Definicid. Derékszogii kotegnek neveziink egy S koteget, ha teljesiil
benne
xyz = xz, minden z,y,z € S -re.

3.5. Tétel. Az S félcsoportban teljesiil (1) = ws valamely nem-negativ
n egészre, akkor és csak akkor, ha S eqy derékszogi kotegnek egy nilpotens
félesoporttal vett idedlbovitése.

Bizonyitds. Legyen S olyan félcsoport, amire teljestil (15)» = wg valamely
nem-negativ n egészre. Tegyiik fel, hogy n > 1 (az n = 0 esetben 15 = wg,
fgy S a trividlis félesoport). Tekintsiik S?**! egy tetszéleges elemét! Irjuk
fel ezt az elemet xay alakban, ahol x,y € S™ és a € S. Ekkor a feltétel miatt
minden a,b € S -re: (a,b) € wg = (1s);m, 1gy azt kapjuk, hogy:

xay = xby Vb€ S.
Legyen b = ayxra. Ekkor
vay = z(ayza)y = (zay)(zay) = (vay)®.

Tehdt az S2"t! minden eleme idempotens eleme az S -nek. Igy minden
z,y,z € S*"! elemre, a feltételink szerint (z, zy) € ws = (Ls)m, 18y

rzy = x(vy)y = (v2)(yy) = 7Y

Vagyis az S?" 1 egy derékszogii kéteg. Mivel az S/S*"+1 Rees faktor félcsoportja
az S-nek egy nilpotens félcsoport, igy S az S?"*1 derékszogli kotegnek az
S/8* 1 nilpotens félesoporttal valé idealbSvitése.

A forditott irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy S egy derékszogl kotegnek
egy nilpotens félcsoporttal vett idedlbdvitése. Ekkor S tartalmaz egy D
idedlt, ami egy derékszogli koteg tgy, hogy az S/D Rees faktor félcsoport
egy nilpotens félcsoport. Legyen n az S/D nilpotencidjanak foka. Ekkor

S CD.
Mivel D C E(S) C S™, kapjuk, hogy

D =:5".
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Legyenek a,b € S tetszoleges elemek. Ekkor minden x € S™ = D-re,

ray = (vx)a(yy) = v(vay)y = xy = x(xby)y = (vx)b(yy) = wby

mivel z, xay, xby,y € D és D egy derékszogli koteg. Tehat (a,b) € (tg)m
az 1.1 Megjegyzés szerint. Mivel a és b tetszdleges elemei voltak S-nek, azt
kaptuk, hogy ws C (15)m amibél kovetkezik, hogy (1g)m = wg. O

3.6. Tétel. Legyen S egy olyan félcsoport, amelyre igaz, hogy S™ = S™*!
valamely n nem-negativ egészre. FEkkor az S tletszdleges o kongruencidjdira
teljesil, hogy az S univerzdlis reldcioja az egyetlen reduktiv kongruencidja
S-nek, ami tartalmazza o-t akkor és csak akkor, ha az (S/0)" egy derékszdgi
kiteg (azaz az S/o faktor félcsoport az (S/o)* derékszogl kitegnek az
(S/0)/(S/e)"™ nilpotens félcsoporttal valo idedlbévitése).

Bizonyitds. Az 2.8 Tétel bizonyitasahoz hasonlban. m

3.7. Tétel. Legyen S egy olyan félcsoport, amelyre igaz, hogy S™ = S™!
valamely n nem-negativ egészre. Ekkor az S univerzilis reldcidja az egyetlen
reduktiv kongruencidja S-nek akkor és csak akkor, ha S™ eqy derékszoqgi kiteg
(azaz, S eléall az S™ derékszogii kitegnek az S/S™ nilpotens félcsoporttal vett
idedlbévitéseként).

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 3.6 Tételt o = 1g-re. O]

3.5. Korollarium. Egy S globdlisan idempotens félcsoportnak az S univerzdlis
reldcidja az egyetlen reduktiv [bal reduktiv, gyengén reduktiv] kongruencidja
akkor és csak akkor, ha S eqy derékszogi kéteg [bal zéré félcsoport, null
félcsoport].

Bizonyitds. Az allitas nyilvanvalé a 3.7 Tételbdl [1.8 Tételbdl, 2.9 Tételbdl).
O

3.6. Korollarium. Eqy S requldris félcsoportnak vagy eqyszeri félcsoportnak
az S univerzalis relacidja az egyetlen reduktiv [bal reduktiv, gyengén reduktiv]
kongruencidja akkor és csak akkor, ha S eqy deréksziogi kiteg [bal zérd félcsoport,
null félesoport].

Bizonyitds. Mivel minden regularis és minden egyszerti S félcsoport globalisan
idempotens, ezért az allitasunk a 3.5 Korollarium egyszerli kovetkezménye.
O
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