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Kivonat

Kozosségek pontos és hatékony detektalasa komplex halézatokban egy kulcsfontossagu
kihivas a halozati tudomanyban és valtozatos alkalmazasaiban. Ilyenek a szocialis hal6zatok,
sejtbiolégia, szamitogépes halozatok stb. Ha meghatarozunk egy tévolsdgmértéket a
haldzati csomopontok kozott és egy generdtorpont készletet, a grafokra kiterjesztett Voronoj
diagrammok egyértelmii particionalasat adjak a halézatnak, a csomopontok generatorpontok-
hoz val6 halézati kozelsége alapjan. A kihivéds a megfelel6 tavolsdgmérték generatorpontok
azonositasa. Két csomopont kozotti tavolsagot a kozottiik levo legrovidebb tttal definialjuk
egy sulyozott éli halon, ahol az élek “hossza” az tgynevezett élklaszterezési egyiitthato
inverze. Egy mértéket rendeliink minden csoméponthoz, amely a csomépont és az elso
szomszédai altal alkotott algraf relativ stirtisége. Generator pontoknak tekintjiik azokat a
csomopontokat amelyeknek a legnagyobb a relativ stirtisége egy adott r sugari kornyezeten
beliil. Elvégezve a particionalast kiilonbozo r értékekre azonositani lehet az optimélis

klaszterzést.

1 Bevezeto

A halozati tudomany a napjaink egyik legszéleskoriibben alkalmazott interdiszciplinaris
tudomanya. Az orvostudomanytol, a szociolégian keresztiil, terrorista szervezetek feltérkép-
ezéséig rengeteg alkalmazdasat talaljuk. A fizika médszereinek alkalmazasa a haldzati tu-

domanyban egészen 1j tavlatokat nyitott meg ezen a teriileten.

A kozosségek hatékony detektalasa egy kulcsfontossagu kihivés a hélézati tudomanyban.
Jelent6ségét mi sem bizonyitja jobban mint széles korti alkalmazésa a tudomanyok sz-
inte teljes skalajan. Olyan esetekben ahol egy tanulmanyozott rendszert halézattal vagy
graffal modellezni tudunk, felmeriil a kozosségek azonositasanak a probléméja is. A

kozosségeket tartalmazé halézatok paradigma-példai a szocialis halézatok. Az emberek



hajlamosak kozosségeket kialakitani, ilyenek a barati korok, csaladi kozosségek, munka-
helyi kozosségek stb. Ezeknek a kozosségeknek a detektaldasa fontos lehet szociologiaban,
piackutatasban, kozgazdasagban, kommunikaciés problémak megoldasaban. Erre nagyon
jo példa amazon.com vagy mas hasonlé oldalak rendszere, amely a termékeinek célzott
ajanlasat aszerint oldja meg, hogy milyen érdeklédési korbe, kozosségbe tartozunk. A
sejtbiolégiaban felfedezett fehérjék kozti kolesonhatasok altal kialakitott halézatban, a
fehérjék kiilonboz6 funkciondlis csoportjai is ugynevezett klaszterekbe tomoriilnek, és
ezek hatékony feltérképezésének nagy jelentésége van a sejtek miikodésének megértésében
vagy betegségek, pl a rdk kutatasaban is. Hasonl6 klaszterek alakulnak ki a World Wide
Web, azaz az internetes weboldalak hélézataban, ilyenkor a kiilonb6zo6 link-farmok és méas
kozosségek azonositdsa fontos informacié lehet a vildghdlé kutatéinak, fejlesztéinek [1].
Jelenlegi kutatasunk kihivésa egy tobb tizmilliés nagysagrendli tudoményos publikacidkat
és hivatkozasaikat tartalmazé halézat klaszterezése. Célunk a kiilonboz6é tudoményteriiletek,
esetleges hibridizalodé és atfedd tudomanyteriiletek pontos azonositasa. Mivel egy hatal-
mas halozattal van dolgunk, elsé célunk egy pontos de komplexitas szempontjabol hatékony

algoritmus kifejlesztése.

2 Bevezetés a halézat klaszterezésbe és kozosség de-

tektalasba

Az irodalomban rengeteg modszert és koncepciét talalunk a kozosségek detektalaséra,
ezekbdl fogunk néhany alapvetd és kutatasunk szempontjabdl jelentés modszert bemu-
tatni. A probléma ezekkel a modszerekkel és altalaban a kozosség detektalassal, hogy még
nincs egy univerzalisan elfogadott pontos matematikai definiciéja annak, hogy mit értiink
kozosség alatt. Ennek egyik oka, hogy a kiilonb6z6 valds rendszerekben kiilonbozoképpen
jelennek meg a kozosségek, tovabba jelen van az atfedd és a hierarchikus kozosségek

problémaja is ami tovabb neheziti egy rigurdzus matematikai definicié 1étrejottét [1]. Emi-



att a modszerek tobbnyire empirikusak és csak kisérleti halézatokon lehet ellendrizni a
hatékonysagukat. Az altalanos kiindulasi pont az, hogy kozosségnek tekintjiik azt a részét
egy grafnak (halézatnak), amely csomépontjai kozott stirtibben vannak élek (kapcsolatok),
mint a graf egészével, azaz tobb kapcsolat van a kozosségen “beliil” mint kifele. Az elmult
évek soran tobb kiilénbozo definicid sziiletett, megkiilonboztethetiink lokélis, globalis és
csomopont hasonlésagon alapuld definiciokat.

A kozosség detektald algoritmusoknak az az alapveto feladata, hogy ezeket az algrafokat,
régiokat kimutassa és azonositsa csupan a halézati topolégia (adott esetben egy éllista
vagy adjacencia matrix) alapjan. Megkiilonboztetjiik egy halézat particionalasét és k6zos-
ségek detektalasat. Particionalas alatt értjiik azt, amikor minden csomépontot hozzarendel-
tink valamilyen kozosséghez (particiéhoz), de csakis egyhez, azaz tulajdonképpen fel-
daraboljuk a haldozatot kiilonéllé részekre. Elso 1épésben a sajat modszeriink is ezt a
szerepkort latja el.

A kozosség detektalas mar egy joval 6sszetettebb probléma, ezesetben igyeksziink a kiilonbo6z6
kozosségek hierarchikus felépitését és az esetleges atfedéseket is detektalni. Hierarchikus
felépités alatt értjiikk azt mikor egy kozosségen beliil tobb kissebb kozosség is kialakul,
azokon beliil még kissebb kozosségek és igy tovabb. Példaul a kutatasunk soran tanulmany-
ozott tudomanyos publikdcidok halézataban a legnagyobb kozosségeket a kiilonbozé tu-
domadnyteriiletek jelentik (fizika, biol6gia, orvostudomény stb), de ezeken beliil is kialakul-
nak a kissebb klaszterek, ilyenek lehetnek a kiilonb6zé specifikus teriiletek (pl. fizikan
beliil atomfizika, szilardtest fizika, hirelmélet stb.), amelyek a kozosségiikon beliil joval
gyakrabban hivatkoznak, mint més tertiletek képviseldire. Ugyanitt tettenérhetjik a
kozosségek atfedésének jelenségét is, az olyan teriiletek esetében amelyek tobb tudmanyag
hibridizaciéi (pl. biofizika, orvosi fizika stb.), vagy a kiilonb6z6 inderdiszciplindris tu-
domanyagakon keresztiil (pl. hélézati tudoméany). Ellenérizni egy mddszert, ha valds
halézaton teszteljik az igynevezett meta-adatok alapjan lehet, azaz a valosagbdl gytijtott

kozosségi informécié alapjan. Erre szemléletes példa a Zachary féle karate klub kozosségi



halézata (1. Abra).

Egy masik nagyon fontos kritériuma egy kozosség detektald algoritmusnak, a szamitogépes

Abra 1: A Zachary féle karate klub tipikus példajava valt a kozosségi halozatoknak. A
klub egy vezetoségbeli konfliktus utan felbomlott és a vezetdség kiilonbozd képviseldinek
partfogoi kiilon kozosségekre szakadtak. A halozat a barati kapcsolatok alapjan épiil fel,
és egyértelmiien szemlélteti a kozosségi strukturat.

komplexitas, azaz annak a becslése, hogy mennyi eroforrasra van sziiksége a feladat
elvégzéséhez. Az algoritmusok skalazodasa altalaban n-tol, a csomépontok szamatol, és
m-tél, az élek szamatdl fiigg, O(n*mP) alakban. A mdédszerek esetében mindig igyeksziink
az « és a [ értékét minimalizalni. Ez leginkabb akkor meriil fel ha nagyon nagy hélézatokat
szeretnénk kielemezni. Kutatdsunk soran igyekeztiink egy dtlagon feliili koltség /hatékonység
arannyal operalé modszert kidolgozni.

Ha lokélis klaszter-definiciékbdl indulunk ki (klikkek keresése [2], k-core [3] , k-plex [4],
erfs és gyenge klaszter definicidk [5] stb.) Aaltaldban NP-teljes problémakba botlunk.
Globalis definiciok esetén hasonld a helyzet, az egyik legnépszertibb globalis definciéra, az
ugynevezett modularitas fliggvényre [6] a késébbiekben részletesen kitériink.

A hasonlésagon alapulé definicidk lényege, hogy altalaban valamilyen tavolsagot definidlnak
a csomoépontok kozott (pl legrovidebb ut, Manhattan tévolsag stb.) [7] [8] és ezek alapjan

kategorizaljak az egymashoz leginkabb kozel 1évo, avagy hasonlé csomépontokat. Ennek



el6nye, hogy a hasonldsdg informaciét ad az esetleges atfedd kozosségekrél (fuzzy katego-
rizalas).

A nagy komplexitast és elonytelen skalazodast kikiiszobolend6 szamos nem-determinisztikus
algoritmust dolgoztak ki (pl. random walk, escape probalility, label propagation stb.),
amelyek nagy pontossdggal és jé skalazédassal operdlnak [9, 10, 18,20]. Azonban egy
idoben fejlédo halozatnal, amelynél gyakorta kell djraszamolni a klaszterzést ezek nem
tul megbizhatdak, mert ugyanarra a halézatra is hajlamosak kiilonboz6 eredményt adni.
Ugyan a kiilonbségek altalaban minimalisak, de a hiba egy csomépontonként novekedo
halézatnal jelentds lehet.

Fontos megemliteni az tgynezevezett osztéd és agglomerald algoritmusokat is. Ezek egy-
egy mértéket rendelnek minden élhez/csoméponthoz amely azt jellemzi, mennyire intra
(klaszteren beliili) vagy inter (klaszterek kozotti, klasztereket 6sszekotd) egy él/csomépont.
Ez alapjan elkezdik vagy “fentrdl lefele”, kiszedni (osztd) vagy “lentrél felfele” berakni
(agglomerativ) az elemeket, az 6ket jellemzé mérték szerinti sorrendben. Oszté algoritmu-
sok esetén a teljes halobol indulunk ki és addig iterdljuk az elemek kiszedését, ameddig a
halézat darabjaira nem hull. Agglomeral6 algoritmusok esetén pont az ellenkezo folyamat
jatszodik le, itt addig épitjiik a halézatot amig teljes nem lesz. Ezaltal létrehozhatjuk az
ugynevezett dendogramot is, amelyet megfelel6 helyen “elvagva” megkapjuk a klaszterezést,
és jo esetben a hierarchiat is. Kuatdsunk soran tobb ilyen algoritmust is teszteltiink
kiilénb6z6 mértékeket hasznalva, mint pl. a betweenness [6,11], az élklaszterezési egyiitthaté
(edge clustering coefficient) [5], stb. , de kizdrdlagosan egyik sem bizonyult elég hatékonynak

céljaink szempontjabol.



Abra 2: Baloldali 4bra: A Nyomorultak cimii regény karaktereinek kozos jelenetek alapjan
felépitett halozata, modularitas optimalizacié szerint klaszterezve. Jobboldalon a halézat
dendogramja taldlhatd, amelyet kiilonbo6zo szinteken “elvagva” a hierarchia kiilonb6zo
szintjeit kapjuk vissza. Forrds (dendogram): [17].

3 A graf Voronoj diagramok és alkalmazasuk hal6zatok
particionalasara

A Voronoj diagramok Georgij Voronoj ukran matematikus nevéhez flizodnek. A klasszikus
Voronoj diagramok tgynevezett Voronoj celldkbdl allnak, amelyeket tgy kapunk meg,
hogy a sikban (térben) véletlenszeriien elhelyezett in. generatorpontokhoz hozzarendeljiik
a sik minden pontjat, ugy, hogy minden pont a hozza legkozelebb all6 generatorponthoz
fog tartozni. Ha mindegyik ilyen cellat megszinezziik kapjuk a 3. Abrén lathaté dia-
gramokat. Az eredeti Voronoj diagramok esetén a két pont kozotti tavolsag mértéke euk-
lidészi. Ezt a koncepcidt grafokon is alkalmazhatjuk, azzal a néhdny egyszerti modositéassal,
hogy a tér pontjainak a csomdpontok felelnek meg és két pont kozotti tavolsag a két
csomopont kozotti legrovidebb 1t lesz. Ennek az alkalmazasnak mar részletesen kidol-

gozott matematikai elmélete van [12]. A graf Voronoj diagramokat mar széles korben



alkalmazzak, pl. nagyvérosok kozlekedési itvonalainak optimalizéldasanal [13].

Abra 3: Az euklidészi térben szamitott “klasszikus” Voronoj diagramok. A sik minden
pontja a hozza legkozelebb allé generatorponthoz tartozik, igy generalva a kiilonbozo
szinekkel jelolt Voronoj cellakat.

Amint kutatasunkbdl kideriilt, a graf Voronoj cellak kivalo particionalasat adjak egy
kozosségi strukturaval rendelkezo grafnak. A 4. Abrén egy benchmark halozat klaszterezett
abrdja lathaté. A klaszterek latvanyosan elkiiloniilnek az tgynevezett Force Atlas al-
goritmusnak koszonhetéen, amely molekularis dinamika alapokon miikodé algoritmus,
egyszeriien vonzoé erét fejt ki a kapcsolt csomépontok kozott és taszité er6t a nem kapc-
solt csomoépontok kozott. fgy a stirlibben csatolt klaszterek, amelyek tulajdonképpen
a kozosségek, latvanyosan elkiiloniilnek [14]. Természetesen ezt az algoritmust csak kis
hélézatokon, tébbnyire szemléltetés céljabdl érdemes hasznalni. Elsé probalkozasként
a latvanyosan elkiiloniilé klaszterekben véletlenszriten “kézzel” kivalasztottunk egy-egy
generatorpontot (fekete csomdpontok), és ezeket hasznalva legeneraltuk a megfelel6 graf
Voronoj celldkat, majd ez alapjan megszineztiik a csomépontokat. Az eredmény nagyon
latvanyos, a klaszterek tokéletesen particiondlédnak. Fontos megemliteni, hogy ebben
az esetben az élek silya egységnyi azaz nincs hossz rendelve az élekhez, ennek ellnére
a klaszterezés mégis nagyon jol miikodott. Ez annak tudhaté be, hogy a hélézat strt

és az inter-intra élek szamanak ardnya elég kicsi. Ez azt suggalja, hogy ha kidolgozunk



egy klaszterezési modszert az nagyon robosztus lehet, mivel most a klasztereken beliil
véletlenszertien valasztottunk ki egy-egy csomépontot és a klaszterezés igy is tokéletes

lett.

Abra 4: Egy 2000 csomépontbdl allé hélézat, amelyben a Force Atlas algoritmusnak
kozszonhetden elkiiloniilo klaszterekben kézzel kivalasztott generatorpontokra futtattuk
le a graf Voronoj celldkat azonosité algoritmust, majd a csomépontokat megszineztiik
a cellak szerint. A fekete csomépontok az altalunk véletlenszeriien kivalasztott
generatorpontok.

Természetesen a valés halézatok nem ilyen tokéletesek, és sok véletlenszerti atkotés
lehet egymastdl egyébként “tavol” esO klaszterek kozott is, és ezek, mivel a tavolsag
nem euklidészi felborithatjak a particiondltsagot. Ezért célszerli egy tavolsagmértéket
bevezetni, amely alapjan silyozzuk az éleket, és a legrovidebb tavolsag szamitasakor
ezt az él-hosszt is figyelembe vessziik majd. Esszerti dtletnek tiinik egy olyan mértéket
rendelni az élekhez, amely azzal aranyos, hogy egy él mekkora valdszintiséggel inter, azaz
klaszterek kozotti, avagy intra, azaz klaszteren beliili. fgy a klaszterek kozotti élek “hossz-
abbak” lesznek, és a Voronoj cellak még inkabb hajlamosak lesznek a klasztereken beliil

kialakulni. Ennek az él-skalazé kritériumnak tokéletesen megfelelnek az el6z6 fejezetben



érintett osztd és agglomerdld algoritmusok mérdszamai.

A maésik kihivds, az a megfelel6 generatorpontok azonositasa. Az el6z6 példaban mar a
klaszterek elozetes ismeretében valasztottunk ki egy-egy generatorpontot minden klaszteren
beliil. Ami sziikséges, az egy olyan mddszer, amely csak a halézati topolégiabdl kiindulva
képes ugy kivalasztani generatorpontokat, hogy lehetéleg minden klaszteren beliil, csak
egy legyen, igy a particionalas nagy valészintiséggel tokéletes lesz. A kovetkezo fejezetben
bemutatunk mindkét problémara egy-egy viszonylag egyszerii, de j6l miikodo alternativat.

A dolgozat végén targyaljuk, hogy ezeken hogyan lehetne még javitani.

4 A tavolsag-mérték és a generatorpontok azonositasa

4.1 Az élklaszterezési egyiitthato

Az egyik népszerii és nagyon hasznos él-jellemzé mérték, az a 2004-ben Radicchi altal
bevezetett élklaszterezési egyiitthaté (edge clustering coefficient-vagy ECC') [5]. Amellett,
hogy lokélisan kiszamithatd, igy linedrisan skalazédik az élek szamaval (O(m)), nagyon
hatékony klaszterez6 mértéknek bizonyult kutatasunk sordn, tgy osztd, mint agglom-
erativ megkozelitésben, féleg stirii halék esetén. Az ECC' definicié szerint egy éleket
jellemzo mérték, amelyet a kovetkezOképpen szamitunk ki: a haromszogek szama, ame-
lyekben a vizsgalt él benne van, osztva a haromszogek szamaval, amelyekbe potencidlisan
beletartozhatna, ismerve a két szomszédos csomopont fokszamat. Az i csomdpontot a j
csomoéponttal osszekotod él ECC-je:

2.5 +1
min[(k; — 1), (k; — 1)]

(1)

Cij =

ahol z; ; a haromszogek szdma, amelyekbe az él beletartozik, és min[(k; — 1), (k; — 1)] a
potencialis haromszogek szama amelyek magukba foglalhanak, azaz a kissebb érték a két

adjacens csomépont fokszamai koziil, minusz egy (a vizsgélt él). Az dtlet a mérték mogott



az, hogy a kozosségeket 0sszekotd élek altaldban kevés vagy nulla hdromszogben vannak
jelen, viszont az adjacens csomoépontjainak nagy valdszintiséggel lehet nagy fokszama, azaz
a C; ; értékik kicsi. Azonban a klasztereken beliili élek nagyobb valészintiséggel alkotnak
haromszogeket (stirtibbek a kapcsolatok). Minél kissebb a C; ; érték, anndl valészintibb,
hogy egy él klaszterek kozotti. A szamlaléban szereplo 1-es tagra azért van sziikség, hogy
kikiiszoboljiik a 0-as értéki egyiitthatékat (pl. levél-szerti csomépotok esetén, amelyek a
klaszterezés szempontjabdl nem tul jelentések). A mddszernek van egy maésik valtozata
is, amelyben haromszogek helyett négyszogeket vizsgalnak, de tulajdonképpen barmilyen
sokszogre altaldnosithaté a modszer. Az 5. Abrén néhany egyszeri példan keresztiil
részletezziik az ECC' kiszamolasat és tulajdonsagait.
Az élklaszterezési egyiitthato szerinti oszté modszer {6 problémaja, hogy bar gyors, ritka
halézatokon nem tul hatékony, mert azokban a halézatokban eleve kevesebb haromszog
talalhat6. Ennek kozvetett hatédsa van a Voronoj cellak szerinti particiondlasra is, mikor
silyként alkalmazzuk.

A Voronoj celldk kiszamitasakor az ECC' inverzét hasznaljuk mint tavolsagmérték
(suly), gy egy él anndl hosszabb lesz, minél inkédbb klaszterek kozotti, igy a Voronoj

cellak hajlamosabbak lesznek a klasztereken beliil kialakulni.

4.2 A relativ lokalis stirtliség

A generatorpontok azonositasdhoz egy szintén linearisan skaldzodé mérészamot alka-
Imazunk. Ehhez elészor az tigynevezett relativ lokalis stirtiséget (relative local density)
kell kiszamolni, amely egy csomépontokhoz rendelhetd érték. A mérészam egy csomopont
adott szintil szomszédsaga altal generalt algraf relativ stiriisége alapjan szamithato ki, a
kovetkez6 képlet szerint:

m

di = —— 2
m+ k (2)

ahol d; az i csomépont relativ stirlisége, m a szomszédsag altal generalt algrafon beliili

élek szama, illetve k az algrafbol kifele mutato élek szama. A szomszédsag méretét, vagyis
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Abra 5: a) A piros él (A és B csomdpont kozott) élklaszterezd egyiitthatdjat a
kovetkezéképpen szamoljuk ki: a haromszogek szdma amelyekbe beletartozik (lila élek,
¢ és d csomoépontokkal) plusz egy, osztva a potencidlis hdromszogek széamaval amelyekbe
beletartozhatna. Ez a kissebb fokszamu adjacens csomépont, jelen esetben az A, fokszama
minusz 1 (a vizsgalt él). Osszes lehetséges haromszogek alatt azt az esetet értjiik ha az A

csomépont Osszes szomszédja (e, f) kozos szomszéd lenne a B csomdponttal, mint a ¢ és a d.

24+1 3
L R Hasonldéan kiszémolva a b) dbran pirossal kiemelt él

fgy a vizsgalt él ECC-je

1
egyiitthatojat §_Ot kapunk. Ez az egyszerii példa is szemlélteti, hogy a klaszterek kozotti

élek EC'C-je joval kisebb mint a klasztereken beliil 1év6 éleké. Mikor tavolsagmértékként
hasznaljuk a Voronoj celldk megéllapitasakor, akkor arra van sziikség, hogy a klaszterek
kozotti élek hosszabbak legyenek és ezért hasznaljuk az egyiitthaté inverzét.

azt, hogy hanyad rendii szomszédokig megyek el, az algraf kialakitasakor az [ paraméter
adja meg, amelyet legtobbszor | = 1-es értékre rogzitettiink, azaz csak az els6 rendi

szomszédok szerinti algraf relativ stirtiségét szamoljuk ki.

A médszeriink azokat a csomépontokat jeloli meg generatorpontoknak, amelyeknek a

relativ strtisége lokdlisan maximalis, vagyis nagyobb a koriilotte r sugard tartomanyon



beliil taldlhaté Osszes csomopont relativ stirliségénel. Ez az r hatétavolsag, vagy sugéar
egy nagyon fontos paramétere a jelenlegi mddszeriinknek, a kovetkezokben alaposabban

ismertetjiik a tulajdonsagait.

4.3 Az r paraméter

A eloz6 alfejezetben bevezetett r paraméter egy kulcsfontossagii paramétere jelenlegi
munkanknak. A konnyebb érthetoség kedvéért a 6. Abrén szemléltetjiik, hogy hogyan
miikddik tulajdonképpen a generatorpontok azonositasa.

Az r véltoztatasaval azonosithatjuk az optimalis kozosségi struktirat és jo esetben a
hierarchikus szerkezetet is. Intuitiv, hogy az r novelésével csokkeni fog a generatorpontok
szama, ugyanis egyre tobb kissebb lokalis maximum “olvad 0ssze” a nagyobb lokalis maxi-
mumokkal. A generatorpontok szamanak csokkenésével pedig a particiok szama is csokken
és a megfelel6 sugar eltalalasaval maximalizalhatjuk a klaszterezés mindségét, sét akar a

hierarchikus szerkezet is megnyilvanulhat.

A Voronoj cellék alapjan torténo particiondlashoz sziikséges egy tavolsagmérték definialasa
és a generatorpontok azonositdsa. A moddszer nagyon rugalmas, mindkettére tobbféle
megoldast alkalmazhatunk. A tavolsagmérték esetében a legrévidebb ut maradhatna
egyszertien a silyozatlan halok esetében alkalmazott definici6 (az élek szama a legrovidebb
it mentén), ellenben sokat noveli a particionalds pontossagat ha valamilyen mérték alapjan
minden élhez egy hosszusagot rendeliink. Mi itt egy viszonylag egyszerti mértéket, az
élklaszterezési egyiitthatét hasznaltuk, de barmikor talalhatunk jobb moddszert is. A
generatorpontok hatékony azonositasa particiondlas szempontjabdl még inkdabb fontos,
de a modszer erre sem annyira érzékeny és az altalunk megadott modszer csak egy elso

alternativa, amelyet lehet tovabb javitani.



Abra 6: A kozépen A-val jelolt csomoépont kornyezetét vizsgaltuk, ugy, hogy azokat
a pontokat kerestiik, amelyek a silyozott grafon r tavolsagon beliil vannak, gy hogy
tavolsagként két pont kozotti legrovidebb utat definidltuk. A feltiintetett sulyokat fi-
gyelmebe véve a kékkel jelolt csomoépontok tartoznak az r = 5 sugaron beliili tartomanyba.
Akkor lesz egy csomépont generatorpont, ha az r sugari taromanyon beliil (jelen esetben
kék) ecsomépontokhoz viszonyitva a 4.2 egyenletbenben definiélt lokélis stirtisége az 6sszes
tobbinél nagyobb, azaz lokalis maximumnak tekinthetd.

5 Ellenorzési modszerek

5.1 Benchmark halozatok

Egyik elsérendii célunk a moédszer hatékonysdganak tesztelése volt kiilonbozé méretii
és tipusu halozatokon. Erre a Lancichinetti, Fortunato, és Radicchi altal létrehozott

“benchmark” halézat generdlé szoftver csomagot hasznaltuk. [15] Egy fontos probléma



a kozosség detektald algoritmusoknal a kiilonbozé mddszerek pontossdganak a mérése,
és ezek egymassal valé Osszehasonlitdsa. A benchmark csomag altal képesek vagyunk
irdanyitott, irdnyitatlan és silyozott halézatokat generalni, hierarchikus, elkiilonilé vagy
atfedd kozosségi strukturaval. A program rugalmas, és paraméterek széles skaldja szerint
tudunk halézatokat generdlni, ilyenek az N - a csomépontok szama, (k) - az dtlag fokszam,
kmaez - @ maximalis fokszam, v - a fokszameloszlas hatvanykitevéje, [ - a kozosségek
méreteloszlasanak a kitevije, p - a “keverési” (mixing) paraméter (megadja az inter és in-
tra élek ardnyat), Syq. - k6z0sségek maximélis mérete s,,;, - kozosségek miniméalis mérete.

A benchmark kimeneti alloméanya egy éllista, 'forras cél’ formatumbam, egy allomany,
amely a csomépontok listdjat tartalmazza és hogy melyik kozosségbe tartoznak (a pon-
tossag teszteléséhez) és egy adatfdjl néhany statisztikai adattal a generalt halézatrél. A
szoftvercsomag tartalmaz egy masik programot is, az igynevezett informéacidatfedést mérd
(mutual information) programot, amely elvégzi az Osszehasonlitdst két kiszamolt k6zosségi
struktira kozott (adott esetben a benchmark altal megadott “j6” kozosségi struktira és
a tesztelt algoritmus altal kapott klaszterezés kozott). Egy 0 és 1 kozotti értéket térit
vissza, 1 1évén a tokéletes egyezés, és 0 a teljes eltérés. [16] A halézatok abrézolasara
a Gephi [14] nevli programot hasznaljuk, amely képes nagy halézatokat is hatékonyan

abrézolni, akar harom dimenziéban is és rengeteg kezelési lehetdséget biztosit.

5.2 A modularitas figgvény

A benchmark hélézatok mellett egy halézat klaszterezésének minGségét vagy “helyességét”
az ugynevezett minoségfliggvényekkel lehet ellenorizni. Azoknak a hal6zatoknak az esetében,
ahol nem &ll rendelkezéstinkre kiilsé adat a valds kozosségekrol, az ilyen minoségfiiggvények
hasznalata sziikségszerti. Egyik legnépszertibb ilyen minéségfiiggvény a 2004-ben New-
man altal bevezett modularitds fiiggvény [6]. Feltételezvén, hogy egy véletlenszerii graf
nem rendelkezik kozosségi strukturaval, 6sszehasonlitva egy adott klaszterezés algrafjainak

(particidinak) élstirtiségét a vizsgalt graf véletlenszerii kotésekkel rendelkezé valtozatanak



(null modell) vart élsiirtiségével megkaphatjuk a klaszterezés minéségét. Ez a vart élsiirliség
fiigg a null modell megvalasztasatol, vagyis az aktualis graf mésolatatol, ahol megtartunk
néhany strukturalis tulajdonsagot de kozosségi struktira nélkiil. A modularitas fiiggvényt

a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

Q= -2 3"(4y — Py)3(Ci ) (3)

" om -
ahol m a graf éleinek a szdma, A az adjacencia matrix, F;; a vart élszdm ¢ és j csomdpont
kozott a null modellben, és § fliggvény egy Kronecker delta szerii fliggvény, amely egyet
térit vissza, ha 7 és j ugyanabba a megadott klaszterbe tartoznak és nullat ha nem.

P;; alakjat a vdlasztott null modell hatdrozza meg, ennek tobb valtozata lehet. Példdul
megkovetelhetjiik, hogy a null modell tartsa meg az Osszes élét az eredeti grafnak, és
helyezze el 6ket barmely két csomépont kozott azonos p valdsziniiséggel (Bernoulli féle
véletlenszer(i graf). Azonban ez a null modell mivel Poisson eloszlas szerinti fokszéam-
eloszlassal rendelkezik sajnos nem a irja le tul jél a valés haldzatokat, igy preferalando
egy olyan null modell amely megtartja az eredeti graf fokszameloszlasat is. Ebben az
esetben annak a valészinfisége, hogy 7 és j csomépont kapesolédik nem més mint k;k; /2m?,
amelyb6l kovetkezik, a P;; = k;kj/2m varhaté élszam érték. Innen a végsé formija a

modularitas fiiggvénynek:

Q=5 34y~ 2 )3(C, Cy) (@)

2m “—
ij

Ez a modularitas fiiggvény legelfogadottabb formdja és méréseink soran is ezt a képletet

hasznaltuk.



6 Az eredmények targyalasa

Erdeményeinket kétfélekképpen teszteltiik: a benchmark, azaz automatikusan, paraméterek
szerint generalt halézatokon, ahol eleve ismertiik a kozosségi strukturat, illetve valds
halézatokon, ahol eredményeinket mas modszerek eredményeivel hasonlitottuk 6ssze. Ku-
tatdsunk sordn 6t algoritmust valasztottunk ki, amelyek j6 hatékonysdg/komplexitas
arannyal rendelkeznek. A GANXiS [19], a Vincent D. Blondel és Jean-Loup Gouillaume
altal bevezetett Louvain [20], két véletlenszerti mozgason (random walk) alapulé algo-
ritmus, a halézat mérete szerinti linedris skalazodassal, a Link Communities [17] pedig
egy félig determinisztikus tulajdonképpen éleket klaszterezé modszer. Tovabba masik két
stohasztikus modszert: infomap [22] és label propagation [21] is felhaszndltuk bizonyos

esetekben az Osszehasonlitasra.

6.1 Benchmark halozatokon val6 tesztelés

A modszeriinket teszteltiik a 5.1 alfejezetben targyalt benchmark hal6zatokon. FEzeket
kiilonb6zo, szamunkra relevans paraméterek szerint generaltuk.

A 7. Abrén a killsnbozé paraméterekkel generdlt halézatokra kapott eredményeinket
mutatjuk. Azt taldltuk, hogy a Voronoj celldkon alapuld particionalds csak a k atlag
fokszam ¢és a p keverési paraméterre érzékeny, az Osszes tObbi paraméter valtoztatasa
nem zavarja a modszer hatékonysdgat. A megfeleléen magas k atlag fokszam esetén az
Osszes tObbi paramétertol fliggetleniil a particionalas jonak bizonyult. Ezért els6sorban
a két kritikus paraméter szempontjabdl tanulmanyozzuk tovabb a viselkedést. A tobbi
rogzitett paraméter: N = 10000, maxk = 200, v = =2, = —1, minc = 50, maxc=>500.
Ezek a rogzitett paraméterek nagyjabol megfelelnek a valds halézatok paramétereinek.
Két méroszamot vizsgaltunk, a 5.2 alfejezetben mér bevezetett modularitas fliggvényt
és a benchmark halézatok ismert kozosségi struktirajat a programunk klaszterezésével
6sszehasomlité informaciéatfedési mértékét (mutual information). Ezt a két mérészamot

vizsgaltuk az r paraméter fliggvényében. A 1. tablazatban feltiintettiik a legmagasabb



B = = <k>=6
<k>=6 <k>=6 ~03 | — Mutual Info
ostH.= 0.1 N 0.8 M= 0.2 0.8 K
— Q(r)
0.6 0.6 0.6
ANVE N N N
0.4 0.4 04 \
\ — N\ 2
0.2 / 0.2 / x = 02 \/k
04 : 1 5 S0 12 1 0 2 T 5 s 10 12 u 0 _/ 1 6 8 012 u
10 r 10 r 1.0 r
<k>=10 <k>=10 <k>=10
Wp=01 7 =02 =03
0.6 0.6 // /\ 0.6
R
0.4 Fo /\/ S 04 /
N
0.2 \\ 0.2 0.2
0. / 0. 0.0 \
i r 0 12 1 : i 5 ,r,s 0 12 14 ( > I r 0 12 1
1.0 1.0 L0
<k>=15 /"~ <k>=15 k>=15
ostP= 0.1 _7/ ospth. = 0.2 T ol = 0.3
| //
0.6 8 0.6 0.6
\/
0.4 0.4 \ N 0.4 X\
0.2 / 0.2 0.2 n
00 r g 3 0 12 1 o p 1 ; $ 10 lﬁ 00 J i G 10 17\\/14_
10 r 10 r 1.0 r
<k >=20 <k>=20 k>=20
e 1 i62 iR

0.4 0.4 0.4

0.2 / .2 2
0.0 0.0 0.0 /

1 5 B 10 12 14 p 1 8 10 12 14 2 1 8 10 12 14

Abra 7: A kiilénboz8 benchmark halézatokra elvégzett particionaldsok. A kék gorbék
a [0,1] intervallumban mozgd informdaciéatfedési mérészamot jelolik az r paraméter
fliggvényében, amely azt adja meg hogy a benchmark altal megadott kozozosségi
struktirat mennyire taldljuk el (ahol 1 a tokéletes egyezés és 0 a teljes eltérés). A zold
gorbék a modularitas fiiggvényt dbrazoljak az r fiiggvényében. Eszrevehet()', hogy a két
gorbe viselkedése kozott erds korrelacio van.



Ha&l6zat GANXiS link communities | Louvain Voronoj Benchmark (eredeti)
k=6,u=1 | 0.8766616414 | 0.8156419763 0.8766616414 | 0.8013974096 | 0.8766385564
k=6,u=2 0.7660152086 | 0.5056297412 0.7725731877 | 0.542287516 0.772555445
k=6,u=3 0.6728873013 | 0.3646941413 0.6761960654 | 0.459360364 0.6765785679
k=10,up=1 | 0.8706721308 | 0.8566960202 0.8706721308 | 0.8658929951 | 0.8706721308
k=10, =2 | 0.7664388552 | 0.7174722034 0.7600170176 | 0.7062928832 | 0.7664388552
k=10, =3 | 0.6700173602 | 0.5744939643 0.6700173602 | 0.5359841829 | 0.6700173602
k=15pu=1 | 0.873727278 | 0.8559066993 0.873727278 | 0.872543222 | 0.873727278
k=150 =2 | 0.7710062171 | 0.7283057282 0.7710232113 | 0.7637180402 | 0.7710062171
k=15u=3 | 0.6735912086 | 0.5429961816 0.675368437 | 0.6093561324 | 0.675368437
k=20,up=1 | 0.8672872127 | 0.8508388219 0.8672872127 | 0.8672872127 | 0.8672872127
k=20,pu=2 | 0.7694293396 | 0.7305448375 0.7694293396 | 0.7693499493 | 0.7694293396
k=20,pup=3 | 0.6753304197 | 0.5981891287 0.6753304197 | 0.6707843432 | 0.6753304197

Tablazat 1: A teszthalézatokra kapott maximalis modularitdas Gsszehasonlitva harom
modszerrel, és a benchmark program altal inicidlisan adott eredeti klaszterezés mod-
ularitdsa (amely szerint generdlta a hélézatot). A Voronoj szerinti particionélds jé
eredményeket ad, kivéve a ritkabb halézatoknal.

modularitast elért particionalasokat, 6sszehasonlitva a korabban felsorolt modszerek ered-

ményeivel.

6.2 Valos halézatokon valo tesztelés

Ma mar rengeteg alaposan feltérképezett valos halozat all rendelkezéstinkre. FEzekre is
alkalmaztuk a Voronoj celldkon alapulé particionalast. A mindségi ellendrzést a 5.2 alfe-
jezetben targyalt modularitas fliggvénnyel végeztiik, és eredményeinket 0sszehasonlitottuk
mas, nagyon hatékonynak bizonyulé modszerek erdményeivel. A 8. Abrén kiilsnbéz6 valés
halézatok r paraméter szerinti elemzését tiintettiik fel.

Kiilénésen érdekes az amerikai politikai blogok (8. b Abra) halézata, amelynél egyértelmiien
latszik a hierarchikus szerkezet az r fiiggvényében lathatd két csics. A két hierarchia sz-
intet a 9. Abrdn szemléltetjiik.

A 2. tablazatban az ellenorzott valds halézatokra kapott modularitas értékeket tiinettiik
fel a kiilonboz6 modszerekkel.

A kapott eredményeket kielégitonek tekinthetjiik, és fontos megemliteni, hogy a mod-



0.8

b) amerikai politaikai blogok link halézata
0.7

0.6}

a) élesztd sejt PPl halézata

2 1 6 8 10 12 11 14

r

¢) Condensed matter fizika cikkek hivatkozas halézata d) C. elegans fonalféreg ideghalozata

0.0 v i : » o400

Abra 8 A (? modularitas fliggvény az r paraméter fiiggvényében kiilonbozo valds
hélozatokon. Két féle viselkedést tapasztalunk: a modularitas elér egy (vagy t6bb) lokélis
maximumot, majd lecsékken (b, d), vagy viszonylag hamar, mér kicsi r értékeknél elér
egy telitédést(a,c). Mindkét esetben az elért maximélis modularitds j6 egyezést mutat
méas modszerekével.

ularitds sok esetben viszonylag hamar, kicsi r értékek esetén telitédik (pl 8 a és ¢ abrak),
igy nem sziikséges nagy r értékig elmenni egy jo pontossag elérése érdekében. Fontos
kiemelni a 10. Abrdn ldthaté grafikus Osszehasonlitast. Mig mindegyik modszer le-
galabb egy hélénal nagyon rosszul szerepel, addig a mi mddszeriink stabil, jellemzéen
stlag feletti teljesitményt mutat (Idsd 10 Abra (B)). Az egyediili médszer amely minde-
gyik halo esetében jobban teljesit, a Louvain mddszer, de ez a médszer eleve modularitast

optimalizal, a fliggvényt, amelyet jelen esetben is alkalmazunk az 0sszehasonlitasra.



Abra 9: A 8. b &brén lithaté két lokalis maximum a Q(r) gorbén két hierarchia szintnek
felel meg. Ezt a két szintet abrazoltuk, a particiok szerint megszinezve a halézatot az
a (kissebbik r-nek megfelels lokélis maximum) és b (nagyobbik r-nek megfelelé lokélis
maximum) abrén. A b valtozaton egyértelmtien elkiiloniil a republikdnus és a demokrata
nézetli blogok, de ha lejjebb megyiink a hierarchidban (a) akkor a halézat tébb kissebb
kozosségre szakad.

6.3 Skalazédas

Amint azt mar a kozosség detektdld algoritmusok targyalasakor kifejtettiik, fontos, hogy
egy algoritmus jol skalazodjon a rendszer méretével. A kiilénbozo enerigafiigvényekkel
meg modularitas optimializaciéval dolgozé modszerek ugyan jo eredményeket produkalnak,
viszont altaldban O(N?) vagy még magasabb hatvanyi skaldzéddst mutatnak. A jelen-

leg linearis és j6 pontossagot elérd algoritmusok, mint amelyekkel az 6sszehasonlitasokat



Halézat Voronoj

GANXiS

Louvain

Link Communities

0.5691036792
0.3744247206
0.2819653286
0.3650643136
0.7936063541

Condensed matter koll. halé
Zachary Karate Klub

C. Elegans fonalféreg
Politikai blogok

Eleszté sejt proteinhéléja

0.610818373956
0.371466140697
0.3468256554
0.4308840059
0.7123782429

0.729021128092
0.419789612097
0.4001692938
0.4320708228
0.8425942505

0.2755691609
0.2168803419
0.1232699316
0.1265607019
0.2844087283

Tablazat 2:

Valds halézatok klaszterezéseinek modularitas értékei.

A

tablédzatban

soronként a két legmagasabb értéket elért modszereket emeltiik ki vastagitott karak-

terekkel, és ebbdl aldhuztuk a nagyobbat.

Lathatd, hogy atlagban a moddszertiink jol

szerepel.
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Abra 10 (A) A mddszeriink legjobb modularitds értékei Osszehasonlitva 6t népszert

modszerrel.
halozatokra.

A moddszerek eredményei novekvo sorrenben helyezkednek el az adott
A Voronoj cellak szerinti klaszterezés atlagban a mésodik legjobb

eredményeket mutaté modszer. (B) A mddszerek relativ hibaja, ahol (@) a kiilénbozé

halékra szamolt eredmények atlaga

végeztiikk nem determinisztikusak és sokszor mas eredményeket adtak azonos futasokra.

A graf Voronoj celldk kiszamitasara az irodalomban talalhaté egyik leggyorsabb modszer




az un. pdrhuzamos Dijkstra algoritmust hasznalja és legrosszabb esetben O(m + n +
(n — g)log(n — g)) szerint skalazddik [12], ahol n a csomépontok, m az élek, g pedig a

generatorpontok szama. Ez egy kozel linaris algoritmusnak tekintheto.

A jelenlegi probléma a lokalis maximumok azonositasa. Ugyan a relativ lokalis stirliség
és az élklaszterezési egylitthato kiszamitasa is linedris, a lokéalis maximumok azonositdsa
az r novelésével még mindig nagyon koltséges. Ehhez egy Breadth-first search szerti al-
goritmust fejlesztettiink ki, amely figyelembe veszi az élek silyait és beazonositja egy
csomopont kornyezetében r tavolsdgon beliil levé 6sszes csomdpontot, majd a striiségeik
osszehasonlitasaval eldonti, hogy a csomoépont lokalis maximum-e avagy sem. A folyama-
tot még azzal is gyorsitottuk, hogy egybdl a legnagyobb stirtiségii csomépontok ellendrzésével
kezdjiik, és amint beazonositottunk egy lokdlis maximumot, az 6sszes tobbi csomdépontot
amely az r sugari kornyezetében van, igymond “kidobjuk”, azaz kivessziik az ellenorizendo
csomoépontok listajarol. Az algoritmus azonban még igy is nagyon koltséges, kozel expo-
nencidlis skaldzddasi tendencidt mutat az r paraméter novelésével (11. Abra). Fontos
megjegyezni, hogy mivel viszonylag kicsi r» paraméter elegendo jo klaszterezés megtalaldsara,
ez nem ront oskat az algoritmus hatékonysagan.

Jelenlegi méréseink elvégézéséhez ez a modszer még igy is kivdléan szolgalt, tovabbi

gyorsitason és esetleges alternativakon dolgozunk.

7 Kovetkeztetések

Mint az eredményeken lathattuk, a graf Voronoj diagramok szerinti klaszterezés egy
jol miikodo algoritmus és a mddszer ebben a viszonylag egyszerii mértékeket haszndalo
forméaban is megallja a helyét a mar elfogadott és népszerii algoritmusok kozott, néhany

esetben tul is tesz rajtuk. A moddszer legfontosabb elonyei:

e Egy elegans és viszonylag preciz matematikai definicioként szolgalhat a kozosségek
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Abra 11: T6bb ugyanolyan paraméterekkel generdlt benchmark hélézat relativ lokalis
stirtiség szerinti lokalis maximum keresé algoritmusédnak az idébeni skaldzédasa az r
fiiggvényében.

meghatarozasara halézatokban.

e Determinisztikusan kiszamithaté, amely dinamikusan fejléd6 halézatokndl elény,
1évén hogy egy véletlen bolyongason alapuld algoritmussal szemben a végeredmény

nem fiigg az inditasi feltételektol.

e Rugalmas, mivel megfeleld esetleg hatékonyabb generatorpont azonosité mddszerek

és tavolsagmértékek bevezetésével tovabb novelheté a pontossaga.

e Robosztus abbdl a szempontbdl, hogy nem érzékeny arra, hogy egy klaszteren beliil

milyen generator pontot valasztunk Kki.

e Kozel linearis a skalazédéas a haldézat méretének fliggvényében, amely az algoritmu-

sok javitasaval tovabb csokkentheto.

e Az r paramétert valtoztatva tobb skalan nyeriink informaéciét, igy hierarchikus

strukturat is fel lehet fedezni. Ugyanakkor lathatd, hogy az r novelésével a mod-



ularitds viszonylag hamar szaturdlédik. Ez sokat javit a modszer gyorsasdgan,
mert azt jelzi, hogy viszonylag kicsi r paraméter elegendé egy jé klatszterezés meg-

talaldsadhoz.
e Meghizhatd eredmények gy benchmark mint valés halézatokon.

A moédszer tovabb javithato és jelenleg mas tavolsagmértékek és generatorpont azonositod
modszereket is teszteliink. Tovabbi igéretes iranyként mutatkozik egy stohasztikus modszer,
amely a mddszer robosztussagara tamaszkodva véletlenszertien valaszt ki generatorpontokat.
Néhéany iteraciot kovetoen a csomoépont azonos kozosségbe vald tartozasi valdszintliségei
egyértelmii informaciét adnak a kozosségi és hierarchikus strukturardél és az esetleges

atfedésekrol.

7.1 Publikaciok és konferenciak

A dolgozatban Osszefoglalt munkankat a New Journal of Physics folydiratban publikaltuk
2014-ben. A publikéci6 a http://iopscience.iop.org/1367-2630/16,/6/063007 /article
linken ingyenesen elérheto és egy szemléletes vided-absztrakt is segit megérteni az alap-
koncepcidt. A cikk tartalmaz néhany 1j eredményt, szemléleteseb illusztraciokat, dbrakat,
illetve koherensebb és érthetébb szovegstruktiraval rendelkezik. Tovabba tobb jelen dol-
gozatban felmeriilé kérdést és gyengepontot is kikiiszoboltliink vagy magyaraztunk.

A modszert és eredményeinket Koppenhégdaban, a NetSci 2013-as konferencian is bemu-
tattam a Halézat Klaszterezés (Network Clustering) szekciéban. (Online programfiizet:
http://netsci2013.net /wordpress/wp-content /uploads/2013/05 /schedule_NetSci2013_detail-
1.png)

Sajat hozzajarulas: a moddszer kiotlése és kifejlesztése, a szimuldcidk és a mérések im-
plementalasa és alkalmazésa, abrak és illusztraciok jelentos részének elkészitése, a cikk

néhany technikaibb részének megirasa.
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