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Kivonat

A dolgozat célja Krasznoszelszkij kompressziós-expanziós fixpont tételének

általánosı́tása lokálisan konvex terek Descartes-szorzatán értelmezett nemlineáris rend-

szerek megoldásának érdekében. A kompressziós-expanziós feltételeket komponensenként

adjuk meg, tehát a rendszer komponensei egymástól függetlenül viselkedhetnek különböző

módon. Alkalmazásként tárgyaljuk bizonyos alakú [0,∞)-en értelmezett másodrendű dif-

ferenciálegyenlet-rendszerek megoldhatóságát, a megoldás lokalizálását, egyértelműségét,

valamint multiplicitását.

Kulcsszavak: nemlineáris rendszer, differenciálegyenlet-rendszer, Fréchet tér, fix

pont, kúp, pozitı́v megoldás, komponensenkénti kompresszió-expanzió.

1 Bevezető

Tekintsünk két Fréchet teret, (E1, {|| · ||(1)n }n∈N∗), (E2, {|| · ||(2)n }n∈N∗), valamint a következő

egyenletrendszert:  f1(x1, x2) = x1

f2(x1, x2) = x2

(1.1)

ahol f = (f1, f2) : E1 × E2 → E1 × E2. Ezen probléma standard megoldási módszere

az E1 × E2 vektortér ellátása egy megfelelő félnormacsaláddal, mint például ||(x1, x2)||n =

||x1||(1)n + ||x2||(2)n , annak érdekében, hogy egy Fréchet teret kapjunk, amelyben majd alkal-

mazzuk a már meglevő egy komponensű operátorokra vonatkozó fixponttételek egyikét (lásd

[4], [5], [6], vagy [9]). Ez viszont problémákhoz vezet a kompressziós-expanziós fixpont

tételek esetén a megoldás lokalizálásában, pontosabban az alsó korlát meghatározásakor. In-

nen adódik a motiváció ilyen jellegű tételek vektor verziójának kidolgozása iránt, azaz olyan

tételeket bizonyı́tani, amelyek a fent emlı́tett skalár értékű félnormacsalád helyett egy vektor

értékű félnormacsalád segı́tségével valósı́tják meg a kompressziót vagy az expanziót.

Krasznoszelszkij tı́pusú tételek vektor verziói már léteznek normált terek esetén (lásd [10]).

Ezeket az eredményeket viszont érdemes kiterjeszteni Fréchet terek esetére, mivel ı́gy alkal-

mazhatóak lennének nemkompakt intervallumon értelmezett differenciál- illetve integrálegyen-

let-rendszerek megoldhatóságának tanulmányozására. Például a C[0,∞) lineáris tér nem normált

tér, viszont megfelelő félnormacsaláddal lehet Fréchet tér.
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A dolgozat fő eredménye a Frigon értelemben megengedhető operátorok elméletére alap-

szik (lásd [5], [6]), mely kihasználja a felülről félig folytonos többértékű operátorok bizonyos

tulajdonságait. Ennek érdekében előbb ki kell terjesztenünk a fő eredményt [10]-ből többértékű

operátorokra. Ennek a bizonyı́tása a Kakutani-Glicksberg-Fan fixpont tételre (lásd [1]) alapszik.

2 Általános értelmezések és használt eredmények

Értelmezés 1. Legyenek X, Y metrikus terek és T : D ⊂ X → Y .

a) Azt mondjuk, hogy a T operátor kompakt, ha D-nek minden korlátos részhalmazát re-

latı́v kompakt halmazba képezi.

b) Azt mondjuk, hogy a T operátor teljesen folytonos, ha kompakt és folytonos.

Értelmezés 2. Legyenek X, Y topologikus terek és F : X → 2Y egy többértékű függvény (azaz

minden x ∈ X esetén F (x) ∈ 2Y ). Azt mondjuk, hogy F felülről félig folytonos az x0 ∈ X

pontban, ha minden G ⊂ Y nyı́lt halmaz esetén, amelyre F (x0) ⊂ G, létezik N(x0) ⊂ X nyı́lt

környezete x0-nak, amelyre F (x) ⊂ G minden x ∈ N(x0) esetén. F felülről félig folytonos

X-en, ha felülről félig folytonos X minden pontjában.

Tétel 1 (Kakutani-Glicksberg-Fan). Legyen K nemüres, konvex, kompakt részhalmaza a X

Hausdorff lokálisan konvex lineáris topologikus térnek és legyen F : K → 2K felülről félig

folytonos, nemüres, konvex, kompakt értékű függvény. Ekkor F -nek létezik fixpontja, azaz létezik

y ∈ K, amelyre y ∈ F (y).

Bizonyı́tás: Lásd [1], 136-138 oldalak.

Értelmezés 3. Legyen (X, | · |) normált tér.

a) Azt mondjuk, hogy K ⊂ X kúp, ha zárt, konvex, λK ⊂ K minden λ ≥ 0 esetén,

K ∩ (−K) = {0} és K ̸= {0}.

b) Adott K ⊂ X kúp esetén értelmezhető a K szerinti ” ≼ ” részleges rendezés, a következő

módon: x ≼ y ⇔ y − x ∈ K.

c) Értelmezhető a K szerinti szigorú ” ≺ ” részleges rendezés, a következő módon: x ≺

y ⇔ x ≼ y, x ̸= y.
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d) Azt mondjuk, hogy az X normája monoton, ha minden x, y ∈ K esetén x ≼ y-ból

következik, hogy |x| ≤ |y|.

e) Azt mondjuk, hogy az X normája szigorúan monoton, ha minden x, y ∈ K esetén x ≺ y-

ból következik, hogy |x| < |y|.

3 Saját fixpont tételek

A fő eredményünk bizonyı́tása a következő tételre alapszik, amely egy általánosı́tása Precup

([10]) tételének többértékű operátorok esetére.

Tétel 2. Legyenek (X1, | · |1), (X2, | · |2) normált terek; K1 ⊂ X1, K2 ⊂ X2 két kúp, K =

K1 ×K2 a megfelelő szorzatkúp X1 ×X2-ben; αi, βi > 0 úgy, hogy αi ̸= βi, valamint legyen

ri = min{αi, βi}, Ri = max{αi, βi}, minden i = 1, 2 esetén. Legyenek r = (r1, r2), R =

(R1, R2), és értelmezzük:

KrR = {u ∈ K : u = (u1, u2), ri ≤ |ui|i ≤ Ri, ahol i = 1, 2}.

Legyen N : KrR → 2K , N = (N1, N2) kompakt, felülről félig folytonos többértékű függvény,

nemüres, konvex, kompakt értékekkel. Feltételezzük, hogy létezik hi ∈ Ki\{0}, amelyre minden

u ∈ KrR, u = (u1, u2), illetve minden i ∈ {1, 2} esetén a következő feltételek teljesülnek:

(i) vi ̸= λui, minden v ∈ N(u), v = (v1, v2), |ui|i = αi és λ > 1 esetén;

(ii) vi + µhi ̸= ui, minden v ∈ N(u), v = (v1, v2), |ui|i = βi és µ > 0 esetén.

Ekkor N -nek létezik egy fixpontja KrR-ben.

Bizonyı́tás: Lásd [2].

Rögtön adódik az alábbi következmény:

Következmény 1. Legyenek (X1, | · |1), (X2, | · |2) normált terek; K1 ⊂ X1, K2 ⊂ X2 két

kúp a ”≺1” illetve ”≺2” megfelelő indukált szigorú rendezésekkel, K = K1 ×K2 a megfelelő

szorzatkúp X1×X2-ben; αi, βi > 0 úgy, hogy αi ̸= βi, valamint legyen ri = min{αi, βi}, Ri =

max{αi, βi}, minden i = 1, 2 esetén. Legyenek r = (r1, r2), R = (R1, R2), és értelmezzük:

KrR = {u ∈ K : u = (u1, u2), ri ≤ |ui|i ≤ Ri, ahol i = 1, 2}.
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Legyen N : KrR → 2K , N = (N1, N2) kompakt, felülről félig folytonos többértékű függvény,

nemüres, konvex, kompakt értékekkel. Feltételezzük, hogy minden u ∈ KrR, u = (u1, u2), illetve

minden i ∈ {1, 2} esetén a következő feltételek teljesülnek:

(i’) vi ̸≻i ui, minden v ∈ N(u), v = (v1, v2), |ui|i = αi esetén;

(ii’) vi ̸≺i ui, minden v ∈ N(u), v = (v1, v2), |ui|i = βi esetén.

Ekkor N -nek létezik egy fixpontja KrR-ben.

A fő eredmény megfogalmazásának érdekében idézzünk fel egy pár értelmezést illetve

jelölést [6]-ból.

Legyen (E, {|| · ||n}n∈N∗) egy Fréchet tér, amelynek a félnormacsaládja teljesı́ti az alábbi

feltételt:

||x||n ≤ ||x||n+1, ∀x ∈ E, ∀n ∈ N∗. (∗)

Minden r > 0 és x ∈ E esetén legyen B(x, r) = {y ∈ E : ||x − y||n ≤ r, ∀n ∈ N∗}. E-nek

egy X részhalmaza korlátos, ha minden n ∈ N∗ esetén létezik rn > 0, amelyre ||x||n ≤ rn

minden x ∈ X esetén.

Minden n ∈ N∗ esetén értelmezhető az alábbi ekvivalenciareláció E-n:

x ∼n y ⇔ ||x− y||n = 0.

Legyen En = E/ ∼n és En a metrikus kiteljesı́tése En-nek || · ||n szerint (az En normáját,

amelyet || · ||n indukál, valamint ennek az En-re való kiterjesztését is || · ||n-nel jelöljük). Vegyük

észre, hogy (En, || · ||n) Banach tér. Ennek a szerkesztésnek megfelelően értelmezhető egy

µn : E → En folytonos projekció. Minden r > 0 és x ∈ En esetén legyen Bn(x, r) = {y ∈

En : ||x− y||n ≤ r}.

Minden X ⊂ E és minden n ∈ N∗ esetén legyen Xn = µn(X), és jelölje Xn illetve ∂Xn az

Xn En-beli lezártját valamint határát a || · ||n norma szerint.

Hasonlóan, minden m ≥ n esetén értelmezhető egy ekvivalenciareláció Em-en, amelyet

ugyancsak ∼n-nel jelölünk, és amely meghatároz egy folytonos µn,m : Em → En függvényt,

hiszen Em/ ∼n tekinthető En részhalmazaként. Valójában E a projektı́v határértéke (En)n∈N∗-

nek.

Idézzünk fel egy fontos lemmát [6]-ból.
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Segédtétel 1. Feltételezzük, hogy a (∗) feltétel teljesül, és legyen X zárt részhalmaza E-nek.

Ekkor minden (zn)n∈N∗ , zn ∈ Xn, sorozat esetén, amelyre µn,m(zm)m≥n Cauchy sorozat Xn-

ben minden n ∈ N∗ esetén, létezik egy x ∈ X , amelyre µn,m(zm)m≥n tart µn(x) ∈ Xn-hez

minden n ∈ N∗ esetén.

Az elkövetkezendőkben bevezetünk a fentiekhez hasonló értelmezéseket és jelöléseket lokálisan

konvex terek Descartes-szorzatán.

Legyen (E1, {|| · ||(1)n }n∈N∗), (E2, {|| · ||(2)n }n∈N∗) két Fréchet tér, amelyek teljesı́tik a (∗)

feltételt, a megfelelő ∼1
n, ∼2

n ekvivalenciarelációkkal, E1
n, E2

n Banach terekkel, és µ
(1)
n , µ(2)

n

folytonos függvényekkel (ezeket a fentebb emlı́tett módon szerkesztjük meg).

Legyen µ̃n : E1 × E2 → E1
n × E2

n, µ̃n(x) = (µ
(1)
n (x1), µ

(2)
n (x2)), minden x ∈ E1 × E2,

x = (x1, x2), xi ∈ Ei, i = 1, 2 esetén. Hasonlóan értelmezzük a µ̃n,m : E1
m × E2

m → E1
n × E2

n

folytonos függvényt, µ̃n,m(x) = (µ
(1)
n,m(x1), µ

(2)
n,m(x2)), minden x ∈ E1

m × E2
m, x = (x1, x2)

esetén.

Tekintsük az X1 ⊂ E1, X2 ⊂ E2 halmazokat. Minden n ∈ N∗ esetén értelmezzük az

Sn : X1 ×X2 → 2X
1×X2 függvényt úgy, hogy minden x ∈ X1 ×X2, x = (x1, x2), x1 ∈ X1,

x2 ∈ X2, esetén

Sn(x) = {y ∈ X1 ×X2, y = (y1, y2) : yi ∈ X i, xi ∼i
n yi, ∀i ∈ {1, 2}}.

Minden n ∈ N∗ esetén legyen D(n) ⊂ E1
n × E2

n. Értelmezzük:

D(∞) = {x ∈ E1 × E2 : ∃N0 ⊂ N∗ végtelen és zn ∈ D(n) minden n ∈ N0 esetén, amelyre

∀n ∈ N∗ : µ̃n,m(zm) → µ̃n(x) ha m → ∞ úgy, hogy m ∈ N0 és m ≥ n}. (∗∗)

Értelmezés 4. Legyenek X1 ⊂ E1 és X2 ⊂ E2 zárt halmazok. Azt mondjuk, hogy az f :

X1 ×X2 → E1 ×E2, f = (f1, f2) kompakt operátor megengedhető, ha minden n ∈ N∗ esetén

teljesülnek az alábbi feltételek:

(1) Az Fn : X1
n ×X2

n → 2E
1
n×E2

n ,

Fn(µ̃n(x)) = co(µ̃n ◦ f ◦ Sn(x))

többértékű függvénynek létezik egy felülről félig folytonos Fn : X1
n × X2

n → 2E
1
n×E2

n

kiterjesztést, amelynek értékei konvexek és kompaktok.
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(2) Minden ε1, ε2 > 0 esetén létezik m ≥ n, amelyre minden x ∈ X1 ×X2 esetén

diamn(fi(Sm(x))) < εi, ∀i ∈ {1, 2}.

Megjegyzés 1. Vegyük észre, hogy ha Y 1 ⊂ E1 és Y 2 ⊂ E2 zárt, konvex halmazok és f :

X1 × X2 → E1 × E2, f = (f1, f2) megengedhető úgy, hogy fi(X
1 × X2) ⊂ Y i, minden

i ∈ {1, 2} esetén, akkor minden n ∈ N∗ esetén az Fn kiterjesztés megválatszható úgy, hogy

Fn(X1
n ×X2

n) ⊂ Y 1
n × Y 2

n , mivel Fn(X
1
n ×X2

n) ⊂ Y 1
n × Y 2

n . Ellenkező esetben az Y 1
n × Y 2

n -nel

vett metszete is kiterjesztése lenne Fn-nek.

Most ki tudjuk jelenteni a fő eredményünket.

Tétel 3. Legyen (E1, {|| · ||(1)n }n∈N∗), (E2, {|| · ||(2)n }n∈N∗) két Fréchet tér, amelyek teljesı́tik a

(∗) feltételt. Továbbá, legyen K1 ⊂ E1 és K2 ⊂ E2 két kúp, K = K1 × K2 a megfelelő

szorzatkúp E1×E2-ben; αi, βi > 0 úgy, hogy αi ̸= βi, valamint legyen ri = min{αi, βi}, Ri =

max{αi, βi}, minden i = 1, 2 esetén. Legyenek r = (r1, r2), R = (R1, R2), és értelmezzük

minden n ∈ N∗ esetén:

D(n) = (K1
n ∩Bn(0, R1) \Bn(0, r1))× (K2

n ∩Bn(0, R2) \Bn(0, r2)).

Legyen f : K → K, f = (f1, f2) megengedhető és teljesen folytonos. Feltételezzük, hogy

minden n ∈ N∗ és minden x ∈ D(n), x = (x1, x2), i ∈ {1, 2} esetén az alábbi feltételek

teljesülnek:

(I) yi − xi ̸∈ Ki
n \ {0}, minden y ∈ Fn(x), y = (y1, y2), ||xi||(i)n = αi esetén;

(II) xi − yi ̸∈ Ki
n \ {0}, minden y ∈ Fn(x), y = (y1, y2), ||xi||(i)n = βi esetén;

(ahol Fn a megengedhető operátor értelmezésében szereplő függvény). Ekkor létezik x ∈ K ∩

(B(0, R1)×B(0, R2)) ∩ D(∞), amelyre x = f(x); ahol D(∞) a (∗∗) szerint értelmezett;

B(0, ri) és B(0, Ri) a megfelelő gömbök Ei-ben, i = 1, 2.

Bizonyı́tás: Lásd [2].

Megjegyzés 2. A fenti tétel igaz K ∩
(
B(0, R1)×B(0, R2)

)
-n értelmezett f esetén is, ha

Ki
n ∩Bn(0, Ri) ⊂ µ

(i)
n

(
Ki ∩B(0, Ri)

)
,

minden n ∈ N∗ és minden i ∈ {1, 2} esetén. Ebben az esetben az (1) feltétel a megengedhető

operátor értelmezésében kicserélhető az alábbi feltételre:
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(1’) Az Fn : (K1
n ∩Bn(0, R1))× (K2

n ∩Bn(0, R2)) → 2E
1
n×E2

n ,

Fn(µ̃n(x)) = co(µ̃n ◦ f ◦ Sn(x))

többértékű függvény megenged egy felülről félig folytonos

Fn :
(
K1

n ∩Bn(0, R1)
)
×

(
K2

n ∩Bn(0, R2)
)
→ 2E

1
n×E2

n

kiterjesztést, amely értékei konvexek és kompaktok.

Ez az alábbi alkalmazásoknál fontos.

4 Alkalmazások

Meg szeretnénk vizsgálni az alábbi differenciálegyenlet-rendszer megoldhatóságát.

y′′1(t)−m2
1y1(t) + g1(t, y1(t), y2(t)) = 0,

y′′2(t)−m2
2y2(t) + g2(t, y1(t), y2(t)) = 0, t ∈ [0,∞),

y1(0) = y2(0) = 0,

lim
t→∞

y1(t) = lim
t→∞

y2(t) = 0.

(4.1)

Itt m1,m2 ∈ R∗
+, a g1 és g2 függvények természetét később határozzuk meg.

Idézzük fel [6]-ból, hogy minden i ∈ {1, 2} esetén az
y′′i (t)−m2

i yi(t) = 0, t ∈ [0,∞),

yi(0) = 0,

lim
t→∞

yi(t) = 0

egyenlet ki Green függvénye

ki(t, s) =

 e−mit

2mi
(emis − e−mis), s ≤ t,

e−mis

2mi
(emit − e−mit), s > t.

alakban ı́rható fel. Továbbá, minden a, b ∈ (0,∞), a < b esetén

ki(t, s)e
−mit ≤ ki(s, s)e

−mis, ∀t, s ∈ [0,∞); (4.2)

ki(t, s) ≥ k0,ie
−miski(s, s), ∀t ∈ [a, b], ∀s ∈ [0,∞); (4.3)

ahol k0,i = min{e−mib, emia − e−mia}.
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Tétel 4. Feltételezzük, hogy minden i ∈ {1, 2} esetén a gi : [0,∞)× [0,∞)× [0,∞) → [0,∞)

függvény teljesı́ti az alábbi feltételeket:

(1) gi(·, y, z) mérhető minden y, z ∈ [0,∞) esetén;

(2) gi(s, ·, z) folytonos és növekvő majdnem minden s ∈ [0,∞) és minden z ∈ [0,∞) esetén;

(3) gi(s, y, ·) folytonos és növekvő majdnem minden s ∈ [0,∞) és minden y ∈ [0,∞) esetén;

(4) minden r > 0 esetén létezik hi,r ∈ L1([0,∞)) úgy, hogy gi(s, y, z) ≤ hi,r(s) minden

y, z ∈ [0, r] és majdnem minden s ∈ [0,∞) esetén, továbbá

lim
t→∞

e−mit

∫ t

0

emishi,r(s)ds = lim
t→∞

emit

∫ ∞

t

e−mishi,r(s)ds = 0;

(5) létezik R > 0, amelyre

e−mit

∫ ∞

0

ki(t, s)gi(s, e
m1sR, em2sR)ds ≤ R,

minden t ∈ [0,∞) esetén;

(6) rögzı́tett a, b ∈ (0,∞), a < b esetén létezik r ∈ (0, R), amelyre

sup
t∈[a,b]

e−m1t

∫ b

a

k1(t, s)g1(s, k0,1r, 0)ds ≥ r,

sup
t∈[a,b]

e−m2t

∫ b

a

k2(t, s)g2(s, 0, k0,2r)ds ≥ r.

Ekkor (4.1)-nek létezik egy (y1, y2) folytonos megoldása, amelyre sup
t∈[0,∞)

|e−mityi(t)| ≤ R és

yi(t) ≥ k0,ir, minden t ∈ [a, b] és minden i ∈ {1, 2} esetén.

Bizonyı́tás: Lásd [2].

Vegyük észre, hogy az [6]-beli eredmény ||(x1, x2)||n = ||x1||(1)n +||x2||(2)n félnormacsaláddal

való alkalmazása esetén nem tudnánk [a, b]-n alsó korlátot adni y1-nek illetve y2-nek.

Továbbá, a mi fixpont tételünk megengedi, hogy az Fn operátor komponensei egymástól

függetlenül legyenek kompresszı́vak vagy expanzı́vak, tehát a fenti tétel általánosı́tható, ha az

(5) illetve (6) feltételeket az alábbi feltételre cseréljük:
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(5’) rögzı́tett a, b ∈ (0,∞), a < b esetén létezik αi, βi > 0 úgy, hogy αi ̸= βi, ri =

min{αi, βi}, Ri = max{αi, βi}, minden i = 1, 2 esetén, amelyekre

sup
t∈[0,∞)

e−m1t

∫ ∞

0

k1(t, s)g1(s, e
m1sα1, e

m2sR2)ds ≤ α1,

sup
t∈[0,∞)

e−m2t

∫ ∞

0

k2(t, s)g2(s, e
m1sR1, e

m2sα2)ds ≤ α2,

sup
t∈[a,b]

e−m1t

∫ b

a

k1(t, s)g1(s, k0,1β1, 0)ds ≥ β1,

sup
t∈[a,b]

e−m2t

∫ b

a

k2(t, s)g2(s, 0, k0,2β2)ds ≥ β2.

Ilyen tı́pusú problémákat egyáltalán nem lehet kezelni az [6]-beli eredmény segı́tségével.

Következmény 2. Feltételezzük, hogy minden i ∈ {1, 2} esetén a gi : [0,∞) × [0,∞) ×

[0,∞) → [0,∞) függvény teljesı́ti az (1)-(4) és (5’) feltételeket. Ekkor (4.1)-nek létezik egy

(y1, y2) folytonos megoldása, amelyre sup
t∈[0,∞)

|e−mityi(t)| ≤ R és yi(t) ≥ k0,ir, minden t ∈ [a, b]

és minden i ∈ {1, 2} esetén.

Az alábbi tétel elégséges feltételt ad arra, hogy a megoldás egyértelmű legyen.

Tétel 5. Feltételezzük, hogy létezik 0 < R1, R2 ≤ ∞, amelyre minden i ∈ {1, 2}, t ∈ [0,∞),

0 < y1 ≤ z1 < R1, 0 < y2 ≤ z2 < R2 esetén gi(t, y1, y2) ≤ gi(t, z1, z2), és az alábbi két feltétel

közül az egyik fennáll

• minden i ∈ {1, 2}, t ∈ [0,∞), 0 < y1 ≤ z1 < R1, 0 < y2 ≤ z2 < R2, yi < zi esetén
gi(t,y1,y2)

yi
< gi(t,z1,z2)

zi
;

• minden i ∈ {1, 2}, t ∈ [0,∞), 0 < y1 ≤ z1 < R1, 0 < y2 ≤ z2 < R2, yi < zi esetén
gi(t,y1,y2)

yi
> gi(t,z1,z2)

zi
.

Ekkor (4.1)-nek legfeljebb egy olyan (y1, y2) folytonos megoldása van, amelyre sup
t∈[0,∞)

|e−mityi(t)| ≤

Ri, minden i ∈ {1, 2} esetén.

Bizonyı́tás: Lásd [2].
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A következő tétel egy multiplicitási eredmény.

Tétel 6. Feltételezzük, hogy minden i ∈ {1, 2} esetén a gi : [0,∞)× [0,∞)× [0,∞) → [0,∞)

függvény teljesı́ti az (1)-(4) feltételeket, és rögzı́tett a, b ∈ (0,∞), a < b esetén létezik N ≥ 1

természetes szám, illetve léteznek az α(k)
i , β

(k)
i > 0 valós számok úgy, hogy α(k)

i ̸= β
(k)
i , valamint

r
(k)
i = min{α(k)

i , β
(k)
i }, R(k)

i = max{α(k)
i , β

(k)
i }, minden i = 1, 2 és minden k = 1, 2, . . . , N

esetén úgy, hogy

sup
t∈[0,∞)

e−m1t

∫ ∞

0

k1(t, s)g1(s, e
m1sα

(k)
1 , em2sR

(k)
2 )ds ≤ α

(k)
1 ,

sup
t∈[0,∞)

e−m2t

∫ ∞

0

k2(t, s)g2(s, e
m1sR

(k)
1 , em2sα

(k)
2 )ds ≤ α

(k)
2 ,

sup
t∈[a,b]

e−m1t

∫ b

a

k1(t, s)g1(s, k0,1β
(k)
1 , 0)ds ≥ β

(k)
1 ,

sup
t∈[a,b]

e−m2t

∫ b

a

k2(t, s)g2(s, 0, k0,2β
(k)
2 )ds ≥ β

(k)
2 .

Továbbá, feltételezzük, hogy

em1bR
(k)
1 < k0,1r

(k+1)
1 vagy em2bR

(k)
2 < k0,2r

(k+1)
2 , (4.4)

minden k = 1, 2, . . . , N−1 esetén. Ekkor (4.1)-nek van legalább N darab különböző (y
(k)
1 , y

(k)
2 )

folytonos megoldása, amelyekre sup
t∈[0,∞)

|e−mity
(k)
i (t)| ≤ R

(k)
i és y(k)i (t) ≥ k0,ir

(k)
i , minden t ∈

[a, b], minden i ∈ {1, 2} és minden k = 1, 2, . . . , N esetén.

Bizonyı́tás: Lásd [2].
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5 1. Függelék

Első lépésben a témavezetőm kiosztott néhány fontos cikket ([4], [5], [6], [9]), amelyeket el

kellett olvassak, ugyanis a kutatás célja a [6]-beli eredmény rendszerekre való kiterjesztése

volt.

Amiután ezeket önállóan áttanulmányoztam, közösen megtárgyaltuk a tartalmukat, hogy

biztosan letisztázódjon bennem a kép az adott problémáról. Közösen kidolgoztuk, hogy a

[6] fő eredménye könnyen általánosı́tható rendszerekre, ha ugyanazon dolgozat 1.1 Tétele is

általánosı́tható lenne. Innen született az első részfeladat: a [6] 1.1 Tételével ekvivalens tételt

gyártani operátoregyenlet-rendszerek (azaz kétkomponensű operátorok) esetén. Közösen megtár-

gyaltuk, hogy ennek több megközelı́tése is lehetséges: az eredeti tétel bizonyı́tásának adaptációja

az új kontextusba, vagy egy általunk már ismert hasonló eredmény ([10]) átalánosı́tása egyértékű

operátorokról halmazértékűekre.

Az elkövetkezendőkben önálláon nekifogtam a probléma megoldásának, először úgy döntve,

hogy az első opciót választom. Ez viszont rövid próbálkozások után túl bonyolultnak bizonyult,

ı́gy áttértem a második opcióra. A [10]-ben szereplő ötletek könnyen általánosı́thatóak voltak,

csupán kellett keressek egy olyan tételt, amely a Schauder-féle fixpont tétel általánosı́tása a

megfelelő környezetben. Némi keresés után meg is találtam az [1] könyvben a Kakutani-

Glicksberg-Fan fixpont tételt.

Ezek után csak figyelmesen ki kellett dolgozzam a részletszámolásokat, és megszületett

ezen dolgozat 2. Tétele, majd hasonlóan, általánosı́tva a [6]-ban levő lépéseket, a fő eredmény

és az alkalmazásai másodrendű differenciálegyenlet-rendszerek esetén. A témavezetőmmel

eközben rendszeresen megbeszéléseket tartottunk a munkám haladásáról, valamint kisebb részlet-

kérdések tisztázásának érdekében.
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1964

[9] D. O’Regan, Xu Xian: Fixed point theory in Fréchet spaces for Volterra type operators,
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