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Kivonat

A dolgozatban egy 1j bels6pontos algoritmust vezetiink be, amely linearis opti-

malizalasi feladatok megolddsara alkalmas. Az algoritmus sajatossaga abban rejlik,

hogy a kezdeti pontokrél nem feltételezziik, hogy megengedett megoldasai a primal,

illetve dual feladatoknak. Ezért olyan 1épéseket hatarozunk meg, amelyek a meg-

engedettséget is, és az optimalitast is igyekszenek biztositani. Igazoljuk, hogy az

algoritmus polinom idében szolgaltatja a feladat egy adott pontossagi megoldasat és

bebizonyitjuk, hogy bonyolultsaga megegyezik az eddig ismert legjobb nem megen-

gedett algoritmusokéval. A dolgozat 1jszerlisége a keresési irdny megvalasztdsaban,

az algoritmus megadasdban és a komplexitasra vonatkozd elemzés soran hasznalt

technikakban mutatkozik meg.



1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban a linearis optimalizalasra vonatkozé belsépontos algoritmusok-
nak egy olyan 1j valtozatat hatarozzuk meg, amely nem megengedett pontokbdl indulva
kozeliti meg az optimalis megoldast. A Karmarkar [4] 1984-ben megjelent publikdcidja
paradigmavaltast jelentett az optimalizalasi algoritmusok teriiletén. Ezt kdvetéen szamos
belsopontos algoritmus jelent meg. Az els6 nem megengedett mddszerekre vonatkozo
eredmények Lustig [6] és Tanabe [12] nevéhez fliz6dnek. Ezeknek az algoritmusoknak a
bonyolultsagét elséként Kojima, Meggido, Mizuno [5] és Zhang [16] vizsgaltdk. Linedris
komplementaritdsi feladatra Bonnans és Potra [1] definidlt egy nem megengedett algorit-
must. A linedris programozés prediktor-korrektor médszereit Potra [8, 9] tanulményozta.
A nem megengedett algoritmusokra vonatkoz6 eredményekrsl a Wright [14], Ye [15] és
Vanderbei [13] konyvekben olvashatunk.

Egy nemrég megjelent publikdciéjdban Roos [10] egy olyan 1j algoritmust vezetett
be, amely teljes Newton-lépéseket hasznal, de nem megengedett pontokat érint. Gu és
tarsai [3] tovabbfejlesztették Roos algoritmusét. Mansouri, Siyavash és Zangiabadi [7] egy
olyan 1j valtozatat adtdk meg Roos algoritmusanak, amely szemidefinit optimalizélasra
vonatkozik.

A dolgozatban a [2] publikdciéban ismertetett eljardst alkalmazzuk a Roos algorit-
musara annak érdekében, hogy 1j keresési iranyokkal egy 1j bels6pontos modszert hata-
rozzunk meg. A tovabbiakban megadjuk a dolgozatban hasznalt jeloléseket. Legyen x és

s két n-dimenzids vektor. Ekkor:

e 15 a komponensenkénti szorzata az x és s vektoroknak: xs = [2181, 2289, ..., Tpsn|T;
T
e * az x vektor komponensenkénti osztdsa az s vektorral: T = [;ﬁ—i, ;ﬁ—;, e ﬁ—”] , ahol
n

$; Z0,V1<i<m;

e /xs az xs elemeibdl komponensenkénti gyokvonassal kapott vektor, azaz

T
TS = [\/xlsl,\/.IQSQ,....,\/xnsn} ;

e az egyesekbdl allé n-dimenzids vektor, vagyis e = [1, ..., 1]7;



diag(x) az a diagondlmatrix, melynek f6atldjan az = vektor elemei taldlhatéak, az

eredeti sorrendben;

e ||x|| az x vektor euklideszi norméja (vagy [y norméja);
e ||z]|o az x vektor Chebychev norméja (I, norméja);
e ||z||; az x vektor [; norméja.

2. A linearis optimalizalasi feladat

Tekintsiik az alabbi primal feladatot:

ahol A € R™*" rang(A) =m, b€ R™ és c € R". A feladat duélisa a kovetkezo:

maz by,
ATy +s=c, (D)

s> 0.

A linearis optimalizalasra vonatkozo megengedett algoritmusok esetén feltételezziik, hogy
a belsd pont feltétel (BPF) fenndall a primél és a dudl feladat esetén is.
1. Feltétel (Belss pont feltétel). Létezik (2, 1°, s°) tgy, hogy:
Az = b, 2% >0,
(BPF)
ATy 150 = ¢, sY > 0.
Tudjuk, hogy az ondudlis bedgyazas technikajat felhasznalva mindig szerkeszthetiink
egy linearis optimalizalasi feladatot gy, hogy a bels6 pont feltétel fennalljon. Tehat a

bels6 pont feltétel az dltalanossag megsértése nélkiil feltételezhetd. Tovabba, az 6ndudlis

_ (xO)TSO

n

0 0

beigyazasbdl adédéan, 2° = s = e. Ennek alapjan u° =1.



A primal-dual feladatpar optimélis megoldasat a kovetkezod rendszerrel jellemezhetjiik:

Axr = b, x >0,

Aly+s = ¢, 52>0, (1)

zs = 0.

Az (1) rendszer elsé két egyenletét megengedettségi feltételeknek nevezziik, ezek a meg-
engedettséget biztositjak. A harmadik egyenletet komplementaritdsi feltételek hivjuk.
A primal-dual bels6pontos médszerek dltaldban ezt a komplementaritési feltételt egy pa-

raméteres egyenlettel helyettesitik. fgy a kovetkez6 rendszerhez jutunk:

Ax = b, x >0,

ATy+s = ¢,  52>0, (2)

rs = e,

ahol ;1 > 0. Ha a belsé pont feltétel fenndll, akkor egy rogzitett p > 0 esetén a (2)
rendszernek egyértelmi megoldésa van, melyet p-centrumnak vagy analitikus-centrumnak
neveziink (Sonnevend [11]). A p > 0 paraméterekre kapott p-centrumok egy folyto-
nos gorbét hataroznak meg, melyet centralis trajektérianak hivunk. Ha g — 0, akkor
a centralis it a feladat optimélis megoldasahoz konvergal. A trajektériakovetd algo-
ritmusok &ltaldban a centralis utat hasznaljak fel annak érdekében, hogy olyan elmoz-

dulasvektorokat hatarozzanak meg, melyekkel a centrumhoz tudnak tartani.

3. Primal-dual algoritmus a megengedett esetben

A kovetkezékben a [2] cikkben bevezetett médszert mutatjuk be az elmozduldsvektorok
meghatédrozasara. Legyen RT = {z € R | x > 0}, és tekintsiik a ¢ : RT — RT folyto-
nosan differencialhaté és invertélhaté fiiggvényt. Ekkor a centrélis utat meghatarozé (2)

egyenletrendszer az alabbi ekvivalens alakban irhato:

Az = b, x>0,

ATy+s = ¢ s >0, (3)

s&(%) = p(e).



A Newton-médszert alkalmazva a (3) rendszerre, 4j elmozduldsvektorokat hatarozunk

meg. Ha ¢(t) = v/, akkor az aldbbi rendszerhez jutunk:

AAx = 0,
ATAy+As = 0, (4)
sAz +xAs = 2(\/uxs — xs).

A centralis itt6l val6 tdvolsdgot a [2]-ben bevezetett

TS
6_ —

(s, p) = .

mennyiséggel mérhetjiik.

3.1. Algoritmus. (Prim&l-duil megengedett algoritmus [2]) Legyen ¢ > 0 a
pontossdagi paraméter, 0 < 0 < 1 a redukcids paraméter (alapértelmezett értéke 0 = #ﬁ )
és 0 < 7 < 1 a centralitasi paraméter (alapértelmezett értéke T = % ). Feltételezziik,
hogy (x°,4°, sY) teljesiti a belsd pont feltételt, u° = % Tovabba feltételezzik, hogy
o(x%s%, ) < 7.
begin
vi=a% y =y’ s=s"
poi=ps
while 27s > ¢ do begin
o= (1= 0);
meghatdrozzuk a (Ax, Ay, As) elmozduldsvektorokat a (4) dsszefiggés alapjan
x:=x+ Auz;
y:=y+Ay;
s = s+ As;

end

end.

Az aldbbi lemmadk a [2] alapjan a fenti algoritmus polinomialitasat igazoljak. Legyenek

T, =x+ Ax és s, = s+ As egy teljes Newton-1épésbdl kapott vektorok.



3.1. Lemma. Legyen 0 = o(xs,u) < 1. Ekkor z, > 0 és s, > 0, vagyis a teljes

Newton-lépés szigorian megengedett. m

3.2. Lemma. Legyen o = o(xs, ) < 1. Ekkor
2

g
o(xysp,p) < ———,
(@rss i) S 7 A=

tehat a teljes Newton-lépés esetén a kvadratikus konvergencia fenndall. m

3.3. Lemma. Legyen o = o(xs, p) és feltételezziik, hogy az x, és s, vektorokat egy teljes

Newton-lépést alkalmazva kaptuk meg, azaz vy = v+ Az és s, = s+ As. Ekkor

()74 = pn — 0?),

tehdt (v )Tsy <pun. m

3.4. Lemma. Legyen 0 = o(xs,pu) <1 és py = (1 —0)pu, ahol 0 < 0 < 1. Ekkor

< 0\/n + o?
10+ /1 -0)(1—-0?)

1

Tovdbbd, ha o < 3, 6 = 5 €sn =>4, akkor o(z sy, py) <3. ®

o(484, f+)

(mO)TSO
n

0

3.5. Lemma. Feltételezzik, hogy az (x°, s°) pdros szigorian megengedett, p° = és

o(2°s%, %) < 5. Legyenek a* és s a k-adik iterdcid utdn kapott vektorok. Ekkor barmely

0\T .0
0 €

esetén (z%)Tsk <e. m

3.6. Lemma. Feltételezziik, hogy 2° = s° = e. Akkor a 8.1. algoritmus legtobb

110n
0 ge

belsd pontos iterdaciot hajt végre. m

3.7. Tétel. Feltételezziik, hogy 2° = s° = e. A 0 and T paraméterck alapértelmezett

értékeit haszndlva a 3.1. algoritmus legtobb

o vit?)

belsépontos iterdciot hajt végre. A kapott vektorok kielégitik az x7s < € dsszefiiggést. m



4. A modositott feladat

A tovabbiakban nem feltételezziik, hogy a kezdeti pontok megengedett megoldasai a
primdl, illetve dudl feladatoknak. Az eredeti feladatok helyett tekintsiik a Ye [15] és Roos

[10] altal is tanulmanyozott, mddositott feladatot:

min (¢ —v(c— ATy? — s°))Tx,
Ar =b—v(b— AzY), (P,)

x>0,
és ennek a dudlisat:

maz (b—v(b— Ax°))Ty,
ATy+s=c—v(c— ATy’ — s%), (D,)

s> 0.

A modositott feladatokra vonatkozo centralis utat jellemzo rendszer a kovetkezdképpen

néz ki:

b—Ar = v(b— Az?), x>0,
c—ATy—s = v(c— ATy’ — &9, s >0, (5)

rs = Le.

Tekintsiik a 3. pontban bevezetett ¢ fiiggvényt. Ekkor a centrélis utat meghatarozé (5)

rendszer az alabbi ekvivalens alakban {rhato:

b—Ar = v(b— Az?), x>0,

c—ATy—s = v(c— ATy’ — &9, s >0, (6)
gp(xisi) = p(1),vV1<i<n.
I

Feltételezve, hogy ¢(t) = v/t és x, illetve (y, s) szigoriian megengedett megoldésa a (P,)

és (D,) feladatoknak, a (4) linedris rendszerhez jutunk.



5. Egy 1j primal-dual algoritmus
Legyen v, = (1 — 0)v, ahol 0 < 6 < 1. Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket is:

0 _ 0o ,0_ T,0_ 0
rp=b—Az", r.=c—A"y —s".

Feltételezve, hogy x és (y, s) szigorian megengedett megoldasai a (P,) és (D,) feladatok-
nak, egy olyan (A/z, Aly, Afs) 1épést hatdrozunk meg, amelyre a kapott vektorok a (P,, )
és (D,, ) feladatoknak megengedett megoldasai lesznek. fgy a kovetkez6 Osszefliggést kap-
juk:
ANz = Gur),
ATATy + ATs = 0uvr?, (7)
sAfx +aATs = 2(\/uws — xs).

Bevezetve a kovetkezo jeloléseket

Ts vAfx vATs
v = ) dx = ) s — y
1 T S
felirhaté, hogy
po(dy +dy) = sATx + x A s, (8)
és
AfeAF
dyd, = 21205 9)
1

Ezeknek a jeloléseknek a segitségével felirhatjuk a (7) rendszer skaldzott alakjat:

Ad, = e—yrg,
7
0
ATAfy +d, = eurcsv, (10)
dx+ds = Pu,

ahol p, = 2(e —v) és A = iAdiag (%).

A centralis uttol valé tavolsag mérésére a kovetkezo kifejezést hasznaljuk:

Al
2

o(v) = o(ws,p) = = [le =|.



Legyen ¢, = d, — d,. Ekkor:

:pv+QU ds:pv_%).

dq ;
2 2

Osszeszorozva a két egyenléséget, a kovetkezdt kapjuk:

2 2

q P
= ==t —d,ds. 11
4= 4 (11)

Ebbdl pedig kovetkezik, hogy:
lal® _ lpoll® 7

= —d, ds. 12
oLl (12)

A fentiek alapjan az algoritmust az alabbi mdédon adhatjuk meg.

5.1. Algoritmus. (Primal-duil nem megengedett algoritmus) Legyen € > 0 a
pontossdgi paraméter és 0 < 0 < 1 a redukcids paraméter (alapértelmezett érték 0 = % ).
Feltételezziik, hogy adottak az (x°,1°, %) kezdeti értékek, amelyekre z° > 0,s° > 0 és
2%5% = ue (alapértelmezett értékek x° = Ce, y° =0, s° = Ce, u° = (2, ahol ¢ > 0).
begin

ri=a% y:=9" s:=5% p=pulv=1;

while max(27s,||b — Az||,|[[c — ATy — s||) > ¢ do begin

(z,y,5) = (z,y,8) + (AT x, ATy, Als);

= (1= 0)u;
=(1-0),;
(#,y,8) = (x,y,5) + (Az, Ay, As);
end
end.

Az alabbi pontokban az algoritmus bonyolultsagat vizsgaljuk.

6. Az algoritmus elemzése

Legyenek o/ = 2 4+ Afz és s/ = s + Afs a megengedettségi 1épés utan kapott vekto-
rok. A kovetkezd lemmaban egy feltételt adunk meg, amely garantélja az 2/, s/ vektorok

megengedettségét. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

1
w(v) = S/ llda|l” + [lds*,

9



zfsf
H K

ahol 0 < 0 < 1.

6.1. Lemma. Legyen x > 0 a (P,) és s > 0 a (D,) feladat megengedett megolddsa,

valamint o(v) = o (s, i), amelyre fenndll a o(v)* + 2w(v)?* < 1 dsszefiiggés. Ekkor
>0 ¢ s >0, (13)

tehdt az 2! és s' szigorian megengedett megolddsai a (P,,

) és (D,,) feladatoknak.
Bizonyitds: Az x/ és s/ vektorok megaddsa és a (7) rendszer alapjan levonhaté az a
kovetkeztetés, hogy elegendd a (13) egyenlétlenségeket igazolni. Ennek érdekében minden

0 < a < 1 értékre tekintsiik az 27 (o) = 2+ aAlx és s (a) = s+ aAls vektorokat. Ekkor
v (a)s! (@) = xs + a(sATx + 2ATs) + ATz A s.

Felhasznélva a (8) és (9) egyenlGségeket, a kdvetkezét irhatjuk:

1
;xf(a)sf(a) = 0> + av(d, + ds) + a’d,d;. (14)

Most alkalmazva a (11) sszefliggést, az alabbihoz jutunk:

Lofoovot > 2 . (P ¢
Lot (a) = 1o+ o+ g+ (% )

Tovabba, a p, = 2(e — v) egyenléség alapjan:

2
:e—(e—v)Qze—%,

v? + vp, = 20 — v?

tehat
1 ) Py _ 4
;xf(a)sf(a) =(1—-ap +a (e —(1— oc)z — ozz> . (15)

Lathaté, hogy az 2/ (a)s/ (o) > 0 egyenlStlenség akkor teljesiil, ha

< 1.

2 2

Dy qy

1— )2 ]
H( 04)44—044

oo

Ekkor felhaszndlva a (12) Gsszefiiggést, kovetkezik, hogy:

||p2||oo ||q2||oo
< (1 — v v <
<( @) 4 + 1=

2 2
p q

11— L%
H( a)4+a4

[e.e]

10



2 2
S (1 _ a)HpUH —F()équH — 0'(1))2 _ Oédgds.
4 4
Emellett
1
—dydy < |dyd| < o ldal < 5 (e ]]” + [lda*) = 2w(v)*. (16)

Ezt felhasznalva, a kovetkezokhoz jutunk:
o(v)? —adld, < o(v)* + 2w(v)® < 1.

[gy minden 0 < a < 1 értékre teljesiil az zf (a)sf(a) > 0 egyenlStlenség. Kovet-
kezésképpen, az o paraméter fiiggvényében megadott, 2/ () és s/ () linedris fiiggvények
nem véltanak el@jelet a [0, 1] intervallumon. Mivel 2/(0) = 2 > 0 és s/(0) = s > 0

kovetkezik, hogy o/ (1) =2/ > 0és s/(1) =s/ > 0. =

Az alabbi lemmaban azt vizsgéaljuk, hogy a megengedettségi 1épés utan kapott vektorok

milyen tavolsagra vannak a mddositott feladat centrélis utjanak a kovetkezd pontjatol.

6.2. Lemma. Legyen © > 0 a (P,) és s > 0 a (D,) feladat megengedett megolddsa,
valamint o(v) = o (s, ) gy, hogy o(v)? 4+ 2w(v)* < 1. Ekkor

0\/n + o(v)? + 2w(v)? .
1—0++/(1—0)(1—0(v)?—2w(v)?

o(vh) = o(als’ uy) <

Bizonyitds: A 6.1. lemma alapjan o/ > 0 és s/ > 0. Felhasznélva a v> +vp, = 2v —v? és
a d, 4+ ds = p, egyenldségeket, a (14) dsszefliggés atalakitdsa utan a kovetkez6hoz jutunk:

Laf(@)s(0) = (1= )e? +al20 = o) + a*dd, a7

Az o = 1 helyettesitést elvégezve a (17) egyenldségben, a (11) Osszefiiggést is felhasznélva

kovetkezik, hogy

1 p> ¢
Zalsf = (vf)2:2v—v2+dxds =e—(e—v)? +dpdy=e— "2 +dpdy = — 2.
W 4 4
Innen azonnal adédik, hogy
2
e— (v)? = oy (18)
4
Ekkor:
fst 1 1 (1—0)e— (v/)?
N e e B
(v") pol Ve VI—0| vI—fe+of

11



Alkalmazva a (18) Osszefliggést, kovetkezik, hogy

1 —fe + %
o(vt) = €T3
V1—0|V1—0e+0f
és
2 2 2
R \/1_ g2l - \/1_ lg2ll - \/1_ I
min(v’) > 12 1 2 1
lpol® _

A (12) Gsszefliggésbe behelyettesitve a - = o(v)? egyenléséget, azt kapjuk, hogy:

=o(v)? — d%d,, (19)

és innen

min(v!) > quH = /1—o(v)? +dld,. (20)

Felhaszndlva a (16), (19) és (20) ésszefiiggéseket, kovetkezik, hogy:

2 _ ﬁ
(vt = 1 —fe + L H fe + <
V1I=0||VI—0fe+v/|| = V1-0(1-0+ /1 —0(v)*+ dld,)
Oy/n + o(v)? — dld, < 0y/n + o(v)? + 2w(v)?

T1-0+/0-0)(1-0(w)?+dld,) " 1-0+1—-0)(1—-0c(v)?—2w()?)

Ezzel a lemmat bizonyitottuk. m

A kovetkez§ lemmaéban az w(v)-nek egy felsé hatarat adjuk meg. Ehhez vezessiik be

a Roos [10] cikkben targyalt médszerhez hasonléan a kovetkezd jeloléseket:
L={¢cR": AL =0}
az A métrix nulltere és
L:{zley:yERm}
az A métrix sortere. Eszre lehet venni, hogy LLLL és £ + £+ = R”, emellett £ N
L ={0}. A {€eR": A = 6vr)} affin tér megegyezik a d, + L térrel. Lathato, hogy

ds € Qvvs~ir + L+, Mindezekbél kovetkezik, hogy d, + L és ds+ L+ egyértelmii pontban
metszik egymést. Ezt a pontot ¢-val fogjuk jelolni.

6.3. Lemma. Legyen q a d,+L és a dy+ LY affin terek eqyértelmi metszéspontja. Ekkor

fenndll a

v) < \/lall® + (gl +20(v))?

12



egyenlotlenség.

Bizonyitds: A bizonyitas a Roos [10] cikkben ismertetett valtozathoz hasonld, de ebben
az esetben az r = p, = 2(e — v) jelolést vezetjiik be. Mivel £ + L+ = R", létezik egy
q1,m1 € L és egy qa,7m2 € LT 1gy, hogy

q=q1 + qo, r=ry+ra.

MasfelSl, mivel d, —q € L és d, — q € L, kdvetkezik, hogy 1étezik egy olyan I; € L és

egy olyan I, € L+, amelyre
d, = q+ 1, ds = q+ .
Mivel d, + d, = r, kovetkezik, hogy r = 2q + [ + [, ebbdl pedig lathatd, hogy
21 + 1) + (2¢2 + 1) = r1 + 79.
Mivel az £ + £+ = R" felbontas egyértelmi, azt mondhatjuk, hogy
lh =r1—2q, ly = ro — 2qo.

Kovetkezésképpen
dy =q+11 —2¢ = (r1 — q1) + ¢,
ds=q+rs—20=q + (r2 — q2).

Mivel £1L*+, ezért azt allithatjuk, hogy
2 2 2 2 2 2 2 2
dw(v)? = [|de|I” + 1dslI” = llr1 = @ll” + Ngall” + Nanll” + llr2 = gall” = llg = ~lI” + llall”-

Feltételezve, hogy g # 0, mivel ||r|| = 20(v), a jobb oldal akkor maximélis, ha fennéll az
r=—20(v)q/ ||q|| egyenléség. Ekkor a kovetkezd Gsszefiiggést kapjuk:

wor o245

amely a bizonyitandé egyenlétlenséget eredményezi, ha ¢ # 0. Ha ¢ = 0, akkor az

2
2 2 2
+ gl = llall”™ + (gl + 20(v))",

egyenlGtlenségben egyenléség éll fenn. =

A kovetkezd lemméban egy felsd hatért fogunk megszabni a ||g||-ra. Ehhez el6szor

meg kell hatdrozzuk az (2°,9°, s°) kezdeti pontokat. Feltételezziik, hogy ¢ > 0 tigy, hogy
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|1z + 5], < ¢, ahol Z a (P) és (g, 5) a (D) feladatok optimélis megoldasai

igy az
-1'0:50:(67 y:()a MZCQ
pontokkal fogjuk kezdeni.

6.4. Lemma. (Roos [10], 4.7. lemma) Fenndll a

VElall < 0wy et (S +2)

és % értékére kerestiink felso hatart.

egyenlotlenség. m

A tovéabbiakban az %

6.5. Lemma. Legyen o(xs,pu) < 7 < 1. Ekkor érvényesek az
(1-vr) <2< (1+v7)?, Vi=Tn
L

eqyenlotlenségek.

Bizonyitis: A o(v) <1 < 1 feltételbdl kovetkezik, hogy
lv—ell<t & > (n-1°<r
i=1

Emellett
(v; —1)* < Z(vi—l)2 <T, Vi=1n,

tehat
v, — 1] <7 = 1—-VT<uv <1+,

ezt négyzetre emelve, kovetkezik a bizonyitandd Osszefliggés. m

6.6. Lemma. Fenndll az

xr s 1 2 2
er (P42 < el + I
s x/  R(l—T1)
0sszefliggés.
Bizonyitas: Tudjuk, hogy
2
Tig S TSy 1,

. Az algoritmust



A 6.5. lemmabdl kévetkezik, hogy

xi5i>u(1—\/F)2 = — <

Ezt felhasznalva, azt kapjuk, hogy

2 2
: ; 1 _
x1+81< 2(1,'22_'—83), VZ: ,n,
Tisi  p(l =)
tehat az
T(x s> 1 9 9
e l—+—-)<— = (llx||”+ ||s
st 2) < mas gy el +1slP)

osszefiiggéshez jutunk, aminek mindkét oldaldbdl gyokot vonva, megkapjuk azt, amit

bizonyitani akartunk. m

6.7. Lemma. Ha x és s szigorian megengedett megolddsa o (P,) és (D,) feladatoknak

és o(xs, ) < 7, akkor teljesil a
l[* + lls]* < ¢n (2 +2v7 +7)

egyenlotlenség.

Bizonyitds: A Roos [10] altal bevezetett mddszerhez hasonléan jéarunk el, az dltalunk
meghatdrozott keresési irany sajatossagait figyelembe véve. Az alapjan, ahogy a 6.6.

lemmaban az Z, y, s-et és a (-t megvalasztottuk, a kovetkezo rendszerhez jutunk:

Az = b,

IN
I
INA

0 Ce,
ATg+5 = ¢ 0 Ce,

IN
oy
IN

(21)
zs = 0.
Legyen y az a vektor, amelyre = a (P,) és (y,s) a (D,) feladat megengedett megoldasa.

Ekkor érvényesek az alabbi Osszefiiggések:

Az =b—v(b— Ale), x>0,
(22)
ATy + s =c—v(c—Ce), s> 0.

Kovetkezik, hogy

Az — Ax = v(Az — Ale), x>0, (23)
23
ATg+5— ATy — s =v(ATy + 5 — Ce), s >0,
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amit ha atalakitunk, az

Az —z—vi+wve) =0, x>0,
(24)
AT (g —y —vy) = s —5+v5— (e, s>0

egyenloségekhez jutunk. Felhaszndlva azt, hogy egy matrix nulltere és sortere egymaésra
merolegesek, az

(Z—x—vi+wvCe) (s—5+v5—vie)=0
osszefiiggés adédik. Legyen
a:=1—-v)z+wvie, d:=(1-v)s5+v(e.
Ekkor (a — z)T(d — s) = 0, mely a kovetkezd Osszefliggést eredményezi:
a’d+a"s=a"s +d" .
A 6.5. lemma alapjan
xi5i<u(1+\/F)2 = :z:Ts<,un(1+\/F)2.

Emellett 275 = 0,  + 5 < Ce és p = vu® = v(%. Mindezeket felhaszndlva, a kovetkezét

irhatjuk:

a’d+2Ts = (1—v)z+vie) (1 —v)5+vCe)+2Ts
v)(Z+5) Ce+1*n+a's
v)(Ce) e+ 17+ pun (1+ v7)°
— v(1 =)+ 2+ pn (14 7)°

= vCntpn (1+7)°

= v(*n(2+2V7 +7). (25)

= v(l -

(
< v(1

Felhasznélva azt, hogy a > v(e és d > v(e, a kovetkezot kapjuk:
a"s+d"x > v (x + 5) = v([lall, + Ilsll). (26)

Ekkor
als+d'z  aTd+xTs
[zl + sl < R < (n(2+2V7 + 7).
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Mivel
2 )® + [1s1® < (L, + l1s],)* < ¢Cn*2+2v/7 +7)2,

kovetkezik, hogy v/||z||> + ||s|? < (n (2427 +7). =

A kovetkez6 lemméban a ||¢g||-nak egy olyan felsé hatarat fogjuk megadni, amely 7-t61

fiigg.

6.8. Lemma. Teljesul a
24+ 2T+ T

-7

lgll < &

0sszefliggés.

Bizonyitds: A 6.7. és 6.6. lemmak és a /i = /v egyenlGség alapjan

6T<§+§><§n(2+2ﬁ+7):£(2+2ﬁ+7)
T L Ry Y BV 7 (v

A fenti egyenlétlenség és a 6.4. lemma alapjan a kovetkezot irhatjuk:

(24 2T+ T)
1—+T ‘

Felhasznélva a /i1 = /v( Osszefiiggést, megkapjuk a bizonyitandé egyenlStlenséget. m

0
Vil < oucfor (L4 2) < P

Feltételezve, hogy a uy értéke nem valtozik, vezessiikk be az x, és s, vektorokat,
amelyeket egy teljes Newton-1épéssel kapunk az z/ és s/ pontokbdl. Tovabbd, legyen

t = o(xysy, py). Annak érdekében, hogy igazoljuk, hogy az algoritmus jél definidlt,

o
olyan értékeket kell keressiink a 6 és 7 paraméterekre, amelyekre egy 6 iteracié utan a

o < 1 feltétel fennall.

7. Az algoritmus polinomialitasa

A fenti lemma&knak olyan kovetkezményeit vizsgaljuk, amelyekre 7 = % és 0 = é.

7.1. Kovetkezmény. Ha o(v) < 15 és 0 = 5-, akkor w(v) < ﬁi

Bizonyitds: A 6.3. és a 6.8. lemmédk alapjan kovetkezik, hogy

4w(v)” < llall® + (lall + 20 ())? < ((M%) " (en% —1—27) .

17



AT =21és0n =

= behelyettesitést elvégezve, a 4w(v)? <

% % egyenlétlenség adodik,

1

amelybdl kovetkezik, hogy w(v) < VoL

7.2. Kovetkezmény. Ha o(v) < % és O = 8%“ akkor x/ és st szigorian megengedettek.

Bizonyitds: Felhaszndlva a 6.1. lemmat és a 7.1. kovetkezményt, a

o(v)? + 2w(v)? < <1

n 1
162 4
egyenlétlenség adédik, tehat 2/ > 0 és s/ > 0, vagyis az 2/ és s/ szigortian megenge-

dettek lesznek. =

7.3. Kovetkezmény. FEgy felsé hatdrt tudunk meghatdrozni a o(v*) mértékre. Fenndll

aoc(vt)<i

1 egyenldtlenség.

Bizonyitds: A 6.2. lemmat felhasznalva

o(v?) < Ovin + o (o) 4 Zulv) < O/ + 7% + 2w(v)? :
T 104/ -1 -0 —20@?)  1-0+ /1)1 -7 - 2(0)?)

ArT= % illetve 6§ = # értékeket behelyettesitve és felhasznalva, hogy n > 1, kovetkezik

a o(vt) < 1 egyenldtlenség. m

Az alabbi kovetkezmény a centralitasi mértékre vonatkozéan hataroz meg egy felso

hatart egy fo iteracié végén.

7.4. Kovetkezmény. Az x, és s, vektorokra fenndll a o = o(x 84, p4) < =

6 egyen-

lotlenség.

Bizonyitdas: A (P,) és (D,) feladatokra az x/ és s/ kezdeti pontok mellett alkalmazzuk

a 3.2. lemméat. m
Nevezziink e-megoldédsnak egy olyan (z,y, s) harmast, amelyre
maz(z”s, ||b — Az||, |lc — ATy — s||) < e

7.5. Kovetkezmény. Az algoritmus

max{nC2, Hﬂ?”? HTSH}

€

8nlog
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szamu fo iterdciot hajt végre.
Bizonyitds: Mivel minden 1épésben a p és v értékét az 1 — 6 szorzéval csokkentjiik, a 3.6.

lemmahoz hasonldéan igazolhatd, hogy az algoritmus

lmax{nCz, ||rl?||7 ||T8||}

0 €

f6 iteracio alatt hatdroz meg egy e-megoldast. A 6§ = % értéket behelyettesitve kovetkezik

az allitas. m
Felhasznalva, hogy minden {6 iteracié két belsé iteraciobol all, az alabbi tételt kapjuk.

7.6. Tétel. Ha (P) és (D) megengedettek és ¢ > 0 gy, hogy ||Z+ 5|l < ¢, ahol T a (P),

(y,38) pedig a (D) feladat optimdlis megolddsa, akkor az algoritmus legtobb

max{n?, ||rd|l, |r2|}

€

16nlog

belsd iterdcid utdn hatdroz meg egy e-megolddast a (P) és (D) feladatra. w

8. Kovetkeztetés

Egy 1j nem megengedett belsépontos algoritmust hataroztunk meg, amely 1j ke-
resési irdnyokat haszndl fel a centralis ut kovetése céljabol. A centralizalasi egyenletre
a p(t) = /t fiiggvényt alkalmaztuk, és a Newton-mddszer segitségével kaptuk meg az
1j elmozduldsvektorokat. Igazoltuk, hogy az algoritmus polinom idoben talal meg egy
e-megoldast. Az elemzés soran kimutattuk, hogy egy adott iteracidban elegendé egy cent-

ralizalasi 1épést tenni annak érdekében, hogy az algoritmus jol meghatarozott legyen.
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1. Fuggelék

A témavezetonk altal meghatdrozott kutatési cél egy olyan 1j, nem megengedett
belsépontos algoritmus kidolgozasa volt, amely egy sajatos keresési iranyra épiil. Ugyan-
akkor az algoritmus elemzése is egy fontos feladat volt, mivel a belsépontos mddszerek
esetén lényeges szerepe van a polinomialitas bizonyitdsanak.

A belsopontos algoritmusokra vonatkozé ismereteink elmélyitése érdekében attanul-
manyoztuk a szakirodalmat. ElGszor a linearis optimalizalasra vonatkozé hagyomanyos
primél-dudl algoritmusokat vizsgéltuk. Ezt kdvetden a nem megengedett algoritmusokkal
foglalkoztunk, amelyeknek az a sajatossaguk, hogy a kezdeti pontrdl nem feltételezziik,
hogy bels6 pont.

A bels6pontos mdodszerek esetén a keresési iranyok megvalasztasanak fontos szerepe
van, mivel ez lehetdséget teremt a kovetkezé pont meghatarozasara. Ennek érdekében
altalaban a Newton-modszert alkalmazzuk, majd kiilonboz6 hosszisagu lépéseket tehetiink
meg az adott irdanyban. A nem megengedett belsépontos algoritmusok korében elért
egyik legijabb eredmény egy olyan moédszer megadésa, amelyben a 1épéshossz mindig 1.
Ezt teljes Newton-lépéses algoritmusnak nevezziik. Ez az algoritmus minden iteraciéban
egy megengedettségi 1épést és néhany centralizalasi 1épést tesz meg. Ennek segitségével
igyeksziink biztositani azt, hogy a feladatbeli feltételek altal meghatarozott poliéder bel-
sejébe keriiljiink, és ne tavolodjunk el a centralis uttol.

Dolgozatunkban egy 1j teljes Newton-lépéses algoritmust vezettiink be 1j keresési
iranyok segitségével. Igazoltuk az algoritmus polinomialitasat, és az elemzés soran bebi-
zonyitottuk, hogy iteraciénként elegendoé egy megengedettségi és egyetlen centralizalasi
1épést tenni. A bonyolultsag vizsgalata érdekében megfelelen kellett megvalasztani a
redukcios, illetve a centralitasi paramétereket. Ehhez C++ programozasi nyelvben irtunk
egy szamitogépes programot.

Osszegezve, sikeriilt az eredeti kutatési célokat teljesiteni. Ezenkiviil meghatdroztuk
az elso olyan teljes Newton-lépéses, nem megengedett belsépontos algoritmust, amely

iteracionként egyetlen centralizalasi 1épést tesz meg.
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