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Kivonat

A dolgozatban egy új belsőpontos algoritmust vezetünk be, amely lineáris opti-

malizálási feladatok megoldására alkalmas. Az algoritmus sajátossága abban rejlik,

hogy a kezdeti pontokról nem feltételezzük, hogy megengedett megoldásai a primál,

illetve duál feladatoknak. Ezért olyan lépéseket határozunk meg, amelyek a meg-

engedettséget is, és az optimalitást is igyekszenek biztośıtani. Igazoljuk, hogy az

algoritmus polinom időben szolgáltatja a feladat egy adott pontosságú megoldását és

bebizonýıtjuk, hogy bonyolultsága megegyezik az eddig ismert legjobb nem megen-

gedett algoritmusokéval. A dolgozat újszerűsége a keresési irány megválasztásában,

az algoritmus megadásában és a komplexitásra vonatkozó elemzés során használt

technikákban mutatkozik meg.
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1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban a lineáris optimalizálásra vonatkozó belsőpontos algoritmusok-

nak egy olyan új változatát határozzuk meg, amely nem megengedett pontokból indulva

közeĺıti meg az optimális megoldást. A Karmarkar [4] 1984-ben megjelent publikációja

paradigmaváltást jelentett az optimalizálási algoritmusok területén. Ezt követően számos

belsőpontos algoritmus jelent meg. Az első nem megengedett módszerekre vonatkozó

eredmények Lustig [6] és Tanabe [12] nevéhez fűződnek. Ezeknek az algoritmusoknak a

bonyolultságát elsőként Kojima, Meggido, Mizuno [5] és Zhang [16] vizsgálták. Lineáris

komplementaritási feladatra Bonnans és Potra [1] definiált egy nem megengedett algorit-

must. A lineáris programozás prediktor-korrektor módszereit Potra [8, 9] tanulmányozta.

A nem megengedett algoritmusokra vonatkozó eredményekről a Wright [14], Ye [15] és

Vanderbei [13] könyvekben olvashatunk.

Egy nemrég megjelent publikációjában Roos [10] egy olyan új algoritmust vezetett

be, amely teljes Newton-lépéseket használ, de nem megengedett pontokat érint. Gu és

társai [3] továbbfejlesztették Roos algoritmusát. Mansouri, Siyavash és Zangiabadi [7] egy

olyan új változatát adták meg Roos algoritmusának, amely szemidefinit optimalizálásra

vonatkozik.

A dolgozatban a [2] publikációban ismertetett eljárást alkalmazzuk a Roos algorit-

musára annak érdekében, hogy új keresési irányokkal egy új belsőpontos módszert hatá-

rozzunk meg. A továbbiakban megadjuk a dolgozatban használt jelöléseket. Legyen x és

s két n-dimenziós vektor. Ekkor:

• xs a komponensenkénti szorzata az x és s vektoroknak: xs = [x1s1, x2s2, ..., xnsn]T ;

• x
s

az x vektor komponensenkénti osztása az s vektorral: x
s

=
[
x1
s1
, x2
s2
, ...., xn

sn

]T
, ahol

si 6= 0,∀ 1 ≤ i ≤ n;

•
√
xs az xs elemeiből komponensenkénti gyökvonással kapott vektor, azaz
√
xs =

[√
x1s1,

√
x2s2, ....,

√
xnsn

]T
;

• e az egyesekből álló n-dimenziós vektor, vagyis e = [1, ..., 1]T ;
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• diag(x) az a diagonálmátrix, melynek főátlóján az x vektor elemei találhatóak, az

eredeti sorrendben;

• ‖x‖ az x vektor euklideszi normája (vagy l2 normája);

• ‖x‖∞ az x vektor Chebychev normája (l∞ normája);

• ‖x‖1 az x vektor l1 normája.

2. A lineáris optimalizálási feladat

Tekintsük az alábbi primál feladatot:

min cTx,

Ax = b, (P )

x ≥ 0,

ahol A ∈ Rm×n, rang(A) = m, b ∈ Rm és c ∈ Rn. A feladat duálisa a következő:

max bTy,

ATy + s = c, (D)

s ≥ 0.

A lineáris optimalizálásra vonatkozó megengedett algoritmusok esetén feltételezzük, hogy

a belső pont feltétel (BPF) fennáll a primál és a duál feladat esetén is.

1. Feltétel (Belső pont feltétel). Létezik (x0, y0, s0) úgy, hogy:

Ax0 = b, x0 > 0,

ATy0 + s0 = c, s0 > 0.
(BPF )

Tudjuk, hogy az önduális beágyazás technikáját felhasználva mindig szerkeszthetünk

egy lineáris optimalizálási feladatot úgy, hogy a belső pont feltétel fennálljon. Tehát a

belső pont feltétel az általánosság megsértése nélkül feltételezhető. Továbbá, az önduális

beágyazásból adódóan, x0 = s0 = e. Ennek alapján µ0 = (x0)T s0

n
= 1.
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A primál-duál feladatpár optimális megoldását a következő rendszerrel jellemezhetjük:

Ax = b, x ≥ 0,

ATy + s = c, s ≥ 0, (1)

xs = 0.

Az (1) rendszer első két egyenletét megengedettségi feltételeknek nevezzük, ezek a meg-

engedettséget biztośıtják. A harmadik egyenletet komplementaritási feltételnek h́ıvjuk.

A primál-duál belsőpontos módszerek általában ezt a komplementaritási feltételt egy pa-

raméteres egyenlettel helyetteśıtik. Így a következő rendszerhez jutunk:

Ax = b, x ≥ 0,

ATy + s = c, s ≥ 0, (2)

xs = µe,

ahol µ > 0. Ha a belső pont feltétel fennáll, akkor egy rögźıtett µ > 0 esetén a (2)

rendszernek egyértelmű megoldása van, melyet µ-centrumnak vagy analitikus-centrumnak

nevezünk (Sonnevend [11]). A µ > 0 paraméterekre kapott µ-centrumok egy folyto-

nos görbét határoznak meg, melyet centrális trajektóriának h́ıvunk. Ha µ → 0, akkor

a centrális út a feladat optimális megoldásához konvergál. A trajektóriakövető algo-

ritmusok általában a centrális utat használják fel annak érdekében, hogy olyan elmoz-

dulásvektorokat határozzanak meg, melyekkel a centrumhoz tudnak tartani.

3. Primál-duál algoritmus a megengedett esetben

A következőkben a [2] cikkben bevezetett módszert mutatjuk be az elmozdulásvektorok

meghatározására. Legyen R+ = {x ∈ R | x ≥ 0}, és tekintsük a ϕ : R+ → R+ folyto-

nosan differenciálható és invertálható függvényt. Ekkor a centrális utat meghatározó (2)

egyenletrendszer az alábbi ekvivalens alakban ı́rható:

Ax = b, x ≥ 0,

ATy + s = c, s ≥ 0, (3)

ϕ

(
xs

µ

)
= ϕ(e).
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A Newton-módszert alkalmazva a (3) rendszerre, új elmozdulásvektorokat határozunk

meg. Ha ϕ(t) =
√
t, akkor az alábbi rendszerhez jutunk:

A∆x = 0,

AT∆y + ∆s = 0, (4)

s∆x+ x∆s = 2(
√
µxs− xs).

A centrális úttól való távolságot a [2]-ben bevezetett

σ(xs, µ) =

∥∥∥∥e−√xs

µ

∥∥∥∥
mennyiséggel mérhetjük.

3.1. Algoritmus. (Primál-duál megengedett algoritmus [2]) Legyen ε > 0 a

pontossági paraméter, 0 < θ < 1 a redukciós paraméter (alapértelmezett értéke θ = 1
2
√
n

)

és 0 < τ < 1 a centralitási paraméter (alapértelmezett értéke τ = 1
2
). Feltételezzük,

hogy (x0, y0, s0) teljeśıti a belső pont feltételt, µ0 = (x0)T s0

n
. Továbbá feltételezzük, hogy

σ(x0s0, µ0) < τ .

begin

x := x0; y = y0; s = s0;

µ := µ0;

while xT s > ε do begin

µ := (1− θ)µ;

meghatározzuk a (∆x,∆y,∆s) elmozdulásvektorokat a (4) összefüggés alapján

x := x+ ∆x;

y := y + ∆y;

s := s+ ∆s;

end

end.

Az alábbi lemmák a [2] alapján a fenti algoritmus polinomialitását igazolják. Legyenek

x+ = x+ ∆x és s+ = s+ ∆s egy teljes Newton-lépésből kapott vektorok.
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3.1. Lemma. Legyen σ = σ(xs, µ) < 1. Ekkor x+ > 0 és s+ > 0, vagyis a teljes

Newton-lépés szigorúan megengedett.

3.2. Lemma. Legyen σ = σ(xs, µ) < 1. Ekkor

σ(x+s+, µ) ≤ σ2

1 +
√

1− σ2
,

tehát a teljes Newton-lépés esetén a kvadratikus konvergencia fennáll.

3.3. Lemma. Legyen σ = σ(xs, µ) és feltételezzük, hogy az x+ és s+ vektorokat egy teljes

Newton-lépést alkalmazva kaptuk meg, azaz x+ = x+ ∆x és s+ = s+ ∆s. Ekkor

(x+)T s+ = µ(n− σ2),

tehát (x+)T s+ ≤ µn.

3.4. Lemma. Legyen σ = σ(xs, µ) < 1 és µ+ = (1− θ)µ, ahol 0 < θ < 1. Ekkor

σ(x+s+, µ+) ≤ θ
√
n+ σ2

1− θ +
√

(1− θ)(1− σ2)
.

Továbbá, ha σ < 1
2
, θ = 1

2
√
n

és n ≥ 4, akkor σ(x+s+, µ+) < 1
2
.

3.5. Lemma. Feltételezzük, hogy az (x0, s0) páros szigorúan megengedett, µ0 = (x0)T s0

n
és

σ(x0s0, µ0) < 1
2
. Legyenek xk és sk a k-adik iteráció után kapott vektorok. Ekkor bármely

k ≥
⌈

1

θ
log

(x0)T s0

ε

⌉
esetén (xk)T sk ≤ ε.

3.6. Lemma. Feltételezzük, hogy x0 = s0 = e. Akkor a 3.1. algoritmus legtöbb⌈
1

θ
log

n

ε

⌉
belső pontos iterációt hajt végre.

3.7. Tétel. Feltételezzük, hogy x0 = s0 = e. A θ and τ paraméterek alapértelmezett

értékeit használva a 3.1. algoritmus legtöbb

O
(√

n log
n

ε

)
belsőpontos iterációt hajt végre. A kapott vektorok kieléǵıtik az xT s ≤ ε összefüggést.
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4. A módośıtott feladat

A továbbiakban nem feltételezzük, hogy a kezdeti pontok megengedett megoldásai a

primál, illetve duál feladatoknak. Az eredeti feladatok helyett tekintsük a Ye [15] és Roos

[10] által is tanulmányozott, módośıtott feladatot:

min (c− ν(c− ATy0 − s0))Tx,

Ax = b− ν(b− Ax0), (Pν)

x ≥ 0,

és ennek a duálisát:

max (b− ν(b− Ax0))Ty,

ATy + s = c− ν(c− ATy0 − s0), (Dν)

s ≥ 0.

A módośıtott feladatokra vonatkozó centrális utat jellemző rendszer a következőképpen

néz ki:

b− Ax = ν(b− Ax0), x ≥ 0,

c− ATy − s = ν(c− ATy0 − s0), s ≥ 0, (5)

xs = µe.

Tekintsük a 3. pontban bevezetett ϕ függvényt. Ekkor a centrális utat meghatározó (5)

rendszer az alábbi ekvivalens alakban ı́rható:

b− Ax = ν(b− Ax0), x ≥ 0,

c− ATy − s = ν(c− ATy0 − s0), s ≥ 0, (6)

ϕ

(
xisi
µ

)
= ϕ(1),∀ 1 ≤ i ≤ n.

Feltételezve, hogy ϕ(t) =
√
t és x, illetve (y, s) szigorúan megengedett megoldása a (Pν)

és (Dν) feladatoknak, a (4) lineáris rendszerhez jutunk.

7



5. Egy új primál-duál algoritmus

Legyen ν+ = (1− θ)ν, ahol 0 < θ < 1. Vezessük be a következő jelöléseket is:

r0b = b− Ax0, r0c = c− ATy0 − s0.

Feltételezve, hogy x és (y, s) szigorúan megengedett megoldásai a (Pν) és (Dν) feladatok-

nak, egy olyan (∆fx,∆fy,∆fs) lépést határozunk meg, amelyre a kapott vektorok a (Pν+)

és (Dν+) feladatoknak megengedett megoldásai lesznek. Így a következő összefüggést kap-

juk:

A∆fx = θνr0b ,

AT∆fy + ∆fs = θνr0c , (7)

s∆fx+ x∆fs = 2(
√
µxs− xs).

Bevezetve a következő jelöléseket

v =

√
xs

µ
, dx =

v∆fx

x
, ds =

v∆fs

s
,

feĺırható, hogy

µv(dx + ds) = s∆fx+ x∆fs, (8)

és

dxds =
∆fx∆fs

µ
. (9)

Ezeknek a jelöléseknek a seǵıtségével feĺırhatjuk a (7) rendszer skálázott alakját:

Ādx =
θν

µ
r0b ,

ĀT∆fy + ds = θν
r0cv

s
, (10)

dx + ds = pv,

ahol pv = 2(e− v) és Ā = 1
µ
Adiag

(
x
v

)
.

A centrális úttól való távolság mérésére a következő kifejezést használjuk:

σ(v) = σ(xs, µ) =
‖pv‖

2
= ‖e− v‖.
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Legyen qv = dx − ds. Ekkor:

dx =
pv + qv

2
, ds =

pv − qv
2

.

Összeszorozva a két egyenlőséget, a következőt kapjuk:

q2v
4

=
p2v
4
− dxds. (11)

Ebből pedig következik, hogy:

‖qv‖2

4
=
‖pv‖2

4
− dTx ds. (12)

A fentiek alapján az algoritmust az alábbi módon adhatjuk meg.

5.1. Algoritmus. (Primál-duál nem megengedett algoritmus) Legyen ε > 0 a

pontossági paraméter és 0 < θ < 1 a redukciós paraméter (alapértelmezett érték θ = 1
8n

).

Feltételezzük, hogy adottak az (x0, y0, s0) kezdeti értékek, amelyekre x0 > 0, s0 > 0 és

x0s0 = µ0e (alapértelmezett értékek x0 = ζe, y0 = 0, s0 = ζe, µ0 = ζ2, ahol ζ > 0).

begin

x := x0; y := y0; s := s0;µ := µ0; ν := 1;

while max(xT s, ‖b− Ax‖, ‖c− ATy − s‖) ≥ ε do begin

(x, y, s) := (x, y, s) + (∆fx,∆fy,∆fs);

µ := (1− θ)µ;

ν := (1− θ)ν;

(x, y, s) := (x, y, s) + (∆x,∆y,∆s);

end

end.

Az alábbi pontokban az algoritmus bonyolultságát vizsgáljuk.

6. Az algoritmus elemzése

Legyenek xf = x + ∆fx és sf = s + ∆fs a megengedettségi lépés után kapott vekto-

rok. A következő lemmában egy feltételt adunk meg, amely garantálja az xf , sf vektorok

megengedettségét. Vezessük be a következő jelöléseket:

ω(v) =
1

2

√
‖dx‖2 + ‖ds‖2,
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vf =

√
xfsf

µ
, v+ =

√
xfsf

µ+

, µ+ = (1− θ)µ,

ahol 0 < θ < 1.

6.1. Lemma. Legyen x > 0 a (Pν) és s > 0 a (Dν) feladat megengedett megoldása,

valamint σ(v) = σ(xs, µ), amelyre fennáll a σ(v)2 + 2ω(v)2 < 1 összefüggés. Ekkor

xf > 0 és sf > 0, (13)

tehát az xf és sf szigorúan megengedett megoldásai a (Pν+) és (Dν+) feladatoknak.

Bizonýıtás: Az xf és sf vektorok megadása és a (7) rendszer alapján levonható az a

következtetés, hogy elegendő a (13) egyenlőtlenségeket igazolni. Ennek érdekében minden

0 ≤ α ≤ 1 értékre tekintsük az xf (α) = x+α∆fx és sf (α) = s+α∆fs vektorokat. Ekkor

xf (α)sf (α) = xs+ α(s∆fx+ x∆fs) + α2∆fx∆fs.

Felhasználva a (8) és (9) egyenlőségeket, a következőt ı́rhatjuk:

1

µ
xf (α)sf (α) = v2 + αv(dx + ds) + α2dxds. (14)

Most alkalmazva a (11) összefüggést, az alábbihoz jutunk:

1

µ
xf (α)sf (α) = (1− α)v2 + α(v2 + vpv) + α2

(
p2v
4
− q2v

4

)
.

Továbbá, a pv = 2(e− v) egyenlőség alapján:

v2 + vpv = 2v − v2 = e− (e− v)2 = e− p2v
4
,

tehát
1

µ
xf (α)sf (α) = (1− α)v2 + α

(
e− (1− α)

p2v
4
− αq

2
v

4

)
. (15)

Látható, hogy az xf (α)sf (α) > 0 egyenlőtlenség akkor teljesül, ha∥∥∥∥(1− α)
p2v
4

+ α
q2v
4

∥∥∥∥
∞
< 1.

Ekkor felhasználva a (12) összefüggést, következik, hogy:∥∥∥∥(1− α)
p2v
4

+ α
q2v
4

∥∥∥∥
∞
≤ (1− α)

‖p2v‖∞
4

+ α
‖q2v‖∞

4
≤
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≤ (1− α)
‖pv‖2

4
+ α
‖qv‖2

4
= σ(v)2 − αdTx ds.

Emellett

−dTx ds ≤ |dTx ds| ≤ ‖dx‖ ‖ds‖ ≤
1

2

(
‖dx‖2 + ‖ds‖2

)
= 2ω(v)2. (16)

Ezt felhasználva, a következőkhöz jutunk:

σ(v)2 − αdTx ds ≤ σ(v)2 + 2ω(v)2 < 1.

Így minden 0 ≤ α ≤ 1 értékre teljesül az xf (α)sf (α) > 0 egyenlőtlenség. Követ-

kezésképpen, az α paraméter függvényében megadott, xf (α) és sf (α) lineáris függvények

nem váltanak előjelet a [0, 1] intervallumon. Mivel xf (0) = x > 0 és sf (0) = s > 0

következik, hogy xf (1) = xf > 0 és sf (1) = sf > 0.

Az alábbi lemmában azt vizsgáljuk, hogy a megengedettségi lépés után kapott vektorok

milyen távolságra vannak a módośıtott feladat centrális útjának a következő pontjától.

6.2. Lemma. Legyen x > 0 a (Pν) és s > 0 a (Dν) feladat megengedett megoldása,

valamint σ(v) = σ(xs, µ) úgy, hogy σ(v)2 + 2ω(v)2 < 1. Ekkor

σ(v+) = σ(xfsf , µ+) ≤ θ
√
n+ σ(v)2 + 2ω(v)2

1− θ +
√

(1− θ)(1− σ(v)2 − 2ω(v)2)
.

Bizonýıtás: A 6.1. lemma alapján xf > 0 és sf > 0. Felhasználva a v2 +vpv = 2v−v2 és

a dx + ds = pv egyenlőségeket, a (14) összefüggés átalaḱıtása után a következőhöz jutunk:

1

µ
xf (α)sf (α) = (1− α)v2 + α(2v − v2) + α2dxds. (17)

Az α = 1 helyetteśıtést elvégezve a (17) egyenlőségben, a (11) összefüggést is felhasználva

következik, hogy

1

µ
xfsf = (vf )2 = 2v − v2 + dxds = e− (e− v)2 + dxds = e− p2v

4
+ dxds = e− q2v

4
.

Innen azonnal adódik, hogy

e− (vf )2 =
q2v
4
. (18)

Ekkor:

σ(v+) =

∥∥∥∥∥e−
√
xfsf

µ+

∥∥∥∥∥ =
1√

1− θ

∥∥∥√1− θe− vf
∥∥∥ =

1√
1− θ

∥∥∥∥(1− θ)e− (vf )2√
1− θe+ vf

∥∥∥∥ .
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Alkalmazva a (18) összefüggést, következik, hogy

σ(v+) =
1√

1− θ

∥∥∥∥∥ −θe+ q2v
4√

1− θe+ vf

∥∥∥∥∥
és

min(vf ) ≥
√

1− ‖q
2
v‖∞
4
≥
√

1− ‖q
2
v‖
4
≥
√

1− ‖qv‖
2

4
.

A (12) összefüggésbe behelyetteśıtve a ‖pv‖
2

4
= σ(v)2 egyenlőséget, azt kapjuk, hogy:

‖qv‖2

4
= σ(v)2 − dTx ds, (19)

és innen

min(vf ) ≥

√
1− ‖qv‖

2

4
=
√

1− σ(v)2 + dTx ds. (20)

Felhasználva a (16), (19) és (20) összefüggéseket, következik, hogy:

σ(v+) =
1√

1− θ

∥∥∥∥∥ −θe+ q2v
4√

1− θe+ vf

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥−θe+ q2v

4

∥∥∥
√

1− θ(
√

1− θ +
√

1− σ(v)2 + dTx ds)
≤

≤ θ
√
n+ σ(v)2 − dTx ds

1− θ +
√

(1− θ)(1− σ(v)2 + dTx ds)
≤ θ

√
n+ σ(v)2 + 2ω(v)2

1− θ +
√

(1− θ)(1− σ(v)2 − 2ω(v)2)
.

Ezzel a lemmát bizonýıtottuk.

A következő lemmában az ω(v)-nek egy felső határát adjuk meg. Ehhez vezessük be

a Roos [10] cikkben tárgyalt módszerhez hasonlóan a következő jelöléseket:

L =
{
ξ ∈ Rn : Āξ = 0

}
az Ā mátrix nulltere és

L⊥ =
{
ĀTy : y ∈ Rm

}
az Ā mátrix sortere. Észre lehet venni, hogy L⊥L⊥ és L + L⊥ = Rn, emellett L ∩

L⊥ = {0}. A
{
ξ ∈ Rn : Āξ = θνr0b

}
affin tér megegyezik a dx + L térrel. Látható, hogy

ds ∈ θνvs−1r0c +L⊥. Mindezekből következik, hogy dx+L és ds+L⊥ egyértelmű pontban

metszik egymást. Ezt a pontot q-val fogjuk jelölni.

6.3. Lemma. Legyen q a dx+L és a ds+L⊥ affin terek egyértelmű metszéspontja. Ekkor

fennáll a

2ω(v) ≤
√
‖q‖2 + (‖q‖+ 2σ(v))2

12



egyenlőtlenség.

Bizonýıtás: A bizonýıtás a Roos [10] cikkben ismertetett változathoz hasonló, de ebben

az esetben az r = pv = 2(e − v) jelölést vezetjük be. Mivel L + L⊥ = Rn, létezik egy

q1, r1 ∈ L és egy q2, r2 ∈ L⊥ úgy, hogy

q = q1 + q2, r = r1 + r2.

Másfelől, mivel dx − q ∈ L és ds − q ∈ L⊥, következik, hogy létezik egy olyan l1 ∈ L és

egy olyan l2 ∈ L⊥, amelyre

dx = q + l1, ds = q + l2.

Mivel dx + ds = r, következik, hogy r = 2q + l1 + l2, ebből pedig látható, hogy

(2q1 + l1) + (2q2 + l2) = r1 + r2.

Mivel az L+ L⊥ = Rn felbontás egyértelmű, azt mondhatjuk, hogy

l1 = r1 − 2q1, l2 = r2 − 2q2.

Következésképpen

dx = q + r1 − 2q1 = (r1 − q1) + q2,

ds = q + r2 − 2q2 = q1 + (r2 − q2) .

Mivel L⊥L⊥, ezért azt álĺıthatjuk, hogy

4ω(v)2 = ‖dx‖2 + ‖ds‖2 = ‖r1 − q1‖2 + ‖q2‖2 + ‖q1‖2 + ‖r2 − q2‖2 = ‖q − r‖2 + ‖q‖2 .

Feltételezve, hogy q 6= 0, mivel ‖r‖ = 2σ(v), a jobb oldal akkor maximális, ha fennáll az

r = −2σ(v)q/ ‖q‖ egyenlőség. Ekkor a következő összefüggést kapjuk:

4ω(v)2 ≤
∥∥∥∥(1 +

2σ(v)

‖q‖

)
q

∥∥∥∥2 + ‖q‖2 = ‖q‖2 + (‖q‖+ 2σ(v))2 ,

amely a bizonýıtandó egyenlőtlenséget eredményezi, ha q 6= 0. Ha q = 0, akkor az

egyenlőtlenségben egyenlőség áll fenn.

A következő lemmában egy felső határt fogunk megszabni a ‖q‖-ra. Ehhez először

meg kell határozzuk az (x0, y0, s0) kezdeti pontokat. Feltételezzük, hogy ζ > 0 úgy, hogy

13



‖x̄+ s̄‖∞ ≤ ζ, ahol x̄ a (P ) és (ȳ, s̄) a (D) feladatok optimális megoldásai. Az algoritmust

ı́gy az

x0 = s0 = ζe, y0 = 0, µ0 = ζ2

pontokkal fogjuk kezdeni.

6.4. Lemma. (Roos [10], 4.7. lemma) Fennáll a

√
µ ‖q‖ ≤ θνζ

√
eT
(x
s

+
s

x

)
egyenlőtlenség.

A továbbiakban az x
s

és s
x

értékére keresünk felső határt.

6.5. Lemma. Legyen σ(xs, µ) < τ < 1. Ekkor érvényesek az(
1−
√
τ
)2
<
xisi
µ

<
(
1 +
√
τ
)2
, ∀ i = 1, n

egyenlőtlenségek.

Bizonýıtás: A σ(v) < τ < 1 feltételből következik, hogy

‖v − e‖ < τ ⇔
n∑
i=1

(vi − 1)2 < τ.

Emellett

(vi − 1)2 ≤
n∑
i=1

(vi − 1)2 < τ, ∀ i = 1, n,

tehát

|vi − 1| <
√
τ ⇒ 1−

√
τ < vi < 1 +

√
τ ,

ezt négyzetre emelve, következik a bizonýıtandó összefüggés.

6.6. Lemma. Fennáll az√
eT
(x
s

+
s

x

)
<

1
√
µ (1−

√
τ)

√
‖x‖2 + ‖s‖2

összefüggés.

Bizonýıtás: Tudjuk, hogy

xi
si

+
si
xi

=
x2i + s2i
xisi

, ∀ i = 1, n.
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A 6.5. lemmából következik, hogy

xisi > µ
(
1−
√
τ
)2 ⇒ 1

xisi
<

1

µ (1−
√
τ)

2 .

Ezt felhasználva, azt kapjuk, hogy

x2i + s2i
xisi

<
1

µ (1−
√
τ)

2

(
x2i + s2i

)
, ∀ i = 1, n,

tehát az

eT
(x
s

+
s

x

)
<

1

µ (1−
√
τ)

2

(
‖x‖2 + ‖s‖2

)
összefüggéshez jutunk, aminek mindkét oldalából gyököt vonva, megkapjuk azt, amit

bizonýıtani akartunk.

6.7. Lemma. Ha x és s szigorúan megengedett megoldása a (Pν) és (Dν) feladatoknak

és σ(xs, µ) < τ , akkor teljesül a√
‖x‖2 + ‖s‖2 ≤ ζn

(
2 + 2

√
τ + τ

)
egyenlőtlenség.

Bizonýıtás: A Roos [10] által bevezetett módszerhez hasonlóan járunk el, az általunk

meghatározott keresési irány sajátosságait figyelembe véve. Az alapján, ahogy a 6.6.

lemmában az x̄, ȳ, s̄-et és a ζ-t megválasztottuk, a következő rendszerhez jutunk:

Ax̄ = b, 0 ≤ x̄ ≤ ζe,

AT ȳ + s̄ = c, 0 ≤ s̄ ≤ ζe, (21)

x̄s̄ = 0.

Legyen y az a vektor, amelyre x a (Pν) és (y, s) a (Dν) feladat megengedett megoldása.

Ekkor érvényesek az alábbi összefüggések:

Ax = b− ν(b− Aζe), x ≥ 0,

ATy + s = c− ν(c− ζe), s ≥ 0.
(22)

Következik, hogy

Ax̄− Ax = ν(Ax̄− Aζe), x ≥ 0,

AT ȳ + s̄− ATy − s = ν(AT ȳ + s̄− ζe), s ≥ 0,
(23)
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amit ha átalaḱıtunk, az

A (x̄− x− νx̄+ νζe) = 0, x ≥ 0,

AT (ȳ − y − νȳ) = s− s̄+ νs̄− νζe, s ≥ 0
(24)

egyenlőségekhez jutunk. Felhasználva azt, hogy egy mátrix nulltere és sortere egymásra

merőlegesek, az

(x̄− x− νx̄+ νζe)T (s− s̄+ νs̄− νζe) = 0

összefüggés adódik. Legyen

a := (1− ν)x̄+ νζe, d := (1− ν)s̄+ νζe.

Ekkor (a− x)T (d− s) = 0, mely a következő összefüggést eredményezi:

aTd+ xT s = aT s+ dTx.

A 6.5. lemma alapján

xisi < µ
(
1 +
√
τ
)2 ⇒ xT s < µn

(
1 +
√
τ
)2
.

Emellett x̄T s̄ = 0, x̄ + s̄ ≤ ζe és µ = νµ0 = νζ2. Mindezeket felhasználva, a következőt

ı́rhatjuk:

aTd+ xT s = ((1− ν)x̄+ νζe)T ((1− ν)s̄+ νζe) + xT s

= ν(1− ν)(x̄+ s̄)T ζe+ ν2ζ2n+ xT s

≤ ν(1− ν)(ζe)T ζe+ ν2ζ2n+ µn
(
1 +
√
τ
)2

= ν(1− ν)ζ2n+ ν2ζ2n+ µn
(
1 +
√
τ
)2

= νζ2n+ µn
(
1 +
√
τ
)2

= νζ2n(2 + 2
√
τ + τ). (25)

Felhasználva azt, hogy a ≥ νζe és d ≥ νζe, a következőt kapjuk:

aT s+ dTx ≥ νζeT (x+ s) = νζ(‖x‖1 + ‖s‖1). (26)

Ekkor

‖x‖1 + ‖s‖1 ≤
aT s+ dTx

νζ
=
aTd+ xT s

νζ
≤ ζn(2 + 2

√
τ + τ).
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Mivel

‖x‖2 + ‖s‖2 ≤ (‖x‖1 + ‖s‖1)
2 ≤ ζ2n2(2 + 2

√
τ + τ)2,

következik, hogy
√
‖x‖2 + ‖s‖2 ≤ ζn (2 + 2

√
τ + τ) .

A következő lemmában a ‖q‖-nak egy olyan felső határát fogjuk megadni, amely τ -tól

függ.

6.8. Lemma. Teljesül a

‖q‖ < θn
2 + 2

√
τ + τ

1−
√
τ

összefüggés.

Bizonýıtás: A 6.7. és 6.6. lemmák és a
√
µ =
√
νζ egyenlőség alapján√

eT
(x
s

+
s

x

)
<
ζn (2 + 2

√
τ + τ)

√
µ(1−

√
τ)

=
n√
ν

(2 + 2
√
τ + τ)

(1−
√
τ)

.

A fenti egyenlőtlenség és a 6.4. lemma alapján a következőt ı́rhatjuk:

√
µ ‖q‖ ≤ θνζ

√
eT
(x
s

+
s

x

)
<
θn
√
νζ (2 + 2

√
τ + τ)

1−
√
τ

.

Felhasználva a
√
µ =
√
νζ összefüggést, megkapjuk a bizonýıtandó egyenlőtlenséget.

Feltételezve, hogy a µ+ értéke nem változik, vezessük be az x+ és s+ vektorokat,

amelyeket egy teljes Newton-lépéssel kapunk az xf és sf pontokból. Továbbá, legyen

σ+ = σ(x+s+, µ+). Annak érdekében, hogy igazoljuk, hogy az algoritmus jól definiált,

olyan értékeket kell keressünk a θ és τ paraméterekre, amelyekre egy fő iteráció után a

σ+ < τ feltétel fennáll.

7. Az algoritmus polinomialitása

A fenti lemmáknak olyan következményeit vizsgáljuk, amelyekre τ = 1
16

és θ = 1
8n

.

7.1. Következmény. Ha σ(v) < 1
16

és θ = 1
8n

, akkor ω(v) < 1
2
√
2
.

Bizonýıtás: A 6.3. és a 6.8. lemmák alapján következik, hogy

4ω(v)2 ≤ ‖q‖2 + (‖q‖+ 2σ(v))2 <

(
θn

2 + 2
√
τ + τ

1−
√
τ

)2

+

(
θn

2 + 2
√
τ + τ

1−
√
τ

+ 2τ

)2

.
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A τ = 1
16

és θn = 1
8

behelyetteśıtést elvégezve, a 4ω(v)2 < 1
2

egyenlőtlenség adódik,

amelyből következik, hogy ω(v) < 1
2
√
2
.

7.2. Következmény. Ha σ(v) < 1
16

és θ = 1
8n

, akkor xf és sf szigorúan megengedettek.

Bizonýıtás: Felhasználva a 6.1. lemmát és a 7.1. következményt, a

σ(v)2 + 2ω(v)2 <
1

162
+

1

4
< 1

egyenlőtlenség adódik, tehát xf > 0 és sf > 0, vagyis az xf és sf szigorúan megenge-

dettek lesznek.

7.3. Következmény. Egy felső határt tudunk meghatározni a σ(v+) mértékre. Fennáll

a σ(v+) < 1
4

egyenlőtlenség.

Bizonýıtás: A 6.2. lemmát felhasználva

σ(v+) ≤ θ
√
n+ σ(v)2 + 2ω(v)2

1− θ +
√

(1− θ)(1− σ(v)2 − 2ω(v)2)
≤ θ

√
n+ τ 2 + 2ω(v)2

1− θ +
√

(1− θ)(1− τ 2 − 2ω(v)2)
.

A τ = 1
16

illetve θ = 1
8n

értékeket behelyetteśıtve és felhasználva, hogy n ≥ 1, következik

a σ(v+) < 1
4

egyenlőtlenség.

Az alábbi következmény a centralitási mértékre vonatkozóan határoz meg egy felső

határt egy fő iteráció végén.

7.4. Következmény. Az x+ és s+ vektorokra fennáll a σ+ = σ(x+s+, µ+) < 1
16

egyen-

lőtlenség.

Bizonýıtás: A (Pν) és (Dν) feladatokra az xf és sf kezdeti pontok mellett alkalmazzuk

a 3.2. lemmát.

Nevezzünk ε-megoldásnak egy olyan (x, y, s) hármast, amelyre

max(xT s, ‖b− Ax‖, ‖c− ATy − s‖) < ε.

7.5. Következmény. Az algoritmus

8nlog
max{nζ2, ‖r0b‖, ‖r0c‖}

ε
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számú fő iterációt hajt végre.

Bizonýıtás: Mivel minden lépésben a µ és ν értékét az 1− θ szorzóval csökkentjük, a 3.6.

lemmához hasonlóan igazolható, hogy az algoritmus

1

θ

max{nζ2, ‖r0b‖, ‖r0c‖}
ε

fő iteráció alatt határoz meg egy ε-megoldást. A θ = 1
8n

értéket behelyetteśıtve következik

az álĺıtás.

Felhasználva, hogy minden fő iteráció két belső iterációból áll, az alábbi tételt kapjuk.

7.6. Tétel. Ha (P) és (D) megengedettek és ζ > 0 úgy, hogy ‖x̄+ s̄‖∞ ≤ ζ, ahol x̄ a (P),

(ȳ, s̄) pedig a (D) feladat optimális megoldása, akkor az algoritmus legtöbb

16nlog
max{nζ2, ‖r0b‖, ‖r0c‖}

ε

belső iteráció után határoz meg egy ε-megoldást a (P) és (D) feladatra.

8. Következtetés

Egy új nem megengedett belsőpontos algoritmust határoztunk meg, amely új ke-

resési irányokat használ fel a centrális út követése céljából. A centralizálási egyenletre

a ϕ(t) =
√
t függvényt alkalmaztuk, és a Newton-módszer seǵıtségével kaptuk meg az

új elmozdulásvektorokat. Igazoltuk, hogy az algoritmus polinom időben talál meg egy

ε-megoldást. Az elemzés során kimutattuk, hogy egy adott iterációban elegendő egy cent-

ralizálási lépést tenni annak érdekében, hogy az algoritmus jól meghatározott legyen.
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1. Függelék

A témavezetőnk által meghatározott kutatási cél egy olyan új, nem megengedett

belsőpontos algoritmus kidolgozása volt, amely egy sajátos keresési irányra épül. Ugyan-

akkor az algoritmus elemzése is egy fontos feladat volt, mivel a belsőpontos módszerek

esetén lényeges szerepe van a polinomialitás bizonýıtásának.

A belsőpontos algoritmusokra vonatkozó ismereteink elmélýıtése érdekében áttanul-

mányoztuk a szakirodalmat. Először a lineáris optimalizálásra vonatkozó hagyományos

primál-duál algoritmusokat vizsgáltuk. Ezt követően a nem megengedett algoritmusokkal

foglalkoztunk, amelyeknek az a sajátosságuk, hogy a kezdeti pontról nem feltételezzük,

hogy belső pont.

A belsőpontos módszerek esetén a keresési irányok megválasztásának fontos szerepe

van, mivel ez lehetőséget teremt a következő pont meghatározására. Ennek érdekében

általában a Newton-módszert alkalmazzuk, majd különböző hosszúságú lépéseket tehetünk

meg az adott irányban. A nem megengedett belsőpontos algoritmusok körében elért

egyik legújabb eredmény egy olyan módszer megadása, amelyben a lépéshossz mindig 1.

Ezt teljes Newton-lépéses algoritmusnak nevezzük. Ez az algoritmus minden iterációban

egy megengedettségi lépést és néhány centralizálási lépést tesz meg. Ennek seǵıtségével

igyekszünk biztośıtani azt, hogy a feladatbeli feltételek által meghatározott poliéder bel-

sejébe kerüljünk, és ne távolodjunk el a centrális úttól.

Dolgozatunkban egy új teljes Newton-lépéses algoritmust vezettünk be új keresési

irányok seǵıtségével. Igazoltuk az algoritmus polinomialitását, és az elemzés során bebi-

zonýıtottuk, hogy iterációnként elegendő egy megengedettségi és egyetlen centralizálási

lépést tenni. A bonyolultság vizsgálata érdekében megfelelően kellett megválasztani a

redukciós, illetve a centralitási paramétereket. Ehhez C++ programozási nyelvben ı́rtunk

egy számı́tógépes programot.

Összegezve, sikerült az eredeti kutatási célokat teljeśıteni. Ezenḱıvül meghatároztuk

az első olyan teljes Newton-lépéses, nem megengedett belsőpontos algoritmust, amely

iterációnként egyetlen centralizálási lépést tesz meg.
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