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A dolgozat egy olyan jellemz6t keres valdszintiségi hdl6zatokra, amely fiiggetlen az egyedi
példanyoktdl. Ezt a feladatot a grafok fraktdldimenzidjdnak értelmezésén keresztiil kozeliti

meg.

A feladat: az Erd6s-Rényi, a Watts-Strogatz €s a Barabdsi-Albert hal6zatok fraktaldimen-
ziojanak vizsgalata kiilonbozé grafabrazolasok és a grafokat meghataroz6 paraméterek fiiggvé-

nyében.

z. 2

A dolgozat szimulécidi igazoltdk, hogy a csucsok koron torténd elhelyezése, a pontok vélet-
len elhelyezése illetve a Fruchterman-Reinhold dbrdzolds esetén is nd a fraktadldimenzi6 a graf

stiriségének fliggvényében.

Hangsulyosabb: mindharom hdal6zattipus esetén a fraktdldimenzi6 értékét az dbrazolas ti-
pusa és a halézatok paraméterei hatarozzdk meg, tehét a fraktdldimenzié értéke nem fiigg az

egyedi példanyoktol.

Kulcsszavak: fraktdl, doboz-dimenzid, Erd6s-Rényi hal6zatok, Watts-Strogatz héalézatok,

Barabasi-Albert hidlézatok, grafadbrazolas, Fruchterman-Reinhold algoritmus, szimulécid.
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1 MOTIVACIO

1. Motivacio

Ha egy grafot dbrazolunk a sikban, akkor célunk ezzel legtobbszor a szemléltetés: az abratol el-
varjuk, hogy érzékeltesse a graf néhany, dltalunk meghatéarozott tulajdonsagat. Példaul helyezze

egymashoz kozel egy klikk! csticspontjait €s valassza el a graf klikkjeit egymdstol.

Ha tekintjiik a négy csicspontbdl all6 teljes sulyozatlan gréfot és azt a sikban szeretnénk
abrazolni, akkor maris szembeiitkoziink a grafabrazolas nehézségével. A graf nem dbrazolhat6
a sikban ugy, hogy megtartsa az élek hosszusagdnak egyenl8ségét, azaz ennek a négy cstcs-

pontbdl all6 grafnak nem létezik legjobb dbrazolésa a sikban.

Magatol adédik a kérdés: hogyan jellemezhetd egy grafabrazolds? Ha jellemezhetS, akkor

osszehasonlito-e két abrazolas?

A dolgozat harom grafdbrazolast helyez egymas mellé, 6sszehasonlitja a csicspontok koron

torténd elhelyezését, a pontok egyenletes eloszlds szerinti véletlen és az erd alapu - a realitdst

iterdléan kozelits - Fruchterman-Reingold sikbeli dbrazolasokkal.

Az abréazoldsok esetén egyértelmiien fontos, hogy a csticspontok mennyire helyez6dnek
egymdashoz kozel az dbran. E tulajdonsdg mérésének sziikségessége indokolja a fraktaldimen-
zi6 értelmezését az dbrazolt grafok esetén. A grafok fraktidldimenzidjanak értelmezése lehetové
teszi annak mérését, hogy egy adott graf adott dbrdzoldsa mennyire tolti ki a sik egy tetszbleges

részhalmazat.

Az Erd6s-Rényi, a Watts-Strogatz illetve a Barabdsi-Albert hal6zatok fraktdldimenzidjat
a tipusokat meghatdrozé paraméterek illetve ezaltal az grafsiirtiség” fiiggvényében tekinti 4t
a projekt. Az eredmények alapjan barmely grafdbrazolds esetén a fraktdldimenzié nd a graf

siriségének novekedésével.

"' A klikk a grafelméletben olyan csicspontok halmazit jelenti, aminek barmely két eleme kozott van él.
’Egy gréf élslirtisége az az aranyszdm, amely meghatdrozza, hogy az 6ssze lehetséges él koziil, hany létezik az

aktualis grafban.



2 KONTEXTUS

Hangsulyosabb, egyben a legf6bb hipotézis, hogy a grafok fraktdldimenzidja nem fiigg a
modellek egyedi példdnyaitdl, hanem csak azok paramétereitdl és abrazoldsatol. Végiil, de
nem utolsé sorban, feltételezziik, hogy a grafsiirliség egy korlatjan feliil a fraktdldimenzi6 az
abrazolastodl is fiiggetlen, azaz a vizsgélt dbrazoldsok esetén a mért fraktdldimenzié értékek

kozotti kiillonbség egy adott kiiszobérték alatt lesznek.

2. Kontextus

Jelen fejezet a grafmodellek illetve a frakdimenzi6 értelmezéséhez sziikséges fogalmakat tar-
talmazza. ElG6szor a grafelmélet alapfogalmain keresztiil ismerteti az Erd6s-Rényi, a Watts-
Strogatz és a Barabdsi Albert modelleket, majd azok legf6bb tulajdonsédgait. A grafabrazola-
sokat a fraktal €s a fraktdldimenzi6é fogalmainak értelmezése koveti, majd a fraktdldimenzio

szamitogépes kozelitésének bemutatasival zarul a fejezet.

2.1. Grafmodellek

Legyen V' = {vy,vs,...,0,},n € Nacstcspontok és £ C V' x V az élek halmaza.

A G = (V, E) part grafnak, a G rogzitett csticsainak és éleinek halmazat pedig részgrafnak

nevezziik. Ha E = (), akkor a grafot iiresnek, £ = V' x V esetben pedig teljesnek mondjuk.

Ha az E kétvaltozos reldcié rendezett parokbdl all, akkor irdnyitott grafrél, maskiilonben
irdnyitatlanrdl beszé€liink. Az irdnyitatlan grafokat kezelhetjiik specidlis irdnyitott grafokként

is, amelyek esetén megkoveteljiik, hogy: V(z,y) € F < (y,x) € E.

Mivel a fraktal- tulajdonsdgok elemzése soran irdnyitatlan grafokkal dolgozunk, ezért a to-
vabbi definicidkat csak irdnyitatlan grafok esetén adjuk meg. A dolgozatban ezentul graf kife-

jezés alatt irdnyitatlan grafot értiink.

Az x,y csdcspontokat szomszédosnak nevezzik, ha létezik (z,y) € E. Az (z,z) € E
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2.1 Grafmodellek 2 KONTEXTUS

éleket hurokélnek mondjuk. Ha z €s y csticspontok kozott tobb €l van, akkor azokat parhuzamos
éleknek tekintjiik. Megjegyzezziik, hogy a tovabbiakban eltekintiink mind a hurok-, mint a

parhuzamos élektol.

Az élekhez mérészamot rendelhetiink, ez esetben a grafot silyozottnak nevezziik. Ez eset-
ben az f : E — R fiiggvényt sdlyfiiggvénynek, az x € Im(f) értékeket pedig silyoknak

tekintjiik. Ha a silyok megegyeznek, azaz |Im(f)| = 1, akkor a graf sdlyozatlan.

Adott csicspontra illeszked§ élek szamit fokszamnak nevezziik, azaz dg(r) = {(z,y) €
E|z rogzitett, y € V'}. A nulla fokszami csdcspontot pedig izoldltnak mondjuk. A fokszdmel-
oszlas azt adja meg, hogy a kiilonféle fokszammal rendelkezd csicsok milyen gyakran fordul-

nak el6 a grafban.

Az ey = (11,22),60 = (22,23),...,6, = (x,, 7, + 1) élek sorozatat sétanak nevezziik.
Ha az xy = z,1, akkor a séta zart, kiilonben nyilt. A séta hossza az 6t alkotd élek szdma,
jelen esetben: n. Ha a séta nem érinti kétszer ugyanazt a csicsot, azaz x; # n;, Vi # j,
i,j = {1,2,...,n,n + 1}, akkor utrdl beszélhetiink. Legrovidebb it az, amelynek hossza
minimalis. Két cstics tavolsdga a koztiik 1év6 legrovidebb ut hossza. Ha nem létezik ilyen
ut, akkor a tavolsagot +oo-nek tekintjiikk. Egy G graf atmérdje a leghosszabb, sugara pedig a

legrovidebb ut a grafban.

Egy gréfot 6sszefiiggd, ha barmely két csticspontja kozott 1étezik ut. Ha a graf nem Ossze-
fliggd a legtobb csucspontbdl all6 Osszefliggd részgrafjat a graf legnagyobb komponensének
nevezziik. A komponensek szamat azon 0sszefiiggd részgrafok szama adja, amelyek egymadssal

nem fiiggnek Ossze.

A zart séta ttbeli analogja a kor. Egy n hosszu kor éleinek szdma n, kezd6- illetve vég-
pontja megegyezik, de a kezdeti- illetve végallapoton kiviil egy csiicspontot legfennebb egyszer
tartalmaz. A 3 hosszisiagu koroket haromszognek nevezziik. A k-klikk egy grafban azon &
darab csucspont halmaza, amelyek koziil barmely ketté szomszédos. Trividlis, hogy minden

haromszog 3-klikk is egyben és fordiva.
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A dolgozat klaszternek nevezi a valamiképpen egyméashoz kozeldllo csticsok halmazat, klasz-
terezettségnek pedig a megjelend klaszterek aranyat az dsszes lehetségeshez képest. Klasztere-

zettség alatt ezutdn a haromszogek ardnyét értjiik az 0sszes lehetséges haromszoghoz képest.

Az Erdds-Rényi grafmodell két egyenértékd véletlen grafok eldallitdsdra alkalmas halozat-

elméleti modell:

e Erdss Pl és Rényi Alfréd magyar matematikusok 1959-ben be G(n, M) modelljiiket,
amely szerint az 0sszes n darab csucsponttal €s M darab éllel rendelkez6 graf koziil

egyenletes eloszlds szerint valasztunk egyet.

e Edgar Gilbert szintén 1959-ben bevezetett modelljében az n darab csticspont k6zott min-
den él ugyanakkora, egymastdl fiiggetlen, p valészinliséggel 1étezik. A két modell ekvi-

valencidja bizonyitott.

Egyszeri végiggondolds alapjan a fokszameloszlds pedig binomidlis eloszlast kovet.

1. abra.

Erdds-Rényi graf: n = 10, p = 0.1

A kovetkez6 modell szocioldgiai szempontbdl finomitja az Erdds-Rényi grafot. Itt mar nem
feltételezziik élek 1étezésének azonos valdszintségét, hanem a csicspontokat mindig 6sszekot-
jik a hozzdjuk legkozelebiekkel. A hal6zat tobbi élét pedig az Erd6s-Rényi grafokhoz hason-
16an egy eldre rogzitett valdszinlis€ggel huzzuk be tigy, hogy ezek valdszinlis€ége megegyezik

és az élek fiiggetlenek egymastol.
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Adott G Watts-Strogatz graf paraméterei a csticspontok szdma (n), a szomszédok szdma(k,
amely szimmetrikus esetben kotelezéen paros szdm) €s a rogzitett valoszinliség (p), amely a

tobbi €1 1étezését meghatarozza.

Matematikailag megfogalmazva két, egymastol kissé eltérd véltozata 1étezik a modellnek:

//////

e az ithidrozdsos modellben pedig: ha a p valdszinliség szerint behtizunk egy uj élet, akkor

egy szomszédsdgi €lt (ha még van ilyen) véletlenszertien eltavolitunk.

Megjegyzés: a dolgozat sordn a Watts-Strogatz modell alatt a modell elsd valtozatét értjiik.
A haszndlt modell éltal generdlt hdl6zatok fokszameloszldsa, az Erd6s-Rényi grafokhoz hason-
16an, is binomidlis. Kiilonbség viszont az, hogy a Watts-Strogatz grafok fokszama £ konstanssal

nagyobb lesz.

2. ébra.
Watts-Strogatz graf: n = 10, k =4, p = 0.1

A Watts-Strogatz modell er6ssége a klaszterezettségébenben rejlik. Az Erdés Rényi grafok-
kal ellentétben e hal6zatok er6ssen klaszterezettek, példaul: szimmetrikus dbrazolds és k = 4

esetén a 3-klikk klaszterek szdma nagyobb vagy egyenld n-nél.

Az 1998-ban publikalt Watts-Strogatz modell nem rendelkezik a valos hdl6zatokban gyak-

ran el6fordul6 fokszdmeloszlassal, viszont megoldotta a klaszterezettség garantdlasdnak évekig
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2.1 Grafmodellek 2 KONTEXTUS

elhizod6 dilemmadjat. A probléma megoldasat az Albert Réka és a Barabasi Albert-Lészl6 al-
tal bevezetett modell jelenti, amely a exponencidlis fokszdmeloszldsu hdldzatok generdldsara

alkalmas.

A Barabadsi-Albert hdl6zatok 1étrehozdsa sordn egy irdnyitatlan grafot hozunk létre. Kezdet-
ben egy pontosan nem definidlt, legaldbb két csticspontbdl 4116 hal6zatbdl indulunk ki, amely-
ben minden csicsponthoz legaldbb egy €l vezet. Majd minden egyes 1épésben egy djabb csucs-
pontot adunk hozz4 a grafhoz, amely a régi grathoz legfeljebb rogzitet szamu éllel kapcsolddik

hozz4 ugy, hogy a kapcsolddas valdszintsége ardnyos azok pillanatnyi fokszdmaval.

Tehat a preferencidlis kapcsol6dds modellben harom paramétere van a grafnak: & a kezdeti
gréaf csticspontjainak szdma, m az 0j csucspontok élszama €s n a csicspontok szdma a generalas

végén. Az egyszerliség kedvéért a kezdeti m darab csicspont egy teljes részgraf.

3. abra.

Barabasi-Albert graf: £k = 3, m = 3, n = 50.

Az dbréan a kezdeti 3-klikk csicspontjaink mind-mind nagyon sok éllel rendelkeznek, de a

kés6bb hozzdadott csticsok sokkal kevesebbel (a legvégén hozzdadottak dltaliban harommal).

A Barabdsi-Albert hdl6zatok generaldsa egyszerd. Els6 1€pésben egy vektorba irjuk a kez-
deti graf élet tigy, hogy a vektor paratlan indexi helyeire az élek egyik csomdpontja, a paratlan

index(ekre pedig az élek masodik csomdpontja kertil.

Ha a kezdeti graf egy 3-klikk, akkor a kovetkezdképpen: 1,2,1, 3,2, 3.

9



2.2 Fraktalok 2 KONTEXTUS

Most hozzdadunk egy uj csucspontot a hal6zathoz gy, hogy az legfeljebb m darab éllel
rendelkezzen. Generdlunk m darab szdmot az 1 és a vektor aktudlis hossza kozotti természtes
szamok koziil. Ha a példdban az m = 3, akkor a 4. cstcs generdlt szdma lehetnek a példaul
kovetkezok: 2,3,5. Igy osszekotjiik a 4. csticspontot a vektor 2.,3. és 5. indexén taldlhaté

csucsponttal, majd az éleket hozzdadjuk a vektorhoz. Példaul: 1,2,1,3,2,3,2,4, 3, 4.

Ezt a 1épéssorozatot addig ismételjiik, ameddig az Osszes csucspont éleit meghatarozzuk.

Az &bran ez a csuicspont az 50.-et jelenti.

A grafmodellek fraktdldimenzidjanak meghatdrozasdhoz sziikséges a fraktdlok alapfogal-

mainak és a fraktdldimenzi6 ismertetése, ezeket tartalmazza a kovetkezd alfejezet.

2.2. Fraktalok

Benoit Mandelbrot lengyel szarmazdsu matematikus 1967-es Science cikkében tette fel a ko-
vetkez6 kérdést: "Milyen hosszi Nagy-Britannia tengerpartja?”’. A kérdésre, amely kés6bb
elvezettett a fraktdl értelmezéséhez, a vdlasz az volt, hogy fiigg a mérdegység megvalasztasatol.

Konkrétabban: minél kisebb a méréegység, anndl nagyobb lesz a tengerpart hossza.

4. 4bra.

Forras: [7]

Az elnevezést a latin fractus szobol ered €s torottet vagy torést jelent. Mandelbrot azokat

az alakzatokat nevezte fraktdloknak, amelyek 1ényegesen szabdlytalanabbak, toredezettebbek a
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2.2 Fraktalok 2 KONTEXTUS

klasszikus geometridban el6fordulé alakzatokndl.

A fraktdlok fogalmérdl egyeldre nincs teljes egyetértés a szakirodalomban, a kérdés bizo-
nyos értelemben maéig nyitott. Eppen ezért: Mandelbrot és Kenneth Falconer azt javasoltak,
hogy ne kossiik meg a fraktdl fogalmat és fogadjuk el, hogy kiilonb6z6 helyzetekben mas-mas

lehet a fogalom hatéra.

Falconer az aldbbi tulajdonsagok teljesiilése esetén nevez egy halmazt fraktalnak:

finom struktdrdja van

tul szabdlytalan ahhoz, hogy leirhat6 legyen a klasszikus geometridban

on-hasonl6 (esetleg csak kozelitdleg vagy statisztikusan)

e cgyszerlien definidlhat6

Jelen dolgozatban a fraktdldimenzié kifejezés mogott a Haussdorf-dimenzié fogalma ta-
l4lhat6. Mivel a dolgozat a grafok fraktdldimenzidjat majd R2-ben vizsgalja, ezért a tovabbi

fogalmakat, tételeket és bizonyitdsokat az euklideszi térben értelmezi.

Tétel[Bolzano-Weierstrass]: Az R™ euklideszi tér X részhalmaza akkor és csak akkor

kompakt, ha korlatos és zart. Megjegyzé€s: a tétel bizonyitdsa megtaldlhat6 a [8]-ban.

Adott X € R™ illetve A C X ésr > 0 esetén az A r-kornyezete:

A, ={yld(z,y) <r:Vre A}

Legyen C(X) az X nemiires, kompakt részhalmazainak sokasidga. A C(X) Hausdorff-

metrikdja a kovetkezd:

h(A,B) :=inf{r: AC B, é B C A,}.

11



2.2 Fraktalok 2 KONTEXTUS

Tétel: A Hausdorff-metrika egy metrika a C(X)-n. Megjegyzés: a tétel bizonyitdsa megta-
lalhat6 a [12]-ben. |

Legyen az F' az X egy részhalmaza, ekkor
diamF := sup{d(z,y) : z,y € F'}

az F' halmaz drmérdjét jeloli. Az A halmaz {F}, F5, ...} lefedését r-lefedésnek nevezziik, ha

diamF; < r minden ¢-re, ahol ¢ = 1,2, . ... Tetszbleges r > 0 és s > 0 valds szamra legyen
Hi(A) == inf Z(dz’amFi)S,
i=1

ahol az infimumot az A halmaz 6sszes r- lefedésére vessziik.

Ha r; > 7y, akkor H; (A) < H; (A), hiszen A minden r, lefedése r; lefedés is. Tehat

1étezik:
H*(A) := lim H,
r—0

A H*(A) szdmot az A halmaz s-dimenzi6é Hausdorff-mértékének nevezziik.

Tétel: Ha valamely s > 0 szdmra H*(A) < +o0, akkor H!(A) = 0 minden ¢ > s szdm

esetén. Megjegyzés: a tétel bizonyitdsa megtalalhat6 a [12]-ben. [ |

Tehdt, ha #*(A) az s paraméternek monoton csokkend fiiggvénye, azaz F'(s) := H*(A)
fiiggvényre egyértelmiien létezik olyan sy € [0, +00], hogy ha t < sg, akkor H!(A) = 0 illetve
hat > sg, akkor H'(A) = +o0. Az s szamot az A halmaz Hausdorff-dimenzidjdnak nevezziik

és dimg-val jeloljiik. Ez a szam lehet nulla, pozitiv illetve végtelen is.

A lefedési illetve az induktiv dimenzidk alapjan ismeretes, hogy R"-beli alakzatok Hausdorft-
dimenzidja kisebb vagy egyenld, mint n. Végiil, de nem utolsd sorban a fraktdldimenzi6 sza-

mitégépes kozelitéséhez sziikséges eszkozok kovetkeznek. A doboz-dimenzié és a Hausdorff-
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dimenzid viszonyandnak ismertetését a grafabrazoldsok megvaldsitdsa koveti, a fejezetet pedig

a fraktdldimenzi6 kozelitésének bemutatdsa zarja.

2.3. A grafok fraktaldimenzigjanak szamitogépes kozelitése

A fraktdldimenzi6 szdmitégépes kozelitésének legjobb és legismertebb eszkodze a doboz- vagy

box-dimenzid.

Legyen F' az n-dimenzids tér tetszOleges, korlatos részhalmaza. Tekintsiik az s oldalhosszu-

sdgd n-dimenzids kockdkat a térben:

[mys, (my + 1)s]x[mas, (Mg + 1)s]x...x[my,s, (m, + 1)s]

ahol m; € Z barmely i € {1,2,...,n}.

Jelolje N, (F) ezek koziil azoknak a kockdknak a szdmadt, amelyeknek van kozos pontjuk az

F halmazzal. Ekkor

logN,(F
dimgF = lim =22 (F)

50 log(1/s)

az I’ halmaz doboz-dimenzidja.
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Forras: Wikipédia
http : | [en.wikipedia.org/wiki/Minkowski — Bouligand_dimension

Egy doboz-dimenzi6 egy egyenértékii értelmezése a kovetkezd: fedjiik le az /' halmazt
legfeljebb s 4tmérdjl halmazokkal 6gy, hogy a lefedd halmazok szdma minimadlis legyen. A

lefed6 halmazok szamat jeloljiik N.(F')-fel. Beldthat6, hogy

Noym(F) < NJ(F),

ahol n a vizsgélt alakzat térbeli dimenziészdma. Ha s\/n < 1, akkor konnyen beldthat6, hogy

logN, /5 (F) logN.(F)
Tog(1/svm) < Tog(1/sv/m)

és ha s — 0, akkor

!
dimpF = lim logN,(F)
s—=0 log(1/s)

Osszegezve: tehat a két értelmezés ekvivalens.

Ha 1étezik a dimp F hatarérték, akkor NV, (F') egyike a kovetkezSknek:

e alegkisebb szdma az s sugard koroknek, amelyek lefedik F'-t.

e alegkisebb szdma az s 4tmérdjli kockdknak, amelyek lefedik F'-t.

e aszdma azon s atmerdj kockdknak, amelyek metszik az F'-t.

e alegkisebb szdma az s 4tmérdjli halmazoknak, amelyek lefedik F'-t.

e a legnagyobb szdma azon s sugaru diszjunkt koroknek, amelyeknek a kozéppontja az

F-ben van.
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2.3 A gréfok fraktaldimenzidjanak szamitogépes kozelitése 2 KONTEXTUS

Bizonyitott, hogy a doboz-dimenzi6 j6l kozeliti a Hausdorff-dimenziét, a bizonyitds megtalal-

hat6 példaul [12]-ben. |

A kozelités sordn egyre csokkentjiik a kockdk s oldalhosszét és esetenként kiszdmoljuk az
N(s)-t. Az igy kapott log(1/s) és logN(s) adatokra legkisebb négyzetek mddszerével egy

egyenest illesztiink, amelynek tangense az adott fraktal alakzat dimenzidjaként értelmezendd.

Amint a bevezet( is tartalmazta: a grafibrdzolds nem egyértelmiien j6l megoldhaté fel-
adat. Viszont eléggé nagy vagy eléggé siirii grafok esetén feltételezhetd, hogy a szemléletesség
szempontjabol ekvivalens lehet tobb dbrdzolasi algoritmus is. A MATLAB-ban irt szimulacidk

harom grafabrazolast fraktaldimenzidjat kozelitik.

e Elsd esetben a graf pontjait egy koron abrazoljuk, majd az éllistdinak megfeleldéen Ossze-

kotjiik ezeket.

e Misodik esetben a graf pontjait egymdstol fiiggetleniil, egyenletes eloszlds szerint, he-

lyezziik el a sikban, majd ismét 6sszekotjiik a megfeleld csucspontokat.

e Harmadik esetben a Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrazoljuk a grafokat.

Amig az els6 két esetben elvetjiik az élhosszisdgok ardnyossaganak elvét, addig a harmadik
eset éppen ezt probdlja megvaldsitani. A koron illetve a véletlenszertien elhelyezett csticspon-
tok a grafdbrazolas két végletét adjdk: amikor egy koron helyezziik el a pontokat, akkor azok
geometriai helye determinisztikus; viszont ha egyenletes eloszlds szerint véletleniil, akkor azok

semmilyen médon nem fiiggnek egymastol.

Mindhédrom abrazolast MATLAB-ban irt fliggvények val6sitjdk meg, a Fruchterman-Reingold

algoritmus megvaldsitasa felhasznélja Scott D. White implementaci6jat’.

A griféabazolasokat a fraktdldimenzidval probdljuk jellemezni, amelyet a doboz-dimenzi6

modszerével kozelitiink meg. Legf6képpen arra keressiik a védlaszt, hogy az Erd6s-Rényi, a

3Scott D. White honlapja: http : //intersci.ss.uci.edu/wiki/index.php/Scott_D._W hite, az implemen-
tacié: hitp : //intersci.ss.uci.edu/wiki/index.php/Intro_to_Matlab, Letoltés ideje: 2013. 4. 12.
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2.3 A gréfok fraktaldimenzidjanak szamitogépes kozelitése 2 KONTEXTUS

Watts-Strogatz illetve a Barabasi-Albert grafok fraktdldimenzidja mennyiben fiigg(etlen) az

egyedektdl és mennyiben fiigg csak a grafokat meghatdrozé paraméterektdl.

A fraktdldimenzio kozelitése sordn Erdds-Rényi, a Watts-Strogatz illetve a Barabdsi-Albert
grafokat generdlunk a modellek paramétereinek megaddsaval, majd mindegyik graf esetén a

doboz-dimenzi6 segitségével kozelitjiik a Hausdorff-dimenzidt.

A dimenzid kozelitése soran a szimulaciok:

e beolvassdk egy graf adatait
e 4brazoljék csiicspontokat és az élek fiiggvényében 6sszekotik azokat

e Az véltozoval 1-tdl indulva egészen egy rogzitett felsd hatdrig: ¢+ x ¢ méretli négyzetra-
csot helyeznek a graf dbrdjara. Esetenként megszamoljdk, hogy hany kis négyzettel van

koz0s pontja a graf ezen dbrdzoldsanak.

Igy egy fiiggvényt kapunk, amely igy osszegezhetS: nr : {1,2,...,box} — N, ahol nr(i)

azt jeloli, hogy az ¢ x 7 méretli négyzetracs hany kis négyzete metszi az graf dbrdjat.

Mivel a négyzetracs felosztdsdnak hatdra tetszdlegesen allithato, ezért trividlis okokbdl ado-
dik, hogy egy kellen nagy felosztds utdn a metszett kis négyzetek szama gyakorlatilag konstans
lesz. Eppen ezért, a box_limit paraméter novelésével egy id6 utdn azt észleljiik, hogy a tangens

csokkenni kezd.

Ha a graf vagy annak 4brazolésa a valdszintiségi, akkor minden vizsgalt paraméterkombind-
ci6 esetén tobb grafpéldanyt vizsgalunk, ezek dimenzidbecslését az X halmaz esetén dim g ;(X)-
vel jeloljiik, = = 1,2,...,n, ahol n a megvizsgalt grafok szdma ugy, hogy azok egyenld para-

méterekkel rendelkeznek.

Az adatokra mindig kiszamoljuk az 4tlagot és a korrigélt tapasztalati szérdsnégyzetet, ame-

lyeket F(X)-szel és D?(X)-vel jeldliink, ahol
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2.3 A gréfok fraktaldimenzidjanak szamitogépes kozelitése 2 KONTEXTUS

Z dimai (X) n
= &=1 illetve D*(X) = ﬁ Z(dimB,i(X) — E(X))%.

=1

E(X)

Ha az X halmaz élland6, akkor elhagyjuk a jelolésekbdl.

Hogy a grafok fraktdldimenzi6t 6sszehasonlithassuk fontos, hogy a dobozok szamat mindig
ugyanazon felsd hatdrig futtassuk és mindig ugyanazon az X halmazon dbrazoljuk 6ket. Az
értékének azt a legnagyobb értéket érdemes venni, amelyre mindegyik graf esetében novekvo

fliggvény marad a nr fliggvény.

Az értékének tobb esetére is vizsgéltuk a nr fiiggvény monotonitdsidt. Mivel a felosztés
novelésével egyre kisebb a kiilonbség a dobozok oldalhosszisdga kozott, ezért mar 20 koriili
felosztasnal (amikor az oldalhosszusag kb. %) megszakad a nr fliggvény monotintdsa, viszont
ez a megszakadds csak lokdlis. Azaz a fiiggvény egy-két esetet eltekintve monoton novekvd

marad.

A vizsgalatok alapjan legtobbszor koriilbeliil a 150 x 150-es felosztdsig monoton a nr fiigg-
vény. Eppen ezért a grafok fraktdldimenzidinak szamitdgépes kozelitése sordn a felosztds felsd

értékét végig 150-nek vessziik.

A technikai megkonnyités végett az X lehet [0, 1] x [0, 1], hisz barmely két négyzet alakd

részsik kozott képezhetd bijektiv leképezés.

A dolgozat kovetkez0 fejezete a szimuldcidk eredményeit tartalmazza: kiilonos tekintettel
vizsgalja a modellek fraktidldimenzidjanak a grafok paramétereitdl vald fiiggdségét, majd az

abrazoléasok kozotti mért fraktdldimenzio értékek kozotti kiilonbségek értelmezésére tér ra.
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3 ARGUMENTACIO

3. Argumentacio

A dolgozat alfejezetei sorra vizsgédljak az Erd6s-Rényi, a Watts-Strogatz illetve a Barabasi-
Albert grafok fraktadldimenzidit. El0szor és legf6képpen a fraktadldimenzié grafpéldanyoktdl
valé fiiggetlenségét probaljuk beldtni, majd a graifmodellek paramétereit6l valo fliggdségét néz-
ziik a szimuldcidk értékeinek. Végiil, mindhdrom modell esetében megnézziik, hogy mekkora

grafstirliség esetén csokken a kiilonboz6 dbrazoldsok sordn mért fraktdldimenzidk értéke mindig

0.1 ala.

3.1. Erdés-Rényi grafok fraktaldimenzidja

Az Erd6s-Rényi hdlézatok fraktdldimenzidinak becslésekor a p valdszintiséget mindig 0.1-gyel

novelve, esetenként ezer-ezer grafot vizsgdlunk meg. A grafok csucsszdma allanddan 100.

Tehat az bemeneti paraméterek a kovetkezk: darab = 1000, n = 100, p véltoz6. Minden
p esetre megvizsgaltunk az eredményeket, dtlagot (F) és korrigalt tapasztalati szoérdsnégyzetet

(D?) szamoltunk.

Els6 esetben egy » = 0.4 sugarti koron, masodik esetben a pontokat véletlenszertien helyez-

ziik el. Harmadik esetben pedig a Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrdzoljuk a grafokat.

27 s

A szimulaciok eredményeit a 2. Fliggelték elso tdblazata tartalmazza. Megallapithato, hogy
a szorasnégyzet gyakorlatilag nulla, hiszen mindhdrom abrazolds barmely paraméterezése ese-

tén 0.001 alatt van az érték.

Nézziik a fraktdldimezi6 grafsiiriségtdl, a p valoszinlségtol vald fiiggését.
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3.1 Erdés-Rényi grifok fraktildimenzidja 3 ARGUMENTACIO

ker

randarn
Fruchterman-Reingold

05 1 1 1 1 1 L L L 1
1} 01 02 03 04 05 0B OF 08 08 1

6. abra.
Az Erd6s-Rényi grafok fraktdldimenzidjanak véltozdsa a p fiiggvényében.

A gréfok koron, véletlenszer(en illetve Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrazolva.

Egyértelmiien megéllapithatd, hogy a fraktdldimenzi6 a graf stirliségének novelésével egy-
id6ében né. A novekedési fiiggvény pedig nem linedris. Nyitott kérdés, hogy a p-tdl valé fiiggs-

ség milyen explicit fliggvénnyel kozelithetd ebben az esetben.

Az dbrazoldsok sordn harom-hdrom kiilonbozd fraktdldimenzi6 értéket mértiink mindegyik
vizsgalt p valdszinliség esetén. Most a kiillonbségfiiggvények vizsgalata kovetkezik, az adatokat

a 2. Fliggelék mésodik tablazatcsoportja tartalmazza.

Az é4bra a csucspontok koron dbrazoldsa €s a véletlen elhelyezés értékeinek kiilonbségét, a
koron abrazolas és a Fruchtermna-Reingold algoritmus 4ltali dbrdzolés kiilonbségét és a véletlen

elhelyezés és a Fruchtermna-Reingold algoritmus kozotti eltérését mutatja be.

kér és randarm

kor és Fruchterman-Reingold

random €s Fruchterman-Reingold

L L L L L L L L L
01 02 03 04 05 OB 0OF 08 089 1
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3.2 Watts-Strogatz grafok fraktildimenzidja 3 ARGUMENTACIO

7. abra.
Az dbrizolasok sordn mért fraktddimenzi6 értékek kiilonbsége, ha a p véltozik. Az dbrazoldsok

(koron, véletlenszertien és Fruchterman-Reingold algoritmussal) mindig kettessével parositva.

Mind a 7. dbra, mind a 2. Fiiggelék 2a. és 2b. tdblazatai mutatjik, hogy az dbrazoldsok ko-
zott kiillonbségtétel a graf stirliségének novekedésével egyre kevésbé indokolt. Megallapithato,
hogy a csticspontok véletlenszer(i elhelyezése és koron abrazolasa kozott kisebb a kiilonbség,

mint a Fruchterman-Reingold algoritmus eredményei €s barmelyik dbrazolas kozott.

Hangstlyosabb, hogy p = 0.5 siiriség folott, a 100 csicsponttal rendelkezd és rogzitett
p stirtiségli grafok esetén 0.1 alatti barmely két dbrazolas esetén mért fraktaldimenzi6 értékek

kiilonbsége.

3.2. Watts-Strogatz grafok fraktaldimenzigja

A Watts-Strogatz grafok fraktdldimenzidjdnak becslése esetén, két paraméter fiiggvényében ér-
demes vizsgdlni a dimenzi6 értékének valtozasat. A Watts-Strogatz grafok ismertetGjele, hogy
barmely csticspont 6ssze van kétve a hozzd legkizelebbiekkel. Igy a paraméterlista egy olyan
k értékkel boviil, amely az ismert szomszédok szamat jeloli. A koron torténd adbrazolds szim-

metrikussadga miatt feltételezhetd, hogy a paraméter értéke mindig paros.

A fraktdldimenzi6 p valészintiségi paramétertdl vald fliggdségét azon minimdlis rogzitett k&
érték esetén érdemes vizsgélni, amely szignifikdnsan megvéltoztatja a fraktaldimenzi6 értéket
barmely p-re. A fraktdldimenzié k-t6l vald fiiggdségének vizsgalatit p = 0 illetve p = 0.1
esetekben a 2. Fiiggelék 3. tdbldzatcsoportja tartalmazza. Itt is, amennyiben a grafok és abra-

zolasuk nem determinisztikus, kombindciokként ezer-ezer grafpéldanyt vizsgaltunk meg.

A tdbldzatcsoport alapjan kijelenthetd, hogy a p = 0 és p = 0.1 esetekben a k novelésé-
vel mért fraktdldimenzié értékek novekedési tendencidi nagyon eltérnek a kiilonb6zd dbrdzo-

lasokra. Most k£ = 20 rogzitett paraméter mellett valtoztatjuk a p valdszinliségi paramétert.
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3.2 Watts-Strogatz grafok fraktildimenzidja 3 ARGUMENTACIO

Hangstlyosan vizsgaljuk, hogy a p novelésével mikor csokken barmely két ardzolas kozotti

kiilonbség 0.1 ala.

kir

kor

random

. random
Fruchterman-Reingold Fruchterman-Reingold

L L L L L L L L L 05 L L L L L L L L L
0.1 02 03 04 056 06 OF 08 D09 1 o 0.1 02 03 04 05 06 07 08B D08 1

8. dbra.
A Watts-Strogatz grafok fraktdldimenzidjdnak véltozdsa k fliggvényében, p = 0 és p = 0.1

esetekben. A grafok koron, véletlenszeriien illetve Fruchterman-Reingold alg.-sal dbrdzolva.

Ha k = 20, akkor a graf stirisége mindig nagyobb vagy egyenld, mint 0.2. Most esetenként

0.1-gyel noveljiik a valészintiségi paramétert, igy esetenként 0.08-cal emelkedik a grafsiiriség.

Trividlis, hogy a grafpéldanyoktdl itt is fiiggetlen a fraktdldimenzid, tovdbba: grafstirliség
novelésével a dimenzid ért€ke is novekszik. A p fiiggvényében - a hdrom abrizolas esetén - a

Watts-Strogatz grafok fraktaldimenzio6 értékeit a 4. tablazat tartalmazza.

kér
random i
Fruchterman-Reingold

L L L L L L L L L
o 01 02 03 04 05 OB 0OF 08 089 1

9. abra.
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3.2 Watts-Strogatz grafok fraktildimenzidja 3 ARGUMENTACIO

A Watts-Strogatz grifok fraktaldimenzidinak valtozdsa a p fliggvényében, ha k = 20. A grafok

koron, véletlenszertien illetve Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrdzolva.

Ha az dbrazolasokat kettessével parositjuk, ismét vizsgalhatdak lesznek a kiilonbségfiigg-
vények. Akdrcsak az Erd6s-Rényi grafok esetében itt is adott a kérdés: mekkora grafstirliség
felett kisebb a kiilonbség 0.1-nél a kiilonbség a mért dimenzid-értékek kozott, ha a p rogzitett.

Az adatokat az 5. tdblazatcsoport tartalmazza.

05

04t
03p.

02r

kiir &s random

n4ab kor ég Fruchterman-Reingald
randorm és Fruchterman-Reingald
! !

05 L L L it ! n n
o 01 02z 03 04 05 0B 07 08 089 1

10. éabra.
Az abrazolasok soran mért fraktddimenzio értékek kiilonbsége, ha p valtozik, £ = 20. Az
abrazoléasok (koron, véletlenszertien és Fruchterman-Reingold algoritmussal) mindig

kettessével parositva.

Ha a p valdszinliségi paraméter eléri a 0.3-at, akkor barmely kiilonbségfiiggvény kisebb,
mint 0.1. Azaz 0.2 + 3 % 0.08 = 0.44 stirtiségi grafok esetén mar nagyon kicsi barmely két

abréazolés fraktdldimenzi6 értékeinek kiillonbsége.

Tehat a Watts-Strogatz grafok esetén is kijelenthetd: ha a grafok siirlisége nagyobb vagy
egyenld, mint 0.5, akkor a fraktdldimenzié szempontjabdl ekvivalens a koron dbrdzolds, a csucs-

pontok véletlenszer( elhelyezése és a Fruchterman-Reingold algoritmus.
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3.3 Barabdsi-Albert grifok fraktildimenzidja 3 ARGUMENTACIO

3.3. Barabasi-Albert grafok fraktaldimenzigja

2

A Barabdsi Albert- grafok stirtiségét leginkdbb azon m paraméter hatdrozza meg, amelyik min-
dig a leguijabb csicspont leendd éleinek szamat jeloli. Egyértelmd, hogy ha a kezdeti klikk
pontjainak szdma nagyon kicsi a végso graf csicsainak szamdhoz képest, akkor annak mérete

nem folydsolja be a fraktdldimenzi6 értékét.

Eppen ezért, a Barabési-Albert grafok fraktaldimenzié vizsgalata esetén n = 100 és k = 4
értékek mellett az m vizsgalati értékét mindig 10-zel ndveljik. A szimuldciok eredményeit a 2.

Fiiggelék 6. tabldzata tartalmazza.

Az Erd6s-Rényi és a Watts-Strogatz grafokkal ellentétben a fraktdldimenzi6 értékfiiggvé-
nyét nem a p valoszinliségi paraméter, hanem az aktudlisan hozzdadott cstics élszamanak fiigg-

vényében vizsgaljuk.

Példaul, ha n = 100, k£ = 4 és m = 20, akkor az elsd 21 cstucspont hozzdaddsaig minden
élet behuzunk. Utdnna, a 100 ponttal bezérdan, a preferencialis kapcsolodas elve szerint minden

4j csucspontbdl hisz-hisz élet hizunk a mar meglévok felé.

Amig a csicspontok véletlen elhelyezése vagy a Fruchterman-Reingold algoritmus esetén a
pontok tetszdleges permutdldsa nem véltoztat az dbrdzoldson, addig a koron elhelyezés esetén

szamit a pontok sorrendje.

A szimulaciok sordn a Barabasi-Albert grafok pontjait a grafba csatoldsuk sorrendjében

egymds utdn helyezziik el a koron.
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3.3 Barabdsi-Albert grifok fraktildimenzidja 3 ARGUMENTACIO

kor

random
Fruchterman-Reingold

05 L L L L 1 1 1 1
1} 10 20 30 40 50 60 70 a0 a0

11. abra.
A Barabasi-Albert grafok fraktaldimenzidinak véltozasa az m fiiggvényében, ha n = 100 és

k = 4. A grafok koron, véletlenszerten illetve Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrdzolva.

A 11. 4bra alapjan: a Barabdsi-Albert grafok fraktidldimenzidja nd az m értékének emelése
esetén. Az abrazoldsok sordn mért fraktdldimenzid értékek kiilonbségét a 7. tablazatcsoport

részletezi.

kér és random
kdr és Fruchterman-Reingald
randorm és Fruchterrman-Reingold

02r

015k

o1r

12. dbra.
Az abrazoldsok sordn mért fraktddimenzié értékek kiilonbsége, ha az m valtozik. Az
abrazolasok (koron, véletlenszerlien és Fruchterman-Reingold algoritmussal) mindig

kettessével parositva.

A 7. tdblazatcsoport szerint: a csucspontok koron elhelyezése és a pontok véletlen abrazo-

lasa kozott soha nem mutatkozik 0.1-nél nagyobb eltérés rogzitett paraméterekkel rendelkezd
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4 KOVETKEZTETES

Barabasi-Albert grafok esetén. A Fruchterman-Reingold algoritmus esetén mért fraktaldimen-
z16 értékek szignifikdnsan kiilonbséget mutatnak az két egyszeriibb abrazolds méréseivel, a kii-
lonbség el6szér m = 60 esetben esik mindig 0.1 ald. Ha m = 50, akkor a gréf strtisége 0.7 a

illetve m = 60 esetben, akkor 0.8 feletti.

A fraktaldimenzi6 értékek kiillonbsége a Fruchterman-Reingold dbrdzolds Barabdsi-Albert
grafok esetén val6 alkalmazasét is aldtdmasztja, hiszen az algoritmus ez eseben sokkal nagyobb

sirliségli grafok esetén keriil kozel a mésik két dbrdzoldshoz, mint az Erd6s-Rényi vagy a Watts-

Strogatz grafok esetén.

4. Kovetkeztetés

A tapasztalati szérdsnégyzetek mind az Erd6s-Rényi, mind a Watts-Strogatz, mind a Barabdsi-
Albert grafok esetén igazoltdk, hogy a fraktdldimenzi6 fiiggetlen az egyedi példanyoktdl. A

dimenzi6 novekedése a grafsilirliség emelése esetén is mindig egyértelmi, emellett a novekedés

nonlinearitdsa sem kétséges.

Ha a gréfsiiristiég meghaladja a 0.5-t, akkor az Erd6s-Rényi és a Watts-Strogatz grafok
esetén mindegy, hogy a harom implementalt grafabrazolds koziil melyikkel dolgozunk. Tehat:
eléggé siiri Erd6s-Rényi és Watts-Strogatz grafok esetén nem sziikséges kiillonboz6 fraktaldi-
menzi6 fliggvényekrdl beszélniink, hiszen a determinisztikus, az iterdléan kozelitd és a vélet-

lenszer(i abrdzolds is majdnem ugyanazt az eredményt adja.

7

A Barabasi-Albert grafok esetén a stirliség 0.7 értéke utdn csokken barmely két abrazo-
lassal mért fraktdldimenzi6-érték ugyanazon kiiszobérték - 0.1 - ald. Kijelenthetd: a dolgozat
fraktdldimenzi6 vizsgélatainak szempontjdbol indokolt a Barabdasi-Albert grafok Fruchterman-
Reingold algoritmussal val6 dbrdzolésa, hisz a mérések szignifdnsan kiilonboznek a masik két

abrazolas értékeitdl.
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5 A FELHASZNALT PROGRAMOK

5. A felhasznalt programok

Az utols6 rész azt a két programot ismerteti, amelyeketet a dolgozat elkészitéséhez felhasz-
naltunk. A szlovén fejlesztésli Pajek egy nagy griafok elemzésére és megjelenitésére alkalmas,
ingyen haszndlhaté program. Elnevezése szlovénul pokot jelent, igy is utalva arra, hogy a
program grafok feldolgozédsara alkalmas. A grafok generaldsat és vizsgalatit MATLAB-ban irt
algoritmusok végzik. A MATLAB egy olyan programozasi nyelv és kornyezet egyben, amelyet
numerikus szdmitasok elvégézésre fejlesztett a MathWorks. A miveletek alapgegységei mindig
matrixok, ezt az elnevezés is érzékelteti, amely: a ,,matrix laboratory” kifejezés szavainak elsé

szotagaibdl all 6ssze.
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6. Mellékletek

1. Fiiggelék

P

Jelen dolgozat a szerz6 alapképzésbeli szakdolgozatdnak bovitett véltozata: amig a szakdol-
gozat csak az Erd6s-Rényi és a Watts-Strogatz hdldzatok determinisztikus és véletlen dbra-
zolasai sordn kozeliti a fraktdldimenzidt, addig a dolgozat a Barabasi-Albert halozatok és a

Fruchterman-Reingold algoritmus fraktdlelemzését is tartalmazza.

A jelenleg késziild mesterképzéésbeli diplomunka - mely megvédésére varhatéan 2014 nya-
ran keriil sor - tillép jelen dolgozaton: egyrészt targyalja a dolgozat eredményeinek tarsadalmi
hal6zatokra valé alkalmazhatésagét, masrészt a hdlézatmodellek fraktdlelemzését a Makse és

tsai altal 2007-ben bevezetett doboz-lefedési algoritmussal is targyalja.

A dolgozat targya az Erdds-Rényi, a Watts-Strogatz és a Barabasi-Albert hdlézatok hdrom-
harom &brdzolasdnak a fraktdldimenzid eszkozével torténd elemzése. A fraktdldimenzid a
doboz-dimenzi6 eszkozével szamitégépes szimuldcidkkal vizsgdlja a dolgozat, paraméterkom-

binacionként ezer-ezer esetet tekintve at.

A fraktaldimenzi6 értékeinek szamitogépes kozelitése az Erdds-Rényi, a Watts-Strogatz €s
a Barabdsi-Albert hdlézatok determinisztikus, véletlen és Fruchterman-Reingolf algoritmussal
val6 dbrazoldsai esetében - a dolgozat hangstlyos eredményeként - a Barabdsi-Albert hal6zatok

Fruchterman-Reingold algoritmussal val6 dbrdzoldsa mellett érvelnek.



2. Fiiggelék

A szerz6 mesterképzésbeli szakdolgozata jelen dolgozat tovdbbgondolt véltozata: amig jelen
dolgozat targya az Erd6s-Rényi, a Watts-Strogatz és a Barabdsi-Albert hdlézatok hdrom-hdrom

abrazoldsdnak a fraktaldimenzi6 eszkozével torténd elemzése, addig a szakdolgozat az abrdzo-

lastechnikaktol fiiggetlen is targyalja a hdlozatmodellek fraktdldimenzidjat.

Mindkét eléyesetben szimuldcidkkal kozelitjiik a fraktdldimenzidt, a szakdolgozat emelett
egymds mellé is helzeyi a két megkozelitést. A tervezett szakdolgozat reflektdl az alkalmaz-
hatdsagra, eképpen tarsadalmi hilézatok Fruchterman-Reingold algoritmussal vald dbrazolasa

mellett is érvel.

Mind jelen dolgozat, mind a szakdolgozat témavezet6je dr. Sods Anna, a Babes- Bolyai

Tudoményegyetem Magzar Matematika és Informatika Intézetének egyetemi docense.
A mesterképzésbeli szakdolgozat munkacime: Hdlozatmodellek fraktdlelemzése.

Amig a mesterképzésbeli szakdolgozat elsé része jelen dolgozat eredményeit tartalmazza,
addig a masodik rész az grifok éleire értelmezett doboz-lefedéssel kozeliti az Erdds-Rényi, a

Watts-Strogatz és a Barabdsi-Albert hdl6zatok fraktdldimenzi6-értékeit.

Végiil, de nem utols6 sorban, a bevezetés €s az 0sszegzés varhatéan az eredmények hasz-
nalhat6sagat emeli ki, eképpen bemutatja harom valés tarsadalmi hdlézat (a Miké Imre Jog- és
Kozgazdasdgi Szakkollégium alumni hal6ézata, a Haromszkéi Ifjusdgi Tandcs onkénteshéldja s

a hdromsz€ki civil szervezetek partnerségi és tagsagi struktiirdja) reprezentaciot.



3. Fiiggelék

Kor Random Fruch.-Reing.
darab | n P F D? FEs D? Es D?

1000 | 100 | O | 0.6569 0 0.5117 0 0.5968 0

1000 | 100 | 0.1 | 1.4867 | 0.0002 | 1.4144 | 0.0003 | 1.2271 | 0.0006
1000 | 100 | 0.2 | 1.6824 | 0.0001 | 1.6079 | 0.0002 | 1.4947 | 0.0004
1000 | 100 | 0.3 | 1.7779 0 1.7079 | 0.0002 | 1.6347 | 0.0003
1000 | 100 | 0.4 | 1.8342 0 1.7710 | 0.0002 | 1.7214 | 0.0003
1000 | 100 | 0.5 | 1.8705 0 1.8148 | 0.0002 | 1.7788 | 0.0003
1000 | 100 | 0.6 | 1.8955 0 1.8461 | 0.0002 | 1.8192 | 0.0003
1000 | 100 | 0.7 | 1.9130 0 1.8710 | 0.0002 | 1.8501 | 0.0003
1000 | 100 | 0.8 | 1.9257 0 1.8900 | 0.0002 | 1.8738 | 0.0003
1000 | 100 | 0.9 | 1.9352 0 1.9067 | 0.0002 | 1.8940 | 0.0003
1000 | 100 | 1 | 1.9423 0 1.9193 | 0.0002 | 1.9112 | 0.0003

1. tablazat.

Az Erd6s-Rényi grafok fraktdldimenzidja. Koron, véletlenszertien illetve

Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrdzolva a grafokat.




Kor és random abrizoldsok Kor és Fr.-R. dbrazolasok
E E, Kiilonbség E Es Kiilonbség
0 | 0.6965 | 0.5117 0.1848 0.6965 | 0.5968 0.0997

0.1 | 1.4867 | 1.4144 | 0.0723 1.4867 | 1.2271 0.2596

0.2 | 1.6824 | 1.6079 0.0745 1.6824 | 1.4947 0.1877

0.3 | 1.7779 | 1.7079 0.0700 1.7779 | 1.6347 0.1432

0.4 | 1.8342 | 1.7710 | 0.0623 1.8342 | 1.7214 | 0.1128

0.5 | 1.8705 | 1.8148 0.0557 1.8705 | 1.7788 0.0917

0.6 | 1.8955 | 1.8461 0.0494 1.8955 | 1.8192 | 0.0763

0.7 | 1.9130 | 1.8710 | 0.0420 1.9130 | 1.8501 0.0629

0.8 | 1.9257 | 1.8900 | 0.0357 1.9257 | 1.8738 0.0519

0.9 | 1.9352 | 1.9067 0.0285 1.9352 | 1.8940 | 0.0412

1 | 1.9423 | 1.9193 0.0230 1.9423 | 1.9112 0.0311
2a. tablazat.

Az Erd6s-Rényi gréafok fraktdldimenzidinak eldjeles kiilonbségfiiggvényei.

Random és Fr.-R. abrazolasok

Ey Es Kiilonbség
0.5117 | 0.5968 -0.0851
0.1 | 1.4144 | 1.2271 0.1873
0.2 | 1.6079 | 1.4947 0.1132
0.3 | 1.7079 | 1.6347 0.0732
04 | 1.7710 | 1.7214 0.0496
0.5 | 1.8148 | 1.7788 0.0360
0.6 | 1.8461 | 1.8192 0.0269
0.7 | 1.8710 | 1.8501 0.0209
0.8 | 1.8900 | 1.8738 0.0162
0.9 | 1.9067 | 1.8940 0.0127

I [ 19193 | 19112 0.0081
2b. tdblazat.




Az Erd6s-Rényi grafok fraktdldimenzidinak eldjeles kiillonbségfiiggvényei.



Kor

p= p=0.1
n | k | darab o darab E, D?
100 | O 1 0.6569 | 1000 | 1.4867 | 0.0002
100 | 2 1 0.6569 | 1000 | 1.4868 | 0.0002
100 | 4 1 0.6569 | 1000 | 1.4872 | 0.0002
100 | 6 1 0.6569 | 1000 | 1.4888 | 0.0002
100 | 8 1 0.6768 | 1000 | 1.4892 | 0.0002

100 | 10 1 0.7997 | 1000 | 1.4935 | 0.0002
100 | 12 1 0.8762 | 1000 | 1.4979 | 0.0002
100 | 14 1 0.9464 | 1000 | 1.5052 | 0.0002
100 | 16 1 1.0011 | 1000 | 1.5081 | 0.0002
100 | 18 1 1.0685 | 1000 | 1.5164 | 0.0002

100 | 20 1 1.1310 | 1000 | 1.5255 | 0.0002
3a. tablazat.

Koron dbrazolt Watts-Strogatz grafok fraktadldimenzidja: p = 0, p = 0.1.
k véltozik 0-tdl 20-ig.



Random

p=0 p=0.1

darab | n | k E, D? E, D?
1000 | 100 | O | 0.5117 0 1.4144 | 0.0002
1000 | 100 | 2 | 0.9644 | 0.0002 | 1.4640 | 0.0002
1000 | 100 | 4 | 1.1505 | 0.0002 | 1.5046 | 0.0002
1000 | 100 | 6 | 1.2688 | 0.0002 | 1.5411 | 0.0002
1000 | 100 | 8 | 1.3544 | 0.0002 | 1.5720 | 0.0002

1000 | 100 | 10 | 1.4204 | 0.0001 | 1.5995 | 0.0002
1000 | 100 | 12 | 1.4737 | 0.0001 | 1.6241 | 0.0002
1000 | 100 | 14 | 1.5179 | 0.0002 | 1.6454 | 0.0002
1000 | 100 | 16 | 1.5556 | 0.0001 | 1.6654 | 0.0002
1000 | 100 | 18 | 1.5877 | 0.0002 | 1.6835 | 0.0002

1000 | 100 | 20 | 1.6161 | 0.0002 | 1.6999 | 0.0002
3b. tablazat.

Véletlenszeriien dbrazolt Watts-Strogatz grafok fraktaldimenzidja: p = 0, p = 0.1.

k véltozik 0-tdl 20-ig.



Fruchterman-Reingold

p=0 p=0.1

darab | n | k Es D? Es D?

1000 | 100 | O | 0.5968 0 1.2281 | 0.0006
1000 | 100 | 2 | 0.6822 | 0.0003 | 1.3014 | 0.0005
1000 | 100 | 4 | 0.7439 | 0.0004 | 1.3505 | 0.0004
1000 | 100 | 6 | 0.8286 | 0.0004 | 1.3873 | 0.0004
1000 | 100 | 8 | 0.9041 | 0.0001 | 1.4136 | 0.0003

1000 | 100 | 10 | 0.9761 | 0.0002 | 1.4376 | 0.0003
1000 | 100 | 12 | 1.0386 | 0.0002 | 1.4582 | 0.0003
1000 | 100 | 14 | 1.1077 | 0.0002 | 1.4748 | 0.0002
1000 | 100 | 16 | 1.1773 | 0.0001 | 1.4933 | 0.0002
1000 | 100 | 18 | 1.2347 | 0.0001 | 1.5084 | 0.0002

1000 | 100 | 20 | 1.2853 | 0.0001 | 1.5235 | 0.0002
3c. tablazat.

Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrazolt Watts-Strogatz grafok fraktdldimenziéja: p = 0,

p = 0.1. k valtozik 0-t6] 20-ig.



Kor Random Fruchterman-Reing.

n k darab E; D? darab E, D? darab Es D?
100 | 20 1 1.1310 0 1000 | 1.6161 0 1000 | 1.2853 | 0.0001
100 | 20 | 0.1 | 1000 | 1.5212 | 0.0002 | 1000 | 1.6999 | 0.0002 | 1000 | 1.5235 | 0.0002
100 [ 20 | 0.2 | 1000 | 1.6979 | 0.0001 | 1000 | 1.7562 | 0.0002 | 1000 | 1.6474 | 0.0002
100 [ 20 | 0.3 | 1000 | 1.7866 | 0.0000 | 1000 | 1.7963 | 0.0002 | 1000 | 1.7251 | 0.0003
100 | 20 | 0.4 | 1000 | 1.8412 | 0.0000 | 1000 | 1.8267 | 0.0002 | 1000 | 1.7778 | 0.0003
100 | 20 | 0.5 | 1000 | 1.8741 | 0.0000 | 1000 | 1.8524 | 0.0002 | 1000 | 1.8178 | 0.0003
100 [ 20 | 0.6 | 1000 | 1.8971 | 0.0000 | 1000 | 1.8705 | 0.0002 | 1000 | 1.8468 | 0.0003
100 | 20 | 0.7 | 1000 | 1.9139 | 0.0000 | 1000 | 1.8872 | 0.0002 | 1000 | 1.8688 | 0.0003
100 | 20 | 0.8 | 1000 | 1.9267 | 0.0000 | 1000 | 1.8999 | 0.0002 | 1000 | 1.8847 | 0.0003
100 [ 20 | 0.9 | 1000 | 1.9358 | 0.0000 | 1000 | 1.9121 | 0.0002 | 1000 | 1.9003 | 0.0003
100 [ 20 | 1 1 1.9423 0 1000 | 1.9213 | 0.0002 | 1000 | 1.9112 | 0.0003

4. tablazat.

Watts-Strogatz grafok fraktdldimenzidja: p valtozik, k = 20

Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrdzolva a grafokat.

. Koron, véletlenszeriien illetve




Kor és random abrazolasok Kor és Fr.-R. abrazolasok

E E, Kiilonbség E Es Kiilonbség
0 | 1.1310 | 1.6161 | -0.4851 1.1310 | 1.2853 0.1543
0.1 | 1.5212 | 1.6999 | -0.1787 | 1.5212 | 1.5235 0.0023
0.2 | 1.6979 | 1.7562 | -0.0583 | 1.6979 | 1.6474 | 0.0505
0.3 | 1.7866 | 1.7963 | -0.0097 | 1.7866 | 1.7251 0.0615
0.4 | 1.8412 | 1.8267 0.0145 1.8412 | 1.7778 0.0634
0.5 | 1.8741 | 1.8524 | 0.0217 1.8741 | 1.8178 0.0563
0.6 | 1.8971 | 1.8705 0.0266 1.8971 | 1.8468 0.0503
0.7 | 1.9139 | 1.8872 | 0.0267 1.9139 | 1.8688 0.0451
0.8 | 1.9267 | 1.8999 0.0268 1.9267 | 1.8847 0.0420
0.9 | 1.9367 | 1.9121 0.0246 1.9367 | 1.9003 0.0364

1 | 1.9423 | 1.9193 0.0230 1.9423 | 1.9112 0.0311
5a. tablazat.

Az Watts-Strogatz grafok fraktaldimenzidinak elGjeles kiillonbségfiiggvényei p szerint, & = 20

esetben.



Random és Fr.-R. abrazolasok

E, FEs Kiilonbség
1.6161 | 1.2853 0.3308
0.1 | 1.6999 | 1.5235 0.1764
0.2 | 1.7562 | 1.6474 0.1088
0.3 | 1.7963 | 1.7251 0.0712
0.4 | 1.8267 | 1.7778 0.0489
0.5 | 1.8524 | 1.8178 0.0346
0.6 | 1.8705 | 1.8468 0.0237
0.7 | 1.8872 | 1.8688 0.0184
0.8 | 1.8999 | 1.8847 0.0152
0.9 | 1.9121 | 1.9003 0.0118

1 | 1.9193 | 1.9112 0.0081
Sb. tablazat.

Az Watts-Strogatz grafok fraktaldimenzidinak elGjeles kiillonbségfiiggvényei p szerint, & = 20

esetben.



Kor Random Fruch.-Reing.
darab | n | k| m B, D? E, D? E, D?

1000 | 100 | 4 | O | 0.6569 | O | 0.5685 | 0.0002 | 0.5884 0

1000 | 100 | 4 | 10 | 1.6360 | O | 1.5988 | 0.0002 | 1.4247 | 0.0005
1000 | 100 | 4 | 20 | 1.7882 | O | 1.7535 | 0.0002 | 1.6035 | 0.0006
1000 | 100 | 4 | 30 | 1.8550 | O | 1.8229 | 0.0002 | 1.6936 | 0.0006
1000 | 100 | 4 | 40 | 1.8913 | O | 1.8607 | 0.0002 | 1.7530 | 0.0007
1000 | 100 | 4 | 50 | 1.9129 | O | 1.8835 | 0.0002 | 1.8002 | 0.0007
1000 | 100 | 4 | 60 | 1.9262 | O | 1.8987 | 0.0002 | 1.8384 | 0.0006
1000 | 100 | 4 | 70 | 1.9344 | O | 1.9087 | 0.0002 | 1.8702 | 0.0005
1000 | 100 | 4 | 80 | 1.9392 | O | 1.9146 | 0.0002 | 1.8936 | 0.0003
1000 | 100 | 4 |90 | 1.9416 | O | 1.9187 | 0.0002 | 1.9071 | 0.0003

6. tablazat.

A Barabasi-Albert grafok fraktdldimenzi6ja. Koron, véletlenszerien illetve

Fruchterman-Reingold algoritmussal dbrdzolva a grafokat.




Kor és random 4brazolasok Kor és Fr.-R. dbrazolasok
n |k|lm E FEs Kiilonbség E FEs Kiilonbség

100 | 4 | O | 0.6569 | 0.5685 0.0884 | 0.6569 | 0.5884 | 0.0685
100 | 4 | 10 | 1.6360 | 1.5988 0.0372 1.6360 | 1.4247 0.2113
100 | 4 | 20 | 1.7882 | 1.7535 0.0347 1.7882 | 1.6035 0.1847
100 | 4 | 30 | 1.8550 | 1.8229 0.0321 1.8550 | 1.6936 | 0.1614
100 | 4 | 40 | 1.8913 | 1.8607 0.0306 1.8913 | 1.7530 | 0.1383
100 | 4 | 50 | 1.9129 | 1.8835 0.0294 1.9129 | 1.8002 | 0.1127
100 | 4 | 60 | 1.9262 | 1.8987 0.0275 1.9262 | 1.8384 | 0.0878
100 | 4 | 70 | 1.9344 | 1.9087 0.0257 1.9344 | 1.8702 | 0.0642
100 | 4 | 80 | 1.9392 | 1.9146 | 0.0246 1.9392 | 1.8936 | 0.0456
100 | 4 | 90 | 1.9416 | 1.9187 0.0229 1.9416 | 1.9071 0.0345

7a. tablazat.

A Barabasi-Albert grafok fraktdldimenzidinak eljeles kiillonbségfiiggvényei.

Random és Fr.-R. dbrdzoldsok

n |k|lm FEs Es Kiilonbség
100 | 4| O | 0.5685 | 0.5884 | -0.0199
100 | 4 | 10 | 1.5988 | 1.4247 0.1741
100 | 4 | 20 | 1.7535 | 1.6035 0.1500
100 | 4 | 30 | 1.8229 | 1.6936 0.1293
100 | 4 | 40 | 1.8607 | 1.7530 0.1098
100 | 4 | 50 | 1.8835 | 1.8002 0.0833
100 | 4 | 60 | 1.8987 | 1.8384 0.0603
100 | 4 | 70 | 1.9087 | 1.8702 0.0385
100 | 4 | 80 | 1.9146 | 1.8936 0.0210
100 | 4 {90 | 1.9188 | 1.9071 0.0117

7b. tablazat.

A Barabasi-Albert grafok fraktdldimenzidinak eldjeles kiillonbségfiiggvényei.




