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1. BEVEZETES

A problémafelvetés rovid osszefoglalasa

Magyarorszagon 2008. januar 1-jén 1épett életbe a Bazel II egyezmény, melynek célja, hogy
nagyobb atlathatdsagot és stabilitdst biztositson a gazdasagban. Az egyezmény altalanos

érvényl célja, hogy jelentds hatast fejtsen ki a helyi gazdasagi rendszerekre.
Bazel 11 szabalyozas

Az 1j szabalyozas szakit azzal a megkozelitéssel, hogy a hitelintézetek tokéjének elégséges
voltat minden intézményre azonos mércével lehet mérni. Ehelyett olyan 0sszetett
szabalyrendszert alakitottak ki, amelyik az intézményeket a fejlettebb kockazatkezelésre, a

kockézati tudatossag erdsitésére 0sztonzi. Ezt egy harom pilléres elvben fejezték ki.

/\

Tokemedfelelés

X558 .8

Minimum tékekdvetelmények
Felugyeleti feliilvizsgalat
A piac fegyelmezd ereje
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1. abra: A tékemegfelelés harom pillére

Forras: advisesoft.com
Azaz:

1. A minimalis szabalyozasi tOkesziikséglet és az annak meghatirozasdhoz valaszthatd

modszerek egylittese.



Az elso pillér a szabalyozoéi/feliigyeleti minimum tékekovetelmény rendszerének
javitasat célozta, melynek szamitasa soran harom meghataroz6 kockazatot vesznek
figyelembe, mellyel a bankoknak szamolniuk kell. Ezek a hitel kockazat, a miikodési
kockazat, és a piaci kockazat. Egyéb kockdzatok ebben a szakaszban nem
szamszerUsithetok. A piac kockédzat szdmszerlsitésére a kockaztatott értéket (Value at
Risk — VaR) ajanlottak.

E felfogés szerint a piaci kockdzat egyenld a varhatd veszteség nagysagaval,

mely a piaci arak alakuldsanak kovetkezménye.

A piaci kockazat meghatarozoéi a:

Részvénypiaci kockazat, a kockézat, amelyet a részvény vagy a
részvényindex ardnak ¢€s valtozasa és volatilitdsa hordoz magéban (példaul: Euro Soxx
50, BUX-index stb.).

Kamatkockazat, a kockazat, amelyet a kamatlab és a kamatlab volatilitdsa
hordoz magaban. (példaul Libor, Euribor stb.).

Devizakockazat, a kockazat, amelyet a devizaarfolyamok valtozasa ¢és
volatilitdsa hordoz magéaban (példaul EUR/USD, EUR/GBP stb.).

Arukockazat, az arutézsdére bevezetett szabvanyositott termékek (példaul

nemesfémek, kukorica, nyersolaj) aranak valtozésa és volatilitdsa hordoz magaban.

2. A tékemegfelelés belsé mérése, valamint feliigyeleti értékelése és feliilvizsgalata
3. A tékemegfeleléssel kapcsolatos informacidk nyilvanossagra hozatalanak

kovetelménye: minimalis informacidszolgaltatas a piac részére

A pénziigyi krizis bekovetkezése utan f6 binodseként kikialtottdk a matematikai
modelleket, amelyek nem tudtdk elére jelezni a valsdgot. A kopula fliggvények komoly
tamadasi feliiletet képeztek, mivel olyan modellezési eszkdzoknek tartottak, amik a
vilagkrizishez vezettek. E mogott a vad mogott véleményem szerint azok az elemzok,
modellezok allnak, aki megfeleld kortiltekintés nélkiil alkalmaztak ezeket.

Tovabba a Basel II egyezmény is szabad kezet adott, azzal hogy annak ellenére, hogy a
kockazat szamszeriisitésére a Value at Risk-et ajanlottak, azt hogy ezt milyen egylittes
eloszlasok, illetve milyen modellek felhasznalasabol nyerjék ki, azt a pénziigyi intézményekre

biztak.



Az alabbi idézettel is a matematikai modellek védelmére kelek, melybdl kideriil, hogy
nem a modelleket kell hibaztatni, hanem azokat a befolydsos embereket, akik ezeket
fenntartasok nélkiil alkalmaztak.

»Egyre inkabb gy tlinik, hogy a 2008-as pénziigyi valsadg nem csupan a véletlenek
szerencsétlen Osszejatszasanak volt koszonhetd. Az Egyesiilt Allamok tézsdefeliigyelete altal
a JP Morgan ellen inditott vizsgalat sordn a bank 154 millio dollart fizetett a nyomozas
leallitasa érdekében, irja a Wall Street Journal.

Akércsak korabban a Goldman Sachs, a JP Morgan is olyan értékpapirokat allitott eld a
jelzélogok értékpapirra alakitdsa soran, melynek kockazatait nem kozolték a befektetokkel,
sOt azt agressziven rekldmoztak, mikdzben annak az esésére jatszottak.” (Kosztolanyi, 2011)

Ezek mind ramutatnak a helyes kockazatelemzd modszerek fontossagara, arra, hogy
megfelelden szamolni kell a ritka eseményekkel is. Ennek apropojaként dolgozatom a
kockézatelemzés lehetdségeinek tanulmanyozéasarol szol, és ezen beliil specialisan a kopuldk

alkalmazasarol.



A dolgozat felépitése

Dolgozatomban szeretnék ramutatni a kopuldk hasznossagara a kockazat elemzésben, szem
el6tt tartva az alkalmazhatdsagi korlatokat is, illetve kitekintést adni kopulakra €piilé tovabbi

lehetdségekrol.
A dolgozat fejezeteiben az alabbiakrol esik szo6.

A dolgozat masodik fejezetében a kockazatelemzéssel kapcsolatban napvilagot latott
szakirodalom legjelentdsebb elméleteit mutatjuk be. Hanry Markowitz Portf6lié elméletétdl
kiindulva sz6 esik a kockdzat és a hozam kapcsolatardl, illetve a befektetések
diverzifikalasaval torténd kockazatcsdkkentés lehetdségrol.

A masodik fejezet kovetkezd részében a kockazat mérésére alkalmazott mutatok
felsorolasa és elemzése kovetkezik az egyes eszkdzok gyakorlati alkalmazéasa sordn felmeriild
elényok ¢és hatranyok szempontjabol, valamint megvizsgéljuk, hogy a négy koherencia
axiomat alapul véve melyek tekinthetdk koherens kockéazati mértéknek.

A masodik fejezet zarasaként néhany modszer szerepel, melyek a portfélid eloszlasanak
modellezésére alkalmazhatok nem normalis esetben, mintegy felvezetésként a kopulakkal
valé modellezés témakorére.

A harmadik fejezet elején a kopuldkkal kapcsolatos fogalmi kérdések keriilnek
tisztazasra. Ebben a részben tisztazzuk a kopula fogalmat és bemutatjuk az egyes
kopulafajtakat.

A fogalmi keretek tisztazasat kovetd részben olyan két dimenzids eloszlasokat
szimulaltunk, amelyek bemutatnak kiilonb6zé Osszefiiggési struktirakat ugyanolyan
korrelaci6 mellett. Itt keriilnek Osszehasonlitidsra az eloszldsok normalis €s nem normalis
esetben. Abrakkal kiséreljiik meg szemléletesen abrazolni Gauss a Gumbel és a Clayton
kopula segitségével modellezett 6sszefiiggések kozotti kiilonbségeket.

A negyedik fejezetben néhany moédszerrdl lesz szo, amely a kopuldk illeszkedés
josaganak tesztelésére alkalmas.

Az 06todik fejezetben roviden bemutatjuk, hogyan keriilt a Gauss kopula a
kockazatelemzOk asztalara, és hirtelen jott nagy sikere utan hogyan lett egyszeriben a 2008-as
gazdasagi vildgvalsag ,,okozoja”.

A dolgozatban bemutatjuk, hogyan kiilonboznek egy szimulalt portfolio extrém értékei,

ha kiilonb6z6 kopulakbol generaljuk az osszefiiggés rendszert, mikdzben a peremeloszlasok

azonosak ¢és a korrelacios egyiitthatd is azonos. A hatodik fejezetben egy n = 10 000



elemszamu mintan végezzik el a szimulaciot Gauss kopula és Gumbel kopula segitségével
kiilonboz6 erdsségli korrelacios egyiitthatok esetén. A szimulacidé eredménye nem teljesen az
volt, amire vartunk, és felvetett egy el6zdleg szdmitadsba nem vett szempontot.

A hetedik fejezetben bemutatjuk az R programcsomagot, amely egy mindenki szdmara
ingyenesen hasznalhato, a kopulakkal valé modellezést tdmogatd szoftver. Az R csomag
copula moduljanak funkcidival lehetdség van a siirlis€g ¢és az eloszlas értékelésére,
véletlenszam-generalasra, grafikus dbrazolasra és kopula alapti modellek illesztésére.

Zarasként Osszegzésre kerlilnek a dolgozat eredményei, és a kopuldkkal torténd
modellezés lehetdségei, és korlatai. Bar e fejezet a dolgozat utolsé része, de egyben a
legfontosabb kovetkeztetéseket tartalmazza, amit figyelembe kell venni minden esetben,

amikor kopuldk gyakorlatban torténd alkalmazasuk mellett dontiink.



2. ELMELETI ALAPOK

2.1. MARKOWITZ PORTFOLIO ELMELETE

A pénziigyi kockézat elméletének alapjat Harry Markowitz dolgozta ki 1952-ben publikalt
portfolid elméletében, melyért 1990-ben kozgazdasagi Nobel-dijat kapott. Az elmélet
lényege, hogy a befektetdk raciondlisak ¢és a legkisebb kockazat mellett a legnagyobb
hozamot kivanjak elérni, és ennek megfeleléen valasztanak a lehetséges befektetési
valtozatokbol. A befektetés jovobeli értékét valoszinliségi valtozonak tekinti (melyet
bizonytalan piaci tényezOk befolyasolnak). A jovoébeli hozamot a varhato étékkel
szamszersitik a kockazatot pedig a szorassal. Tehat két célfliggvény optimalizalasat kell
egyidejlileg végezni. A varhaté hozam maximalizaldsa és a kockazat, vagyis a szoras
minimalizalasa. Nyilvan sok esetben az egyik szempont szerinti javitas, a masik szempont
szerinti romlést vonja maga utan.

A portf6lié modell alapjan a befektetd a kockazatot gy csokkentheti leghatékonyabban,
ha befektetését diverzifikalja, azaz a rendelkezésére allo t6két nem egy, hanem tobbféle
értékpapirba fekteti. Ebbdl ered a portfolié sz6, amely nem mads, mint az értékpapirok és
pénzeszk6zok kombinacidja, melybdl a befektetés all. Az elmélet szerint ugyanis annak a
valdsziniisége, hogy tobb kiilonbozd értékpapir arfolyama egyszerre zuhanjon kisebb, mint

annak, ha kizardlag egy adott értékpapirba fektetlink.
A Markowitz modell a kovetkezd feltevéseken alapul.

1. A befektetok racionalisak, vagyis egy befektetd adott idétavon a legkisebb kockézat
mellett a legnagyobb hasznot kivanja realizalni.
A feltevés a valosdgban nem feltétleniil érvényesiil, példaul hosszabb tava
befektetéseknél nem okoz problémat, ha az idészak elején esetleg gyenge
eredményeket produkdl az értékpapir, illetve a spekulativ szdndéku befektetd
vasarolhat olyan értékpapirokat, melyek értékének esésére szamit.

2. A befektetok arelfogadok, vagyis a piaci arat a befektetok adottnak értelmezik, amire

nincsenek rahatassal.



Ez a feltevés akkor igaz, ha a befektetonek a forgalomban 1évohoz képest kis értékii a

befektetése, illetve ha likvid' piacrél van szo, ahol gyorsan és alacsony koltségek
mellett értékesithetdk az értékpapirok. Jelentds piaci erdvel rendelkezd nagybefektetok
esetében (mint példaul Soros Gyodrgy) ugyanakkor jellemzd, hogy iigyleteikkel
hatassal vannak sajat portfoliojuk értékére, €s a piaci arfolyamra, amely a kockazat-
értékelését jelentdsen befolyasolja.

3. Az értékpapirok tetszélegesen oszthaték, vagyis nem csak egész szamu részvényt
vehetiink.

A valosagban nem teljesiill. Azonban nagyszamu értékpapir esetén a becslést nem
torzitja.

4. A shortolas nincs korlatozva. Klasszikus esetben egy befektetd azért vasarol

értékpapirokat a piacon, hogy azokat késdbb egy magasabb aron értékesithesse, ¢és
ezzel arfolyamnyereséget érjen el. A shortolds ennek éppen az ellenkezdje, arfolyam
esésére spekulalo hataridds ligylet. A 1ényege, hogy a befektetd eladja az értékpapirjait
(meztelen shortolds esetén nem sajat értékpapirjait), és arra szamit, hogy az értékpapir
ara esni fog, ¢és késObb alacsonyabb &4ron vasarol vissza ugyan ezekbdl az
értékpapirokbol. A ketté kozotti arfolyamkiilonbség lesz a nyeresége. A modell
alapfeltevése, hogy a befektetd szabadon valaszthat a lehetséges portfoliok koziil, azaz
nem vonatkoznak az ilyen tipusu ligyletekre sem korlatozasok.
Alapvetden a shortolas is teljesen normalis és nem karos ligylet, azonban lehetdséget
teremt a piaci manipuldciora, illetve mas kdros hatdsai is lehetnek (a valos iizleti
teljesitményektdl elszakadd piaci folyamatok, és Ongerjesztd arcsokkenés) amely
karos lehet a nemzetgazdasagok szamara, a valosagban ezért ez az ligylettipus a
legtobb nemzet értékpapir piacén kiilonféle korlatozasok ala esik.

5. Nincsenek tranzakcids koltségek, vagyis az értékpapir adas-vétele soran a vételi
arhoz kot6do dijak, példaul értékpapir-szamlavezetési dij, vagy a vételi jutalék

elhanyagolhatd mértéka.

! Egy értékpapir piacat akkor nevezziik likvidnek, ha elegendd vevé és eladé van jelen a piacon ahhoz, hogy az
értékpapirt az aktualis arfolyamon barmikor meg lehessen venni és el lehessen adni. A likviditas nem magatol
értet6dd dolog, egyes részvények pl. likvidebbek, mint masok, illetve bizonyos idészakokban, pl. valsag idején
az altalaban likvid piacok is besziikiilhetnek. A likviditas hidnya kockazatnoveld tényezd, hiszen csokkenti az
arfolyamadatok informaciotartalmat, és megneheziti az értékpapirok adasvételét is magaba foglald
kockazatkezelést.” Forras: Varga-Haszonits Istvan: Kockazati Mértékek Instabilitasa



Ez utébbi a valosagban elsdsorban a nagybefektetoknél tekinthetd jo kozelitésnek,
akik ritkdn valtoztatjak portfoliojuk osszetételét.

6. Az arfolyamvaltozasok normalis eloszlasuak, vagyis szimmetrikus valdsziniiségi

valtozoval jellemezhet6k, melynél az atlagos érték egybeesik a kozepes értékkel
(mediannal és a modusszal), és annak a valosziniisége, hogy kisebb vagy nagyobb
értekeket vesz fel, ugyan olyan mértékben csokkend. A normalis eloszlasu
jelenségekre jellemzd tovabba, hogy egy értelmiien definidlhatok a varhato érték és a
szoOras segitségével.
Az arfolyamvaltozasok normalis eloszlasunak feltételezése erdsen leegyszeriisitd
tulajdonsag, ami féleg annak kdszonhetd, hogy igy a modellezés leegyszertisodik, az
optimalizalasi feladatok megoldhatéva valnak. A valdsdgban a kockazatok példaul
nem szimmetrikusak, az egylittes eloszlas ferde, ezért a szords, ami egy atlagra
szimmetrikus mutat6é nem irja le megfeleléen a kockazatot.

7. A befektetések kockazatat a hozam szoérasaval mérjiik, vagyis a kockazat a modell
szerint nem mas, mint a befektetési hozam értékének a varhato érték korili
ingadozasa.

Mivel azonban az egyiittes eloszlas éaltaldban nem tekintheté normalisnak, de még

szimmetrikusnak sem érdemes mas kockazati mértékeket szamitasba venni.

2.1.1. A portf6lié valasztasi feladat
Tegyiik fel, hogy az értékpapir-piacon N darab kiilonb6z6 fajta értékpapir érhetd el. Legyen

S;(t) az 1 értékpapir arfolyama adott idpontban, és a piacon fellelhetd értékpapirok

birtokolt értékpapirok Osszességét meghatarozhatjuk egy N-elemii w valos vektorral, ahol w

vektor i-edik eleme, W; megmutatja, hogy a portfolid hany egységet tartalmaz az adott

értékpapirbol. A portfolio adott idépontbeli értékét kifejezhetjiik az alabbi képlettel:

N
Y(t) = Z w;S;(t),

Legyen X;(t) az i-edik értékpapir arfolyamanak megvaltozasa At iddtdvon, azaz
X;(t) = S;(t + At) — S;(t). A portfolio értéke pedig ennek megfeleléen az alabbiak szerint

valtozik:

N
X(6) = Y(t + At) — Y () = Z WX, (0).



A Markowitz modell alapjan feltessziikk, hogy az X;(t) arfolyam valtozasok
staciondriusak (olyan sztochasztikus folyamat, melynél az eloszlasfliiggvények azonosak
maradnak a vizsgalati idopontok tetszleges értékli idéeltolodasa esetén), tovabba a varhatd
érték fliggetlen lesz az 1d6tdl, a stacionarius folyamat korrelacios fiiggvénye csak a t; - t;
kiilonbségtdl fiigg), és (X1, X,, ... Xy) egyiittes eloszlasa normalis, amibdl kovetkezik az,
hogy minden X;(t) arfolyamvaltozas normalis eloszlast kovet.

Jelolje p; az i-dik hozam varhat6 értékét, €s o;; a hozamok kovariancia matrixanak egy

elemét, melyek az aldbbi mddon irhatok fel:

u; = E[Xl']:

Egy w portfolio hozamanak i, varhato értéke és o variancidja tehat:

N N
E[X:] = Zwi E[X;(®O)] = up, = ZWilii,

N

N N
o5 (X,) = o? ( WiXi(t)> = o jWiw;.
P ; Z jWiWj

i=1 j=1

Egy racionalisan gondolkodo6 befektetd, aki egységnyi tokét kivan befektetni a piacon,
ugy valaszt a rendelkezésre allo lehetdségek koziil, hogy vagy a véarhatd hozamot vagy a

szorast rogziti.
1. Adott varhaté hozam mellett a legkisebb szorast portfolidt részesiti eldnyben.

Adott varhatd hozam mellet az alabbi optimalizalasi feladatot kell megoldanunk.
A kovetkezd célfiiggvény minimalizaldsaval talaljuk megfeleld portfolid Osszetételt,

vagyis meghatarozzuk a w = (WI,K , Wy ) vektort.
N N
0D D o
i=1 j=1
Az alabbi feltételek mellett:

e Az varhat6é hozam, amely mellett keressiik a minimalis kockdzat portf6liot, adott:



N
Z Willi = [,
i=1

o A befektetett t6ke, mas néven koltségvetési korlat:

A o;jkovariancia matrix szigoraan pozitiv definit (ez a normalis eloszlast feltételezve
teljesiil), a célfiiggvény szigoriian konvex, igy a feladatnak pontosan egy optimuma létezik.

Jelolje 0*?(u) a p adott varhatd értékhez tartozd minimalis kockéazatot. Az adott u
véarhat6 érték és o kockazatok, amelyre 02 > o*?(u) meghatérozzak a lehetséges portfoliok

halmazat, egységnyi koltségvetési korlat mellett.

2. Adott kockazat (szoras) mellett a legnagyobb varhato értékii hozamu portfoliot részesiti
elényben.
A kovetkezd célfiiggvény maximalizaldsdval hatdrozzuk meg az optimalis portf6lio
Osszetételt, vagyis meghatarozzuk a w = (WI,K , Wy ) vektort.

N

max Z W, £4;

Az alabbi feltételek mellett:

e Az kockazat, amely mellett keressiik a maximalis varhaté hozamu portf6liot, adott.

N N

i=1 j=1

o A befektetett toke, vagyis koltségvetési korlat:

2.1.2. A Pareto-optimalis portfolio
Azt mondjuk, hogy egy A portfoliot egy B portfolio dominal, ha a B portfélionak, nagyobb a
varhaté hozama az A portfolional és kisebb a szordsa, mint A-nak.

Amennyiben nincs olyan portfolid, amely dominélja az A portfolidt, az A portfoliot

Pareto-optimalisnak, vagy hatékony portfolionak neveziink.
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A Pareto optimalis portfoliok kockdzat-varhaté hozam kozotti 0sszefliggést (gorbét)
Pareto hatarhalmaznak nevezziik.

A 2. abran lathatoak a lehetséges portfoliok (piros teriilet), a hatarportf6liok (folytonos
¢s pontozott kék gorbe) és hatékony portfoliok (folytonos kék gorbe) halmaza a hozam-

kozkézat sikon.

Varhato

hozam

Kockazat

2. abra: Lehetséges portfoliok halmaza

Forrés: Varga-Haszonits 1. (2009)
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A modell néhany gyenge pontja:

e Ha a vérhato értéket és a kovariancidt a multbéli adatokbol becsiiljiik, az nagyon
érzékeny lehet mérési hibakra, illetve nem tartalmazza a ritka, extrém eseményeket.

e A modell til egyszerli az egyiittes normalis eloszlasnak a feltételezése miatt. A
valésagban eléfordulnak, ferde, aszimmetrikus, illetve vastag farku eloszlasok.

e A portf6lié nem veszi szamitasban a tranzakcioés kiadasokat.

e A kockazat jellemzése szorassal csak szimmetrikus eloszlasoknal célszert.

2.1.3. A hasznossag (utilitas) fogalma

Bar a fenti optimalizalasi feladat megolddsai megadjék a hatékony portfoliok halmazat, arrél
nem adnak informéciot, hogy végiil melyik portfoliét véalasztja a raciondlisan gondolkodo
befektetd. Ennek elméleti meghatarozasahoz bevezethetd a hasznossag vagy utilitas fogalma.

Ez a Neumann-Morgenstern féle hipotézisen alapul, mely szerint a bizonytalansag
kozepette a befektetd a varhatd hasznossag alapjan mérlegel, és célja ennek maximalizalasa
(Neumann — Morgenstern, 1944). Ez az otlet joval korabban is megtalalhatdo D. Bernoulli St
Pétervari paradoxon megoldasaban (Bernoulli 1738).

A raciondlis dontéshozatal eljarasa szerint a dontéshozd az O0sszes lehetséges valtozat
megismerése utan amellett a valtozat mellett fog donteni, amely a legnagyobb hasznossaggal
jar szamara. A maxu U (i, 0*? (1)) hasznossag-maximalizalo feladat megadja a befektetd
szdmara leghatékonyabb, azaz legnagyobb hasznossdggal jar6 valasztast. A gyakorlatban
ugyanakkor a befektetdé dontéseit mas szubjektiv tényezdk is befolydsoljak, mint
kockézatvallaldsi hajlandosag, spekulacios szandék, igy a dontések hasznossdg szerinti

meghatdrozasa csupan elméleti sikon ad szdmunkra utmutatést.

2.1.4. Portfolio diverzifikalasa

Amennyiben a kockdzatot a szérassal jellemezzik, tudjuk, hogy minél alacsonyabb a
portfolidt alkotd értékpapirok korrelacidja paronként (forditottan korreldltak), annal kisebb
lesz a portfolié kockazata, mivel a hozamok eltérd irdnyba mozognak, illetve minél tobb
értékpapirba fektetiink be, esélylink van megosztani a kockézatot. Tulajdonképpen ez a

biztositocégek alapelve is.
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A kockazat csokkentésének altalanosan hasznalt modszere a diverzifikalas, amikor a
befektetéseket megosztjak az egyes értékpapirok kozott ugy, hogy az egyes befektetések
érteke minél nagyobb mértékben ellentétesen valtozzon az egyes értékpapirok értékét
meghataroz6 események bekovetkezése esetén.

A portfolid
kockazata

Diverzifikalhato
kockazat
(Egyedi kockazat)

Nem diverzifikdlhato | | 4 T TTTTTTTTTTTT
kockazat
(Piaci kockazat) L

A portfolié elemszama

—

3. abra: Diverzifikacio hatasa a portfolio kockazatara

Forrés: Brealey-Myers (2005)

Ebbdl kovetkezéen minél tobb papirbol all a portfolio, annal kisebb a kockdzata. A
portfolié diverzifikalhatosdga nyilvan a befektethetd tokétdl is fiigg. Azt is meg kell emliteni,
hogy a diverzifikdcioval csokkenhet a varhaté hozam is. Tehat felmeriil a kérdés, hogy
mennyi kockazatott vallaljunk (ne vallaljunk) egy portfolio 0sszeallitasaban, ha az a varhatd
haszon rovasara megy.

A diverzifikdlds az 0Osszes kockdzatnak csak egy részét sziintetheti meg, a nem
diverzifikalhatd, a piac altaldnos allapotaval Osszefliggd kockazatok nem mérsékelhetdk
diverzifikacioval (lasd 3. abra). A jol diverzifikalt portfoliéo kockazata viszont nem tartalmaz

egyedi kockazatot, hanem kizardlag a piaci kockéazatbol all (Brealy-Myers, 2005).
A diverzifikalas néhany eszkoze

e To&bb iparaghoz kotddd befektetés
¢ A biztonsag novelése megfeleld allampapirokkal, bankbetétekkel
e A futamiddk diverzifikalasa

e Tobb devizanemben torténd befektetés, az arfolyamkockazatok kezelésére
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A fentiekbdl kovetkezOen a pénzeszkozok és értékpapirok portfolioja a legtobbszor
magasabb hozamot eredményez, barmilyen adott szords esetén, mint egy kiilonallod értékpapir.
A Dbefektetoknek tehat érdemes diverzifikalni, még akkor is, ha tobbletinformacioval
rendelkezik az értékpapirrdl, vagy ha tranzakcids koltségeket kell fizetnie. Kivételt képez az
az eset, ha az adott értékpapirrdl biztos informéciokat szerez a befektetd, példaul teljesen
bizonyosan tudja, hogy mi fog térténni az adott részvénnyel a piacon. Ebben az esetben
nyilvanvaloan érdemes a teljes vagyont az adott értékpapirba fektetni, ugyanis az teljesen
kockézatmentesnek mindsiil. A  valdésdgban azonban a legtdbbszor csak olyan
pluszinformacioval rendelkeznek a befektetok, melyek valamivel elénydsebb helyzetbe
hozzak a tobbi befektetonél, de nem biztositjak a biztos és kockazatmentes profitot. Ezért
érdemes ebben az esetben is tobb olyan értékpapir kozott megosztani a befektetést,
amelyekrdl a befektetd tobbletinformacioval rendelkezik.

Az esetek tobbségében a portfoliot képezd értékpapirok kockdzata megbecsiilhetd az
alapjan, hogy milyen hatissal van az adott pénzeszkéz a teljes portfolio kockazatara,
amelynek részét képezi. Az adott értékpapir kockazatat a volatilitdsa (azaz varhato értékének,
hozamanak ingadozasa) helyett azzal érdemes mérni, hogy az értékpapir aranak alakuldsa
mennyire mozog egyiitt a portfolioval. Hidba ingadozik egy adott értékpapir ara extrém
mértékben, ha a mozgéasa fiiggetlen a portfoliot alkotd tobbi eszkdztol, akkor csak kis
mértékben vagy egyaltalan nem befolyasolja a portfolio kockazatanak alakulasat. Azaz a
kockazat értékeléséhez a hozam szorasanal vagy varianciajanél fontosabb mérdszdm lehet a

portfolio és az adott pénzeszkdz kovarianciaja.

14



2.1.5. Egy értékpapir kockazatanak hatasa a portfoliéra (Béta mutato)

Tegyiik fel, hogy egy befekteté a vagyonat csak kétféle befektetés kozott oszthatja meg, a
kockazatmentes értékpapir és a piaci portfolio kozott. Ebben az esetben egy értékpapir
kockazatat meg lehet becsiilni, ha a piaci portfolidhoz viszonyitjuk, vagyis egy adott
értékpapir kockdzata nem mads, mint a kockazat, amit hozzatesz a piaci portfolio

kockazatahoz, és az alabbiak szerint becsiilheto:

Az értékpapir és a piaci portfolié kovarianciaja

Az értékpapir kockazata = — TV UK IR
pap A piaci portfolio variancidja

Legyen o2 a piaci portfolid variancidja az 0j értékpapir bekeriilése elétt, és az

értékpapir varianciaja, amelyet hozzatesz a portfolichoz 0. Az 0j értékpapirra esé piaci érték

szerinti portfolidsuly w; , és az értékpapir és a piaci portfolio kovariancidja o;,,. A piaci

portfolié variancidja az 0j értékpapir beszamitas eldtt és utdn az aldbbiak szerint alakul:
Variancia az 0j értékpapir beszamitasa elétt = g2
Variancia az 0j értékpapir beszamitasat kovetden
=02 =wfo? + (1 —w)?02 + 2w;(1 — w)oyy,

Az értékpapir piaci érték szerinti sulya a piaci portfolidban kicsi, mivel a piaci portfolio
tartalmazza az 6sszes forgalomban 1€vé értékpapirt. Ennek alapjan az egyenlet elso része a 0-
hoz kozelit, a masodik része o2 —hez, igy tehat a harmadik rész (o;,, a kovariancia) az i
értékpapir altal hozzaadott kockézatot jellemzi.

Ez utobbit elosztva a piaci portfolio hozamok variancidjaval, egy adott értékpapir béta

mutatdja.

Oim
ﬁ =

oZ
A [ tehdt az adott értékpapir piaci mozgasokra valdo érzékenységét kifejezd
mutatoszam. A béta arrél ad informaciot, hogy a piac 1 szazalékos valtozasa esetén mennyivel
valtozik meg az adott értékpapir arfolyama. A piaci portfolio atlagos bétaja 1.0, ha az adott
értékpapir bétaja ennél nagyobb, akkor az értékpapir az atlagosnal érzékenyebb a piac
mozgasaira. Az egynél kisebb bétaju érté¢kpapir pedig atlagosnal kevésbé érzékenyen reagal a

piaci elmozdulésokra (Brealy-Myers, 2005).
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2.2. KOCKAZATI MERTEKEK
Koherens kockazati mértékek

A kovetkezé négy axidmat Artzner, Delbaen, Eber és Heath matematikusok dolgoztak ki a

koherens kockazati mértékek fogalmanak meghatarozasahoz.

Jelolje () a valoszinliségi valtozok halmazat, ahol w;e Q, és legyen p: Q — R egy kockazati

mérték.

Azt mondjuk, hogy p koherens kockazati mérték, ha mind a négy koherencia axiémat teljesiti.
1. Monotonitds: Ha X,Y € Qés X > Y, akkor p(X) < p(Y).

Pozitiv homogenitas: Ha X € Q és a > 0, akkor p(aX) < ap(X).
Szubadditivitias: HaX,Y,X +Y € Q akkor p(X +Y) < p(X) + p(Y).

> »on

Transzlacio invariancia: Ha X € Q és a € R, akkor p(X + a) = p(X) — a.

A monotonitas azt jelenti, hogy ha két befektetés koziil a masodikon mindig
kevesebbet nyeriink, vagy tobbet veszitiink, mint az elson, akkor a masodik befektetésiink
kockazatanak nagyobbnak kell lenni, mint az els6nek.

A pozitiv homogenitas elve szerint, ha az adott értékpapirba fektetett osszeget két-
haromszorosara noveljiik, akkor a kockézat is kétszeresére illetve haromszorosara nd. A
feltétel teljesiiléséhez azonban likvid piac sziikséges, illetve hogy a befektetésiink a teljes
piachoz képest ne legyen meghatirozd, azaz hogy az adott értékpapirral torténd
kereskedésiink ne befolyasolja a piacot.

A koherens kockazati mértékek konvexitdsa a pozitiv homogenitas és a szubadditivitas
feltételék egylittes fennallasa esetén érvényesiil. A szubadditivitas biztositja a diverzifikacios
elv teljesiilését, vagyis hogy X és Y befektetésbol allo portfolié kockazata kisebb, mint ha
csak X vagy csak Y értékpapirba fektettiink volna. Fontos azonban, hogy ez az elv is csak
likvid piacokon és relative kis befektetési poziciok esetén érvényesiil.

A transzlacio invariancia teljesiilése azt jelenti, hogy ha a befektetésiinket egy a
konstanssal, azaz kockazatmentes értékpapirba vald befektetéssel noveljiik, akkor a
kockédzatunk ugyanannyival csokken. A kockazatmentes értékpapir olyan befektetés,
amelynek a hozama béarmilyen esemény bekovetkezése esetén ugyan annyi, vagyis az
értékpapir hozama nem ingadozik, és nulla a valoszinlisége annak, hogy a kibocsatd csédbe

megy. A kockadzatmentes értékpapir a valdsagban csak erds kozelitéssel 1étezik, példaul
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allamkotvények (els6sorban stabil orszagok allamkdotvényei), vagy jegybanki betétek

sorolhatok ebbe a kategoriaba.

2.2.1. A szoras
A szoéras (standard deviation) az egyes értékek és a szamtani atlag kiilonbségének négyzetes
atlaga. A Markowitz modell szerint a kockazat mérésére haszndlt szords normalis eloszlasu

hozamok esetén:

e jol méri a bizonytalansagot és 6sztonzi a diverzifikaciot
e mindenféle befektetésre kiszamithato

e (Osszegezhetd €s Osszehasonlithatd

Nem normalis arfolyam ingadozasok esetén azonban nem jellemzi megfeleléen a
kockézatot, hiszen nem irja le az eloszlas farkdnak lecsengését, és nem tesz kiilonbséget a

veszteség €s a nyereség kozott, ami probléma, ha az eloszlas nem szimmetrikus.

2.2.2. Az atlagos abszolut eltérés

Az atlagos abszolut eltérés (mean absolute deviation) definicidja a kovetkezo:
MAD = E[|X — EX)|]

Vagyis az atlagos abszolut eltérés az atlagtdl szamitott eltérések abszolut értékeinek
szamtani atlaga. E kockézati mérdszam tobb szempontbdl is hasonlit a szorasra, mivel ebben
az esetben is az atlagtol valod atlagos eltérést szamoljuk. Elényként emlithetd, hogy kevésbé
érzékeny az ugynevezett outlier-ekre (kiugréd értékekre), mint a szoras, amely az eltérések
négyzetre emelésének kovetkeztében kiugrd értékek esetén jelentdsen megnovekedik. A
szorashoz hasonloan ez a mérdszam is konvex, és kielégiti a szubadditivitas feltételét is,

viszont a MAD sem tesz kiilonbséget a nyereségek ¢€s a veszteségek kozott.

2.2.3. Szemivariancia
Egy X hozamu befektetés szemivariancidja a kovetkezd:
v2(X) = E(min{X — E[X],0})

crer

varhatd6 hozamtdl kisebb értékek eltérésének négyzetére atlagol, azaz csak az atlag alatti
hozamokat veszi figyelembe. A mérdszam elénye hogy konvex, és kifejezi, hogy az

értékpapirhozamok eloszlésa altaldban aszimmetrikus, érzékenyebb a veszteségekre.
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Tehat: v(X) > o(X)
Hatranya, hogy az eloszlas farkara, hasonloan a szérdshoz, nem elég érzékeny.

2.2.4. Value at Risk (VaR)

A pénziigyi kockazatok értékelésére, illetve kockézati managementben az egyik
legnépszeriibb mérészam a Value at Risk (VaR). Egy adott befektetés VaR-ja «

konfidenciaszinten az a lehetséges veszteség, amelynél tobbet mar csak 1-—
a valosziniiséggel veszithetlink, ahol az @ konfidencia szint 0 < a < 1, de tipikusan 0,95,

0,99 lehet. A VaR tehat nem mas, mint a hozameloszlas kvantilise.
Ha X eloszlasfiiggvénye F,(X) folytonos, a kockaztatott érték definicioja:
Var,(X) = -E (1 - a)

Ha E,(X) nem folytonos, hanem diszkrét, akkor szokasos definialni als6 VaR-t (VaR,)
és felsé VaR-t (VaR?%):

VaR,(X) = —sup{x|E,(X) <1—a}

VaR*(X) = —inf{x|E.(X) > 1 — a}

f(x)

VaR X

4. abra: VaR folytonos siiriiségfiiggvény mellett

Forrés: Varga-Haszonits 1. (2009)
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o—
X
5. abra: VaR diszkrét siiriiségfiiggvény mellett
Forras: Varga-Haszonits 1. (2009)
A VaR el6nyei:

o Kifejezetten a veszteségekre koncentral.

o Tetszdleges eloszlasokra 1étezik.

e A kockazatot pénzveszteségben fejezi ki.
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A VaR hatranyai:

e A szubadditivitasi axioma nem teljesiil, ezért nincsen garancia arra, hogy a portf6lid

kockazati mértéke kisebb az értékpapirok egyedi kockazatok 6sszegénél.
Amennyiben X és ennek kovetkeztében Z eloszlasa szimmetrikus, akkor:
F' 1 - a) = —F;'(a)

Specialisan, ha X normalis eloszlast, Z standard normalis eloszlasu lesz, és ebben az

esetben:

VaR,(Z) = @ 1(a), ahol ®(x) a standard normalis eloszlasfiiggvény, mas néven
hibafiiggvény jelolése. A VaR ebben az esetben konvex lesz, ugyanakkor a VaR-nal nagyobb

veszteségekrol VaR tovabbra sem mond semmit.

Gyakran alkalmazzak a VaR-t a tOkemegfelelés szabalyozasdban illetve a

kockazatmérés ¢és —kezelés gyakorlataban.

2.2.5. Conditional Value at Risk (CVaR)
A Conditional Value at Risk a VaR-nal nagyobb veszteségek atlaga a VaR-t beleérte.

Definialhat6 a VaR-hoz hasonloan az also és felsd értéke az aldbbiak szerint:
CVaR,(X) = —E|X|X < —VaR,(X)],
CVaR*(X) = —E|X|X < —VaR*(X)],

ahol X a vizsgalt befektetés hozama egy adott idéhorizonton.

A CVaR a VaR-hoz hasonléan nem konvex, ezért eléfordul, hogy a diverzifikacio
hatasara novekszik.

A VaR ¢és a CVaR tehat megfelel az 6sszes koherencia axiomanak a szubadditivitast
kivételével. A CVaR tovabba informacidt nyujt a kiugro veszteségekrol is, a cél lehet tehat,
hogy taldljunk egy olyan kockazati mértéket, amely megérzi ez utobbiak eldny0s

tulajdonsagait, ugyanakkor az 6sszes koherencia axiomanak eleget tesz.
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2.2.6. Expected Shortfall
A CVaR-hoz nagyon hasonlé kockazati mérték az ES, azaz Expected Shortfall, amelyet az

alabbiak szerint definialhatunk.
Legyen X egy valoszinliségi valtozd, melynek -eloszlasfiiggvények FE (X). X

ExpectedShortfall-ja a konfidencia szint mellett:
1 1
B (X) = 17— | VaRx@)dp,
Ha az eloszlasfiiggvény nem folytonos, nincs inverze, akkor Fy(p) az altalanositott
F_(p)-vel helyettesitjiik.
X

F_(p) = sup{X|F.(x) < p}.

Erre atlagolunk

ES X
6. abra: Expected Shortfall folytonos eloszlasokra

Forras: Varga-Haszonits 1. (2009)
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Erre atlagolunk

ES X
7. abra: Expected Shortfall diszkrét eloszlasokra

Forrés: Varga-Haszonits 1. (2009)

Belathato, hogy a bemutatott kockazati mértékek koziil kizarolag az ExpectedShortfall
koherens. A szoras, a MAD és a szemivariancia példaul sértik a monotonitas €s a transzlacid
invariancia axiomakat. A VaR és a CVaR viszont monoton, pozitiv homogén ¢és transzlacio

invarians, azonban nem konvex, ezért a szubadditivitas feltételének nem felel meg.
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2.3. PORTFOLIO ELOSZLASANAK MODELLEZESE NEM NORMALIS ESETBEN

A pénzpiaci folyamatok elemzéséhez a normalis vagy Gauss eloszlas feltételezése tobb
szempontbol leegyszeriisitd. A gyakorlatban az arfolyamok és a hozamok ingadozasa ugyanis
tul sok kiugré értéket eredményeznek ahhoz, hogy azok normal eloszlassal realisan leirhatoak
legyenek. A Gauss eloszlds masik gyengesége a szimmetria, mivel a gyakorlati tapasztalatok
szerint a kockdzatelemzéshez aszimmetrikus eloszlasok alkalmazasa ennél joval

realisztikusabb eredményhez vezetnek.

2.3.1. Hatvanyfiiggvény eloszlas

Benoit Mandelbrot matematikus szintén sokat foglalkozott a részvényarfolyamok
viselkedésével (Mandelbrot, 1961). Munkdssaga soran arra jutott, hogy a normalis eloszlasnal
az ugynevezett hatvanyfliggvény eloszlasok sokkal jobban leirjak az értékpapirarak és a
hozamok alakulasat. A hatvanyfiiggvény eloszlasoknal két valtozo, X és Y kapcsolata az

alabbiak szerint irhato le.
Y =ak

Ebben az egyenléségben o egy konstans érték és k a hatvanyfliiggvény Kkitevo.
Mandelbrot szerint a normadlis €s a lognormalis eloszldsok olyan események modellezésére
alkalmasak, amelyekben nincsenek kiugré értékek és nem jellemzdek a szélsdséges
véletlenszertiségek. Ezzel szemben a hatvanyfliggvény eloszlasok alkalmasak a kiugrd
értekek, extrém ingadozdsok modellezésére. A hosszi tavon viszonylag kis ingadozést
mutatd, de mindkét irdnyu kilengésekkel teli érték- és arutézsdei arfolyamok alakuldsdnak
bemutatasara alkalmasabbak a hatvanyfiiggvény eloszlasok.

A hatvanyfliggvény eloszlasoknal joval gyakrabban fordulhatnak elé extrém értékek,
mint a normalis eloszlasoknal, ezért eldbbit alkalmasnak tartjdk az ilyen tipusu arfolyam
ingadozdsok modellezésére. Hatvanyfiiggvény eloszlasoknal, ha az értékpapir hatvanykitevdje
kicsi, akkor az kockazatosabb befektetésnek mindsiil, mivel ebben az esetben gyakrabban

fordulnak el6 kiugré értékek.

2.3.2. Mandelbrot fraktalok

Mandelbrot kutatasai alapjan olyan elmélet latott napviladgot, ahol - szemben a normal eloszlas
alkalmazaséaval - lehetové valt a gyakori arfolyam ingadozasok modellezése. Mandelbrot
r4jott, hogy az ingadozd arfolyamok rendszerét alaposabban megvizsgéalva felfedezhetdk

olyan mintak, amelyek ismétlddd jelleglieck. Az 1970-es években Mandelbrot 1étrehozott egy
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0nall6 matematikai agat, a fraktal geometriat, ahol az eseményeket nem a hagyomanyos
statisztikai vagy matematikai modszerekkel vizsgalta, hanem ugynevezett fraktalok
segitségével. A fraktdl olyan komplex geometriai alakzat, amely onismétld jellegii, vagyis
kisebb részei hasonlitanak a teljes egészre. Osszefiiggést taldlt abban, hogy a
fraktalgeometriai alakzatok és az arfolyamok alakuldsa is az elsé vizsgalat soran teljesen
véletlenszertinek tlinhetnek, de kozelebbrdl vizsgalva kideriil, hogy mégis felfedezhetdk az
1smétld mintak.

Ez utébbi két megkozelitést (hatvanyfliggvény eloszlas illetve Mandelbrot fraktalok) a
portfolio eloszlasok nem normalis esetben torténd modellezésének alternativdjaként mutattuk

be, azonban dolgozatban nem kivanok veliik mélyebben foglalkozni.

2.3.3. Aszimmetrikus eloszlasok, vastag farku eloszlasok
Az aszimmetria kétféleképpen vetddik fel.
1. Az értékpapirok hozamanak modellezésében

2. A portfoli6 hozamanak modellezésében

1. Amikor az értékpapirok modellezését tekintjiik, akkor egy valtozo valdsziniiségi
eloszlasat kell vizsgalnunk. Ezek az eloszlasok nem tekinthet6k szimmetrikusnak (lasd 6.
abra), igy az egyedi kockazatuk modellezésére nem alkalmasak olyan kockazati mértékek,
amelyek szimmetrikusak az 4tlagra nézve. Nyilvan az atlagnal joval kisebb hozamértékek
veszteséget hordoznak, az atlagnal nagyobb értékek pedig kivanatosabbak. Ilyen esetekben a
kockazatot érdemesebb valamely masik mérték hasznalataval szamszerisiteni, alkalmas lehet

példaul a szemivariancia, a VaR, vagy az Expected Shortfall.

Vastag farok: Erds dsszefliggés
az extremitasokkal

A pozitiv kiugrd értékek
dominalnak a negativakkal
szemben

8. abra: Ertékpapirok jellegzetes hozameloszlasa

Forras: Sajat szerkesztés
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2. A portfolid6 hozama egy olyan valdszinliségi valtozd, mely az egyedi hozamok
linearis kombinacidjaként tevodik Ossze. Ezért belathatd, hogy a gyakorlatban nem kdvet
normalis eloszlast, st egyéb mas szimmetrikus eloszlast sem.

Mivel a hozamok egyiittes eloszlasa a valdosdgban nem tekinthetd egyiittes normalis
eloszlasnak, a paronkénti korrelacios egyiitthaté illetve a kovariancia matrix nem fejezi ki
elég jol az Gsszefiiggést (egylittes ingadozast).

Ebben a dolgozatban a kovetkezOkben kitériink a portfolioban 1évd értékpapirok

egylittes eloszlasanak kopuldk segitségével torténd modellezésére.
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3. KOPULAK

3.1. AZELOZMENYEK OSSZEFOGLALASA, A KOPULA ALKALMAZASANAK FELVETESE

A klasszikus portfolio elmélet az egylittes normalis eloszlas feltételével dolgozik. Ennek
alapjan a befektet6k a kockazat csdkkentés céljabol kihasznaljak a diverzifikaciot, vagyis
olyan értékpapirokba fektetnek, amelyek alacsony korrelacidval rendelkeznek. A korrelacio jo
mutatdészama az Osszefliggésnek egyiittes normalis eloszlas esetén, de van néhany komoly

hatranya (Embrechts, 2003):

e X ¢és Y valdszinliségi valtozoknak véges variancidjuk kell lennitik ahhoz, hogy a
korrelacids egyiitthato 1étezzen. Ez nem teljesiil, ha a valdszinliségi valtozonak vastag
farku eloszlasa van (példaul Student 2 szabadsagfokkal)

e Annak ellenére, hogy a fliggetlenség implikalja azt, hogy a korrelacios egyiitthato
nulla, ez forditva nem igaz csak az egyiittes normalis esetben.

e A korrelacidés egyiitthatd nem invarians a monoton transzformacidkra (pl.
lognormalis). Ez azért van, mert nem csak az egyiittes eloszlasoktol fligg, hanem a
peremeloszlasoktdl is, igy példaul a mérési skala megvaltoztatdsa, vagy mas monoton
transzformacioja kihatassal van ra.

e A korrelacios egyiitthatd esetében gyakran eldfordul, hogy egy megfigyelés is nagy

hatassal legyen ra.

Osszegezve a linearis korrelacios egyiitthatd nem tekinthetd robusztus mértéknek. Tehat
érdemes mas Osszefliggési mutatokat, modszereket alkalmazni. Erre McNeil és szerzotarsai

ravilagitottak a 2005-ben irt konyviikben.
A kopula bemutatasa egy rovid példan keresztiil

A Kopuldk segitségével lehetdségiink van a valoszinliségi valtozok kozotti osszefliggések
modellezésére. A Kopula kifejezés elséként Sklar vezette be 1959-ben, mely a latin copulare
kifejezésbdl szarmazik, melynek jelentése csatlakozik, Osszekapcsol, egyesiil. A Kopula
lényege, hogy leirja a tobb valoszinliségi valtozéd kozott fenndlldo kapcsolatot. Sklar
elméletének bevezetése ota a kopulak igen elterjedtek a pénziigyi vilagban (Cerubinni-

Luciano, 2004, Melevergne-Sornette, 2006).
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Az aldbbiakban egy egyszerli példan keresztiil szemléltetjik a kopulak
alkalmazhat6sagat.

Legyen X; ¢és X, két valdszinliségi valtozo. Tegyiik fel, hogy X; informaciét ad
szdmunkra X, alakulasar6l. Vajon X;-b6l mennyi informdciot szerezhetiink X,-re
vonatkozban, azaz milyen a kapcsolat, az egymastol fiiggés a két valoszinliségi valtozd
kozott.

Tegyiik fel az els6 esetben, hogy a két valosziniiségi valtozo két kiilonb6z6 kontinensek
folyojanak vizallasat jeloli. Jelolje X; valoszinliségi valtozd6 az Amerikai Egyesilt
Allamokban New York allamaban 1évé Hudson foly6 vizallasat, X, valdsziniiségi valtozo
pedig a Duna vizallasat jeloli. Ebben az esetben X; és X, fliggetlenek egymastol, azaz X; nem
ad szdmunkra informaciot X, alakuldsarol.

A masodik esetben az eljaras az emberek magassaga és stulya kozotti 0sszefliggés
vizsgalata mintavétel alapjan. Ekkor X; valoszinliségi valtozo jeloli az emberek magassagat és
X, valoszinliségi valtozo jeloli az emberek sulyat. Ebben az esetben az egyik valtozonak az
ismerete informacioval szolgdl a masik valtozordl, tehat Osszefiiggés all fenn kozottik,
mégpedig egy kozepesen erds egylittmozgasrol beszélhetlink, vagyis minél magasabb a
vizsgalt ember, anndl tobb a sulya. A kettd valoszinliségi valtozo kozott kozelitdleg egyiittes
normalis eloszlasrol van szo6, adott, koriilbeliil 0,70 korrelacids egylitthatoval, amelynek
peremei is megkozelitdleg normalisak.

A két valtoz6 kozotti kapesolat pontos meghatarozasadhoz sziikségiink van egy eszkozre.
Tudjuk, hogy minden X; valoszinliségi valtozd megfeleltethetd a peremeloszlas fliggvényével,
mas néven marginalisaval, melyet F;(x) = P(X; < x) jelol. Fontos megjegyezni, hogy a
peremeloszlas fiiggvény nem ad informaciot a kapcsolat milyenségérol.

Az elsé esetben, amikor fliggetlenség van a két valtozo kozott, az egyiittes eloszlas

fliggvény egyszeriien képezhetd a két peremeloszlas fiiggvénybdl.

H(x,y) = F(x) - G(x)

A peremeloszlas fliggvények és a két valdszinliségi valtozo kozotti kapesolat — utdbbi
esetben fiiggetlenség — ismeretében teljes mértékben leirhatd X; és X, egylittes eloszlasa.
Ebbdl lathatd, hogy sziikségiink van egy altalanos modellre, ami alkalmas a peremeloszlas és

a fliggdség ilyen tipusu szétvalasztasara. Ezt a célt szolgalja a kopula.

Visszatérve az elsoként vizsgalt fiiggetlenségi esethez, a fenti kifejezés alapjan a

peremek sajatos eloszlasatol letisztitott 0sszefliggés leképezhetd az aldbbiak szerint.
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Clu,v) =u-v
ahol C a fiiggetlenségi kopula.

A masodik példa esetében, ahol a két valtozo kozott Osszefiiggés van, az egyiittes

eloszlasfiiggvény a kovetkezdképpen néz ki.
H(x,y) = C(F(x),G(x))
ahol Ca normalis kopula.

A kopula fiiggvény meghatdrozza az 0sszefliggés rendszerét a peremektdl letisztitva,
ugy hogy a peremeloszlés fiiggvényeket egyenletes eloszlas fliggvényekkel helyettesitjiik. Az
igy kapott altalanos eset modellként alkalmazhaté a valdszinliségi valtozok egyiittes
mozgasanak vizsgalatahoz. A kopula tehat a valdsziniiségi valtozok kozotti az Gsszefliggés

rendszert fejezi ki.
3.2. A KOPULA DEFINICIOJA ES NEHANY FONTOS KOPULA

A kopula fiiggvény egy sajatos egyilittes eloszlasfiiggvény, amelynek peremei egyenletes

eloszlasok. A kovetkezd alap definiciok Nelsen konyvébdl szarmaznak (Nelsen, 1999)

Definicié: A C:[0,1]*> - [0,1] egy két dimenzids kopula (vagy rdviden kopula), ha

jellemzdéek ra az alabbi tulajdonsagok:

e Mindenu,v € [0,1]-re igaz, hogyC(u,0) = 0 = C(0,v),
e Mindenu,v € [0,1]-reigaz, hogy C(u,1) =uésC(1,v) = v,

e Minden uy, u,, vy, v, € [0,1], u; < u, és v; < v, pontban fennall a
C(uZ, 172) - C(uZ, 171) - C(ul, 172) + C(ul, 171) > 0 egyenlétlenSég.

Az egylittes eloszlas fliggvény és a kopula fiiggvény kozti kapcsolatot a Sklar tétel

hataroz meg. Ezért a Sklar tétel a kopuldk centralis tételének tekinthetd.
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Sklar tétel (Sklar, 1959)

Legyen H(x,y) egy egylittes eloszlas fiiggvény, F(x) és G(y) peremeloszlas fiiggvények.

Ebben az esetben 1étezik egy kopula fliggvény, amelyre igaz a kdvetkezo:

H(x,y) = C(F(x),G(»), (x,y) €R.
Ha F ¢és G folytonos fliggvények, akkor C egyértelmti.

Ebbdl a képletbdl kideriil, hogyan lehet egy C (u, v) kopula fiiggvény és barmilyen F (x)
és G(y) closzlasfiiggvényekkel egyiittes eloszlasfiiggvényt generalni. Az is megfigyelheto,
hogy az egyiittes eloszlasfiiggvény H(x,y) hogyan bonthaté az Osszefiiggés strukturajara,
amit C(u, v) ir le F(x) és G(y) peremeire.

A kovetkezOkben néhany fontos és népszerli kopulafajtat mutatunk be.

3.2.1. A minimum, a maximum ¢és a fiiggetlenségi kopulak

Legyen C (u, v) egy kopula. Ekkor minden (u, v) € [0,1]? pontra igaz, hogy
W(u,v) = max(u + v —1,0) < C(y,v) < min(y,v) = M(u, v),

Minimum kopulanak nevezik W (u,v) = max(u + v — 1,0) kopulat, amely X; és X,

valoszinliségi valtozok tokéletes negativ fliggdségi esete.

5 Wk
0,8 ,%4(7 |
0,7 ,;.1'44{2,/[ |
o /{///’//é{{// |
Y
//4//,/""1'1//
S
X/

0,1

9. abra: Minimum kopula

Forras: Sajat szerkesztés
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Maximum kopulanak nevezik M(u,v) = min(u,v) kopulat, amely X; és X,

valoszinliségi valtozok tokéletes pozitiv fliggdségi esete.

10. abra: Maximum kopula
Forras: Sajat szerkesztés
Egy C (u,v) tetszdleges kopula, amely két valdszinliségi valtozéd kapcsolatat modellezi,
e két feliilet kozott helyezkedik el. Vegylik észre a fenti abrakbol, hogy a két feliilet egy zart

tartomanyt hataroz meg. Minden kopula e kozott a két kopula kdzott huzodik meg.

Ha X; és X, valosziniiségi valtozok fuggetlenek egymastol, akkor a kapcsolatukat a

flggetlenségi kopula hatarozza meg az alabbiak szerint:C (u, v) = uv, u,v € [0,1].

11. abra: Fiiggetlenségi kopula

Forras: Sajat szerkesztés
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Az aldbbi abrdk mutatjdk a 9. 10. és 11. abran szereplé kopulak kiilonbdzo

valoszinliségekhez tartoz6 szintvonalait.

Minimum kopula Maximum kopula
W(u,v) = max(u+v-1,0) M(u,v) = min(u,v)
o _| <
- = a
g - g — 0.8
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g ) g - 0.8
0.5
S :; - 0.4
0.3
o~ o e 0.2
0.1
< _ =g
o o
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 1.0 0.0 0.2 0.4 086 0.8 1.0
Figgetlenségi kopula
P = u*v
=3 N o
] \%
= Q.
o _| eq
= @s ~—
- _| . -Q'-.,:
= bt e e L
~ _] = TR
o - —
T— O]
b —
= T T T T T T
0.0 0.2 o4 0@ 0.8 1.0

12. abra: Kontur diagram: A minimum, a maximum és a fiiggetlenségi kopula szintvonalai

Forras: Sajat szerkesztés

Mint ismeretes az egyiittes normalis eloszlas gyorsan lecseng, vagyis a nagyon nagy
értékek illetve a nagyon kis értékek egytittes bekovetkezésének a valoszinilisége erdsen kozelit
a nulldhoz, ezért nem megfeleld az extrém esetek modellezésére.

A kopulak egyik f6 erdssége hogy képesek ettdl kiilonbozo extrém eseteket modellezni,

illetve a nem szimmetrikus eseteket is.

3.2.2. Also és felso extremitasokban valo osszefiiggések jellemzése
Tegyik fel hogy F(x) =PX <x), G(y) =P(Y <y) két folytonos peremeloszlas
fliggvény.

Az alabbi két hatarértékkel jellemezziik a felsd extremitdsokban vald Osszefliggést,

illetve az alsé extremitasokban val6 6sszefiiggést.

Ay =1lim P (Y > G I]X > F'(w)

u<1i

31



Ay=1lim P (Y <G |X < F' (W)
u>0
Amennyiben a fenti értékek kiilonboznek nullatél, also-, felsé, vagy mindkét féle
extremitasban valo Osszefiiggés fedezhetd fel. Extremitasban vald Osszefliggés érzékletesen
azt jelenti, hogy ,,vastag farkt” eloszladsokrol van szd, amelyben az extrém estek egylittes
bekdvetkezése nem elhanyagolandd (nem nulldhoz kozeli) valoszintiséggel kovetkeznek be.
Ezt a normalis eloszlas nem teljesiti, mivel ott elég hamar cseng le az egyiittes eloszlas,

viszont példaul a kis szabadsagfokt Student eloszlds ezt mar jobban képes modellezni.

A kétvaltozos kopula esetében C(u, v), Ay és A, az alabbiak szerint irhato fel.

o 1-2u+C(uuw)
AU=11m

u-1 1—u
u<i

Osszegezve, egy egyiittes eloszlasfiiggvény modellezésnél érdemes figyelembe venni az
extremitasokban vald viselkedést. Ha ezt mintabol akarjuk tenni, megfeleld nagy mintara lesz
sziikségiink, vagy fel kell hasznalnunk eldzetes szakértéi informdaciot az Osszefiiggések

milyenségérol.

3.2.3. Gauss és t kopula
A Gauss kopula és a Student t kopula két implicit kopula, mivel nem lehet explicit kifejezni,
csak az alabbi integralos formulakkal.

A Gauss kopula 2004-ben igen elterjedt a pénziigyi vilagban.

A Gauss kopula definidlhatdé kétdimenzids normalis eloszlassal, ekkor a

kovetkezOképpen néz ki.

o7 l(w) o7I(v) 1 _xz—pxy—y2
Cu,v;p) = P2(d1(w),d 1(v)) = j f ——————¢e 20-, dxdy
P( ) —0 -0 27'[\/ 1-— p2
ahol ®(x) az egyvaltozos normalis eloszlasfiiggvényt, és CDf, (x,y) a kétvaltozés normalis
eloszlas egyiittes eloszlasfiiggvényét jeloli, mely standard normalis peremekkel rendelkezik, a

peremeloszlasok kozti p korrelacidval.
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Fels6 extremitasokkal és az als6 extremitasokkal vald Osszefliggést a Gauss kopula

esetében az alabbi fliggvény irja le.

A, =2y =2 lim cb(x*’l_p):o
X—>—00 /1+p

Ez azt jelenti, hogy a valtozok extrém értékei fiiggetleniil jelennek. Minél magasabb a

korrelacids egylitthatd, annal nagyobbak azok az extrém értékek, amelyek kozott 1étre jon a

fliggetlenség.

A Student t kopula fiiggvénye pedig a kdvetkezéképpen néz ki.

1 1
1= p2 X2-pxy+y* 1+
P (1+ —p?) ) 2

ty (W) ty (V)
Cwvipn) =gt e)= [ dxdy
—00 —00 T

ahol t,(x) a t-closzlas v szabadsagfokkal, és t;%,v (x,y) jeloli a kétvaltozos t eloszlas egyiittes
eloszlasfiiggvénye a peremeloszlasok kozti p korrelacioval, t,”1 az inverz egydimenzids
Student eloszlas, amelynek varhato értéke 0 és szorasa usz a szabadsagfok fiiggvénye.

A Student eloszlasban megjelenik egy 1) paraméter, a Gauss kopuldhoz képest, a
szabadsagfok, amely szabdlyozza az extremadlis értékek egylittes bekovetkezését. A
szabadsagfok novelésével csokken az egylittes extremalis valdszinliségek bekovetkezése. (Ez
varhatd mivel megkdzeliti a normalis eloszlast.)

Fels6 extrémitasokkal és az alsé extrémitasokkal valo Osszefiiggést a Student t kopula

esetében az alabbi fliggvény irja le.

fl—p
A=Ay =2t | Vv +1 1+p)

ahol t,,, jeloli az eloszlasfiiggvényét egy egyvaltozos v + 1 szabadsagfokkal rendelkezd
Student t eloszlasnak. Minél nagyobb a korrelacios egyiitthato, és kisebb a szabadsagfok,

anndl erésebb az extremitasokban vald Osszefiiggés.

3.2.4. Arkhimédeszi kopulak
Az Arkhimédeszi kopuldk fontos paraméteres kopulacsaladok, amelyeket egy ugynevezett

generald fliggvény segitségével generalunk.

El6szor definialjuk a generalo fiiggvényeket a kovetkezoképpen.
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Legyen @: [0,1] - [0, o] egy folytonos, szigoruan csokkend fiiggvény, ugy, hogy:

@(1) = 0¢s p(0) = oo.

A general¢ fliggvény segitségével definidlhatok az Arkhimédeszi kopulék.

Definicié: A C:[0,1]2 > [0,1], C(w,v) = ¢ () + ¢(v)) Arkhimédeszi kopula
@ generatorfliggvénnyel 4ll eld, amennyiben a fent definialt ¢ (x) fliggvény konvex.

Az Arkhimédeszi kopulak tobb csaladja is ismert, ezek koziil a legnépszeriibbek a

Gumbel, a Clayton és a Frank kopuldk. Az aldbbiakban bemutatjuk ezeket a

kopulacsaladokat, amelyeket a general6 fliggvények és a paraméterek hatdroznak meg.

A Gumbel kopula
A Gumbel kopula a kdvetkezdképpen néz ki:

1
2]

)

CS (u,v) = e [(-mw +(=mv)°] 1<0<ow

A Gumbel kopula generatorfliggvénye:
p(®) = (—Int)°

1
Fels6 extrémitasokkal vald Osszefiiggését: Ay = 2 — 26 irja le. Ha a 6 paraméter 1-hez
tart akkor, a kopula a fliggetlenségi kopuldhoz tart, ha pedig oo-hez tart akkor teljes
Osszefiiggési kopuldhoz tart.

Ci=1;,¢c¢=M

Ebbdl az kovetezik, hogy ez a kopula a fiiggetlenségi ¢s a maximalis kopula kozott

talalhat6, mivel a paraméter hataresetei éppen ezeket a kopuldkat hatarozzak meg.

A Clayton kopula
A Clayton kopula a kdvetkezdképpen néz ki:

-1
Cgc(u, v) = (u“9 +v7f — 1) o, 6 € [0,)

34



A Clayton kopula generatorfiiggvénye:

t—@

0

p(t) =

-1
Alsé extremitasokkal valo Osszefiiggését: A, = 26 irja le.

Cg =1, CE=M

A Frank kopula
A Frank kopula a kovetkezéképpen néz ki:

(e —1)(e7% — 1)>’

e 9 -1

1
Cg(u,v)=—51n<1+ 6 € R — {0}

A Frank kopula generatorfiiggvénye:

—91:_1

) = —In’
PR = ne‘9—1

Felso, illetve extremitasokkal vald osszefliggését: Ay, = A, = 0 irja le.
CEf, =W; C(f:l'l; CE=Mm

3.3. OLYAN KET DIMENZIOS ELOSZLAS SZIMULACIOJA, AMELY BEMUTAT

KULONBOZO OSSZEFUGGESI STRUKTURAKAT UGYANOLYAN KORRELACIO MELLETT

Ebben a részben révilagitunk szimulalt példakon keresztiil, milyen kiilonbségek lehetnek
egyiittes eloszlasok kozott, amelyek peremeloszlasai ugyanazok, és korrelacios egytitthatojuk
is azonos. Ezek a példak kidomboritjdk az Osszefliggés hatasat a kiilonbozo eloszlasok
esetében, ¢és igy a kopuldk jotékony hatdsat a kétdimenzios egyiittes eloszlasok

modellezésében.

Példak ugyan olyan korrelacios egyiitthatoja eloszlasokra normalis illetve nem normalis
esetben
a) Ugyan olyan peremeloszlasu es korrelacios egyiitthatéval rendelkezé normalis és Clayton
eloszlasu egyiittes eloszlasok jellemzése
A két peremeloszlas normalis eloszlast kovet X~N(10;2) illetve Y~N(15;3). A
korrelacids egyiitthatd a két valtozd kozott R=0,643. Ezeket a peremeloszlasokat

behelyettesitve a Gauss kopuldba egy egylittes normalis eloszlast kapunk R paraméterrel.
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Ugyanezeket a peremeket behelyettesitettiik egy Clayton kopuldba, amelynek a paramétere
0 = 1,84. Az igy kapott egyiittes eloszldsokbol generaltuk a pontokat a 13. és a 14. 4bran.

13. abra: Normalis fiiggéség 14. abra: Clayton fiiggoség

Forras: Sajat szerkesztés Forras: Sajat szerkesztés

A 14. dbrdban nagyon jol latszik, hogy nem szimmetrikus, nem ellipszis jellegli (ami a
normalis eloszlasra utal) és az alsé extrémitasban erdsebb dsszefiiggés jelenik meg, mint a 13.
abran.

Ha csak az dsszefiiggést akarjuk elemezni, az egyiittes eloszlast letisztitjuk a peremek
sajatos eloszlasatol egyenletes eloszlassal helyettesitve azokat. A kopula stiriségfiiggvénybdl

generalunk pont felhdket a normalis illetve a Clayton kopula esetében (15. abra és 16. abra).

0.0 0.2 04 Qs Q8 10 12

e

15. abra: Gauss kopula 16. abra: Clayton kopula

Forras: Sajat szerkesztés Forras: Sajat szerkesztés
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b) Ugyan olyan peremeloszlasu es korrelacios egyiitthatoval rendelkezé normalis és Gumbel
eloszlasu egyiittes eloszlasok jellemzése

Ebben az esetben is a két peremeloszlas normalis eloszlast kovet X~N(10; 2) illetve
Y~N(15;3). A korrelacidos egyiitthatd a két valtozd6 kozott R=0,643. Ezeket a
peremeloszlasokat behelyettesitve a Gauss kopulaba egy egylittes normalis eloszlast kapunk R
paraméterrel. Ugyanezeket a peremeket behelyettesitettiik egy Gumbel kopuldba, amelynek a
paramétere 6 = 1,84. Az igy kapott egylittes eloszlasokbol generaltuk a pontokat a 17. és a
18. abran.

A 18. abraban jol észrevehetd, hogy nem szimmetrikus, nem ellipszis jellegli (ami a
normalis eloszlasra utal) és a felsd extremitasban erdsebb Osszefiiggés jelenik meg, mint a 17.

abran.

17. abra: Normal fiiggoség 18. abra: Gumbel fiiggoség
Forras: Sajat szerkesztés Forras: Sajat szerkesztés
Ha csak az 0sszefliggési struktirat akarjuk elemezni, az egyiittes eloszlast letisztitjuk a
peremek sajatos eloszlasatol egyenletes eloszlassal helyettesitve azokat. A kopula
stirliségfliggvénybdl generalunk pont felhdket a normalis illetve a Gumbel kopula esetében

(19. ébra és 20. abra).
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19. abra: Gauss kopula 20. abra: Gumbel kopula

Forras: Sajat szerkesztés Forras: Sajat szerkesztés
3.4. OSSZEFOGLALAS

A valoszinliségi valtozok kozotti dsszefiiggésének jellemzésére és modellezésében a kopulak

alkalmazasanak szamos elonye van:

e A kopulakkal lehet6ség van nem linearis fliggdségek modellezésére.

e Lechetdséget nyujtanak az 6sszefliggés €s a peremek kiilonvalasztasara.

e Barmilyen peremeloszlas esetén alkalmazhatok.

e Az extrém esetek modellezésére is jol alkalmazhatok, mivel képesek vastag

extremitasu eloszlasok modellezésére is.

38



4. ,,GOODNESS OF FIT” — ILLESZKEDES JOSAGANAK TESZTELESERE
ALKALMAZHATO MODSZEREK KOPULAK ESETEBEN

Az aldbbiakban bemutatunk néhdny modszert az illeszkedés josaganak tesztelésére, melyek
kopuldk esetében alkalmazhatok. Ezek és mas moddszerek Osszehasonlitisa a Berg (2007)
cikkében talalhatok.

Legyen C a mintdhoz illesztett tobbdimenzios kopula. Tegytik fel, hogy meg szeretnénk

vizsgalni az illeszkedés josagat.
A hipotézisek a kovetkezok:
Hy=C€eC={Cyh0 €O}
Hy=C&C={Cyp;0 €O}
ahol © a paraméter értékkészlete.

Az egyvaltozds eloszlasok esetében az illeszkedés josdganak vizsgalatdhoz
hasznalhatjuk az Anderson-Darling tesztet (Anderson — Darling,1954) vagy a QQ diagramot.
Tobbdimenzids esetben kevesebb lehetdségilink van. A legegyszeriibb modja a tobbdimenzids
valoszinliségi valtozok esetében torténd illeszkedési vizsgalatnak a khi négyzet proba.

A mobdszerek elsdsorban abban  kiilonboznek, hogy hogyan torténik a
dimenzidcsokkentés. Egyvaltozds esetben gyakran hasznaljak a standard egyvaltozos
statisztikdkat, mint példaul a Cramer egylitthaté szamitds vagy a Kolmogorov-Smirnov féle
kétmintas proba.

A kopula esetében az illeszkedés josaganak a tesztelésénél csak a kopula
illeszkedésének josagara vagyunk kivancsiak. Ebben az esetben nem vagyunk kivancsiak a
peremek eloszladsara. Ehelyett az adatok rangsoroldsaval végzett tesztelés a megfeleld
megoldas. Tegylik fel, hogy rendelkezésiinkre 4ll egy n elemi minta
X1 = (X1, s X10)s s X = (Xp1y o) Xpg) amit egy d-dimenzios véletlen X vektorbol kapunk.

A beavatkozas az tugynevezett a Z proba vetkorbol vett probamintdkon alapul z; =

(le, ""Zld)’ ey Zn s (an, ...,an), ahol

R; R;

zj = (Zjl’ ---ijd) = (n -|- 1' '"’Tl -]i' 1>’
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ahol Rj; a rangja az x;; valtozonak (X1, -, Xp;) intervallumon. A tort nevezdjében (n + 1)-et
hasznalunk n helyet, hogy elkeriiljiik a [0,1]¢ hatirokon megjelené numerikus problémakat.
Az 6sszes perem ilyen mddon torténd transzformacidja gyakran elvezet az empirikus perem
transzformacidhoz. Adott fliggetlen valtozok (xy,...,x,) és a probamintak (zy,...,z,) a C
kopula mintajanak tekinthetok. Megjegyzendd, hogy a rang transzformacié fliggdséghez
vezet, igy a probamintank (zy, ..., Zz,) nem tekinthetd fiiggetlennek. Sziikség van tehat egy

paraméter becslési eljarasra, hogy megbizhat6d P érték becslést kapjunk.

Egy alap kiindulépont a Rosenblatt transzformacio

A Rosenblatt transzformacié (Rosenblatt, 1952) adott fiiggd valtozok halmazat fliggetlen
valtozok U[0,1]halmazava transzformalja, melyet a tobbdimenzids eloszlas hataroz meg. Ez a
transzformacié univerzalisan hasznalhato fliggetlen valtozobol torténd ismert eloszlasu

fiiggetlen valtozok U[0,1] 1étrehozasahoz.
A Rosenblatt transzformacio6 definicidja

Legyen Z=(Zy,..,Z;) egy Véletlen vektor F;(z;) perem eloszlasokkal ¢&s

Fiy1.i-1(Z; £ z|Zy = zy, ..., Z;—1 = z;_,) feltételes eloszlasokkal i = 1, ...,d.
Z vektor Rosenblatt transzformaciojat R(Z) = R,(Z,), ..., R4(Z;) adja meg, ahol
R1(Z1) = P(Z1 < z; = Fi(2),

Ry(Zy) = P(Zy < 232y = 21 = F2|1(Zz|Z1);

Ra(Zy) =P(Zyg < 24lZ1 =21, ..., Zg—1 = Zg—1 = Faj1..a-1(ZalZ1, .., Zg—1)-

Ebben az esetben a V =1V, ...,V,; véletlen vektor, ahol most az R;(Z;) az U[0,1]¢

véletlen valtozo.

Els6 mddszer — a diszkrét kopula alkalmazasa
Az els6 modszer, amit itt megemlitiink a Genest (2008) modszere, ami a diszkrét kopulat
alkalmazza.

Genest ¢és Rémillard (2008) a kopula eloszlas fliggvényét ajanlja a dimenzidk

csokkentéséhez. Az alabbiakban bemutatott modszerek a diszkrét kopulara épiilnek.
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n

R 1

C(u) = — 121{21-1 S Uy, ., Zjg < Uq)
=

Ahol u = (uy,...,uy) € [0,1]¢. A diszkrét kopula a P(Z; < uy,..,Zy <uy) megfigyelt
gyakorisaga. A modszer azon alapul, hogy 6sszevetjiik a € (z)-t egy becsiilt C a(z)-vel. Ez egy
nagyon természetes megkozelités, azt figyelembe véve, hogy barmely masik tobbdimenzids
illeszkedésvizsgalat a diszkrét €s a null hipotézis eloszlas fliggvénye kozotti eltérést
vizsgalatan alapul. Genest és szerzOtarsai szerint, mivel ez egy nem paraméteres modszer, a C

mutatd fejezi ki a legjobb modon a kopula illeszkedésének josagat.

A Cvm statisztika ebben az esetben

f=n|  (6()-Ca&))
[0,1]%

Masodik mddszer — a Rosenblatt transzformacio felhasznalasa
A kovetkezé modszert ugyancsak Genest és szerzOtarsai vezették be és ez a modszer
felhasznalja a Rosenblatt transzformaciot.

Genest és szerzOtarsai az elobbi megkozelités alkalmazasat ajanljak a V = R(Z)
vektorra. Ezek utan érdemes 6sszehasonlitani C(v)—t a fiiggetlenségi kopulaval, amit C, (V)
jelol.

n

f,=n f (Cw-c L@ acm =Y {Ew)-c L w)f
[0,1]4 1

j:

Harmadik mddszer — a Kendall tau mutato tesztelése

A kovetkez6 modszer a Kendall tau 0sszefliggési mutatdt hivatott tesztelni. Genest és Rivest
(1993), Wang ¢és Wells (2000), Savu és Trede (2004) és Genest és szerzdtarsai (2006) a
Kendall tau 6sszefiiggési mutato K(w) = P(C(Z) < w) alkalmazasat ajanljak az illeszkedés

josdganak mérésére.
Az S, teszt a kovetkezd megfigyeld fliggvényre épiil.
Sa(w) = P{C(Z) < w}, w € [0,1]

Ahol Z egy probavektor. A null hipotézis alapjan S,(w) = S,5(w) ami kopulaval

fejezheto ki. A megfigyel6 fiiggvény S,empirikus valtozata a kovetkezéképpen néz ki.

41



§4(W) =

1 v
n+1ZI{C(zj)5w}
j=1

A Cvm statisztika az alabbi.

n . . 2

T,=n L1{§4(W) - 54,§(W)}2 dS,(w) = Z {S“ <n -]I— 1) ~ 540 <n -]I- 1>}

j=1

Negyedik mddszer — a Spearman Kkorrelacios egyiitthaté tesztelése

A kovetkezé modszer a Spearman korrelacios egyiitthatot teszteli. Quessy é€s szerzoOtarsai
(2007) a Speraman féle egyiitthaton L,(w) = P(Z;Z, < w) alapuld kétdimenzids kopula
illeszkedésének tesztelésére alkalmas modszert ajanlanak. Megjegyzendd, hogy L,(w) =
P(C,(Z1,Z,) < w). Ebben az esetben a torténé d dimenziora vald kiterjesztés Ly(w) =

P(C,(Z) < w) ésaz S5 az az alabbi.
Ss(w) =P{C,(Z) < w}, w €]0,1]

Ahol Z a proba vektor. A null hipotézis alapjan Ss(w) = S;5(w) ami kopulaval

fejezheto ki. A teszt S5 empirikus valtozata a kovetkezéképpen néz ki.

Ss(w) = — 12 1{C,(z;) < w}

j=1

A Cvm statisztika az alabbi.

e =S 0= 31 () 0 )
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5. HOGYAN KERULT A GAUSS KOPULA A PENZUGYI ELEMZOK
ASZTALARA?

Li Xianglin (késébbi nevén David X. Li) Kinaban sziiletett, 1960-ban. Megszerezte a
kozgazdasz diplomat majd Kanadaban tovabb tanult és biztositési teriileten szerezte meg a
PhD-t. A pénziigyi karrierje 1997-ben kezd6dott a Canadian Imperial Bank of Commerce
nemzetkdzi piacok osztalyan.

Eszrevette a hasonlosagot, kockazat kozott, ami a csoportos életbiztositasoknal
keletkezik és a CDO-k* (collateralised debt obligations), magyarul adodssagfedezetii
kotelezettségek kozott, €s a felvetette a modellezés sziikségességét.

2000-ben partner lesz a J.P. Morgan's kockazatelemzés egységnél, majd 2003-ban a
Credit derivatives research at Citigroup-nak lesz a vezérigazgatdja. 2004-ben a Barclays
Capital-nal vezeti a Credit quantitative analytics csoportot.

Li cikke "On Default Correlation: A Copula Function Approach" 2000-ben jelent meg,
amelyben el0szor alkalmazzak a Gauss kopulat a CDO-k modellezésére, mely munkaja
nyoman a Gauss kopula hamarosan egy elfogadott és népszerii eszkoze lett a pénziigyi
intézeteknek. Ezzel modellezték értékpapirok kozotti kapcsolatokat. A CDO-kra alkalmazva
lehetdvé tette az matematikailag pontosan kivitelezhetd bearazast j6 néhany befektetésnek,
amit elétte a komplexitasuk miatt nem lehetett bearazni, mint példaul a jelzaloghiteleket.
Késobb, a pénziigyi krizis utan ezért Jones Sam a 2009 aprilis 24-én megjelend Financial
Times folyoiratban "a vilag legbefolyasosabb aktuariusanak™ nevezte.

A pénziigyi krizis utani matematikaban ezt a modellt erésen hibasnak tartjak, feleldsnek
a torténtekért és "Recipe for disaster"-er névvel illetik (Salmon, 2009). Nassim Nicholas
Taleb, egy kdzgazdasz matematikus konyvet ir, amiben nagyon keményen biralja a modellt és
minden rossznak az eredetének itéli. ,,Az emberek nagyon izgatottak a Gauss kopulaval
kapcsolatban annak matematikai elegancidja miatt, de az igazadbdl soha nem miikodott. Az
értékpapirok kozotti kapesolat nem mérhetd a korrelacioval. Barmi, ami a korrelaciot veszi
alapul, nem mas mint sarlatansag.” Tovabba azt gondolja, hogy a mult adatai alapjan nem

lehet elég jol kovetkeztetni a jovore.

2 A CDO-k olyan értékpapirok, amelyek mogott mas befektetések, példaul jelzaloghitelek vagy kotvények allnak
fedezetként. A CDO lehet6vé teszi, hogy mas befektetések egybecsomagolasa révén uj értékpapir j6jjon létre.
(Meissner, 2008)
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Taleb konyve (Taleb, 2007) nagy hirnévre tett szert, 36 hetet toltott el a New York
Times bestseller listajan €s 32 nyelven jelent meg. Elérte miivével, hogy az emberek, akik a
valsag kovetkeztében rosszul jartak, mar nem a pénziigyi intézeteket okoltdk a kialakult
helyzetért, hanem a Gauss kopulat és David X. Li-t.

Allitolag Li tisztaban volt a modell hataraival, mivel 2005-ben kijelentette "Nagyon
kevés ember érti a modell 1ényegét.,, Li a kovetkezoket is irta a modellrdl: "A szoban forgd
kopula az egyszerliségével nyerte el nagy népszerliségét... Ugyanakkor kevésbé van
megtamogatva az ismert pénziigyi gazdasag elméletével... Alapvetéen egy hitel portfolio
modellt allitottunk eld biztos hitelportfolio elmélet nélkiil.”

A sok tamado kozott, akadt, aki védelmére kelt. Kai Gilkes a CreditSights-ban azt irja
Li-t nem lehet hibaztatni, annak ellenére, hogy O talalta fel a modellt, azok a bankarok a

hibésak, akik, rosszul értelmezték és rosszul alkalmaztak azt.” (wikipedia.org, 2013)

A Gauss kopula védelmében

A matematikai modellek, amiket a matematikusok ¢és kozgazdaszok folépitettek, csak
kozeliteni probaljak a valdsagot, amely “zavaros” ¢és komplex. A modellek haszndlatdban
fontos, hogy tisztdban legylink annak korlatossagéaval €s gyengeségeivel.

A Gauss kopula arra lett alkalmazva, hogy Osszefliggéseket fejezzen ki bizonyos
feltételek mellett. Példaul értékpapirok egyiitt ingadozasa esetén. Ez persze altalanosan nézve
értelmetlen, hisz a piac mozgésatdl fiiggden a pozitiv korrelacid atvaltozhat negativ
korrelaciova. Ez ugyanakkor nem jelenti azt, hogy folosleges a Gauss kopulat hasznalni, ha
tisztazzuk a feltételeket, ami alatt miikodik. Ennél sokkal bonyolultabb modell esetében is,
amelyet olyan feltétel mellett épitiink meg, hogy nem vessziik figyelembe példaul a hazarak
esését orszagos szinten, akkor a modell nem tudja kivédeni, nem tud felkésziteni az ellen,
amit ez a tény maga utan vonz.

2001-ben a cégek egymas utan kezdték el hasznédlni Li Gauss kopulas formulajat,
elészor a Moody’s majd mas nagy pénziigyi kockéazatokat elemz6 intézetek is, mint példaul a
Standard & Poor’s. A Gauss kopula a hasznalatdval nem szamoltak az extremalis események
valoszinliségének a bekovetkezésével. Emiatt elég nagy meggondolatlansag lenne a Gauss
kopuldkat hibaztatni, s6t mi tobb a matematikai modelleket altaldnosan. Inkdbb azok az
ugynevezett szakemberek voltak hibasak, akik kizarélag ezt a modellt alkalmaztak.

Sajat véleményem a Gauss kopularol, hogy tisztdn latva a gyengeségeit olyan
modelleket lehet ebbdl kiindulva épiteni, amelyek bizonyos mértékig hivatottak a

gyengeségek orvoslasara. Példaul a korrelaciot egy ido fliggvényeként tekinteni és egy

44



sztochasztikus folyamatként modellezni. Roviden fogalmazva “ne Ontsiikk ki a gyereket a
kadban 1évé vizzel egyiitt”. Ezt azért is igy gondolom, mert sok nem hozzaértd pénziigyi
ember a kopula fliggvényeket altalanossagban itél el, a Gauss kopula meghurcolt multja miatt,

pedig rengeteg kiaknazatlan lehetdség rejlik benniik.
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6. SZIMULACIO GUMBEL ILLETVE GAUSS KOPULA SEGITSEGEVEL

Ebben a részben két adott portfoliot fogunk Gsszehasonlitani, kockazati szempontbol. A két
portfolidt csak az dsszefliggési rendszer kiilonbozteti meg.

Az egyszertiség kedvéért az értékpapirokat két darab normalis eloszlassal modelleztiik:
X~N(10,2) illetve Y~N(15,3). A portfolionkat ugy tervezziik, hogy a rendelkezésiinkre allo
toke felét az egyikbe fektetjiik a masik felét a masodikba.

Elészor feltessziik, hogy a két értékpapir egyiittes eloszlasa normalis adott korrelacios
egyiitthatoval, majd gy, hogy az Osszefiiggés Gumbel kopula altal van megadva. Ahhoz,
hogy elemezni tudjuk a két portfolidt csupan az Gsszefiiggés szempontjabdl (mennyire szamit
az Osszefiiggés), mindkét esetben ugyan olyan a korrelacids egyiitthatdé mellett kell

dolgoznunk, ¢és természetesen ugyan olyan peremeloszlasok mellett.

Egyiittes normalis eloszlas generalasa adott korrelaciés egyiitthatoval és adott
peremeloszlasokkal

Eldszor generaltunk egy adott korrelacios egyiitthatos 2-dimenzids egyiittes normalis eloszlast
amely a ,,Cornorgen”,” programmal késziilt. Ennek peremei standard normélis eloszlastak.
Ahhoz, hogy a kivant paraméterekhez jussunk, a peremeket megfeleloképpen transzformaljuk
(Szorassal megszorozzuk, majd hozza adjuk az atlagot). Az 0j peremek kozott megmarad a

korrelacios egyiitthato.

Egyiittes eloszlas generalasa, Gumbel kopula segitségével, adott korrelacios
egyiitthatoval és adott peremeloszlasokkal

A Gumbel kopula 6 paramétere kifejezheté a 7 Kendall paraméter segitségével a
kovetkezOképpen: 8 = i

Majd felhasznaljuk a korrelacios egylitthatd és a Kendall kozotti Osszefiiggést p =

. A
sin (Z¢)
2

? Szantai Tamas Professzor programja.
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Felhasznaltuk tovabba a Gumbel siiriségfiiggvényt, amit derivalassal kapunk a kopula

eloszlasfiiggvényébdl az alabbiak szerint.

5%C(u,v)

Clwv) = Sudv
= C(u,v)(uv)"*((~logv)? + (—log v)‘s)_z%(logulog v)o1

x {1+ (6§ — 1)((—logw)® + (—logv)®)~1/%}
Tobb dimenzidban ezt példaul a Mathematica programcsomaggal lehet megtenni.

Ebbdl a siirliség-fliggvénybdl generaljuk a Gumbel egyiittes eloszlast egyenletes
eloszlasu peremekkel a [0; 1]-en. Ezeket a peremeket majd kivant normalisra

transzformaljuk.

Szimulacio, eredmények, elemzés
A kutatasunkhoz a szimulaciét harom kiilonbozé korrelacios egyiitthatd esteében készitjiik:
0,68, 0,75, illetve 0,92-t.

A kockazatot két fajta mutatoval jellemezziik, amelyek az aszimmetrikus eloszlasok
esetében is jol alkalmazhatok (a szordssal ellentétben). Az egyik a VaR, a masik, pedig az
Expected Shortfall. Mindkét kockazati mutatdt ismertettiik a 2. fejezetben (2.1.4. és 2.1.6.
alfejezetek).

A tablazatokban (1.-6. tablazat) az elméleti rho, az elméleti eloszlas korrelacios
egylitthatdjat mutatja, amibdl szimulaltuk a mintdnkat. A ,,szim rho” pedig a szimulalt
mintabol szamolt korrelacios egylitthatot.

Mivel az egyik eloszlast Gumbel kopula segitségével generaltuk ezért a ,,nagy értékek”
kozotti Osszefliggésének hatasat akarjuk jellemezni a VaR illetve Expected Shortfall
segitségével. Ezeket. Ezeket két a valdszinliség esetében fogjuk nézni @ = 0,05 és a = 0,01
esetében. Ha 0sszehasonlitjuk a két a-nak megfeleld tablazatok, mindegyik esetben (Gumbel
illetve normalis) a = 0,05-hoz tartozo tablazatok elemi kisebbek a a = 0,01 tablazathoz

tartozd elemeknél. Ez természetes és nem meglepd.
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Most hasonlitsuk 0ssze a kiilonbdz6 rho korrelacids egyiitthatokhoz tartozd VaR illetve

Expected Shortfall-t, a Gumbel illetve normalis 0sszefiiggés esetén.

1. tablazat: VaR és Expected Shortfall Gumbel osszefiiggés esetén, 0,05 alfaértéken
Gumbel alfa=0,05

Elmrho 0,68 0,75 0,92

Szimrho  0,686942 0,731075 0,886061
VaR 16,41929 16,33185 15,35791
Exp short 17,50928 17,40609 16,42112

Forras: Sajat szimulalt adatok

2. tablazat: VaR és Expected Shortfall normalis osszefiiggés esetén, 0,05 alfaértéken
Normalis alfa=0,05

Elmrho 0,68 0,75 0,92

Szimrho  0,676267 0,744016 0,922085
VaR 16,28229 16,35825 16,60724
Exp short 17,23341 17,32458 17,5664

Forras: Sajat szimulalt adatok

3. tablazat: VaR és Expected Shortfall Gumbel 6sszefiiggés esetén, 0,01 alfaértéken
Gumbel alfa=0,01

Elmrho 0,68 0,75 0,92

Szimrho  0,686942 0,731075 0,886061
VaR 18,24643 18,08909 17,03013
Exp_short 19,12219 18,98941 18,07196

Forras: Sajat szimulalt adatok

4. tablazat: VaR és Expected Shortfall normalis osszefiiggés esetén, 0,01 alfaértéken
Normalis alfa=0,01

Elmrho 0,68 0,75 0,92

Szimrtho  0,676267 0,744016 0,922085
VaR 17,80268 17,95052 18,14162
Exp short 18,621  18,72104 18,99044

Forras: Sajat szimulalt adatok
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Vegyiik észre, hogy p = 0,65 esetében a VaR ¢és az Expected Shortfall is magasabb a
Gumbel kopula esetében, mikézben a magas p = 0,92 esetében magasabbak a Normalis
kopula esetében.

Itt az a jelenség jon létre, amit a Gauss kopula esetében Embrechts a kovetkezéképpen
jegyzet meg: “Regardless of how high a correlation we choose, if we go far enough into the
tail, extreme events appear to occur independently in each margin.” (Embrechts —Lindskog —
McNeil, 2003). Vagyis minél nagyobb a korrelacios egyiitthato, annal kijjebb kell menni az
eloszlas extremitasaba, ahol az értékek a fiiggetlenséghez kozelitenek.

Hogy ezt a feltevést ellendrizziik p = 0,75 esetére, kiszamoltuk a portfolio kockazatat
leiré két mutatét o = 0,001 és a = 0,0005 esetében, tehat ritka események esetében. Az

eredményeket az 5. és a 6. tablazat szemlélteti.

S. tablazat: VaR és Expected Shortfall Gumbel és normalis Gsszefiiggés esetén, 0,001 alfaértéken

rho =0,75 alfa=0,001
| Gumbel Normalis ‘
|VaR 20,9218138 20,13870611 ‘
|Exp_short 20,263771 20,21584155‘

Forras: Sajat szimulalt adatok

6. tablazat: VaR és Expected Shortfall Gumbel és normalis osszefiiggés esetén, 0,0005 alfaértéken

rho=0,75 alfa=0,0005
‘ Gumbel Normalis ‘
‘VaR 21,2676756 20,08973871 ‘
‘ Exp _short 20,6760664 20,10171549 ‘

Forras: Sajat szimulalt adatok

Ebbdl lathatjuk, hogy ha eléggé ritka esetekre koncentralunk, azaz a elég kicsi, akkor a
normalis eloszlasbol kapott portfolio, VaR illetve Expected Shortfall értéke kisebb, mint a

Gumbel eloszlasbol. Ahhoz, hogy ezeket szimulacionkbol értelmezni tudjuk elég nagy

szimulaciora volt sziikségiink. A dolgozatban n = 10 000 nagysagi mintat szimulaltunk.

Kovetkeztetések
Amikor a korrelacios egylitthatd elég magas, akkor a normalis eloszlas jol modellezi az
egylittes eloszlast és nem érdemes mas eloszlast alkalmazni, amikor a korrelacids egyiitthatd

kozepesen erdsnél kisebb, akkor mar észrevehetd, hogy az egyiittes normalis eloszlas
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gyorsabb lecsengése miatt, nem modellezi elég megbizhatéan a ritka események egyiittes
bekovetkezését. Ilyen esetekben érdemes olyan kopula fiiggvénnyel megprobalni a
modellezést, amelyik a ritka események kozotti Osszefliggéseket hiiebben tudja modellezni.

Ezt paraméterrel (pereméterekkel) lehet szabalyozni.

50



7. Szamitogépes modellezési lehetoségek

Az R csomag egy szabadon hozzaférhetd programcsomag, ami nem csak kopulak
modellezésére, hanem mas statisztikai alkalmazasra is hasznalhaté. Specidlisan a
tobbdimenzids kopuldkkal valé modellezésnek a leirasara taldltam a Journal of Statistical
Software ,,Enjoy the Joy of Copulas: With a Package copula” cimili ismertet6jét, amit a
kovetkezOkben roviden bemutatok.

Ahhoz, hogy a szakért6k szamara a kopulakkal valé modellezés a gyakorlatban lehetové
valjon, szlikség van megfeleld nyilt forraskodu alkalmazasra. A kdvetkezOkben bemutatom az
R programcsomag copula moduljat funkcionalitas ¢s alkalmazastechnikai részletek
szempontjabol.

Az R programcsomag egy alaposan megtervezett és egyszerlien bdvithet platform,
melynek alkalmazéasaval lehet6ség van a kopuldkkal valo tobbdimenziés modellezésre. A
programban lehet0ség van a leggyakrabban alkalmazott elliptikus kopulak (pl. Gauss kopulak,
t-kopuldk) és az Archimédeszi kopuldkkal torténé modellezésre kiegészitve a kiilonféle a
striiség ¢és eloszlds értékelési modszerekkel, véletlenszam-generatorral ¢és grafikus
megjelenitési lehetdséggel. A programban rendelkezésre allnak a maximum likelihood
modszeren alapulo kopula illesztési modellek. A program a felhasznal6 céljainak megfeleléen
kiegészithetd az altala meghatarozott kopuldkkal és peremekkel adott konkrét probléma
megoldasa érdekében.

A kopula népszertii eszkoze a tobbdimenziés modellezésnek szamos teriileten, ahol tobb
valoszinliségi valtozd kozotti kapesolat meghatarozasara van sziikség, €s az egylittes normalis
eloszlas nem képes megfelelden bemutatni a kapcsolat jellegét. A biztositdismatematikdban a
kopuldkat az egyéni talélési vizsgalatokra alkalmazzak, ahol a kopula segitségével a haldlozés
¢s a veszteségek kozotti Osszefliggéseket modellezik. A pénziigyekben a kopuldkat
eszkézallokécic')ra,4 hitelértékelésre, nemfizetési kockazatok modellezésre, derivativak
értékelésére, és kockazatmenedzsmentre is alkalmazzak. Az orvos bioldgidban korrelalt

események modellezésére ¢és kockazatok Osszehasonlitdsdra hasznaljadk. A miiszaki

* Az eszkozallokacié nem mas, mint a befektetési politika, amely szerint kialakitjuk a portfoliot. Ez ugy torténik,
hogy megvizsgaljuk az 6sszes eszkozt (Iehetséges befektetést) kockazat-hozam szempontjabol, és ugy alakitjuk
ki a portfolioba bevont eszkozok aranyat, hogy figyelembe vessziik a befektetd egyéni kockazatvallalasi
hajlandosagat, az eszk6zok egymasra hatasat.
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crer

modellezésre alkalmazzak.
A kopula, ahogy mar korabban is meghataroztuk, egy tobbvaltozos eloszlas egyenletes
peremekkel a (0,1)intervallumon. Legyen U egy p-dimenzidés random vektor, melyre C

kopula a kovetkezd.
C(ul, ...,up) = PI‘(U1 S ul, ery Up S up)

Barmely egyiittes folytonos valoszinliségi valtoz6 atalakithatdé kopulava, ha a
peremeloszlasait egyenletes eloszlasokkal helyettesitjiik. fgy a kopula segitségével lehetdség
van a peremektdl fliggetlenitett tobbdimenzids dsszefliggési struktirdk modellezésére.

Ahhoz azonban, hogy a kopuldk segitségével a gyakorlatban is modellezni tudjunk,
sziikségiink van megfeleld szoftverre. Sajnos azonban csak néhany fajta szoftvercsomag
létezik a kopula alapi modellezésre. Az R szoftver csomag egy ingyenesen hozzaférhetd
szoftver a statisztikai modellezésre (R DevelopementCore Team 2007), amely hasznalhat6
Unix/Linux, Windows ¢és MacOS kornyezetben is. A program alacsonyabb szint
programnyelvekkel kombinalhato (példaul C/C++, Fortran) kezelofeliiletet és kivalo grafikai
megjelenitést biztosit.

A copula csomag az S statisztikai programnyelv objektum orientalt tulajdonsagait
kihasznalva tervezték meg. A programcsomag nyilvanosan elérhet6 a Comprehensive R

Archive Network oldalan a http://cran.r-project.org/web/packages/ linken. Az S4-style

osztalyok az elliptikus és az Archimédeszi kopulakkal valdé modellezésre alkalmazhatok.
Kétvaltozos esetben a sz€lséérték kopula osztaly is megvalosithatd (ennek nem szamitdogépes,
hanem elméleti korlatai vannak). Minden kopulacsalad esetében lehetdség van a stirliségi,
eloszlasi mddszerekkel és véletlenszdm-generatorral dolgozni. A vizualizaldshoz kétvaltozos
esetben lehetdség van kontir vonalak készitésére és perspektivikus megjelenitésre. LehetOség
van tovabba a maximum likelihood modszeren alapuld kopula illesztésre, amely egyszeriien

bdvithetd a megfeleld peremek illesztésével.
7.1. Az R csomag S4-style osztalyai

A copula csomag két legfontosabb osztilya ,,copula” és az ,mvdc”. A copula osztaly
kopulak definidlasara alkalmas, mig az mvdc osztaly segitségével tobbvaltozos eloszlasokat

hatarozhatunk meg kopulak segitségével.

52



A copula osztaly

A két leggyakrabban alkalmazott kopula csalad az elliptikus kopuldk és az Archimédeszi
kopuldk csalddja. A kopula csomagot kibdvitették az ellipCopula és az archmCopula
virtualis osztalyokkal. Ezek a virtudlis osztalyok ugy lettek tervezve, hogy rugalmasan
Osszekapcsolhatok legyenek a valds osztalyokkal oly médon, hogy megosztjdk egymassal a
tulajdonsagaikat, de kiilonb6z6 megjelenitést alkalmaznak.

Az elliptikus kopula egy olyan kopula, amely megfelel egy elliptikus eloszlasnak a
Sklar tételnek megfelelden. Legyen F egy elliptikus eloszlas tobbvaltozos eloszlasfiiggvénye.
Fijeldli az egy dimenzios folytonos perem-eloszlasfiiggvényeket és F; ' ennek az inverz
figgvénye (kvantilis fliggvénye). Ebben az esetben F altal meghatarozott kopula a

kovetkezoképpen néz ki.

C(u, s up) = F[F7 (), ., Byt (uy)]

Az elliptikus kopuldk a pénziigyek és a kockazatmenedzsment teriiletén nagyon
népszeriivé valtak egyszerii alkalmazhatdsdguk miatt.

Specidlisan a tobbdimenzidés normalis és tobbdimenzids, Student-t eloszlasok
modellezésére alkalmazhat6 az elliptikus kopula osztalyokon beliil a normalCopula a Gauss

kopula eldallitasahoz, a tCopula pedig a t-kopula eléallitasdhoz.
Az Archimédeszi kopula ¢ generatorfiiggvénnyel all el az aldbbiak szerint.
C(uy, o up) = o Ho(wy) + -+ @(uy)}
aholp ™! a ¢ generatorfiiggvény inverze.
A generator fiiggvény egyértelmiien meghataroz egy Archimédeszi kopulat.

A csomagban a leggyakrabban hasznalt egy paraméteres Archimédeszi kopulacsaladok
alkalmazasara van lehetdség. Ezek a claytonCopula a Clayton kopuldkhoz, a

frankCopula a Frank kopuldkhoz és a gumbelCopula a Gumbel kopula eldallitasahoz.

Héarom vagy tobb dimenzidés Archimédeszi kopuldk modellezésére csak pozitiv
fliggdség esetén van lehetdség. Negativ fliggdség esetén csak két dimenzids Archimédeszi

kopulat lehet el6allitani.
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Az mvdc osztaly
Az mvdc osztdly alkalmazhat6 a tobbdimenzids eloszlasok adott peremekkel torténd

eléallitasara kopulak segitségével.
Ez az osztaly harom f6 részbdl all:

e copula, amely meghatirozza a C kopulat
e margins, amely meghatarozza a peremeloszlasok nevet (Fy, ..., Fp)
e paramMargins, amely egy lista, ami meghatarozza a megfeleld perem paramétereit
Az R programcsomag tartalmazza a statisztikdban alkalmazott eloszlasokat, mint
példaul normalis (norm), Student-t (t), gamma (gamma), lognormalis (lnorm), weibull
(weibull) eloszlas. Ezeket mind fel lehet hasznédlni a peremek meghatdrozdsdhoz. A
felhasznalo altal meghatdrozhatod eloszldsok is hasznédlhatéak, mint az eloszlas fliggvény,

striiség fliggvény, €s az eloszlas kvantilis fiiggvénye.
7.2. A copula osztaly modszerei

Eloszlas és siirtiség

A copula pont-eloszlas és slirliség funkcidi a pcopula és a dcopula.
Egy elliptikus kopula eloszlasa az alabbi.
C(ul, . up) = F[Fl‘l(ul), . Fp‘l(up)]

A fenti fliggvény ¢értékeléséhez sziikséges az elliptikus eloszlas egyiittes
eloszlasfliiggvénye és az Osszes perem egyvaltozos kvantilis fiiggvénye. A differencialas

megadja az elliptikus kopula stiriségfiiggvényét.

_ f[Fl_l(uﬂ; ---'Fp_l(up)]
C(u1: Jup) - le = fi[Fl-_l(ui)]

aholf az elliptikus eloszlas egyiittes strliségfiiggvénye, €s fi, .., f,a perem slirliség

fliggvények. Egy X szérasmatrixu Gauss kopula stirtiségfiiggvénye a kovetkezéképpen néz ki.

L 1
c(uy, ., up|Z) = IZ| Z exp {EqT(Ip — Z‘l)q}

ahol q = (q4, ...,qp)T és q; = @ 1(u;) minden i = 1,...,p-re és® az eloszlasfiiggvény az

N(0,1) intervallumon.
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Az R csomagban az mvtnorm ¢s az sn segitségével lehetOséglink van az F
eloszlasfliiggvény és f siiriségfiiggvény hasznalatara tobbdimenzids normal és tobbdimenzios
Student-t 0sszefliggések esetében.

Az Archimédeszi kopulak esetében az eloszlasfiiggvény és a stirliségfiiggvény egyarant
fligg a kopula generatorfliggvényétdl és a generatorfiiggvény inverz fiiggvényétdl. Ezek a
fliggvények minden egyes Archimédeszi kopuldra meg vannak hatarozva.

AC (ul, ...,up) = (p‘l{fp(ul) + -+ (p(up)} fiiggvény siirtiségfiiggvénye eldallithatd
az eloszlas fliggvény differencidldsaval, ami sok esetben rendkiviil hosszadalmas feladat. Az
R programcsomagban lehetéség van a szimbolikus differencialasra. Ahogy a p dimenzid
szama nd, a szimbolikus differencidlasi folyamat eredményeképp eléallo sirtiségfiiggvény
meghaladja az atlagos szamitégépek memoria kapacitasat. SOt mi tobb, mivel az igy elért
eredmények nincsenek szimbolikusan egyszeriisitve, numerikus problémak is felmeriilhetnek.
Az ilyen szimbolikus kifejezések eldallitasahoz igénybe vehetjik a Mathematica
programcsomagot (ez egy nem ingyenes, de igen elterjedt programcsomag) €s feldolgozhatjuk

a deriv funkcio segitségével egy algoritmus kifejezést generalva, miel6tt importaljuk R-be.
Az eloszlas ¢€s slirliség modszerek funkcidja az mvdc-re a pmvc és a dmvdc.
Az eloszlasfliggvény az alabbi.
F(xl, ...,xp) = C{Fl(xl), oo B (xp)}

A differencialas utan pedig eldallithato a stirtiségfiiggvény.

P
f(xl, ...,xp) = C[Fl(xl) ...,Fp(xp)] Hfl-(xi)
i=1

ahol ¢ a C strlségfiiggvénye €s fy, ..., f, a peremek sirliségfiiggvénye.

Véletlenszam-generator
A véletlenszam-generator eljards az rcopula a copula altal generalt objektum esetében és
rmvdc egy mvdc objektum esetében.

Az elliptikus kopula véletlenszam-generatora egyszeriien adodik a neki megfeleld
elliptikus eloszlas véletlenszam-generatorabol. A Sklar tételbdl adodik, hogy a véletlen
szamok a kopulabol legeneralhatok egy tobbdimenzios eloszlas 0Osszes véletlen szam

peremének transzformalasdval. A kopula csomagban lehetéségiink van a generator
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alkalmazasara a normal kopulahoz és t-kopuldhoz is ugy, hogy a tobbdimenzids normalis és
tobbdimenzids t véletlenszam-generatort hasznaltjuk az mvtnorm csomagban.

Egy altalanos kopuldbdl vald valtozd generalas elvégezhetd az iteracid segitségével. A
leggyakrabban alkalmazott, kettdnél magasabb dimenzioji Archimédeszi kopuldkhoz
léteznek gyorsabb algoritmusok akkor, ha az inverz generator fiiggvényrél ¢~ ismert, hogy
valdszinliségi valtozot gyakran nevezik ugy, hogy frailty. Legyen y a frailty realizacio és
vy, ...,V a fliggetlen realizdlasa a valOszinliségi valtozoknak (0,1) intervallumon. Ekkor
u; =@ Y(=ytlogv)), i=1,..,p az Archimédeszi kopula realizicidja ¢
generatorfiiggvénnyel. Ez az algoritmus egyszeriien €s gyorsan végrehajthatd, mivel a frailty
véletlenszam-generatora rendelkezésre all.

Ismert, hogy a Clayton, Frank és Gumbel kopula frailty eloszlasa a gamma, a
lognormalis, és a polinomidlis eloszlds (ez az eredetiben positivestable volt). A gamma
eloszlast véletlenszam-generator elérhetd az R programcsomagban. A lognormalis és a
polinomialis eloszlast véletlenszam-generator elvégezhetd példaul a Chambers-Mallows-
Stuck (1976) eljarassal.

A copula csomag a polinomialis valoszinliségi valtozok eldallitdsdhoz Nolan (2006)
féle megoldéast hasznalja Fortran nyelven megvalositva, ami a Chamber féle megoldas
atdolgozott valtozata.

A kétvaltozos Archimédeszi kopuldk esetében a negativ fliggdség is engedélyezett. Igy a

kétvaltozos Archimédeszi kopuldkhoz a véletlenszdm-generator kiilon alkalmazhato.
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Grafika

A grafikus megjelenités fontos eszkdze a kopula alapt modellezés eredményének
illusztralasdhoz. A széras bemutatdsdhoz a scatterplot3d csomaggal létre lehet hozni
haromdimenzids szoérasdiagramokat. Az alabbi példa 200 véletlenszerli pont szorddasat

mutatja be haromdimenzids normal kopula és haromdimenzios t-kopula esetében.
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21. Abra: Véletlen szimok szoraspontjai haromdimenziés normal kopula és t-kopula esetében

Forras: Journal of Statistical Software (2007)

A copula és az mvdc Aaltal létrehozott objektumok esetében is lehetdéség van a
kopulacsomag keretein beliil perspektivikus megjelenitésre és kontirvonalak rajzolésara
egyarant. Ezek a persp és a contour funkciok segitségével érhetdk el.

A konturvonalak a 22. abran lathatok. Megjegyzendd, hogy a kopula paramétereit, oly
modon lettek kivalasztva, hogy a T Kendall paraméter mindhdrom eloszlas esetében 0,5.

A persp eljaras egyszerien meghivhatd. Az elsé argumentum meghatarozza, hogy az
eljaras copula vagy mvdc objektumra vonatkozik. A mésodik argumentum pedig arra
vonatkozik, hogy a diagramban megjeleniteni kivant fiiggvény eloszlds-, vagy

strliségfiiggvény.

Clayton copula

Frank copula Gumbel copula

0.02

-3 =2 =1 0 1 2 3 =5 =1 =i 0 1 2 3 -3 =2 =1 0 1 2 3

22. Abra: A hiromdimenziés Clayton, Frank és Gumbel kopula kontiirvonalai

Forras: Journal of Statistical Software (2007)

57



7.3. Hogyan illessziink kopulat az adatainkra?

A surtségfliiggvények segitségével, melyek mind a copula mind az mvdc objektumok
esetében haszndlhatok, konnyedén illeszthetiink kopula alapti modelleket a maximum
likelihood eljaras segitségével. A csomagban a loglikCopula és a loglikMvdc funkcidk
segitségével kifejezhetd az adatok loglikehood illesztési fiiggvénye a meghatarozott kopula
modell esetén. Ezeket a fliggvényeket optimalizalni lehet, melynek eredményeképpen eldall a
maximum likelihood becslés. A csomagban a fitCopula és a fitMvdc funkciok
segitségével elvégezhetd az eredmények becslése és eldall a jelentés.

Tegyiik fel, hogy megfigyelés utjan rendelkeziink n darab fliggetlen valoszintliségi
valtozoval adott tobbdimenzids eloszlasbol, {(Xil, ...,Xip)T: i=1,.., n} Tegyiik fel tovabba,
hogy a tobbdimenzids eloszlas p peremeloszlasokkal F; eloszlasfiiggvénnyel és f;,i = 1, ...,p
striiségfiiggvénnyel van megadva és a stiriisége c. A becsiilt paraméter vektor 8 = (87, a™)".

Ebben az esetben a loglikehood illesztési fiiggvény a kdvetkezdképpen néz ki.

p

1) = Z log C{Fl(Xil; B), ...,Fp(Xip; B); a} + z logfi(Xl-]-;ﬂ)

n
i=1j=1
A 0 paraméter ML becsl6 fiiggvénye az alabbi.

Oy = argmaxl(8)
90

Ahol © a paraméter értékkészlete.

Megjegyzendd, hogy a p dimenzid szdmanak ndvekedésével a paraméterek szama is
megnd, és az optimalizalasi feladat nehezebben megoldhat6. Erre tovabbi megoldéasokat kinal
a cikk, melyekre ebben a dolgozatban nem tériink ki, de ajanljuk az érdeklé6dd olvaséd
figyelmébe.

A kopula modellek maximum likelihood becslése egyszertien elvégezhetd bonyolultabb
problémak megoldaséra is. Példaul amikor a résztvevd jellegzetes peremeloszlasokat kivanjuk
a peremekbe beépiteni, elegendd megirni egy loglikelihood fiiggvényt, amely egy kopula és
az 6sszes perem loglikelihood dsszegezése. Igy a maximum likelihood becslést (a keresett téta

paramétereket) megkapjuk a loglikelihood filiggvény optimalizalas révén.
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7.4. Megoldasra varé numerikus problémak a csomagban

Szamos numerikus probléma meriilt f61 a copula csomag fejlesztése soran az eloszlas és
stiriiség értékélésnél, a paraméter helyek hatarainal, és az optimalizalasnal. Ezek a problémak
jelenleg még nincsenek tl elegdnsan megoldva a csomagban, de fontos hogy tudatositsuk
ezeket, mivel a felhasznaloi szempontbdl Iényeges a korlatok figyelembevétele, illetve ezek a
problémak arra varnak, hogy fejlesztok megoldast keressenek ra.

Az eloszlasfiiggvény és a stirliségfiiggvény értékelése soran eléforduld numerikus
problémak elsdsorban a kopulafajta kivalasztdsdnal meriilnek fel. Az eloszlasfiiggvény
értékelése nagyon fontos az extremalis értékek vizsgalata sordn, mivel mind az alsd, mind a
felsd extremitasokban vald Osszefliggés meghatarozza a hatdrat az eloszlasfiiggvénynek az
extrém értékekben. Példaul az als6 extremitasban valo Osszefliggés a kétdimenziods kopula

esetében A; = lim,_,Pr(U; < u|lU, <u) = lir%C (u,u)/u. A siriiségfiiggvény értékelés
u—

pedig a likelihood fiiggvény alapi kovetkeztetéseknél nagyon fontos. Ebben a cikkben a
stiriiségfiiggvénnyel kapcsolatos numerikus problémakra fokuszaltak a szerzok.

Egy Archimédeszi kopula esetében a slrliségfiiggvény az -eloszlasfiiggvény
differencialaséaval allithato eld, az eloszlas fliggvényt pedig a generatorfliggvénybdl és annak
inverzébol kaphatjuk. Sajnos az igy eldallitott striiségfiiggvény esetében az sulyos
pontatlansagok meriilnek fel a hatdrpontokon, amelyet a felhalmozodé numerikus hibak
okozhatnak a fliggvényértékelési sorban. A probléma megolddsira a numerikus értékelést
megelézden a kifejezés algebrai Uton torténd egyszerlsitését alkalmazhatjuk. A copula 1)
kiadasaban az eloszlasfiiggvény és a strtiségfiiggvény egyszerlsitett szimbolikus kifejezések
eldallitasdhoz hasznalhatjuk a Mathematica programcsomagot. Ezeknek a kifejezéseknek az
eldallitasa a dimenziok szamanak névekedésével azonban nagyon memoria- €s iddigényes. A
Clayton a Frank és a Gumbel kopula esetében a dimenziok maximalis szama 10. A kifejezés
eléallitdsa a magas dimenzi6ju Frank kopula esetében a legnehezebb. Az egyszertsités nélkiil
a slirliség értékelése a Frank kopula esetében szoros fiiggdség (a = 50) esetében éppen a
hatarin van a NaN° altal engedélyezettnek, mikdzben az egyszerisitett kifejezés
alkalmazasadval konnyedén elvégezhet6. Ehhez hasonld egyszertsitett kifejezések

eldallithatok az Rmetricsf Copulae csomagjaval. Az értékelés hatékonysaganak tovabbi

> A programozasban a NaN (not a number) kifejezés egy numerikus érték, amely egy nem meghatarozott vagy
egy nem valos szamot fejez ki, jellemzden a lebegdpontos szamitasoknal.
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noveléséhez a copula csomag segitségiil oldhatjuk meg ugy, hogy meghivjuk a deriv
funkciot a szimbolikus kifejezésekre vonatkozoan, melynek révén egy algoritmikus kifejezés
all eld, igy elkeriilhetok az ismétlodo értékelések. Ez a megoldas jol alkalmazhat6 alacsony (2
vagy 3) dimenzioji kopuldk esetében, viszont ennél nagyobb dimenzioji Archimédeszi
kopulak esetében ismét a NaN altal engedélyezett hatarokat strolja.

A numerikus problémdk felmeriilhetnek stiriségértékelés soran akkor is, amikor a
kopula paraméterek elérnek valamilyen hatarértéket. A fiiggetlenségi kopulat, mint az
Archimédeszi kopula hatarat, gyakran elérhetjiik, amikor a kopula paraméterek elérnek egy
bizonyos értéket. Kovetkezésképpen ezekre az értékekre kiilon képletet kell alkalmazni.
Numerikus problémék mindazondltal akkor is felléphetnek, ha az értékeink megkozelitik
ezeket a hatarértékeket. Példaul ha egy kétvaltozos Clayton kopula esetében a fliggdségi
paraméter kozel all nulldhoz, a numerikus értékelés kozepeset ad. A jelenlegi kiadas ugy
kezeli az esetet, amikor a paraméter kozel all a nulldhoz, mintha az nulla lenne. Ez
nyilvanvaloan nem egy elegans megoldas.

Az elliptikus kopuldk esetében az eloszlasfiiggvény ¢és a stirliségfliggvény pontossaga
fligg az mvtnorm altal 1étrehozott tobbdimenzids eloszlasok pontossagatol €s az egyvaltozos
kvantilis fliggvényt6l. Amikor egy normal vagy t-kopula esetén a korrelacios egyiitthatd eléri
az egy vagy minusz egy ¢értéket lehetetlenné valik a Cholesky-felbontas, amely a stirliség
értékeléseknél centralis fontossagu a tobbdimenzids normalis és Student-t esetben.

A strtségfiiggvény értékelésnél tovabbi numerikus problémak fordulhatnak eld
bizonyos paraméter értékek esetében a maximum likelihood becslés soran, amikor
optimalizaljuk a loglikehood fliggvényt. A paraméter értékkészletének alsd és felsd hatara
kivalaszthato a fitCopula argumentum listajabol a kivanalmaknak megfeleléen. Az ilyen
hatarok azért hasznosak a gyakorlati alkalmazas soran, mert a felhasznald elézetesen meg

tudja allapitani hol helyezkedhet el a paraméter.
7.5.  Osszegzés, és tovabbi fejlesztési lehetéségek bemutatasa

A magasabb dimenzidji (p > 2)Archimédeszi kopuldkra a véletlenszdm-generator jelenleg
egy Osszetett algoritmust hasznal. Whelan (2004) egy olyan algoritmust ajanl, amely integral
kifejezésen alapul, és alkalmazhatd Gsszetetten beagyazott Archimédeszi kopuldk esetében is.
Wu, Valdez és Sherris (2006) egy olyan algoritmust ajanl a cserélhetdé Archimédeszi
kopulakbol torténd mintavételhez, amely a valtozé atalakitasi technika kétdimenzidsrol és
tobbdimenziodsra vald kiterjesztésén alapul. Ez a technika alkalmazhat6, ha a frailly eloszlas

nem ismert. Alternativ megoldas lehet még a frailty eloszlas eldallitasa a Laplace
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transzformacid6 numerikus inverzidja révén. A kopula kivélasztds ¢és illesztés adott
adathalmazra rendkiviil fontos és nehéz feladat. A valdsagnak megfelelé adatok generalasa
nem ismert, vagyis adott adatmennyiségre eléfordulhat, hogy tobb lehetséges kopula is
illeszthetd, de el6fordulhat az is, hogy egyik sem. Amikor a maximum likelihood eljarést
hasznaljak az a bevett szokas, hogy az adatokhoz illesztik az 6sszes lehetséges kopulat, €s azt
valasztjak, amelyiknél a legmagasabb értékii a likelihood fliggvény. A kopulak kozotti
valasztas grafikus eszkoze a Kendall eljarés. Illetve hasznédlhatoé az illeszkedés josagéanak
tesztelésére a khi négyzet proba. A kopula kivalasztdsa és az illeszkedés josaganak
tesztelésének teriiletén jelenleg is aktiv kutatasok vannak.

A copula csomag ujabb valtozataban tovabbi kétvaltozos kopuldk is benne vannak,
amelyek extremitdsokban valo Osszefliggéseket modellezik. Ilyenek a Galambos kopula
(Galambos, 1987) a Husler-Reiss kopula (Hiissler — Reiss, 1989) és a Gumbel kopula
(Gumbel, 1960) ami szintén egy Archimédeszi kopula. Az kétvaltozds 0Osszefiiggések
vizsgalatdhoz hasznalhaté a Kendall-féletau mutaté a Sperman féle rho mutato €s az also és
felsé extrémitasokban vald Osszefliggést kifejezd index. Az Osszefliggés vizsgalatot kovetden
a kopula értékeinek visszadllitasara is lehetdség van a kalibracios fiiggvény segitségével. Az
Osszefliggés vizsgalatra numerikus mddon barmely kopula esetében lehetéség van, az
analitikus megoldas alkalmazéasa azonban nem minden kopula esetén lehetséges. Nemrégiben
implementaltak a csomagba az Ali-Mikhail-Haq kopulat (Ali — Mikhail — Haq, 1978) ¢és a
Plackett kopulat (Plackett, 1965) a kétvaltozos kopulak koziil.

Néhany olyan funkcié hidnyzik a copula csomagbol melyek segitségével hatékonyabb
megoldasokat eredményezne a szoftvert hasznalata. A maximum likelihood fiiggvényen kiviil
mas tipust becslési eljarasokra is sziikség lenne, példaul momentumok modszere és egyéb
nem paramétere eljardsok. Az Archimédeszi kopuldk esetében lehetdéség van a kopula
becslésére a paraméteres generator fiiggvény €s a nem paraméteres generator fliggvény
becslésének parositasaval. Sziikség lenne tovabba a kopula valasztasi és az illeszkedés
josaganak tesztelésére alkalmazhato funkciokra. A kopula valasztas megoldhato ugy, hogy azt
a kopulat valasszuk ki, amelyik esetében a megfigyelt adatok és a kopula kozotti szorddas
minimalis. Az illeszkedés josaganak tesztelését pedig gy szoktak elvégezni, hogy felbecsiilik
a vizsgalt szords mértékét szemben annak null eloszlaséval a feltételezett kopulacsalad alatt.
Az empirikus kopula hasznos eszkoze az adatelemzésnek. A kétvaltozos empirikus kopula
egy kétvaltozos empirikus eloszlasfiiggvény, amit az ecdf egyvaltozos fiiggvény segitségével
lehet eldallitani az R programcsomagban. A stepfun kétvaltozds verzidja alkalmazhat6 erre

a célra. Az empirikus Osszefliggés mérése a cor.test funkcid segitségével elvégezheto.
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Végiil, de nem utols6é sorban sziikség lenne tovabbi gyakran hasznalt kopuldra, hogy a
felhasznalok tobb lehetéség koziil valaszthassanak, igy elkeriilhetd lenne a redundans

programozasi munka.
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8. NEHANY ZARO GONDOLAT A KOPULAK GYAKORLATI
ALKALMAZASAROL

A kopuldk alkalmazdsa az sszefliggés rendszerek modellezésének altalanos eszkdze, ami a
pénziigyi gyakorlatban kivaléan alkalmazhat6. Ugyanakkor a kopuldk egyszeriisége egyben a
hatranyuk is. Fontos tehat kihangsulyozni a kopulék hasznélatanak eldnyeit és hatranyait.

A szimulalt példankbdl kideriilt, hogy ha a korrelacios egyiitthatd nem magasabb a
kozepesen erdsnél (0,75-nél), akkor a Gumbel kopula jobban modellezi a ritka eseményeket,
akkor torekedni kell arra, hogy a paronkénti korrelaciok ne legyenek magasak. Tehat ilyen
portfolié modellezésére nem a Gauss kopulat hasznalnank, hanem mas kopuléakat.

A tobbdimenzios kopuldk alkalmazésaval lehetdség nyilik a peremek és az §sszefliggés
kiilonvalasztasara, ezaltal az Osszefliggés rendszer kiilon kezelheté a peremektdl. Példaul
lehetSség van Gauss kopula alkalmazasara Student t vagy mas eloszlast peremekkel. igy egy
uj tobbdimenzids eloszlas all el6 a specialis kivanalmaknak megfelelve. A kopuldk gyakorlati
alkalmazasanak teriiletén gyakran talalkozhatunk ilyen ¢és ehhez hasonld eljarasokkal.
Ugyanakkor ezeknek az eljarasoknak a hatékonysdga sok kérdést vet fel, és fontos, hogy
ovatossaggal kezeljiik.

Egyes kopulak, amelyek nem tobbdimenzids eloszlasokbodl szarmaznak, mint példaul az
Arkhimédeszi kopulak, kizarélag a matematika kovethetdség miatt kaptak formajukat. Igy a
gyakorlati modellként val6 alkalmazhatosaguk tesztelése minden esetben sziikséges.

Végiil, de nem utolsé sorban a kopula statikus modellezése a fliggdségnek, mig néhany
masik alkalmazas, foképp a pénziigyek teriiletén, iddsorokra utal és dinamikusan modellezi az
Osszefiiggési rendszert. Ezért vannak kutatasok olyan kopuldkra nézve, ahol mar a paraméter
idében valtozhat.

Fontos megemliteni, hogy a kopuldk kikiiszobolik a linedris korrelacidval jard
buktatokat, igy a fliggdségre vonatkozdéan egy matematikailag konzisztens modellt
eredményeznek.

A kopula szamos helyen és fleg a pénziigyek teriiletén valo sikeres alkalmazasa miatt
ez egy gyakran hasznélt fogalom. Olyan teriileteken, ahol bonyolult egymdsra hatdsok
figyelheték meg, mint példaul a hitelkockdzatok esetében, sokszor alkalmazzék nagy sikerrel
a kopulédkat az 6sszefliggésrendszerek modellezésére €s a piaci adatok kalibralasara. Tovabba
a kopulak kivalo eszkozként szolgdlnak portfoliokon és mds pénzpiaci €s biztositasi

termékeken végzett stressz tesztekhez, mivel alkalmasak az extrém esetek modellezésére is.
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A dolgozatban bemutatott R csomag copula moduljanak elterjedésével mindenki
szdmara hozzaférhetéen lehetové valik a szamitdégépen torténd kopula alapu modellezés. A
programcsomag funkcioival lehetdség van a siirliség €s az eloszlas értékelésére, véletlenszdm-
generalasra, grafikus dbrazolasra és kopula alapu modellek illesztésére.

Kopuldk alkalmazhatésdga magasabb dimenzidkban jelenleg még korlatolt, mivel
ugyan az az egy, kettd, ritkdbban harom paraméter fliggvénye a magas dimenzids kopula is.
gy nem nyilik kiilon lehetdség az dsszefiiggés modellezésére a kiillonbozé paroknak, amelyek
lehetnek példaul kiilonb6z6 modon korreldlva. Ezeknek az eseteknek a modellezésére
bevezették a Vine kopuladkat, amelyek alkalmazdsa egyre jobban elterjed a pénziigyi
elemzésekben. Ezek lehetévé teszik, hogy egy magas rendu kopula, kiilonb6zé par-kopula

szorzatabdl alljon eld. Ez egy aktiv kutatasi teriiletet képez jelenleg.
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