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Jelolésjegyzék
a m/s? gyorsulasvektor
Sl lengéskép vektor
A m? feliilet
By, By, N B pontban ébred6 X és Yy irdnyu erd
Cik Sl rugdallandd matrix eleme
Ci SI konstansok
S alma szaranak rugoéallandé matrixa
d m alma szaranak atmérdje
@D m atmérd
D - relativ csillapitasi tényez6
D Nm/s disszipativ potencial
E Pa rugalmassagi modulusz
f m lehajlas
F N erd
g m/s? gravitacios gyorsulas
h m az almaszar-alma csukloépontnak az alma
feliiletétdl mért tavolsaga
m alma magassaga
I m* masodrendli keresztmetszeti nyomaték
ki Sl altalanos csillapitasi matrix eleme
kg S aranyszam a csillapitasi €s merevségi matrix
kozott
K Sl csillapitdsi matrix
L m rud hossza
m kg tomeg
M, Nm hajlité nyomaték
M Sl tomegmatrix
p - alma geometridjat jellemz0 aranyszam
q Si altalanos koordinatak vektora
Q N altalanos er6 vektora
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r m utgerjesztés amplitudoja

r(t) - utgerjesztés idofiiggvénye
r m helyvektor
R m gomb sugara
S m ivhossz
S N/m rugdémerevség

Sjk Sl altalanos merevségi matrix eleme
St Nm/rad torzios rugdémerevség
S Sl merevségi matrix
t S idd
T Nm kinetikus energia
T S transzformacios matrix
U Nm potencial fiiggvény
v m/s sebességvektor
y Sl modalis koordinatak vektora
a rad/s sajatkorfrekvencia

8x, 6, m rad végpontjanak x és y iranyl elmozdulasa

£ rad/ s szoggyorsulas vektor

05 kgm? stlyponti tengelyre vett tehetetlenségi

nyomaték

A - logaritmikus dekrementum

Oum Pa szakitoszilardsag
o Pa normal fesziiltség

Yo rad rad végso keresztmetszetének szogelfordulasa

©1, P2, @ rad szogelfordulas/ altalanos koordinata

W rad/s gerjesztés korfrekvenciaja
Q rad/s szOgsebesség
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,,A mechanikaban nem adrt, ha az ember tisztaban
van azzal, mire nincs sziiksége ahhoz,

hogy valamit elkészitsen.”

James Watt
1 Bevezetés

Dolgozatunkban olyan probléméak megoldasaval foglalkozunk, amelyekkel korszertisithetdek
a kiilonb6z6 gylimdlesok, esetiinkben almafajtak sziiretelése, a kézi munkaerdt gépek valtjak
fel. A betakaritas gépesitése tobb szempontbol is kedvezd lehet. Elsdésorban munkaer6-,
illetve id6takarékossadg (éjjel-nappali munkavégzés) jellemzi, hosszabb tdvon pedig
megtériilnek a koltségek az adott technologia bevezetésével. A miiszaki tudomdanyok,
technologiak fejlodése révén a koltséghatékonysag javul, ez torténik a mezégazdasagban is. A
mezdgazdasagi termelés nagy része mar ma is gépekkel valosul meg, de a gyiimolcssziiretelés
mindmadig a legnagyobb koltséghanyadot képviseli, hiszen ezen a teriileten még ma is
nagyrészt az emberi munkaerd domindl. Fontos ugyanakkor kiemelni, hogy féleg kiilfoldon
sok helyen folyik fejlesztés a témaban. Itt elsésorban az Egyesiilt Allamokra, Kanadara kell
gondolnunk. Ezen orszagok hatalmas mezdgazdasagi teriiletekkel rendelkeznek, igy a
betakaritas pusztan emberi erdvel lehetetlen lenne. Az elmult években, a dolgozatban is
megjelend gylimolcssziiretelés mechanizmussal torténd megolddsa nagy teret nyert. Az 1.1

abra szemlélteti ezeket a tendenciakat.
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Elometszés Metszés Hajtasvilogatas — Termésvalogatas Ritkitas Sziiretelés

1.1 abra Sziiretel6gépek alkalmazasanak aranya [1]
A probléma évtizedek ota foglalkoztatja a kutatokat, mint példaul Rand és Cooke, amerikai

professzorokat: 1969-es tanulmanyukban [2] foglalkoztak a gylimdlcsdk rezgéstani
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viselkedésével. Munkéjuk elsdsorban a hasonlé geometriai formakkal rendelkezd
gylimolcsokre terjedt ki, mint példaul: barack-, szilva-, citrom-, narancs-, cseresznye- és
almafélék. Mechanikai modellalkotasuk soran egy linearis, két szabadsagfoku kettds ingabol
indultak ki. A modell pontositasat az inga radjanak mindkét végén megjelend torzids rugo
adta; felvetették ugyanis annak fontossagat, hogy a gyiimdlcsszar viselkedését dinamikailag
pontosan kell modellezni. Meghataroztak a sajatfrekvenciakat, valamint vizsgaltak ezek
fliggését a gylimOlcsok geometriai viszonyaitdl, €s ezen eredmények alapjan vontak le
kovetkeztetéseket. Dolgozatunkban — ellentétben az emlitett tanulmannyal — egy konkrét
gyiimdlcsnek, az almanak a mechanikai viselkedését vizsgaltuk és elemeztiik. Az eddigiek
alapjan mar lathato6 a feladat fontossaga és egytttal a bonyolultsaga, hiszen az alma ingaszerti
viselkedése mellett a szar merevségét is figyelembe kell venni. Igy még a két dimenzids
linearizalt modell Osszedllitisa és annak elemzése is kihivast jelent. Munkankban ezt a
folyamatot fejtjiik ki, torekedve a valosag minél pontosabb kozelitésére, mely megjelenik a
mechanikai modellalkotastol, a konkrét adatok szamolasahoz sziikséges méréseken at, az

optimalis modell vizsgalataig.
2 A mechanikai modellek hierarchiaja

Mechanikai modellalkotasunk sordn felépitettiink egy bonyolultsagi hierarchiat modelljeink
kozott. A természetben tett megfigyeléseinket vettiik alapul, igy a ,,Bevezetd” szovegben is
emlitett ingaszerli mozgast vizsgaltunk. Ezen mozgasforma, ahogy Rand és Cooke [2] is
vizsgalta, alma esetében kettds ingaként jelenik meg. Vizsgalatainkat a legegyszeriibb kettds
inga modellel kezdtiik, majd 1épésrdl lépésre haladva pontositottuk modelljeinket, probaltuk
azokat a valdsaghoz mérten legmegfeleldbben kozeliteni. Az alfejezetekben megjelend
modellek felépitése hasonlo jellegli. Ezek az alapkoncepcid szerint egy rudbol és egy
gombbdl allnak. A rad tomege €és atmérdje elhanyagolhato, a gombot pedig a sugara és a
tomege jellemzi. Ez a konstrukcid eleve kiilonbozik a [2] forrasszovegben vizsgalttol
modellek geometriai felépitésétdl, mivel mi mar figyelembe vettiik a gdmb és a rad, vagyis az
alma ¢és a szara kozti csatlakozds pontos helyét, aminek jelentds hatdsa van a kialakuld

rezgésekre.
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2.1 Kettés inga modell

)y A

2.1 abra Kett6s inga modell paraméterei és altalanos koordinatai

A rendszer egy L hosszisagh radbol és egy R sugara, m tomegli gdmbbdl all. A rad csuklos
felfiiggesztésii, valamint a gdmbhoz ugyancsak csukldval csatlakozik a gomb sulypontjatol R-
h tavolsagban. Az 2.1 abran vazolt két szabadsagfoku rendszerhez egy ¢, valamint egy ¢,
fliggbleges helyzettdl vald szogkitérés tartozik. ¢, a rad szogelforduladsat, ¢, pedig a gdbmb
felfiiggesztési pontja €s a sulypontja kozotti szakasz szogelforduldsat jeloli.

Tehat az altalanos koordinatak vektora

_ [P
9= [(Pz]'
A rendszer kinetikus energiaja
1 1
T = —mv? + = 0,07, (2.1.1)
2 2
ahol a szogsebesség
A gomb tehetetlenségi nyomatéka
2
0, = ngZ, (2.1.3)

A gomb sulypontjanak vg sebessége a 2.1 abra szerint felvett (x,y) koordinata-rendszerben a
kovetkezd egyenletbdl adodik:
Vg = Vg + QX Trgs, (214)
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ahol
Vg = Vp + QX TaB- (215)
Mivel v, = 0 a gomb sulypontjanak sebessége

¢1LC05<P1] (R — h)¢,cos@,
ve=|"".". o ) 2.1.6
S ¢1Lsing, (R — h)@,sing, ( )

A (2.1.6) kifejezésben a ¢,-et tartalmazd tagok a szallitdo sebesség komponenseit, a ¢@,-t
tartalmazo tagok pedig a relativ sebesség komponenseit jelentik.
vs? = ¢,%L%cos?p, + (R — h)2¢,%cos?@, + 2¢;L(R — h) ¢, cos ¢, cos@, + ¢, L%sin%¢p,
+(R — h)?¢,%sin%@, + 2¢, L(R — h)@,sing,sing,, (2.1.7)
azaz
vs? = @212 + (R — h)2@,% + 26, L(R — h)@pcos(p; — ¢1). (2.1.8)
A sebességvektor valamint a tehetetlenségi nyomaték helyettesitése utan a kinetikus energia
alakja:
T =-m@:*L? + 2m(R — b2, + m@; LR — B, cos(pz — @1) +565¢,% (2.1.9)
A matrix egyiitthatos differencialegyenlet tomegmatrixanak elemeit a ¢; valamint ¢, szerinti
parcialis derivaltak adjak:
aT

39, =ml%¢, + ml(R — h)@, cos(p, — ¢@;). (2.1.10)
1
9T ,
—| =mlL”. (2.1.11)
a<p1 0
T L(R — h)cos( | L(R—h) (2.1.12)
— =m — h)cos — =m —h). 1.
09,00, . P2 — P1)lo
aT 5 . .
ﬁ =m(R — h)*®, + mL(R — h)¢, cos(p, — ¢1) + 6,¢,. (2.1.13)
2
aZT 2 2 2 2
—| =m(R —h)* + 65l = m(R — h)* + —mR". (2.1.14)
99271, 5
oT L(R — W)cos(@s — @y = mL(R — ) (2.1.15)
——| =m — h)cos — =m — h). 1.
09,00, . P2 — P1)lo

Ezek alapjan a tomegmatrix,
mL? mL(R — h)
M=
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A matrix elemeinek egyszertsitése céljabol bevezettiink egy p konstans szorzot.

R—h=pR

fgy az egyszeriisod6 tagok:
2, 2 2 _ 2(.,2 4 2
m(pR)* + - mR* = mR (p + 5),

mL(R — h) = mLpR .

(2.1.17)

(2.1.18)
(2.1.19)

A potencialis energia nulla szintjét az ,,A” pont magassagaban vegyiik fel (lasd 2.1 4bra). gy

a potencialis energia:
U = —mg[Lcosg, + (R — h)cosp,].
A merevségi matrix elemei a kovetkezo kifejezésekbol adodnak:

au )
a_fpl = mgLsing,,
melynek masodik derivaltjai az egyensulyi helyzetnél:
02U
dp,?

= mgLcosg,|y = mglL,
0

d2%U
09109,

0
A potencialis energia ¢, szerinti derivaltja:
ou

— =(R - ;
5o, = (R —Mmgsing,

aminek tovabbi derivaltjai:

02U
5| = (R —h)mgcosg, |, = (R — h)mg,
09, 0
02U _
09,09, 0
Ezek alapjan a merevségi matrix,
S = [mgL 0 ]
L 0 (R-—hymgl

(2.1.20)

(2.1.21)

(2.1.22)

(2.1.23)

(2.1.24)

(2.1.25)

(2.1.26)

(2.1.27)
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Egyszerlsités utan

[ mlL? mLpR
= 2 (2 2\| (2.1.28)
mLpR mR (p + 5)
_ [mgL 0 ]
S = [ S rmal (2.1.29)
Mivel nincsenek csillapité illetve nem potenciélos erdk, igy D = 0,Q = 0.
A sajatkorfrekvenciak a frekvenciaegyenletbdl hatarozhatok meg, aminek alakja:
det(—a*M +S) = 0, (2.1.30)
illetve ezt kifejtve:
—a*ml? + mglL —a’mLpR
=0, 2.1.31
—a’mLpR —a’mR? (p2 + %) + pRmg ( )
azaz:
2 2
a*m?L?R? (pz + g) — a’m?L*pRg — a®?gLm?R? <p2 + §> + m?g%LpR
—a*m?L?R?*p? = 0, (2.1.32)
2 2
(ZLR)a* - g|Lp+R(p? +32)|a? + g?p = 0. (2.1.33)

Ebbdl a két szabadsagfokli lengdérendszer a4, @, sajatkorfrekvencidi meghatarozhatok. A

kovetkezd feladat a lengésképek meghatarozasa volt. Az egyenletek Gsszefiiggdsége miatt a
matrix masodik sora ugyan azt az eredmény adna, igy elég csak az els6 sorral szamolni.

(—a’M+S)A=0 (2.1.34)

[Fatmi? +mgl —atmipR] Atk] =0 (2.1.35)

A két lengéskép a megfelelé a-k behelyettesitése utan meghatarozhato az alabbi kifejezésbol

—a*ml? + mgl.  —a’L+g

Az = , k=12. (2.1.36)

ap’mLpR "~ ai?’pR
Ezzel kiszamitottuk az A és A, lengéskép vektorokat. A 2.2 dbran a 4. fejezetben targyalt

adatok alapjan kapott ( fiz = Z—;) sajatfrekvencidk €s lengésképek lathatoak.

10
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f=4.46Hz
// L \\\\
0] |
A= [ 4] => 55l [ e =[] = [l

2.2 abra Sajatfrekvencidk és lengésképek Golden alma paramétereivel

2.2 Rugés inga modell

)y A

2.3 abra Rugos inga modell paraméterei és altalanos koordinatai

Ez a modell annyiban tér el a 2.1. fejezetben targyalttol, hogy a rad és a goémb

csatlakozasaban megjelenik egy torzids rugd, mely a valdsadgot pontosabban kozeliti, ezaltal a

11
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gombnek, tehat maganak az almanak a szogelfordulasa kisebb, mint az el6zé fejezetben
bemutatott modell esetében.
A rendszer kinetikus energidja megegyezik a 2.1. fejezetben kifejtett kinetikus energiaval, a
tomegmatrix valtozatlanul
mlL? mLpR
= [mLpR R? (p2 +§) . (2.2.1)

A rendszer potencidl fiiggvénye az el6z6 modellhez képest kiegésziil a rugd potencialis
energiajaval:
1
U = —mg[Lcosg, + (R — h)cosqp,] + Est(<p2 — )2 (2.2.2)

fgy a korabbi modellhez képest a merevségi matrix most nem lesz diagonalis:

_[mgL +s; —S¢ ]
S = [ _s, (R = Rymg + s, (2.2.3)

Csillapito illetve nem potencialos er6k hianyaban, D = 0,Q = 0.
A frekvenciaegyenlet U alakja:
(é L2R) at—g (L2 (p +py) + (RL + p:R?) (pz + g) + ZRLppt) a?
+9*(Lp + Lp; + Rpp,) =0 (2.2.4)
A korabbiakhoz hasonléan a két lengéskép a megfeleld «a; sajatkorfrekvencidk
behelyettesitése utan meghatarozhaté a kovetkezo kifejezésbol

—ap*mL? + mgL + s,
Ak =

, k=12
ap’mLpR + s;

Az 2.4 4bran a 4. fejezetben targyalt adatok alapjan szamolt sajatfrekvenciak és lengésképek

lathatoak. .
£-2.01Hz f=5.33Hz

B

475 |
Arr = [1}37] = [igg] H Aiz = [—11.16] = —341.}(?3] H

2.4 abra Sajatfrekvenciak és lengésképek Golden alma paramétereivel

12
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2.3 Rugodlanc modell diszkrét rugokkal

)y A

2.5 abra Rugoélanc modell paraméterei €s altalanos koordinatai

2

A 25 abran lathaté konstrukcido egy ,,S” rugdémerevségli rugobol, egy s; torzids
rugémerevségll torzids rugobol valamint az almat jelképezd gombbdl all. A két rugd soros
kapcsolasu. A gombbel a rugék gémb sulypontjatol R-h tavolsagban csuklosan kapcsolodnak.

A rendszer kinetikus energidja,

1 1
T = Emvsz + EGSQZ (231)
A szogsebesség
Q= ¢. (2.3.2)
A gdomb tehetetlenségi nyomatéka,
2
0, = ngZ. (2.3.3)
A gdomb sulypontjanak sebessége
Vg = Vp + Q X Tgs, (234)
ahol
X
vg = [O] (2.3.5)

fgy a gomb sulypontjanak sebessége

_[X+ @(R — h)cose
ST [ @ (R — h)sing (2.36)
Behelyettesités a kinetikus energiaba,
1 1 2
T = Emfcz +om [(R —h)? + ERZ] @* + mxp(R — h)cos. (2.3.7)

A rendszer nullpontjat a rugok és a gomb csuklos kapcsolodasanak szintjéhez véve a
potencialis energia felirasa:

U= %sx2 + %Stq)z —mg(R — h)cosg . (2.3.8)

Ezek alapjan a tomeg-, és merevségi matrix:

13
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m m(R — h)
M:hm—m7ﬂm—mhémﬂ (2:3.9)

s 0
s_k &+mMR—M} (2.3.10)
Csillapito illetve nem potencialos er6k hianyaban, D = 0,Q = 0.
A frekvenciaegyenlet 0j alakja:

2 2
a*m?R? (pz + E) — a’m(pRmg + s;) — a*msR? (pz + g)

+s(pRmg + s;) — a*m?R?*p? = 0.

Egyszertsitve:

(émZRZ) at — [mst + pRm?g + msR? (pz + é)] a? + ss; + s pRmg = 0. (2.3.11)
A korabbiakhoz hasonléan a két lengéskép a megfeleld a; sajatkorfrekvenciak
behelyettesitése utan meghatarozhat6 a kovetkezo kifejezésbol

—a’m+s
Ay =—7F—, k=12
ap“mpR

Az 2.6 abran a 4. fejezetben targyalt adatok alapjan szamolt sajatfrekvenciak és lengésképek
lathatoak.

£421Hz

\
/I \
\ & \
; 3
| / \
\“ \9V %
\ NeZo =

\
]

mm ]

Apr = [16%66] == [1.331] [molﬂ] Az = [—4;.06] = [—42.81] [ °

2.6 abra Sajatfrekvenciak és lengésképek Golden alma paramétereivel

2.4 Rugolanc modell hajlitott raddal

Az eddig vizsgalt modelleken egy tovabbi pontositast hajtottunk végre, melyben a torzids
rugo kozelitd elforduldsa a szar pontos szogelfordulasaval lett helyettesitve. A kovetkezdkben
ezt fejtjiik ki részletesen.

A vizsgalt rendszer tomegmatrixa valtozatlan.
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2.7 abra Hajlitott szar

A pontositds a rad deformaciojabol adodik. A 2.7 abran lathatd hajlitott rad esetén a
potencidlis energidban megjelenik egy ¢, szdgelfordulas is, amely a torzids rugobol adodod
alakvaltozasi energiat valtoztatja meg. A kozelités tehat egy befogott tartd x lehajlasan és ¢,

szogelfordulasan alapul:

FL3
X =3E’

FIL?
§01=ﬁ-

A szogelfordulés valamint a lehajlas aranya
3

(pl :XZ.

fgy az el6z6 modellben szerepld rendszer potencialfiiggvényét kiegészitve,

1 1 3\2
U =Esx2 + 25t (ga _XZ) —mg(R — h)cose.

A merevségi matrix elemeit a megfeleld derivaltak adjak:

aU_ ( 3)3
ox T S\P T o)

melynek tovabbi derivaltjai:

02U 9
ax7| TS TSt
02U 3

6x6<p‘0 BT

15
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A potencialis energia ¢ szerinti parcialis derivaltja:

v ( 3)+ (R — h)si (2.4.8)
a(p_st ¢ xZL mg sine, 4.
amit ismét tovabb derivalva kapjuk:
02U
Fre = s + mg(R — h)cosp|, = s, + mg(R — h), (2.4.9)
0
o = ° 2.4.10
0(p0x0_ SeoL (2.4.10)
A merevségi matrix
9 3
S+ St— —S¢—
S = fart faL (2.4.11)

3 :
=S¢5, St tmgpR

Csillapito illetve nem potencidlos erdk hianyaban, D = 0,Q = 0.

A frekvenciaegyenlet 0j alakja:

2 9 2
a*m?R? (pz + E) — a’*m(pRmg + s;) — a’*m (s + ¢ m) R? <p2 + §> +

9 3 9
(s +sc52)(PRMG + 50) — (cr‘*mszzo2 + azmpRstZ + 5,2 m) =0,

mely egyszeriisitve:

EZRZ“'— + pRm?g + +iR22+E+ REZ
5m a ms; +prmcg + m|s St4L2 p c mp StLa

9
+(s+sc772) (pRmg + s;) — s¢2 z=0 (2.4.12)

A korabbiakhoz hasonléan a két lengéskép a megfeleld a; sajatkorfrekvencidk

behelyettesitése utan meghatarozhaté a kovetkezé kifejezésbol

—ap*m+ s+ st%
Ay = 2 k=12
ai’>mpR + St 5T

Az 2.8 abran a 4. fejezetben targyalt adatok alapjan szamolt lengésképek lathatoak.
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A1 = [32%74] Bad [3,275] "7 iz = [—3€1>.89] = [_42,22] "]

2.8 abra Sajatfrekvenciak és lengésképek Golden alma paramétereivel

2.5 Ingamodell hajlitott ruddal

y A

2.5.1 abra Inga hajlitott raddal (paraméterek és altalanos koordinatak)

A modellalkotas azon 1épése kovetkezik, melyben egy harom szabadsagfokt lengérendszert
vizsgalunk. A rendszer egy rugalmas rudbol, egy torzios rugobol, valamint egy gémbbdl all.
A korabbi modellekhez hasonléan a rud a gémbhoz a gomb sulypontjatdl R-h tavolsagban

idealis csukloban kapcsolddik egy s; merevségii torzids rugon keresztiil a 2.5.1 abra alapjan.

A rendszer kinetikus energidja

17
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T = Zmv? + 20,02

2 2

Szogsebesség
Q == (pz.

GOmb tehetetlenségi nyomatéka

0, = 2mR2.

5

A gdomb sulypontjanak relativ sebessége

Do = @2(R — h)C05<P2]
Srel ®2(R — h)sing, I

A rendszer ,,B” pontjanak sebessége
_[x
A gomb sulypontjanak sebessége a kovetkezoképpen alakul
Vg =vB+erBS-

e = [x + ¢, (R — h)cosgoz]
S $2(R — h)sing,

(2.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)

(2.5.4)

(2.5.5)

(2.5.6)

(2.5.7)

vs? = %% + 2@, (R — h)cos@,+¢,> (R — h)%cos?p, + ¢,2(R — h)?sin%p, (2.5.8)

A kinetikus energidba torténd behelyettesités:

T = ~mx? +[m(R — h)? + 05]¢,” + migp, (R — h)cosp,

T =3ms? +3m|(R — )2 + 2R @,” + mig(R — h)cose,

A kinetikus energia megfelel6 szamu derivaltjai:

aT i _
37 = M + m@,(R — h)cosg,.
aminek tovabbi derivaltjai:
92T
| =™
°T | " B L
9209, . =m(R — h)cospz|o = m(R — h),

illetve
0%T
0x0¢,

0

A kinetikus energia ¢, szerinti parcialis derivaltja:

18
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T 2 1. _
39, =m [(R —h)? + ERZ] ¢, + mx(R — h)cosg, (2.5.15)
melybdl a tovabbi derivaltak:
T | , 2
e It (LR (2516)
0%T
6(/')2656‘0 = m(R — h)cos@,|, = m(R — h), (2.5.17)
tovabba
oT = 0. (2.5.18)
092091,

Mivel a kinetikus energia nem tartalmaz ¢, tagokat igy a fliggvény ¢, szerinti derivaltjai 0-at

adnak.
0_.T =0 (2.5.19)
09,
R—h=pR (2.5.20)
A tdmegmatrix
m 0 mpR
mM=| 0 O 0 (2.5.21)

2 (24 2\
mpR 0 mR (p + 5)
Az, hogy a tomegmatrix egyik sora és oszlopa zérus, annak felel meg, hogy a szar tomegét

(tehetetlenségét) elhanyagoltuk.

A szar merevségi matrixa paraméterekkel

_[S11 S12
S = o o] (25.22)
ahol
S12 = S21-

A rendszer potencialfiiggvénye ennek alapjan
U= %[x 118, [;;1] —mg(R — h)cosp, + %st(rpz - @)%, (2.5.23)
ahol kifejtve a szorzasokat:
U= 3511952 t S1291x + §522§012 —mg(R — h)cosp, + %St((pz —¢1)* (25.24)

Megfeleld derivaltak adjak a merevségi matrix elemeit
ou

Gy SuX + 51201, (2.5.25)
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amibdl megkaphato:

valamint

02U
o], =

0

02U
0x0¢p4 0

= S12)

02U
0x0¢,

0

A potencialis energia ¢, szerinti parcidlis derivaltja:

ou
09,

= S12X + S201—5: (P2 — ¢1),

aminek tovabbi derivéltjait véve

02U N
5| = S22 T St
094 0

02U
dp,0x

= S12,
0

0%U
0910,

= _St'
0

A potencialis energia ¢, szerinti parcidlis derivaltja:

ebbdl megkaphato:
02U
2
do 0
valamint

Merevségi matrix

— =mg(R — h)sing,+s,(p, — 1),

=mg(R — h)cosp, + s¢|lo = mg(R — h) + s,

0%U _
dp,0x 0
02U
0,09, 0
S11 S12 0
S=|S12 Sa22tS; —S¢ :
0 —S¢ mg(R — h) + s;

(2.5.26)

(2.5.27)

(2.5.28)

(2.5.29)

(2.5.30)

(2.5.31)

(2.5.32)

(2.5.33)

(2.5.34)

(2.5.35)

(2.5.36)

(2.5.37)
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Cisillapito illetve nem potencialos erdk hianyaban, D = 0,Q = 0.
A sajatkorfrekvencidk a frekvenciaegyenletbdl hatarozhatoak meg. Melyet a (2.5.38) kifejezés

ir le.
2
gmsz(szz + St)a4 -m [PR[mg(szz + 5¢) — 25:515] + S¢S0 + R2511(522 + 5¢) (Pz +

2

N2
g) —R (p2 + g) 5122] a?® = s4(512% — 511522) + PRMG(s118¢ + 511522 — 512%) = 0 .(2.5.38)

A kordbbiakhoz hasonloan a két lengéskép a megfeleld «a;, sajatkorfrekvenciak

behelyettesitése utan meghatarozhaté a kovetkezé kifejezésekbol

s
akZmeSLt2 + ap’m — s

App =
Syp + S
S12 — ax?mRp —225 L
t
_ Szt (Sa2 + s0)Ap

i3 5,
A harom szabadsagfoku modell visszavezetheté egy két szabadsagfoku rendszerre, igy a
lengésképeket az atalakitas utan kozoljik.

A 3 szabadsagfoku rendszer merevségi matrixa

S11 S12 0
S = 512 522 + St _St . (2539)
0 —S; mg(R — h) + s;
A mozgasegyenlet
X X
M|@|+S|P1|=0. (2.5.40)
P2 P2

Mivel a tomegmatrix 2. sora valamint 2. 0szlopa zérus elemeket tartalmaz igy a 2. egyenlet:

S12X + (825 + S)P1—S:p, = 0. (2.5.41)

Az egyenletet atalakitva és ¢ -et kifejezve:

—S12 St

b1 = Spy + St x Spy + St bz (2.5.42)

Az atalakitott modell vizsgalata

Ahol a tomegmatrix

m mpR
= [ l (2.5.43)

mpR  mR? (p2 + E)
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Potencialis energia
1 1 1
U= 5511952 + S1201x + 5522(1712 —mg(R — h)cosp, + 5Se(p2 = @)% (2.5.44)

A (2.5.42) kifejezéssel torténd helyettesités utan:

1 2 _512 St 1 _Slz St 2
U==s11x +512( X+ (pz)x+—522< X+ (pz)
2 Sy, + 8¢ Sy, + 8¢ 2 Sop + St Sop + S¢

(R ~ hcospy + 55 [p2 — (x4 — )]2
mg cospa +55¢ |2~ \ 555 X T 5 s %2

mely egyszersitve:

1 S12° S12S 1 s s 2
U=(ES11_L>XZ+&X(P2+§522< : Q2 — = x)

So2 + S¢ Soo + St So2 + St Soo + St
.1 [(1 i ) P ]2 (R —h) (2.5.45)
5 St Py ®, Py x| —mg COSQ,. 5.

A potencialis energia megfeleld szamu derivaltjai adjak a merevségi matrix elemeit.

ouU 1 5122 S12S¢
o 2<§511_— X+ —F—-¢

Sy + St Sy + St
—S12 S S12
sy, ( X+ —t (,,2) (2.5.46)
Soo + St Soo + St S + St

St S12 S12
+5s: 11— 2 X .
Sop + St Sop +S¢ 1Sy, +5¢

A (2.5.46)-es egyenletet tovabb derivalva:

02U 5122 s 2 S 2
S - (L) +St<i)
dx o Sy + St Syo + St Sy + St
(2.5.47)
_ St
s, +s)
illetve
0%U __S125t  S125tS22 ( St ) StS12 StS12 (2.5.48)
0x0¢, o S22t S: (522 + 50)2 Sy +5¢) Spp + S Sy ts o
A potencialis energia ¢, szerinti parcidlis derivaltja:
ou 5125t ( —S12 St ) St
= S22 x (%)
0y Sy +5¢ S22 t St S22 t St S22 t St
St S12 St _ .
+5; [(1 522+5t) ©, + p—— x] (1 522+St) + mg(R — h)sing, , (2.5.49)
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aminek tovabbi derivaltjait képezve:
02U
dp,?

_ ( : )2+ (1 : )2+ (R — h)cosg, |, =
. =522 Spp + 5 St Syp + 5 mg COS@3zlo =

2 2
oL St _ S22t .
S22 (522+St) + s¢ (1 0 ) +mg(R—h) = s T mg(R—h), (2.5.50)

S22+St S
illetve
2
0°U | s128¢ 5125822 ( St ) StS12. _ StS12 (2.5.51)
0p,0x o S22t St (S22 +5¢)2 Sp2 + St/ Spp + St Sap + St o
fgy a merevségi matrix
S122 StS12
S11 — .
S — Sa2+5St S22tst (2.5.52)
S¢S12 S225¢ ! o
— +mg(R —h)
Sz22+St S22+St

Csillapito illetve nem potencidlos erdk hianyaban, D = 0,Q = 0.
A sajatkorfrekvencidk a frekvenciaegyenletbdl hatarozhatoak meg. A determinans analitikus
kifejtése annak bonyolultsdga miatt nem tortént meg. Megoldasahoz matematikai szoftvert

hasznaltunk és ezen szoftver segitségével hataroztuk meg a lengésképeket is, melyek 2.5.2
abran lathatoak.

£1.68Hz £4.78Hz

1
Agi = [32.99 ==

25.73

2 mm 1
= [3.78“ ; ] Apz = | 25.44
2094]L ° —38.74

2 mm.
2o [
—4.44 °

2.5.2 abra Sajatfrekvenciak €s lengésképek Golden alma paramétereivel
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3 A csillapitott, kombinalt inga és rugalmas rid modellje

3.1 abra Kombinalt inga modell paramétereivel

A 3.1 abra szemlélteti a kombinalt ingdnak megfelelé rud-gomb elrendezést. A rud és a
gomb a korabbi modellekhez hasonléan a gomb sulypontjatdol R-h tavolsagban idealis
csukloban kapcsolddik. A rud masik végén befogéds van, a valdésag pontosabb kozelitését
biztositja a 3.1 abra ,,B” pontjaban elhelyezett torzios rugo.

A rendszer ,aranyos” csillapitassal rendelkezik, amelyet modalis analizis modszerével
hataroztunk meg. Az ardnyos csillapitds 1ényege, hogy valamilyen kapcsolatot keresiink a
merevségi €s az altalanos csillapitasi matrix kozott.

A 3.1 abran egy, a kordbbi modellektdl eltérd és ezzel magasabb bonyolultsagi szintet
képviseld rugalmas rudat vizsgalunk. Az alma szarit egy linedrisan rugalmas befogott
tartoként modelleziink (ami az abra szerint fliggéleges), melynek ha szabad végére F
koncentralt terhelést helyeziink, ekkor a szabad vég X irdnyt elmozdulasa valamint ¢4
elfordulasa kovetkezik be. A nyugalmi valamint a kitéritett allapot kozott a rad végének
,rovidiilését” (elemelkedését) tapasztaljuk. Mi ebben az esetben az ,,X” elmozdulés illetve a
rovidiilés  kozti  kapcsolatot  keressiik. Ezt az elemelkedést a szilardsagtanban
elhanyagolhatonak  tekintjilk. Rezgéstanban  viszont meg kell vizsgalnunk a

fiiggvénykapcsolatot mivel szerepet jatszhat a potencialis energiaban.
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3.1 Modalis analizis alkalmazasa aranyosan csillapitott rezgések esetén

Aranvos csillapitas /Ravyleigh-féle/

MG+Kq+Sq=0 (3.1.1)
K = k,,M + k¢S — linearis kombin4cid, (3.1.2)
ahol
k., ks — konstansok.
Tehat,
K = k,S. (3.1.3)
A kg konstans kiszamitasi modja:
(—a M+ S)A;, =0 (3.1.4)
A = [ A112] (3.15)
A, = [Al | (3.1.6)
22

Ahol
A4, A,- lengésképek.

» 1" transzformacios matrix bevezetése:

T=loAr GAl=[. 4 o4 ] (3.1.7)
q="Ty, (3.1.8)
ahol
y — modalis koordinata.
MT§+STy=0 (3.1.9)
T MTy+T7S Ty =0 (3.1.10)
v [ | A W B @i
Mivel:
Ay’ MA; =0 (3.1.12)
és
Ay MA; =0 (3.1.13)
A1 LAz (3.1.14)

A tdmeg matrixon keresztiil
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c;A{"Mc;Aq = 1. (3.1.15)

1
“a= \/ﬁ (3.1.16)

1
2= \/ﬁ (3.1.17)
TTKT = k, TTS T = [ksglz ksgzz] - [2D5“1 , D(z’az (3.1.18)

fgy

ke = Za—Dll (3.1.19)

3.2 Disszipativ potencial

A (3.1.3) kifejezés alapjan tehat az altalanos csillapitasi matrixunk és a merevségi matrix
kozott egy kg aranyossagi tényez6 teremt kapcsolatot. Az aranyossagi tényezd mérését a 4.6.

fejezetben ismertetjik. Igy a csillapitasi matrix segitségével felirhatjuk a disszipativ

potencialt.
D=1l ¢2]KL;‘2] (3.2.1)
_ k11 k12]
K = [k21 i (3.2.2)
1 . .. 1 .
D = kg% + kyp ok + koo (3.2.3)

A disszipativ potencial (3.2.1) kifejezés szerinti felirasanak a késobb ismertetett gerjesztett

modell esetében lesz fontos szerepe.

3.3 Befogott rid lehajlasanak vizsgalata®

A vizsgalat egy adott, esetiinkben kor keresztmetszetli linearisan rugalmas, homogén, izotrop
befogott rudra vonatkozik, melyre érvényes a Hooke térvény:

o=c¢E. (3.3.1)

L A paraméterek atlathatosaga érdekében a rud lehajlasat fiiggdlegesen felfelé hato koncentralt erd esetében
vizsgaltuk.
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Azzal a feltételezéssel ¢élink, hogy a Bernoulli-Euler hipotézis érvényes, azaz a
keresztmetszetek sikja sik marad (nem vetemedik), valamint a keresztmetszetek sikja
merdleges marad a sulypontvonalra. A Feynman altal javasolt elemzés szerint (Id. [3]) egy
befogott rad alakvaltozasa esetén felirhato a Bernoulli-Euler, hajlitd nyomaték - gorbiilet

Osszefliggés egy allando keresztmetszetili linedrisan rugalmas rad esetére:

d
1EZ — m. (3.3.2)
ds

3.2 abra Befogott rud lehajlasa F koncentralt terhelés hatasara

A 3.2 abra szemlélteti az L hosszusagh befogott rudat, melyre szabad végén egy F koncentralt
terhelés hat. A jelolések Descartes-féle koordinata rendszerben értendéek. Az abran
megjelend 8, az F koncentralt terhelés alatt lehajlott rad szabad vége, valamint a nyugalmi
helyzetben 1€v0 rid szabad vége kozti ,X” irdnya tavolsagot adja meg. A §,, jelolés pedig
ugyanezen elrendezés ,,y” irdnyl tavolsagat adja. Az 3.2 adbran megjelend ,,8” jelolés egy
ivhosszat jelol, melyet a rogzitett végtdl vesziink fel. A ¢, szdg a lehajlott rud szabad
végének szogelfordulasa. Ha a (3.3.2) kifejezést egyszer derivaljuk ,,s” szerint, akkor a
kovetkezd egyenletet kapjuk:
d*¢ dM

IE d—;f == (3.3.3)
Ahol a hajlité nyomaték az 3.2 abra ,,A” pontjaban:

M(s) =F(L -6, —x) (3.3.4)

A (3.3.4) kifejezés ,,S” szerinti derivalasaval valamint azzal az Gsszefliggéssel, hogy cosgp =

dx

5 °gy nemlinearis differencialegyenletet kapunk, amely leirja a befogott rad alakvaltozéasat

a szabad végen F koncentralt terhelés alatt.
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dZ
IEd—S(f + Fcosgp = 0 (3.3.5)
A (3.3.5) kifejezés tehat egy nemlinedris differencidlegyenlet melynek nincs zart alaka
megoldasa. Egy sorfejtéses kozelitd megoldas eldallitdsa érdekében eldszor egy Z—f taggal

torténd szorzast hajtunk végre:

do d?¢ do
L i 3.3.6
IE 75 ds? + Fcosp s 0. ( )
Atiras utan
d |1 dp\*
R ZIE(ds) +Fsm<pl 0 ( )

A (3.3.7) egyenlet egyszer integralhatd, figyelembe véve, hogy a rud szabad végének
lehajlasa ¢, valamint a (3.3.2) és a (3.3.4) kifejezésbdl kovetkezik, hogy (Z—f) =0.Igya
s=L

(3.3.7) egyenletbdl adodik s-t6l L-ig torténd integralassal:

(E) =1E (Fsingy — Fsing). 9.

Ez az s ivhossz €s a ¢ szdgelfordulas kozott egy szétvalaszthato tipust elsdrendll kozonséges

differencidlegyenlet, aminek megoldasat igy jeldlhetjiik ki a szogre vonatkoz6 integralassal:

@
= |1 f o (3.3.9)
2F J, \[sing, — sing
A rud teljes L hosszara ez kovetkezd dsszefiiggést jelenti:
@
= |E f e (3.3.10)
2F )y \[sing, — sing
Figyelembe véve hogy cosgp = Z—j , valamint sing = Z—Z , a(3.3.9) kifejezésbol a kovetkezo
képletek adodnak a rud semleges szdla egy pontjanak X és y iranyt helyzetére:
2IE
X = T(\/singoo — |/sing, — sing), (3.3.11)

y= | f v ___singdé (3.3.12)
2F Jy \[sing, — sing

Ezekbdl a (3.3.10)-hez hasonléan ¢ = ¢, helyettesitéssel addédik a rad veégso
keresztmetszetének elmozdulédsa az X és y iranyban:

6, =L —x(py), (3.3.13)
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8y = y(@o). (3.3.14)
A 4. fejezetben kifejtésre keriilé mérések alapjan kapott tapasztalati 6sszefliggés szerint a
terheletlen rad szabad vége, és a terhelt eset szabad vége kozti ,,x” iranyu valamint ,,y” irany
eltérés kozti osszefliggés a kovetkez6 masodfoku alakban kereshetd:

8y = k8,7, (3.3.15)
ahol az ismeretlen x paraméter meghatarozasa sziikséges a rezgéstani mozgasegyenleteink

pontos felirdsdhoz:

Ox
K=—=. (3.3.16)
Sy
Behelyettesitve a (3.3.13), (3.3.14) kifejezéseket,
L —x(¢o)
=——" (3.3.17)
y(90)?

Ujabb helyettesitéssel a (3.3.11), (3.3.12) kifejezések alapjan a kovetkezo dsszefliggést
kapjuk:

2F 2IE —
ﬁ(l' — T,/mngo())
K= > (3.3.18)
<f(p0 sinpdp >
0 /sing, — sing

A kovetkezo 1épésekben megjelend sorfejtések ¢, = 0 koriili, ¢, Szerinti Taylor-sorok.

A (3.3.10) egyenlet integralando fliggvényének négyzetgyok alatti kifejezése Taylor-sorokkal

kozelitve

- IEf"’O do

(po_gfpo?’ +m(p05_+-.._(p+8(p3 _m(ps +_...

A (3.3.19) jobb oldalan szerepld integralt a ¢, felso hatar szerint ismételten sorba fejtve

IE 11 5 47 9
— ’_ T4 — 2 3.3.20
L 2F(2,/g00+30<p02+560<p02+...>. ( )
A (3.3.20) kifejezésbol F terheld erét kifejezve,
P IE (3600 + 1320942 + 121¢,*+...)

(3.3.21)
1800L2
A (3.3.18) egyenlet nevezdjében szerepld kifejezést hasonldan sorba fejtve
o sinpdg 4 3 13 7
fo Jsing, — sing =3 %0 T g5 Poit- (3.3.22)
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¢s hasonlodan a (3.3.18) szamlaldjanak masodik tagja:
1 9

VSingy = /@o — —<po 1440 @o2+... . (3.3.23)

Behelyettesitve a (3.3.21), (3.3.22), (3.3.23) kifejezéseket a (3.3.18) egyenletbe:

1 @o(60 + 11¢y*)? _ L? ( 1 E)
900 2 L—60 00060 + 11pa2)2 \VPo 17 Po?

4 3 A
(§<P02 +m<ﬂoz>

Az egyszerUsités folyamata a kdvetkezékben lathato.

2

L? L
232 _ f J@a5
9o(60 +119p7)7| L 60\/(,00(60 T 11 2)2V Po + 5\/(p0(60 T 11¢,2)Z V%o

K =~
13 z
2
90012, ( + Tt Po )
49(60 + 119,2)?| L — 60 L* Joo +5 L Joob
0 (60 + 11¢2)2 V™0 (60 + 11¢y2)2 V™0
o 412042(140 + 13942)?
1 1
49(60 + 11¢9,2)%(1 - 60 Joo+5 J 5)
. ( 707 ( J#0(60 + 1190V " 7 5560 + 1192 ¥ *°

4Lpo2(140 + 13¢y2)2

2 _
49(60 + 11¢,y2)? (1 + 5‘”"—60)

. 60 + 11¢,? (3.3.24)
4Lgo?(140 + 13¢y?)?
A (3.3.24) kifejezés nevezdjének egyszertsitése (negyedfoku tagokat elhagyjuk)
Lpo?(140 + 13¢9y2)? = 19600L@y*+... (3.3.25)
A (3.3.24) egyenlet szamlalojanak Taylor soros kozelitései
5¢0% — 60
~ -1+ —@a2+ 3.3.26
60 + 11,2 + 1590 (3.3.26)
fgy
4
22 (2 2
1 49060+ 11po7) (¥ ) (3.3.27)

4 19600L¢,?
A (3.3.27) tovabbi egyszeriisitései

30




Az almarazas dinamikaja

4 4
)2 (—=@o? ) = —=po? 3.3.28
(60 + 11¢2) (15% ) 5 $0?3600+..., ( )

4 2
49 15903000 117601 _ 3 (3.3.29)

4 19600Lgp,%2  19600L 5L
Tehat
3

~—, 3.3.30
ke~ oT ( )

Az alabbiakban levezetett 0sszefliggést tehat alkalmazhatjuk esetiinkben az alma szaranak

hajlitasara. Ezen korrigalt konstrukciot a 3.4 abra szemlélteti.

b |

3.4 abra Fiiggolegesen befogott rid hajlitasa

Tehat a szar rovidiilését a (3.3.15) kifejezés alapjan atirhatjuk fiiggélegesen befogott rad
esetére. Az eredeti rezgéstani modell jeloléseit hasznalva, atirds utan

8, = K8, (3.3.31)
adodik.
Az elézdekben analitikusan levezetett osszefliggéseket numerikus szamitassal is ellendriztiik.
A szamitasokhoz a 4.3 alfejezetben targyalt almaszarak adatait hasznaltuk fel. Kiilonb6z6 F
er6k esetén kiszamoltuk a szar végpontjanak &, X iranyu, €s §,, y irdnya elmozdulasait, majd
ezen értékeket diszkrét pontokként diagramban abrazoltuk. Kisérleti tapasztalatok alapjan egy

masodfoku gorbét illesztettiink az igy abrazolt pontokra, megkapva ezzel &, és 6, kapcsolatét
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(6, = k8,%). Az abrazolas elve 3.5 abran, mig a kiszamolt adatok, és az illesztett gdrbe

egyenlete a 3.6 abran lathato.

3.5 abra A szar végpontjanak elmozdulésai

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,025 0,003 0,0035
0,00025

8x = 22,28185y

0,0002

0,00015

Sx[m]

0,0001

0,00005

8y[m]

3.6 abra A szar végpontjanak szamolt elmozdulasai

Mint lathatd, ezzel a modszerrel csak konkrét almaszar esetén tudjuk meghatarozni a két
elmozdulas kozotti kapcsolatot (k¢ értékét), igy k és az L szarhossz kozott Osszefliggést
kerestiink. Ezt ismét LabView-ban elkészitett programmal oldottuk meg, mely program adott
IE hajlitd merevség esetén az L értékét folyamatosan novelve, minden egyes novelés kozott
15 kiilonboz6 F erére az elmozdulasokat kiszamolja. Ezutan a pontokra az ismertetett
modszer szerint egy parabolat illeszt, majd a k értékét meghatarozza. Ez a modszer

tulajdonképpen az el6zéekben ismertetett numerikus szamitast ismétli meg, folyamatosan
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novekvo L értékek esetére. Ezaltal a k valtozasa abrazolhatova valt L fliggvényében, amit a

3.7 4bra mutat.

30

k[1/m]
G

al

1

0,02 0,022 0,024 0,026 0,028 0,03 0,032 0,034 0,036 0,038

L[m]

3.7 abra k valtozasa az L szarhossz fliggvényében

A 3.7 abran lathatéak a kiszamolt ¥ — L pontok abrazolva, mely pontokra a levezetett

Osszefiiggés alapjan egy hiperbolikus gorbét illesztettiink. Lathatd, hogy az % egyiitthatdja

0,5988 ami jo kozelitéssel megegyezik a levezetett 0,6 % értékkel. Ezaltal ez a numerikus

szamolas megerdsiti az analitikusan levezetett 6sszefliggést.

3.4 Matrixegyiitthatos mozgasegyenlet felirasa

3.4.1 abra Kombinalt inga paramétereivel
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A vizsgélt modell a 2.5. fejezetben targyalt rendszerrel megegyezik, igy a 3.4.1 abra
szemlélteti a geometriai jellemzdket.

A rendszer kinetikus energiaja

1 1
T = Emvsz + EGSQZ- (341)
Szogsebesség
Q= g, (3.4.2)
GOmb tehetetlenségi nyomatéka
2
0, = ngZ, (3.4.3)
A ,,B” pont sebessége, melyben mar megjelenik a ,,rovidiilés” derivaltja is.
X
vg = [y] (3.4.4)
y = Kkx?, (3.4.5)

ahol y a rad (szar) fliggéleges emelkedése.
A (3.4.5) kifejezés id6 szerinti derivaltja:
Y = 2KXX . (3.4.6)
A gdomb sulypontjanak sebessége
Vg = vg + Q X Tgs. (3.4.7)

x + ¢,(R — h)cosg, ]

2kxx + @,(R — h)sing, (3.4.8)

vg =
Behelyettesités a kinetikus energiaba
T = %m[a’cz + @,%(R — h)%cos?@, + 2x9,(R — h)cosp, + ¢, (R — h)?sin¢p, +
4k (R — W)y sing, + 4c2x?5?] + 2 2mR2g,%.
r= %m[’kz + @27 (R — h)? + 2@, (R — h)cosg, + 4kxk (R — h)p,sing, + 4x2x25%?]
+5emR2$,’ (3.4.9)

T = %m(l + 4K%x?)x%? + %m [(R —h)?+ %RZ] ®,°

+m(R — h)(cos, + 2kxsing,)x@, (3.4.10)
A kinetikus energia megfeleld szamu derivaltjai adjak a tomegmatrix elemeit:
oT
rrie m(1 + 4k%x?)x + m(R — h)(cos@, + 2kxsing,)@,, (3.4.11)
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oT 2
39, =m [(R —h)? + gRZ @, + m(R — h)(cos@, + 2kxsing,)x, (3.4.12)
2
TT | (R~ h)(coss + Zixsing,)ly = m(R — ) 3413
970, i =m CosQ, Kxsing,)|op = m . (3.4.13)

Még egyszer derivalassal, x=0 helyettesitéssel a tomeg matrix valtozatlan marad (ld. (2.5.43))
m mpR
M= lmpR mR? (pz + g)l, (3.4.14)
azaz a rad végének emelkedése nem valtoztatja meg masodfoku kozelitésben a kinetikus
energiat ¢s linedris kozelitésben a tomegmatrixot sem. A helyzet azonban maés lesz az erék
potencialfliiggvényével.
A potencialis energia megegyezik az a 2.5. fejezetben targyalt rendszerével (2.5.23), kivéve a

,rovidiilés” okozta Ug helyzeti energiat:

Uy =...+mgkx?, (3.4.15)
U,
a—; =...+2Kkmgx. (3.4.16)
Ezaltal a plusz tag:
02U
g
=...+2 : 3.4.17
922 +2kmg ( )

Ezzel kiegészitve a merevségi matrix pontositott alakja

2

S StS
e
s = st e, . (3.4.18)
— ——4+mg(R—h
S22+St Sz2+St T g( )

A konnyebb atlathatosag érdekében a,b,c  paramétereket bevezetve irjuk fel a

frekvenciaegyenlet 0j alakjat:

2
a= gmsz
1 2(E.2 2
b = ————{R*(5p” + 2)[(s22 + s¢) (2mgk + s11) — 512°] + 55:(522 — 2pRs13)

" 5(s52 + 5¢)
+ 5mgpR(sz2 + 5)Im

¢ = {s¢[(2mgx + s11)(mgRp + s33) — 5122] + mgpR[s,,(2mgx + s11) — 5122]}

Syo + 8¢

aa*+ba’+c=0 (3.4.19)
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A kordbbiakhoz hasonléan a két lengéskép a megfeleld «; sajatkorfrekvenciak

behelyettesitése utan meghatarozhat6 a kovetkezo kifejezésbol
A4 = _5122 + [m(a,? — 2gK) — 511](s22 + 5¢) k=12
“ mpRay?s;; + (MpRay? — s12)s¢ , ,

Az 3.4.2 abrén a 4. fejezetben targyalt adatok alapjan szamolt lengésképek és sajatfrekvencidk

lathatoak.
f=2.29Hz 4,570 f=6.31Hz il 3,0
— \
/// i’ /\ M
/ 1D
/[ 2Imml Y ;
\\\ \\ ‘2 550 /,,l
1 2 1pmm 1 2 mm
Apr = [39.40] => [4.51] [ ¢ ] Az = [ 26.35 [ =>1 3.02 “ ¢ ]
e —30.95 —3.551L °

9.21

3.4.2 abra Sajatfrekvenciak ¢s lengésképek Golden alma
paramétereivel

36




Az almarazas dinamikaja

4 A modellek paramétereinek kisérleti meghatarozasa

4.1 Geometriai paraméterek

4.1.1 dbra A modell geometriai paraméterei
A mar ismertetett modellekhez alapvetden 3 geometriai adatra volt sziikségiink, az R sugarra,
a szar L hosszara, illetve a szar almatestbe valo benytlasanak h mértékére. Ezeket a méreteket
almanként kiilon lemérve, majd végil atlagot szamitva allapitottuk meg. A méréseknél 2
kiilonb6z6, Golden ¢és Idared fajtaja almat hasznaltunk. A késObbiekben a modellek soran
csak a Golden tipust alma adatait hasznaltuk fel. A 4.1.1 4bran lathat6, hogy a valds alma
alakja eltér a modelljeinkben hasznalt idealis gdmb alaktol, igy a mérések soran egy atlagos R

sugdr meghatarozasara torekedtiink. Megfigyelések alapjan egy almat 2 mérettel lehet

/

jellemezni, amit a 4.1.2 dbra is mutat.

D

4.1.2 abra Az almatest 2 jellemz6 mérete
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Ez a két méret, a 4.1.2 abran lathato ,,szélesség” — D, illetve az alma ,,magassaga” — H. Ezaltal

az atlagos sugar egy almdra vonatkozoan az

D H
_2z%7 (4.1.1)
2

képlettel tekinthetd. Az igy, almanként kiszamolt kozelité sugaraknak ismét az atlagat véve

R

kaptuk a 4.1.1 tablazatban szerepld adatokat.

R (mm) L (mm) h (mm) p(-) m (g) s; (Nm/rad)
Golden 32,8 32,9 14,6 0,556 137,7 0,007122
Idared 39,2 28,5 18,2 0,535 221,0 0,008753

4.1.1 tablazat Az alma jellemz6 adatai
A 4.1.1 tablazatban lathato tovabbi adatok a kovetkezok:
Szarhosszak — L (mm)
Szar benyulasa az almatestbe — h (mm)
Mivel az egyenletek soran az (R-h) érték gyakran el6fordult, erre bevezettiink egy pR=(R-h)
egyszerisitést, ahol p aranyossagi tényezot szintén almanként kiszamolva, majd kiatlagolva

kaptuk. Ezek az értékek szint a 4.1.1 tablazatban lathatoak.

4.2 Tehetetlenségi paraméterek

Az alma (kozelitd) tehetetlenségi nyomatékanak meghatarozasahoz a 4.1 pontban emlitett R
sugar mellett az alma tomegére is sziikség van. Fontos azonban kiemelni, hogy az alméak
tomege nem csak fajtatol, de az érettség fokatol is fiigg. Emiatt 1ényeges egy esetleges
sziiretnél meghatdrozni az alma érettségét, hogy alkalmas e mar a gépi sziiretelésre.
Meéréseink soran ismét 2 kiilonboz6 fajtaja almat vizsgaltunk, melyek érettségi allapotuk
szerint alkalmasak lettek volna gépi sziiretelésre, igy fogyasztasra is. A mért adatokat a 4.1.1
tablazat tartalmazza.

A mérési eredményekbdl latszik, hogy a kiilonboz6é almafajtak tomege jelentdsen eltér
egymastol, ami nagyban befolyasolja a sajatfrekvenciait. Ezek miatt fontos az almafajtakat

kiilon kezelni (esetleges gépi sziiretelés eldtt a gépet bedllitani).
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4.3 Merevségi paraméterek

4.3.1 Torzi6s rugémerevség

4.3.1 abra A torzids rugomerevség mérése, és modellje
A torzidés merevség mérésének elrendezését és annak modelljét mutatja a 4.3.1 abra.
Megfigyelések alapjan ezen mérések folyamén a szar szemmel lathatéan nem hajlott el, ami a
torzids rugd mérését befolyasolta volna, igy az s, rugdmerevség konnyen szamolhato. A 2
szOgre azért volt szlikség, mert az almék szara kiilonb6zé mértékben terhelés nélkiil is adott
szOgben allt.
A csuklopontra a 4.3.1 abra alapjan felirt nyomatéki egyensuly
s¢(@1 — @2) = Leosg,F. (4.3.1)
Ahol
¢ (rad) a terheletlen szarhoz tartoz6 szog
@, (rad) a terhelt szarhoz tartozo szog
L (mm) a szar hossza
F (N) = m;g az adott terhelderd, ami a rdakasztott m; adott tdmeg hatasara jon létre
A (4.3.1)-es egyenletbdl kifejezhetd a keresett torzids rugomerevség
Lcosp,F
e P1— P2

Ezek alapjan minden alman tobb mérést végeztiink, tobb kiilonb6z6 nagysagu tomeggel, igy

(4.3.2)

almanként atlagos torzids rugémerevségeket kaptunk. Az igy kapott értékeket atlagoltuk az
Osszes (azonos tipusu) almara, igy jutva el a végleges, atlagos torzids rugémerevséghez. Az

értékeket a 4.1.1 tablazat tartalmazza.
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4.3.2 A szar rugoalland6 matrixa és anyagjellemzoi
A szar hajlito lengéseinek szamolasahoz sziikséges volt a szar rugoéalland6é matrixat kimérni —

meghatarozni. A rugoallandé matrix alakja

€11 C12
C= .
C21 €22

Ha a szarat homogén, linedris (kor) keresztmetszetli radnak modellezziik, ahol L a szar

hossza, IE pedig a szar hajlitd merevsége, a matrix elemei

L3
- 4.3.3
=5 (4.3.3)
LZ
Ci2 =Cx1 = 21E (4.3.4)
L
= 4.3.5
Ca2 1E ( )

formaban alakulnak. Ezen elemek koziil a ¢y, illetve a c¢;5, = ¢,; volt mérhetd az alabbi

képletetek segitségével

(4.3.6)

)

Ci11 =

, (4.3.7)

Ci12 =

=S Tl

ahol f a szar végének erd iranyu elmozdulasa, ¢ a szar végének Oramutatd iranyaval

megegyez0 elfordulasa. Ezt a 2 értéket tudtuk mérni a 4.3.2 dbran lathat6 elrendezés szerint.

e S SeEEEREERIERS

4.3.2 abra Szar merevségének mérése
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Ahogyan a 4.3.2-es abran is latszik, a mérési elrendezés egy egyik végén befogott, masik
végén terhelt almaszarbol, ¢és egy mogotte elhelyezett milliméterpapirbol all. A
milliméterpapir segitségével leolvashaté a szar végének erd iranya elmozdulasa, AutoCad
program segitségével pedig a szar végének, a terheletlen helyzethez viszonyitott elfordulasa
hatarozhaté meg.

Az elézoek alapjan szaranként 2 mérést végeztiink, 3,9 illetve 6,9 gramm tomegekkel
terhelve, majd az ezekbdl szamitott ¢4 illetve a c;, = ¢, értékek atlagat vettiik. Ezeket a
méréseket csak Golden tipusu alma szaraval végeztiik el. A mért eredmények:

c11 =0,0477 m/N

€15 = €»1=1,6332 rad/N

A matrix utols6 elemét, a c,,-t nem volt lehetdségiink kimérni, mivel nem tudtunk a szar
végére erOpart helyezni, igy kozelitd képletekkel szamoltuk ki a mar lemért adatokbol.
Ahogyan mar emlitettiik, a szdrat homogén és allandod keresztmetszetli raddal kozelitettiik,
ami a valésagnak durva kozelitését jelenti. A képletek illetve a valds szar kozti eltérést ugy
kompenzaltuk, hogy kapcsolatot teremtettiink a mar mért 2 mennyiség, a c;1€s a c1, kozott,
majd ezek alapjan egy egyenértékii szarhosszt szamoltunk ki, ami teljesiti a 2 mért eredmény
kapcsolatat. Az igy megkapott egyenértékii hosszal, és a (4.3.5) egyenlettel tudtuk a hianyzo

matrix elemet meghatarozni:

—=— 4.3.8
o 3 (4.3.8)
2L
€11 ® 37 Ca1) (4.3.9)
-~ 3¢q1
L=——, 4.3.10
2¢q; ( )
ahol L az egyenértékii szarhossz. Ezek alapjan c,, a kovetkezképpen szdmolhato ki
3 3
Cop = L_2C11 = ﬁcll. (4311)

Az igy kapott c,, értéke Golden tipust almaszarra:
C52=74,000 1/Nm

Ezaltal a szar rugalmassagi matrixa

0,0477 1,6332

C= [1,6332 74000

| sr.
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Anyag-, és keresztmetszeti jellemzé (IE)
A 4.3.2-es alfejezetben lemért ¢y, értékek, és a (4.3.3) egyenlet segitségével meghatarozhatd
az alma szaranak IE Kkeresztmetszeti- és anyagjellemzdje, ha feltételezziik, hogy a szar
homogeén, rugalmas és allando6 kor keresztmetszetii.
13

IE = Tn (4.3.12)
A (4.3.12) egyenletbe behelyettesitve a lemért szarhossz, illetve rugalmassag értékeket
megkaphat6 egy atlagos IE jellemzd minden mért szarra. Ezen értékek Osszes vizsgalt szarra

vett atlagaval egy altalanos IE hajlitd merevséget kapunk, melynek értéke:
IE = 0,00048 Nm?

4.4 A szar karakterisztikaja

A 4.3.2-es pontban ismertetett rugddllandé matrix mellett fontos a szar rugalmassaganak
karakterisztik4jat is meghatdrozni. Ehhez a 4.3.2-es 4brdn mar ismertetett mérési elrendezést
hasznaltuk, azzal a kiilonbséggel, hogy egy adott szarat tobb (14 kiilonbozo) terheléssel
mértlink le. Minden egyes mérésrdl fényképet készitettiink, amit késdbb AutoCad programban
a képeken lathaté milliméterpapir segitségével helyes Iéptékre hoztunk, igy ezek utdn a
programon beliil pontosabb (0,01 mm felbontasu) mérésre volt lehetdség. Ilyen pontossaggal

a milliméterpapirrdl szemmel nem lehetett volna az értékeket leolvasni.

0,08
0,07 F'=34,6547-0,0002 &
0,06
0,05
70,4
=
~
0.03
0,02 /
? L 4
0,01
0,00
0,000 0,001 0,002 0,003
flm]

4.4.1 abra A Golden alma szaranak karakterisztikaja
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A 4.4.1 abran lathatdé mérési eredménybdl levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy az alma
szaranak karakterisztikaja linearis, illetve a nagyon kicsi (ebben az esetben 0,0002 értékii)
nullpont eltolas elhanyagolhat6. Ezaltal egy origobdl indulo, adott meredekségli egyenest
kapunk, ami alatamasztja a modelleknél alkalmazott képletek hasznalatait. Az alma
tulajdonsdgai nem csak az emlitett modon, azaz az érése kdzben valtoznak, hanem a leszedés
utan eltelt id6 fuggvényében is. Ez az oka annak, hogy a 4.4.1 abran lathaté mérésnél eltérd
rugomerevséget mértiink, mint az el6z0 esetekben, hiszen a szar gyorsan szarad a leszedést

kovetden, igy valtozik a rugdmerevsége.

4.5 A szar lehajlasanak mérése, osszevetés a szamolt adatokkal

A kovetkezdkben egy ellenérz6 mérést végeztiink, melyben 6sszehasonlitottuk egy adott
almaszar, adott terhelésnél felvett alakjat az elméleti (szamolt) alakkal. A mérést ismét a 4.3.2
abran lathatdé mérési elrendezésben végeztik el, majd AutoCad programban a szarat
egységnyi hosszisagl szakaszokra felbontva, azoknak fiiggéleges (erd iranyt) elmozdulasat
mértiikk le. Ezeket a mért adatokat, az ugyanilyen elven torténd szdmolt adatokkal egytitt

diagramban abrazoltuk, amit a 4.5.1-es abra mutat:

0 5 10 15 20 25

Y -',N Szar hossza [mm)]
-0,2 . \
‘ -‘\~~
-0,3 ig Sews \
e
-04 o T \
-0.5 * e \

-0.6 ¥
-0,7
-0,8
-0.9

I
—

Meért adatok
— Szamolt adatok

Polinom. (Mért adatok)

Lehajlas [mm]

4.5.1 abra A szar lehajlasanak elméleti, és mért eredménye
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A 4.5.1 abran lathato eltérés a mért és szamitott gorbe kozott azért van, mert a szamitas soran
homogén, alland6 keresztmetszetli ridnak tételeztiik fel az alma szarat. Ezzel ellentétben, a
valosagban a szar anyaga nem homogén, keresztmetszetének teriilete pedig a befogastol

tavolodva csokken, ami miatt a mért gorbe a szamitott alatt helyezkedik el.

4.6 Csillapitas

A megfeleld rezonanciagdrbék rajzoladsdhoz sziikséges volt az alma csillapitasat is kimérni. A
modellek soran linearis, aranyos csillapitast tételeztiink fel, a K altalanos csillapitasi matrix a

(4.6.1) egyenlet alapjan az S rugdmerevség matrixbol egyszeriien szamolhato

K=kS, (4.6.1)
ahol
ks = & (4.6.2)
aq

A D, relativ (modalis) csillapitasi tényezo értékét egy, még az agon 16g6 alma lengését
vizsgalva, logaritmikus dekrementummal szamoltuk Ki. Az alma lengésér6l videot
készitettiink, amit késObb képkockankra bontottunk, majd AutoCad program segitségével az
egyes képeken lemértik az alma statikus helyzetéhez képesti szogelforduldsat. A

szogelfordulas lathatova tételéhez egy fogpiszkalot szortunk az alma aljaba, ami a 4.6.1 abran

is lathato.

4.6.1 abra Az alma csillapitott lengésének képei

A 4.6.1 4dbra az alméanak két kiragadott iddpillanatbeli allapotat szemlélteti, amelyekrdl a

szogeket lemérve a csillapitas szdmolhatd

A= ;lnA—n, (463)
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D, = (4.6.4)

ahol

A - a logaritmikus dekrementum,

n- alengések szama,

A, —anulladik lengés amplitadoja,

A, —az n. lengés amplitadgja.

Tobb mérés alapjan szamitott atlag amplitidok, n=2 esetén
Ay = 25°,

A, = 8°.

Ezek alapjan a (4.6.3) és (4.6.4) egyenletek segitségével
D; = 0,09.

A mért eredményeket és az alma lengését szemlélteti a 4.6.2 4bra, ahol az alma testének

szogkitérése van abrazolva az id6 fiiggvényében:

¢[rad]

-0,2

: I
01 - I
W
|

-03

04

-0,5

T T T T T T T T T T T T T T T T

0 0,5 1 1,5 2
t[s]

4.6.2 abra Az alma szogkitérése az id6 fiiggvényében
A 4.6.2 abrén jol lathato a csillapodo jelleg, illetve a lengések, amikben az eltérés a kamera
felbontasa, illetve a masodpercenként készitett képek véges szama miatt adodik.
A 3. fejezetben taglalt modell estében a szamolt sajatfrekvenciak ellendrzéseként a 4.6.2 4bra

alapjan logaritmikus dekrementumot szdmolhatunk a (4.6.3) kifejezéssel. A gorbe jellegébdl
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adoddan az elsé sajatfrekvenciat hatarozhatjuk meg, amely a logaritmikus dekrementum
értékébdl szamolhatd. A rendszer sajatfrekvenciait az alabbiak alapjan szarmaztathatjuk:

A= DaT (4.6.5)
ahol A logaritmikus dekrementum értékét tobb mérés alapjan és a mérési eredmények
atlagolasaval hataroztuk meg. A T periddusidé6 mérése is tobb pont alapjan tortént, amely
értékeket a 4.6.1 tablazat tartalmazza. Az f=a/2m sajatfrekvencia a meghatarozott
sajatkorfrekvenciabol szamolhatd. A kapott érték lathatdéan jol megegyezik a 3. fejezetben

szamolt els6 sajatfrekvencidval, amely egytttal alatamasztja modellalkotasunk pontossagat is.

n 2 3 4 5 6 7 | Atlag
t(s) 0,30 0,60 0,85 1,10 1,35 1,65
T (s) 0,15 0,20 0,21 0,22 0,23 0,24 0,21
4.6.1 tablazat Periodusidé adatai

n 6 5 4

A1 0,50 0,50 0,50

An+1 0,02 004 0,05

log. 0,57 0,50 0,56

Dekr.

atlag 0,54

mz (g)? 65,0

mz (g)? 137,7

D 0,09

4.6.2 tablazat Szamolasi adatok

korrigalas mi/mz

T1=T mi/m2 (S) 0,21 0,44
a (rad/s) 13,79
f (Hz) 2,20

4.6.3 tablazat Sajatfrekvencia értéke

2 Azon alma tdmege, amely alapjan a 4.6.2 4bran szemléltetett lecseng® jelleg mérve lett.
3 Szamolasainkban szerepld alma tomege.
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4.7 Az almaszar szakitoszilardsaga

Az alma szaraban a hajlitasbol ad6do fesziiltségek 0sszehasonlitasahoz az alma szaranak htizo

szakitoszilardsagat mértiik le. Az adott almafa 4agat befogva, az almat egyre nagyobb sullyal

szakadasig terheltiik.

A szakitoszilardsag meghatarozasahoz sziikség volt az alma szardnak, az 4ghoz megfelelden

kozel 1év6 keresztmetszetének d atmérdjére, ami mérések atlaga alapjan:

d=4,7 mm .

Az igy kapott szakadasi erébél, illetve almaszar atmér6bol a (4.7.1) képlet alapjan tudtunk

szakitoszilardsagot szamolni.
myg
~ d%n’
4

ahol m az alma tomegének és a terhel6 tomegnek az Gsszege:

m=150+1918 g

Oy =

SIS

Ezaltal a (4.7.1) egyenlet alapjan az alma szaranak szakitoszilardsaga

oy = 1,169 MPa.

5 Az almarazas utgerjesztéses modellje

rcos(wt)

5.1 abra A kombinalt inga és rugalmas rud modellje Gtgerjesztéssel
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5.1 Az altalanos erok meghatarozasa

A 3.4. alfejezetben targyalt optimalis modellt lathatjuk az 5.1-es dbran, azzal a kiilonbséggel,
hogy a befogési A’ pontba egy utgerjesztést helyeztliink annak érdekében, hogy vizsgalni
tudjuk a modell frekvenciagorbéit. A gerjesztés hatasara felirt egyenletek megvaltoznak, de a
valtozasok az M tomeg-, S merevségi ¢s K csillapitasi matrixokat nem befolyasoljak. A
fiiggvények elsd derivaltjaikbdl kifejezhetdek az altalanos eré komponensei.

A rendszer potencialis energiaja
U= %[x —rcos(wt) ¢4]S [x B rfpos(wt)] —mg(R — h)cosg,.
1
+%st(<p2 — ¢1)? + mgk(x — rcos(wt))? (5.1.1)

A 3.4-es alfejezeti levezetésekre hivatkozva a tovabbiakban csak a gerjesztés altal 1étrejott

tagokat ismertetjiik.

Uy _ (3 (wt) — 2 t (5.1.2)
F Py S11 | rcos(w mgkrcos(wt) A
U, S125t
=..— rcos(wt) 5.1.3
g, S22 t St ( )

Az (5.1.2) és (5.1.3) egyenletben lathato gerjesztési tagokbol megkaphato altalanos erék

2
S12

S11 + 2mgk

Q — S22 +St
c0 S12St

Sp2+St

rcos(wt). (5.1.4)

A disszipativ potencial utgerjesztéssel

D =:[%+rwsin(wt) @K [x + ”‘;}Sm(‘”t) . (5.1.5)
2
kll klZ]
K= [ , 5.1.6
kay koo &L
amit kifejtve:
1
D= Eknxz + kyyrw sin(wt) X + ki,@,% + kyyrw sin(wt) ¢,
+%k22<p22 + ki17%w? sin?(wt) (5.1.7)
A disszipativ potencial derivaltjai
dD . )
Pl ki1% + kiirw sin(wt) + ki@, (5.1.8)
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dD
ﬁ = klzx + klzra) Sln(a)t) + kzz(pz. (519)
2

Az (5.1.8) és (5.1.9) egyenletekbdl szarmazo gerjesztés komponensei:

Qs = [:;::Z] rsin(wt) (5.1.10)

fgy az (5.1.4) és (5.1.10) egyenletekbdl kifejezve az 6sszes altalanos erdt:

_( 5122 -
S11 — + ngK) rcos(wt)

Sz22+St

S125t

Q= (—522+5t) rcos(wt) (5.1.11)
—k,,wrsin(wt)
—k,,wrsin(wt)

5.2 A stacionarius megoldas meghatarozasa, frekvenciagorbék

A 3. fejezetben ismertetett merevségi-, tomeg- és csillapitasi matrixok, illetve az 5.1-es
pontban kifejezett altalanos erdk felhasznalasaval az (5.1.11) matrixegyenlet irhato fel:

[—wZM +S wK ] [L] _ [Qco]
—wK —w*M + SJIN Qso0l’
ahol

q,(t) = L cos(wt) + Nsin(wt),

W =[]

Az (5.11) egyenlet kifejtésekor egy 4 ismeretlenes egyenletrendszert kapunk L és N vektorra
nézve, ha adott a gerjesztés w korfrekvencidja és r amplitidoja. Mivel a frekvenciagdrbék
abrazolasahoz, adott r amplitidé esetén ezeket az egyenleteket kell megoldani, melyekben a
gerjesztés korfrekvenciajat kivanjuk a késébbiekben. Ezeket az egyenleteket bonyolultsaguk
miatt matematikai programmal oldottuk meg. A program egy elére, altalunk valasztott
r=0,001 [m] gerjesztési amplitidot behelyettesitve €s w-t folyamatosan adott értékkel novelve
szdmolja ki az L és N vektorok értékeit, adott korfrekvencia esetén. Az igy kapott diszkrét
pontokat abrazoltuk és kotottiik Gssze rezonancia diagramokban, melyek az 5.2-es és 5.3-as
4bran lathatoak.*

Az 5.2 és 5.3 abran lathat6 rezonanciagdrbéken megfigyelhetd, hogy a lengési amplitadok az

elsd sajatkorfekvencia esetén nagyobbak, de ez a vizsgalat nem elegenddé annak az

‘f = w/2m)
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eldontéséhez, hogy melyik frekvencian érdemes razni az adott almafat, mivel a tében ébredd

hajlitéfesziiltség frekvencia szerinti megoszldsa eltéré eredményt mutathat.

x[m]

0.0015

D=0.09

0.0010

0.0005 -

S1Hz]

L L L
4 6 8

5.2 abra Rezonanciagorbe X-re

P2 [rad]

0.10f
0.08
0.06
D=0.09

0041

0.02F

fTHz]

B 6 8

5.3 abra Rezonanciagtrbe ¢,-re

5.3 Hajlito nyomaték, fesziiltségi allapot

Tapasztalatok alapjan az alma szara legkdnnyebben az 5.1-es abran lathato ,,A” pontban
szakad el, igy a hajlit6 nyomatékot illetve fesziiltséget erre a pontra kell kiszdmolni, a
gerjesztés frekvenciajanak fliggvényében. Ebben a fejezetben tehat az 5.1 abran lathatod
modell ,,A” pontjaban ébredd hajlitdé nyomaték, valamint normalfesziiltség meghatarozasa
kovetkezik. Elsé 1épésként a szabadtest abrakat kell felrajzolnunk melyet az 5.4 abra

szemléltet.
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5.4 abra Szabadtest dbrak

A gdmb sulyponti gyorsulasanak kiszamitasa

d?kx? d
agy = F = E(ZKXX) = 2KXX + 2Kx2. (531)
Az 5.4 4bran lathat6 ,,B” pont gyorsuldsa
X
ag = |2kxi + 2xx?|. (5.3.2)
0
Az alma szoggyorsulasa
0
e=|0[. (5.3.3)
¢z
Az alma szogsebessége
Q= @, (5.3.4)

B-S helyvektor

(R — h)sin @,
Tgs = [—(R — h)cos, |- (5.3.5)
0
Ezekkel a sulypont gyorsulasa
as = ag + € X rgg — Q%rgs . Q = ¢@,. (5.3.6)
A sulypont gyorsulédsa tehat
asy = ¥ + (R — h) cos ¢, ¢, — @,*(R — h)sin ¢, , (5.3.7)
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asy = 2kx% + 2Kx¥ + (R — h) sin @, ¢, + ¢,° (R — R)cos @,. (5.3.8)
Rendszerre felirhaté dinamikai egyenletek:
mag, = By (5.3.9)
mas, = B, —mg (5.3.10)
Bs¢, = —(R — h) cos @, By — (R — h) singp, B, — Mg (5.3.11)
Ezekbdl kifejezve:
B, = masg, (5.3.12)
B, = mag, + mg (5.3.13)
A gomb tehetetlenségi nyomatéka
05 = ngz_ (5.3.14)
A ,,B” pontban ébredd hajlité nyomaték
Mg = —(R — h) cos ¢; B, — (R — h) sing, B, — ngzq')'z. (5.3.15)

Behelyettesitve az (5.3.12) és (5.3.13) egyenleteket az (5.3.15) egyenletbe:
Mg = —(R — h) cos ¢, mag, — (R — h) sin @, (masy + mg) — émRng'z. (5.3.16)
Mivel az alma szardnak tomege elhanyagolhato, az ,,A” pontra felirt nyomatéki egyensuly:
My + Mg — B, (L — kx*) — xB,, = 0, (5.3.17)
melybdl az 5.4 &bran lathato ,,A” pontban ébredd hajlité nyomatékot kifejezve:
My = By (L — kx?) + xB, — Mg, (5.3.18)
azaz
My = mag, (L — kx?) + x(masy, + mg) + (R — h) cos ¢, mas,
+(R — k) sin g, (mas, + mg) + ngz(p'z. (5.3.19)
A nyomatékok nemlinearis tagokat is tartalmaz. Az elmozdulas és a szog idofiiggvényeinek
behelyettesitései utan az f gerjesztési frekvencia fliggvényében a hajlité nyomaték valtozasat

matematikai szoftverrel abrazoltuk. A megoldas szemléltetését a D (csillapitasi tényezo)

kiilonbo6z6 értékeire 5.5, 5.6, 5.7 dbra mutatja.
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M, [Nm]

0.004

0.003

0.002

0.001

L L L
5 10 15

5.6 abra Hajlité nyomaték, D=0.05

0.005

0.003

0.002

0.001

M, [Nm]
D=0.09
fTHz]
5 1‘0 15
5.5 4bra Hajlité6 nyomaték, D=0.09°
M, [Nm]
D=0.12
fIHz]
; lIO l‘5

5.7 abra Hajlito nyomaték, D=0.12

Az 5.5-5.7 abrakon lathatd, hogy a csillapitas novekedésével egyre nagyobb hajlitofesziiltség

¢bred a magasabb frekvenciakon a nagyobb sebességek miatt.

5 Legvaldszinfibb csillapitési érték.
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Az ,,A” pontban ébredo fesziiltségi allapot meghatarozasa:

My d

Ohajt = Tg 5 (5.3.20)

Ahol keresztmetszet masodrendii nyomatéka értéke allandd kor keresztmetszetli homogén
ruddal lett kozelitve. A felhasznalt adatok a 4. fejezetben keriilnek targyaldsra. Az ,,A”

pontban ébredé normalfesziiltséget a 5.8 dbra szemlélteti.

0 [MPa]

03

D=0.09

0.1

5.8 dbra Fesziiltségi allapot, D=0.09
Az 5.8 abran lathatd, hogy a masodik sajatfrekvencianal az almaszar tovében megjelend
legnagyobb normaélfesziiltség is kevesebb mint a 4.7 fejezetben kimért 1,169 MPa
szakitoszilardsag. Ebbodl adodik, hogy az alma szdra tobb lengés utan, a kifdradas miatt fog
leszakadni. Ahhoz hogy meghatarozzuk azt a lengésszamot, amelynél az alma leszakad, egy —
az almaszarra jellemz6 — Wohler gorbét kellene vizsgalni. Ennek a gorbének a
meghatdrozasara nem volt modunk, igy az 5.8 abra alapjan vontunk le kovetkeztetéseket.
Mivel a masodik sajatfrekvencian nagyobb normalfesziiltség ébred az alma tovében, €s adott
id6 alatt ezen a frekvencian tobb lengést lehet létrehozni, igy belathatd, hogy a

leggazdasagosabb az almékat a masodik sajatfrekvencidjukon razni.
6 Nemlinearitas megjelenése

A rendszermodellek vizsgélata soran felmeriiltek nemlinearis problémak is, melyeknek
kidolgozéasa bonyolult és hosszadalmas igy ezektdl a dolgozatban eltekintettiink. A probléma
felvetését kovetden egy eldzetes elemzést végeztiink, mely az alma nagyobb szogl
elfordulasa soran valik fontossa. A 2. fejezetben vizsgalt modellekben mar a megfeleld

elrendezésben végeztik szamolasainkat, ezen elrendezés alatt a szar, valamint az alma
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kapcsolodasat értjiik. A nemlinearitasi probléma ebben a pontban jelenik meg. Mint tudjuk az
alma geometridja a gyiimdlcs €s a szar csatlakozasanal ivelt formaji, ami a mozgas soran a
kiilonbozé nagysagu szogkitéréseknél a szar felfekvését eredményezik. Vizsgalati ¢és
tapasztalati eredmények alapjan minél nagyobb a szar felfekvése, annal merevebbé valik.
Ezek utdn utat nyithatunk a nemlinearis problémak vizsgalata felé, hogy hogyan is valtoztatja
meg mindez a rendszer sajatfrekvenciait, mozgasleirasat. Vizsgalati eredményeink a

grafikonokon lathatoak.

6.2 abra Csatlakozo6 iv

&=0,03474+0,1752h+0,3673

12 /
10 /
8 /
4\](‘1'(‘5

/ Polinom. (Mérés)
4

§ [m]

h[m]

6.3 abra Geometriai kép
Az 6.1 4bran lathat6 a geometria kozelitése mely az alma és szar csatlakozasnal megjelenik. A
lengések kozbeni szarrovidiilést ugy hatarozhatjuk meg ha a (6.1) kifejezésben szerepld
masodfoku fliggvénynek ,,h” fliggvényében keressiik az ivhosszat.

& =0,0347h2 + 0,1752h + 0,3673 (6.1)
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Ivhossz szamitasa

s = foh 1+ (Z—i)z dh (6.2)
A szar 0j hossza ezek utan
{(=L-s. (6.3)
1200
1000 \

800 |

600 |

s[N/m]

400 |

200

0

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03

L[m]

6.4. Abra Szidrmerevség valtozasa a hossz fiiggvényében®

7 Osszefoglalas

Dolgozatunk célkitlizése annak a megallapitdsa volt, hogy az almat melyik sajatfrekvenciajan
érdemes razni ahhoz, hogy leghamarabb leszakadjon. Ezt a feladatot modellek felallitasaval és
vizsgalataval kezdtiik, eljutva egy altalunk optimalisnak itélt modellig. A tovabbiakban ezt az
optimalis modellt vizsgaltuk részletesebben, €s tértiink ki olyan fontos problémdkra, mint a
befogott tartd terhelésekor fellépd elmozdulasok kapcsolata, amit a szilardsagtan elhanyagol,
de esetiinkben fontos volt ezzel is pontositani a modellt. Ezek alapjan vontuk le végiil egy
fesziiltség-frekvencia diagram segitségével azt a kovetkeztetést, hogy egy adott razogépet az
alma masodik sajatfrevencidjara érdemes bedllitani, hiszen itt nem csak nagyobb hajlito
nyomatékok ébrednek a szar tovében, de adott id6 alatt tobb hajlitas is torténik, igy a szar
hamarabb kifarad.

Az igy kapott eredményeket mérésekkel ellendriztiik, illetve szemléltettiik egy LabViewban

elkészitett szimulacioval is.

® Ez egy keményedd rugd karakterisztika, mely a rezonanciagdrbéket jobbra donti.
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7.1 abra Szimulacio

A program megjeleniti az alma mozgasat altalunk beallithatd paraméterek és gerjesztés
mellett, illetve a frekvenciagdrbéket kirajzolja. A mozgéas “lassitdsdval” a nagyobb
frekvencian torténd gerjesztés esetén is jol lathatova valik a folyamat.

Munkank sordn tobb olyan téma mertiilt fel, amit nem volt lehetdségiink kidolgozni, igy a
késébbiekben ezek kifejtését tliztiik ki célul. Ilyen probléma az alma 3-dimenziés mozgasanak
vizsgalata, melyek még pontosabb kozelitést jelentenének. Ezeken kiviil kihivast jelentd
probléma a 6. fejezetben megemlitett almaszar felfekvése miatt kialakuld nemlinearitas is.
Ezeket a probléméakat a késdbbiekben terveink szerint megvizsgaljuk, kisérletekkel

ellendrizziik.
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Melléklet

1 A 4. fejezetben ismertetett atlagos mért adatok tablazatos formaja

- alma L D H h - szar csatlakozas | tomeg
tipus | (mm) | szélesség | magassag (mm) (9)
1|golden 32,40 68,30 63,30 11,70 139,0
2| golden 37,00 67,00 67,00 13,40 134,3
3|golden 38,10 65,70 59,10 15,20 117,5
4 |golden 31,20 64,00 68,60 13,30 129,8
5 |golden 24,80 70,00 62,30 17,80 168,0
6| golden 34,10 67,50 65,30 15,95 137,6
7 | idared 26,30 82,40 80,75 18,80 237,6
8 | idared 30,30 80,50 71,00 17,40 214.5
9| idared 32,20 84,65 72,80 20,50 226,0
10 | idared 25,25 82,20 72,15 16,10 205,8
M.1 tablazat Az alma geometriai €s tehetetlenségi paraméterei
tomeg lehajlas | lehajlas | lehajlas | lehajlas | lehajlas | lehajlas
merés (kg) FURY 1 (mm) [2(mm) [ 3 (mm) [ 4 (mm) |5 (mm) |6 (mm)
1| 0,002 0,01962 0,62 0,90 0,43 0,18 0,55 0,28
2| 0,004|0,03924 1,37 1,79 0,91 0,39 0,97 0,53
3| 0,006| 0,05886 2,10 2,86 1,49 0,62 1,22 0,86
4| 0,008|0,07848 3,09 4,03 2,27 0,98 1,55 1,26
5| 0,010| 0,09810 4,17 5,02 2,98 1,43 1,87 1,58
6| 0,012]0,11772 5,37 X 3,54 1,69 2,25 1,86
7| 0,014| 0,13734 6,80 X 4,30 1,97 2,57 2,32
8| 0,016| 0,15696 8,35 X X 2,34 3,00 2,67

M.2 tablazat Az almaszarak er6 iranyu lehajlasa, adott terhelés esetén
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mérés

s1 (N/m)

s2 (N/m)

s3 (N/m)

sa (N/m)

s5 (N/m)

s6 (N/m)

31,64516

21,80000

45,62791

109,0000

35,67273

70,07143

28,64234

21,92179

43,12088

100,6154

40,45361

74,03774

28,02857

20,58042

39,50336

94,93548

48,2459

68,44186

25,39806

19,47395

34,57269

80,08163

50,63226

62,28571

23,52518

19,54183

32,91946

68,60140

52,45989

62,08861

21,92179

X

33,25424

69,65680

52,3200

63,29032

20,19706

X

31,93953

69,71574

53,43969

59,19828

0| Nl o O B~ W N -

18,79760

X

X

67,07692

52,3200

58,78652

M.3 tablazat Rugomerevségek az M.2 tablazat adatsorai alapjan

IE értékek, kiilonbozo szarakra és lehajlasokra (Nm?)

meérés

1

2

3

4

5

6

0,00096122

0,00046507

0,00049838

0,00071515

0,00023405

0,00045974

0,00087001

0,00046766

0,00047099

0,00066014

0,00026542

0,00048576

0,00085137

0,00043905

0,00043148

0,00062287

0,00031654

0,00044905

0,00077147

0,00041544

0,00037763

0,00052542

0,00033220

0,00040866

0,00071458

0,00041689

0,00035957

0,00045009

0,00034419

0,00040736

0,00066587

X

0,00036322

0,00045702

0,00034327

0,00041525

0,00061349

X

0,00034886

0,00045740

0,00035062

0,00038840

O N O O B~ W N

0,00057098

X

X

0,00044009

0,00034327

0,00038570

M.4 tablazat Az M.2 tablazat adatai alapjan szamolt IE értékek

0,18

0,16

0,12

0,14 L

2\

0,1

F[N]

0,08

B

\\

0,06
0,04

0,02

0

fImm]

M.1 abra Terhelés a lehajlas fliggvényében, M2 tablazat alapjan
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