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Kettds inga stabilizalasa paraméteres gerjesztéssel

1. Bevezetés

A szakirodalomban gyakran koriiljart, sokat targyalt téma a kiilonb6z6 ingak instabil
egyensulyi helyzetiik koriili stabilizdlasa. Mondhatni, hogy ez a téma az elmult évtizedekben
a szabalyozéstechnika ¢és az alkalmazott mechanika egyik klasszikus alapfeladatava valt,
hiszen segitségével konnyen ¢€s latvanyosan letesztelhetok a legkiilonfélébb szabalyozasi

stratégiak.

Jelen dolgozat az inga stabilizalas talan egy kevéssé ismert modszerét mutatja be, a
paraméteres gerjesztést. A modszer Iényege, hogy ha egy inverz inga felfliggesztési pontja
megfeleld amplitidoval illetve frekvenciaval rezeg, akkor a felsd instabil egyensulyi helyzet
is stabilla tehetd. A dolgozat egy példat kivan mutatni arra, hogy hogyan tudjuk egy tobb
szabadsagi fok lengdérendszer rezgését egy masik rezgéssel, a paraméteres gerjesztéssel
kioltani. Maga az elv tobb mas teriileten is alkalmazhaté lehet instabil folyamatok
stabilizalasara, mint példaul egyes forgacsold megmunkalasok kozben keletkezd rezgéseknél,
vagy turbulens dramlasok esetén. A dolgozat nagy mértékben épit az [1] cikkre, melyben
megtaldlhatd az egyes inga azonos elvvel torténd stabilizdlasa. Dolgozatom sordn az ott

ismertetett modszertant alkalmazva végeztem el a kettds inga vizsgalatat.

Eloszor felallitottam a kettds inga mechanikai modelljét. A modell alapjan ezutan
tobbféleképpen is meghatdroztam a mozgds egyenleteit. Ezek, a rendszert leiro
differencialegyenletek periodikus i1défliggd egyiitthatdt tartalmaznak, igy a legismertebb
stabilitasi kritériumok, mint példaul a Routh-Hurwitz-kritérium vagy a Nyquist-kritérium nem
alkalmas a stabilitasvizsgalat elvégzéséhez. Az ilyen periodikus egyiitthatdju linearis
rendszerek stabilitasa a Floquet-elmélet segitségével vizsgalhatd [4]. A Floquet-elméletet a
kettds ingat reprezentald rendszerre alkalmazva meghatdroztam a gerjesztés két
paraméterének, a frekvencidanak ¢és az amplituidonak azon értékeit, melyek alkalmazésa esetén
a legfelsd egyensulyi helyzet stabilis lesz. Ezen pontokat a frekvencia-amplitid6 sikon
abrazolva kaptam a stabilitastérképet. A szamitdsok soran veégig paraméterként kezeltem az
inga geometriai adatait illetve az egyes ingarészek tOmegeit, igy barmilyen inga
konfigurdciora megallapithat6 a stabil tartomany. Az elméleti eredmények gyakorlatban valo

személtetéséhez megépitettem a vizsgalt rendszert.
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2. A mechanikai modell:

A kettds ingat reprezentald modell két homogén, izotrop, allandd kor keresztmetszetli
rudbol all, melyek egymassal, illetve a felfliggesztéssel is csukloval kapcsolddnak. A
csuklokban ¢ébred6 kis surlodast viszkozus csillapitd elemmel vessziik figyelembe. A
felfiiggesztési pont gerjesztésének modellje egy fiiggdlegesen megvezetett hasab, amely a
megvezetéssel surlodasmentes kapcsolatban all. Legyen az alsé ingarész az 1 jeli, a felsd
pedig 2 jelli. Az ingarészek paraméterei ennek megfelelden:

-1 jelti rad: m; tomegd, /; hossza

-2 jelti rad: m; tomegt, I, hosszl

r cos(wt)

1. abra: A mechanikai modell
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A két szabadsagfoku rendszer mozgasanak leirasahoz valasztott két altanos koordinata
a két ingarész fliggdlegessel bezart szoge: ¢; és ¢, Az ismertetett lengdrendszernek négy

egyensulyi helyzete van. Ezeket a 2. dbran szemléltettem:

Il V.

I n

2. abra: Az egyensiilyi helyzetek

Ezekben:

L. II. I1I. Iv.

¢1=0, =0, p1=0, ¢, =m, p1=1, @ =0, P1=T, QP =T,

A fentebbi egyensulyi helyzetek koziil jol tudjuk, hogy gerjesztés nélkiil csak a I'V. jelzést
stabil. A tovabbiakban II. illetve III. esettel nem foglalkozom, csak az I. legfelsd instabil

egyensulyi helyzettel. A mechanikai modell tehat kész, irjuk fel a mozgéasegyenleteket.

2.1. A mozgasegyenletek meghatarozasa a masodfaju Lagrange-egyenlettel

A masodfaji Lagrange-egyenlet n szabadsagi foku rendszer esetén a kovetkezd alakban

adhat6é meg:

d 0T aT . U . aD o o 0
: —+—=0;; i=1..n
dtdq, 0dq; 0dq; dq; "

ahol 7 jeloli a rendszer teljes kinetikus energidjat, U a rendszer teljes potencialis energiajat, D
a disszipativ energiat, g; pedig az i-edik altalanos koordinatat, Q*i az altalanos erdvektor i-edik

komponense, n pedig a rendszer szabadsagfokainak szama. Jelen esetben n=2, q;=¢1, g:=;.
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A disszipativ potencial:

A kettOs inga csukloiban a csapsurlodés csillapitasként hat a rendszerre. Ezt tobbféle
modellel figyelembe lehet venni. A dolgozatomban a csillapitasnak a stabilitds vizsgalatnal
lesz jelentdsége. Csillapitds nélkiili esetben ugyanis a rendszer bar Ljapunov értelemben
stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis, igy a stabilitasi vizsgéalat azt mutatni, hogy a
rendszer a stabilitas hataran van. TetszOlegesen kicsiny csillapitast feltételezve azonban a
rendszer mar aszimptotikusan stabilis lesz, igy a stabilitasi vizsgalat egyértelmli eredményt
ad.

fgy a csapstirlodas egyszerii viszkozus csillapitd elemmel is figyelembe vehetd, bar
valoszinilisithetd hogy nem ez a modell irja le a valosaghoz leghiibben a csillapité nyomaték

¢s a szogsebesség kapcsolatat.

Tehat a disszipativ potencidl:

1 1
D =k} +5k(gr — 92)? @

A kinetikus energia:

Az egyenletek felirdsahoz el0szor hatdrozzuk meg a rendszer teljes kinetikus
energiajat:

1 1 1 1
T = Emlvf + Emzvﬁ + 591(1)% + 592(1)% 3)

A (3) kifejezésben szerepld elsé két tag az ingarészek haladdé mozgasabdl szarmazo
kinetikus energia, mig az Osszeg masik két tagja az ingarészek forgd mozgasabdl szarmazéd
kinetikus energia. Fontos megjegyezni, hogy a képletben szerepld v, v», w1, w, abszolut
mennyiségek, azaz az all6 kornyezethez képest mért sebesség illetve szogsebesség vektorok.

Ezek meghatarozasahoz relativ kinematika sziikséges.

Mivel az ingarészek, illetve a felfiiggesztés egymashoz képest mozgo
koordinatarendszert alkotnak, a sziikséges sulyponti sebességvektorok az allo

koordinatarendszerben a kdvetkezdk figyelembevételével hatarozhatok meg:

V2,0 = V10t V21 = VUsz + Vrer “4)
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ahol 0 jeloli az allo koordinatarendszert, 1 azt a koordinatarendszert, amelyhez képest 2

koordinatarendszer mozog. Ezen sebességeket a 3. abran szemléltettem.

r,Cos{wt)

Vi
[~ |
A

——

3. abra: A sebességek szemléltetése

igy a sziikséges sebességvektorok:

l l .
0 |[ P1C05P4 ]| |[ 51<P1C05<P1 ]|
V1 = V15 + Viger = |—Towsin(wt) | + I—ll . = _ L, | ®
0 |_<P15m</’1 | |-Towsin(wt) — 5 P15Py |
o 1| 0 |
lyp,cospq | 2 P2 2
Vy = V52 F Varer = [—Towsin(wt) — li@ysing, | + | Iy . |
0 | — = @asings, |
| 2 |
(6)
[ , 2 ]
| lypicospq + §<P2505<P2 |
= | . .. l, . |
| —rowsin(wt) — l;@qsing, — - P25InQ; |
| 0 |
0
W =@ = 0 (7)
[P
0
Wy =@y = 0 ®)
L5 ]
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A tehetetlenségi nyomatékok az ingadarabok sulypontjara szamitva:

1
0, = Emﬂ% ()]
1

A fenti 6sszefliggések alapjan a rendszeriink teljes kinetikus energiaja:

1 2 1 2 1 2 1 2
r= 5Miv + 5 M2V2 + E®1w1 + 562002
2,2 1 2,.2ain2 1 . . : 1 2,02
= gmlll<p1 + S Margw’sin (wt) + Emlllrowplsm(pl sin(wt) + Emzll<pj

(11)

1 1 1
+ §mzl%¢"% + 5"127”0200251'772 (wt) + Emzl1lz¢1¢72 cos(p; — ¢3)

1 1
+ mylirowe,sing; sin(wt) + Emzlzrowpzsin(pz sin(wt) + ﬁmzl§<p§

A potencialis energia:

A masodfaju Lagrange egyenlet felirasahoz sziikséglink van a két szabadsagfokt
rendszer teljes potencialis energiajara.

Ebben a mechanikai modellben nem szerepelnek rugok. fgy potencialis energia csak

helyzeti energiabol szarmazik:

l
U = m,grycos(wt) + mlg%cos(%) + m,grgcos(wt) + m,glycos(e,)
] (12)
+mag-cos(92)

A mozgasegyenletek:
A nem linearis mozgasegyenletek a masodfaji Lagrange-egyenletbdl (1) egyenletbe
behelyettesitve, €és a derivalasokat elvégezve a kovetkezd format oltik:

1 . o )
<§m1 + mz) By, +kQop, —¢y) + <5m1 + mz) lirow*sing, cos(wt)

1 )
+ Emzlﬂz [$7 cos(@z — 1) — @, sin(@, — @1) (@2 — ¢41)] (13)

1 L. 1 ,
- Emzlﬂz(Pl(Pz sin(g, — @1) — <5m1 + mz) glising; =0

1 1 . ) )
§mzl%¢"2 + k(@1 — ¢2) + Emzlﬂz [$1 cos(@, — @1) — @1 sin(@, — @1) (@2 — @1)]
(14)

1 1
+ Emzlzrowzsimpz cos(wt) + Emzlzgsimpz =0

Csorgd Andras 6
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2. A mozgasegyenletek meghatarozasa a Newton-Euler-modszerrel:

A masodfaji Lagrange egyenlettel kapott megoldas ellendrzéseként hatarozzuk meg a
mozgds egyenleteit szabadtest abra illetve a dinamika alaptételének felhaszndlasaval is. A
csillapitast a csuklokban ¢bredd koncentralt erdparral, M. -el illetve M —vel vegylik

figyelembe. Ertékeik:

Mgy = kw, (15)

Mg, = k(w, — wq) (16)

4. abra: Szabadtestabrak a Newton--Euler-modszerhez

Felirhatjuk a dinamika alaptérvényét:

i=)F an
Hs=zl\_’ls (18)

ahol I az impulzus ¢és 75 a stilypontra szamitott perdiilet.
A szabadtest abradk alapjan felirhatjuk a dinamika alaptorvényének vetiileti egyenleteit:
az 1 jelli ingarészre:

X: myQagyx = Ay + By (19)
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y: m1a51_y = Ay + By - G1 (20)

L

l
2 Sin(PI(By - Ay) + %COS(pl(Ax - Bx) + Mcsl - Mcsz (21)

Z: 016, =

a 2 jelli ingarészre:

X: Madsy x = —By (22)

y: mzasz'y = —By — G2 (23)
L, . L

z: 028, = - sing;By — = 0S¢, + Mesy (24)

Az egyenletrendszer megoldasdhoz sziikségiink van a sulyponti gyorsuldsok felirdsara.

Az A pont gyorsulasat ismerjiik:

0 0
a, = [r('t)] = [rowzcos(wt)] (25)
0 0

Megadhatjuk tovabba az alabbi vektorokat:

.
- Singr |
st = |l | (26)
- cosy |
2o |
0
[1;sing,
Tag = |licos@, 27)
0
l—z sin |
2 S|
Tps1 = |1 I (28)
—cose, |
2 |
L0
Ezek felhaszndlasaval a gyorsulasok:
l I,
|[ —& Elcosq)l - w? %Slmpl ]|
as1 = an + & X Tys1 — 0irgsy = | ) L. 2l )
[ row? cos(wt) + & 7 Singy — wi - cosg; |
I 0 |
—&l,c050, — w?l;sing,
ag = ay+ & X g — 0i1p = |ryw? cos(wt) + & lysing, — w?l,cos@, (30)

0
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_ 2 _
Asy = Ap + & X Tpsy — WiTgsy =

[ —el — w?lsi - l_2 — w? l_2 i ]
| £1l1c05¢; — wilising; — & - cosp, — w; - sing, | 31

=| l l I

|lr0a)2 cos(wt) + & 1,sing, — w?l,cosp; + &, %simpz - w3 %cos<p2J|

0
(19-24) egyenleteket €;,¢;-re rendezve:
1 m m
g = m (— (71 + mz) row?sing, cos(wt) — (71 + mz) gsing,
3
32
m, m, 5 . k (32)
- 71252 cos(p, —¢q) + 7l2w2 sin(g, — (Pz)) MmNz (w; — ;)
(Tl + mz) 12

o l Lo g 3k
& = E(—?szsm(pz cos(wt) — %81 cos(p, — @) — %wf sin(gp, — @,) — > sin (pz) - @wz (33)

2.3. Linearizalas a fels6 egyensulyi helyzet koriil

Cauchy atirassal hozzuk a kovetkez6 alakra a csatolt (13)-(14) differencialegyenletrendszert:

d

ax =Ax (34)
Ehhez vezessiik be az
P1
X = gj (35)
@2

vektort.

Ertelmezziik a (38) egyenletet. A jobb és bal oldal kozotti fiiggvénykapcsolat ismert,
igy meghatarozhat6 az egyiitthatomatrix. A (38) egyenlet vetiiletei a (39) vektornak

megfelelden:
d . .
a<ﬂ1 = f1(@1, 02, @1, P2, 1) = @4 (36)
d . .
afpz = f2(@01, 02, 91, 92, ) = @ (37)
d .
a<ﬂ1 = f3(@1, 92, 91, P2, 1) (33)
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Kettds inga stabilizalasa paraméteres gerjesztéssel

d .
a(pZ = ﬁl-((pli P2, P1, (Pz:t) (39)

Az f; illetve az f, fiiggvények trivialisak, az f; ¢és az f, fliggvényeket pedig
eléallithatjuk a (13) és (14) egyenletekbdl allo egyenletrendszerbdl ¢, ¢, kifejezésével. Ezt a
szamitast Wolfram Mathematica segitségével végeztem el. A szdmitds menete az 7.1. szamu

mellékletben talalhato.

A rendszernek a mar ismertetett 4 egyensulyi helyzete koziil a legfelsd koriili
linearizalast hajtunk végre. Az f;, f>, f3, f4 figgvények ismeretében az A egyiitthatomatrix a

kovetkezdképpen hatarozhatdo meg:

of,| ofy| OhL| 9L
a(pl Xo a(pz X0 a(pl X0 a(pz X0
of,| ofy| 9| 9
0 0 d¢ d¢
A= (pl X0 (pz X0 1 X 2 X (40)
af 3 af 3 af 3 af 3
09, %o 09, %o 09, %o 09, %o
of, of, of, of,
[0, Yo a9, Yo 09, Yo 29, o
ahol xg a legfels6 egyenstlyi helyzetet jellemzé vektor:
X0 =x(0)=0 41
A derivalasokat illetve a behelyettesitést elvégezve az A egylitthatomatrix alakja:
A
0 0 1 0
|[ 0 0 01 ]|
| 6(my +2m,)(g — row?cos(wt)) —9m, g + IMmyrow?cos(wt) —6k(3l; +4l,) 6k(3l +2L,) | (42)
= I 1, (4my + 3m,) 1, (4my + 3m,) 121,(4my +3my)  121,(4my + 3my) I
|=9(my + 2my)(g — rew?cos(wt)) 6(my + 3my)(g — row?cos(wt)) 12k(lymy + 3my(L4 +1;)) —6k(3lymy + 21 (my +3my)) |
[ L (dmy + 3my) L,(4m, + 3my) BBlymy (4m, + 3m;) 131y (4, + 3my)

Lathato, hogy az egyiitthaté matrix tényleg periodikus 7=2n/@ periodussal.

A kettds inga legfelsé instabil egyensulyi helyzete koriili (¢;=0, ¢,=0) mozgasokat
leir6 linearizalt differencidlegyenenleteket tigy is megkaphatjuk, ha az 4ltalanos koordinatak

masod- vagy magasabb rendl tagjait elhanyagolhatoaknak tekintjiik, illetve éliink a sing = ¢,
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illetve cosp =1 kozelitéssel. A Lagrange egyenletbdl kapott nemlinearis egyenletek (13), (14)

tehat a kovetkezo alakba irhatok:

1 1
<§m1 + mz) Zp+kQpy — @) + (ETYM + mz) 1y (rpw? cos(wt) — g) 4

1 (43)
+Emzlll2(p2 =0
1 2 ) ) 1 .. 1 2
§mzlzfpz + k(@1 — ¢@2) + Emzlﬂz(/h + Emzlz(row cos(wt) — g)p, =0 (44)

Az egyenleteket ¢,-ra illetve ¢,-ra rendezve lathatd, hogy megegyezik a Newton-Euler-
moddszerrel kapott mozgasegyenletekkel, csak jeldléseiben kiilonbozik. €;,&; megfelel ¢, ¢,-

nak, m;,m, pedig ¢4, ¢,-nak. :

1= N (‘l— 291 = 92) = (5 +ma) (o? cos(wt) = g) g1 - 7212"’2) )
(ema)u b
30 ko, L (46)
$2 = l, <_ m,l, ((P1 B (Pz) B 2 @ (COS(wt) ~ 992 2 (P1>

Megfigyelhetd, hogy a mozgas egyenleteiben szerepel a cos(wt), mint az altalanos koordinata
egyltthatoja. Ez azt jelenti, hogy az ismertetett mechanikai modell nem irhat6 le allando
egyltthatos homogén differencidlegyenlet-rendszerrel. Ennek kovetkeztében nem
hasznalhatjuk  kozvetleniil a Routh-Hurwitz stabilitdsi  kritériumot a  stabilitas

meghatarozasakor. Helyette a Floquet-elmélet hasznalhato.
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3. Stabilitasvizsgalat

A stabilitasvizsgalatot a Floquet-elmélet segitségével végezziik el [2,4]. Eloszor az
elméletet ismertetem a megfeleld szakirodalom alapjan, majd az elmélet alkalmazasat

mutatom be a paraméteresen gerjesztett kettds inga esetén.
3.1. A Floquet-elmélet

Ebben a fejezetben az elmélet rovid Osszefoglaloja talalhatd az [1] illetve [4]

szakirodalom alapjan.

A Floquet-elméletet Gaston Floquet dolgozta ki a 19. szazad végén [4]. Az elmélet
lényege, hogy segitségével a periodikus egyiitthatoju linearis differencidlegyenleteket

attranszformalhatjuk hagyomanyos alland6 egyiitthatds rendszerekkeé.

Tekintsiik az alabbi altalanos linearis rendszereket:

d
ax =AM x 47

ahol A egyiitthat6 matrix periodikus, azaz:
A(t) =A(t+T) (48)

barmely >0-ra. Itt T=27/w, ahol w a paraméteres gerjesztés korfrekvenciaja.

A (38) egyenlettel leirhaté rendszerek alapmatrixdnak nevezziik ®(t) matrixot, ha teljesiil ra,

hogy
— o =A()P (49)
it ®) OP()

A kovetkezd allitasok bizonyithatdak:

L. A (38) tipusu differencialegyenlet-rendszerek Osszes megolddsa felirhato
®(t) c szorzat formajaban, ahol ¢ konstans vektor, hiszen a (40) egyenlet csak
akkor teljesiilhet, ha az alapmatrix elemei maguk a megoldasfiiggvények.

I1. Létezik egy olyan @ (t) alapmatrix, hogy rendszer megoldasai @ (t) X,
alakak, amibdl kovetkezik, hogy ®¢(0) = I egységmatrix, hiszen r=0-ban a

megoldasnak meg kell egyeznie a kezdeti értékkel.

Csorgd Andras 12



I1I.

IV.

VL

VIL

VIIL

Kettds inga stabilizalasa paraméteres gerjesztéssel

Minden alapmatrix felirhaté ®(t) C' szorzat formajaban, ahol C’ konstans
matrix, azaz az Osszes alapmatrix barmely alapmatrixb6l lineéris
transzformacioval képezhetd.
Barmely®(t) alapmatrixra ®(t + T) is alapmatrix.
Létezik olyan C’ konstans matrix, amire ®(t + T) = ®(t)C’ezt a C’ matrixot
nevezzik (38) fOmatrixdnak. C’ tehat a III: pontban mar emlitett
transzformdcids matrix, ami egy alapmatrixot egy peridodussal késobbi
alapmatrixba transzformal. C’> meghatarozhatdé a kovetkezéképpen: C =
O 1) P(t+T)

@, (t)-hez tartoz6 C fomatrix a kovetkezoképpen kaphaté meg:

C=@, "()P(t +T) = @y~ (0)@y(0 + T) = @, (0)

A fOmatrix sajatértékeit karakterisztikus multiplikatoroknak nevezziik (u;, w....
), ezek invariansak a kezdeti feltételekre.
A (38) rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis, ha az 0sszes

karakterisztikus multiplikator abszolut érteke egynél kisebb, azaz:

lwl<1, i=12..n (50)

Tehat ahhoz, hogy megallapitsuk a gerjesztett kettds inga stabilitastérképét,

valahogyan eld kell allitanunk a rendszer fOmatrixat. A fOmatrix sajatértékeibdl az eldbbiek
alapjan mar kovetkeztethetiink a stabilitdsra. A probléma az, hogy éaltalanos esetben egy
rendszer fOmatrixat nem lehet analitikusan, zart alakban meghatarozni, azonban léteznek

numerikus kozelité modszerek, amelyeket alkalmazhatunk.

3.2. A fomatrix kozelitésének modszere:

A kozelités alapja az lesz, hogy a periodikus egyiitthatd matrixot szakaszonként allando

Csorgd Andras
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( A1 ha 0<t<At
A, ha At<t<?2At

A =\ A ha (i— DAt <t < iAt 2
(A, ha (n—DAL<t<T
ahol
iAt
A; =Ait f A(s)ds (53)
(i-1)At

=05

5. abra: A periodikus egyiitthatématrix kozelitése

Tehat a periodikus egylitthatdo matrixot helyettesitjik kis szakaszokon az

integralatlagaval. A fomatrix ekkor a kdovetkezOképpen kozelitheto [5]:

C = exp(A,At) exp(A,_1At) ...exp(A;At), (54)
ahol a matrix exponencialisa az exponencialis fliggvény sorfejtésével definidlhatd, azaz
expA=1+A+-A%+-[3]

3.3. A numerikus keresés algoritmusa

A 7.2. mellékletben talalhatd MATLAB kod végzi el a fomatrix numerikus kozelitését.
A program a periodikus egylitthatd matrix peridodusat n részre osztja, ¢s minden egyes

frekvencia-amplitidé péarhoz kiszamitja a fOmatrix kozelitését a (45) egyenlet szerint.
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Megvizsgalja, hogy a fOmatrix sajatértékeinek abszolit értéke kisebb-e mint egy, ezaltal
megkeresi azon gerjesztési paramétereket, amelyeket alkalmazva a kettés inga legfelsd
egyensulyi helyzete stabilissa tehetd. Ezeket a stabil tartoméanyokat a kod grafikusan is
abrazolja. A kiilonboz6é ingakonfiguraciokkal végzett futtatdsok eredményei lathatok a 4.

fejezetben talalhatd abrakon.

Az elmélet ellenérzéseként beallithatjuk a paramétereket gy, hogy az [1] cikkben leirt
egyes inga esetét adja vissza. Ehhez logikus lenne m;, illetve /[, értékét zérusnak vélasztani,
azonban ezt nem tehetjilk meg, mert tobb esetben is szerepelnek nevezOben (azaz a tomeg
matrix szingularis lesz). A program nem futna le, nullaval nem oszthatunk. Ehelyett valasszuk
az als6 ingarész tomegét nagysagrendekkel nagyobbnak, mint a fels inga tomegét, illetve az
also ingarész hosszat kicsinek és negativnak. fgy a koordinatarendszer origdjatol a negativ
irany felé fog 4llni az als6 ingarész. A nagy tomege illetve kicsi €s negativ hossza dinamikai

értelemben egy felfliggesztéshez teszi hasonlova. Tehat:

m; > m, 1;<0, ||l (55)

L

6. abra: Az egyes inga eloallitasa

Szemléletbdl érezziik, hogy ez az elrendezés vissza kell hogy adja az egyes inga
stabilitastérképét. Az 4. fejezetben lathatd, hogy a tényleg megkapjuk ugyanazt az

stabilitastérképet. [gy szemléletesen igazoltuk a modell helyességét.
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4. Az egyes stabilitastérképek a kiillonbozo paraméterekkel torténo futasra

A kovetkezdkben azonos tomegli, azonos hosszusagu ingadarabokbol 4ll6 kettds ingakra
meghatarozott stabilitastérképek lathatok. Az dbrakon piros ponttal jeloltem azt a pontot, ahol
a gyakorlatban a gerjesztés megvalosult. A 10-10 cm hosszu kettds inganal ez a pont kiviil
esik a stabil tartomanyon, ezért ezt a rendszert nem is épitettiik meg. A stabilitastérképének
segitségével azonban 6l lathatod, hogy az ingarészek hosszisdganak csokkenésével a stabil

sdv maximalis amplitidoja csdkken.

0.03 T

0025

002}

0015+

Amplitadd [m]

0.01

0.005

D 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Frekvencia [Hz]

7. abra: 30-30 cm hosszu kettds inga stabilitastérképe

0.03 T T T T T

0.025 4

0.02F 1

0015

Amplitadé [m)

0.01F

0.005

U 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Frekvencia [Hz]

8. abra: 20-20 cm hosszu kettds inga stabilitastérképe
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0.03 T T T T T

0025+ 3

0021 i

0015+ .

Amplitadd [m]

0.01F .

0.005 1

U 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Frekvencia [Hz]

9. abra: 10-10 cm hossza kettds inga stabilitastérképe

A kovetkezd abra a kettds ingara megirt kod futdsanak eredménye olyan paraméterezéssel,

ami visszaadja az egyes inga esetét, ezek:

m; =10kg, m, =03kg, l;,=-02m, [, =03m

0.03
0.025
0.02

0.015

Amplitadd [m)

0.01

0.005

U 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Frekvencia [Hz]

10. abra: Az egyes inga stabilitastérképe

Az abra kozelitdleg megegyezik az [1] cikkben talalhatoval.

Csorgd Andras 17



Kettds inga stabilizalasa paraméteres gerjesztéssel

5. A vizsgalt rendszer gyakorlati megvalositasa

A gyakorlati megvalositas elsd 1épése a gerjesztést létrehozo szurofiirész kivalasztasa
volt. A flirésszel szemben az alapvetd kovetelményeket az addigra mar kiszamolt
stabilitastérképek tamasztottak, hiszen olyan flirészt kellett szerezniink, ami képes a stabil
tartomanyban gerjeszteni. Persze a stabil tartomany nagyban fiigg az inga geometriai
paramétereitdl is. Az eredmények demonstradldsa kozbeni biztonsag fokozdsa érdekében
igyekeztiink a lehet6 legrovidebb ingadarabokat alkalmazni, ugyanakkor a kiilonb6z6 ingdkra
kiszamolt stabilitastérképek alapjan megtigyelhetd, hogy minél rovidebbek az ingdk, annal
alacsonyabb amplitido felé tolodik a stabil sav felsé hatara. A flirésszel szemben tdmasztott

6 kovetelmények tehat a kovetkezdk voltak:

- Lehet6 legnagyobb tartomanyban fokozatmentesen allithato frekvencia, legalabb 50

Hz maximummal
- Aranylag rovid lokethossz, hogy min¢l kisebb ingakat tudjunk hasznélni

Ezeknek leginkabb megfeleld valasztas: Skil 4281 AA tipus, 800-3000 [1/min] allithato

frekvenciaval és 16 [mm] lokethosszal.

11. kép: Skil 4281 AA szurofiirész
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Az ingadarabok el6szor vékony plexitablabol késziiltek el. Az als6 ingarészt a fiirészlap
befogasaval 0sszekotd alkatrészt acéllemezb6l munkaltuk ki. Késobb fabol is késziilt egy

kettds inga, de nem valt be, tul nagy terhelést jelentett a flirésznek a nagy tomege miatt.

Az alabbi képeken az elkésziilt konfiguraciok lathatok.

12. kép: 20-20 cm-es kettds inga

13. kép: Probaképpen eloallitott 30 cm-es egyes inga

14. kép: A fabol késziilt 30-30 cm-es kettds inga
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A kovetkezd tablazatban lathatéak az elkésziilt ingak. A kiemelt 1. illetve 3. sorban
lathaté paraméterekkel rendelkez6k valtak be. A 30-30 cm-es plexi inganak az alsé elemében
a nagyobb tomeg miatt tulsigosan nagy normal igénybevétel keletkezett, igy magas
frekvencian kihajlott. A fabol késziilt kettds ingat pedig valdsziniileg til nagy tomege miatt
nem tudtuk stabilizalni. Probaképpen megvalositottunk egy egyes ingat is, ez lathat6 a 3.

sorban.

Anyag Iy I,
plexi 0,2 [m] 0,2 [m]
plexi 0,3 [m] 0,3 [m]
plexi 0,3 [m] 0 [m]

fa 0,3 [m] 0,3 [m]

Néhany kép ezekrél mikodés kdzben:

15. abra: 30 cm-es egyes inga miikodés kozben

16. abra: 20-20 cm-es kettds inga mitkodés kozben
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6. Osszegzés

Ebben a fejezetben az elért eredmények, illetve a témaval kapcsolatos tovabbi

lehetdségek ismertetésérol lesz szo.
6.1. Eredmények:

A dolgozat végére tehat sikeresen meg tudjuk hatdrozni barmilyen hosszi és
barmekkora tomegekkel leirt ingadarabokbol allo kettds inga legfelsd instabil egyenstlyi
helyzetének stabilissa tételehez sziikséges gerjesztési paramétereket. El6 tudjuk allitani a
hozzajuk tartozd stabilitastérképet. A szamitds helyességét gyakorlatban is sikeriilt
megmutatni. Tovabba sikeresen alkalmaztuk a Floquet-elméletet egy periodikus egyiitthatdju
linearis differencidlegyenlet-rendszer kozelit6 megoldasdhoz. Megmutattuk egy két
szabadsagfokti rendszeren, hogy hogyan lehet harmonikus gerjesztéssel, rezgetéssel

stabilizalni az egyébként instabil egyensulyi helyzetet.
6.2. Kitekintés:

A dolgozat fontos kiindulopont lehet, érdekes kérdéseket vet fel. A tovabbiakban, az
itt alkalmazott modszerekkel meg lehet vizsgdlni el6szor egy tripla inga, késobb pedig
altalanos n szabadsagfok inga stabilizalasdhoz sziikséges gerjesztési paramétereket. Ez
utobbi modell arra is alkalmas, hogy akar kotélszerli rendszereket (pl. biciklilanc)
reprezentaljon. Erdemes a mar megismert modszert akar teljesen mas mechanikai instabil

rendszerekre alkalmazni.
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7. Mellékletek:

7.1. A mozgasegyenleteket illetve a rendszer egyiitthatomatrixat meghatarozo

Mathematica kod:

v1={11/2*fi [t]*Cos[fil[t]],-11/2*fil [t]*Sin[fil[t]]-r0O*w*Sin[t*W]};

v2= {11 *fil [t]*Cos[fil [t]]+12/2*fi2 [t]*Cos[fi2[t]],-11 * il [t]*Sin[fil[t]]-rO*w*Sin[t*w]-
12/2*fi2 [t]*Sin[fi2[t]]}:

T=ml1/2*(v1.v1)+m2/2*(v2.v2)+1/24*m1 *[1"2*fi1'[t]"2+1/24*m2*[2"2*f12"[t]"2;

U=ml*g*r0*Cos[w*t]+ml*g*11/2*Cos[ fil[t]]+m2*g*r0*Cos[t*w]+m2*g*]1 *Cos[ fil[t]]+m
2*g*12/2*Cos[ fi2[t]];

Di =1/2*k* il ]2+ 1/2%k* (il Tt]-fi2 [t])2;

lagrangek={D[D[T, il [t]],t]-D[T,fil []]+D[Di,fil [t]]+D[U,fi1[t]]==0,D[D[ T, fi2'[t]],t]-
D[T.fi2[t]]+D[Di, fi2 [t]]+D[U.fi2[t]]==0";

egyszlag=FullSimplify[lagrangek];

list =Solve[egyszlag, {fil"[t],fi2"[t]}];

£3[]:=list[[1,1]];
fATt]:=list[[1,2]];

Egyhatmatrix ={{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0} };

Egyhatmatrix[[3,1]]=FullSimplify[ D[ £3[t],fil [t]]]/. {fil [t]==0,fi2[t]==0,fi1 [t]==0,fi2 []==0}
Egyhatmatrix[[3,2]]=FullSimplify[ D[ £3[t],fi2[t]]]/. {fil [t]==0,fi2[t]==0,fil [t]==0,fi2 [t]==0}
Egyhatmatrix[[3,3]]=FullSimplify[ D[ £3[t],fil [t]])/. {fil [t]==0,fi2[t]==0,fil [t]==0,fi2 [t]==0";
Egyhatmatrix[[3,4]]=FullSimplify[ D[ £3[t],fi2'[t]]]/. {fil [t]==0,fi2[t]==0, il [t]==0,fi2 [t]==0};
Egyhatmatrix[[4,1]]=FullSimplify[ D[ f4[t],fil [t]]]/. {fil [t]==0,fi2[t]==0,fi1 [t]==0,fi2 []==0}
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Egyhatmatrix[[4,2]]=FullSimplify[ D[ f4[t],fi2[t]]]/. {fil[t]==0,fi2[t]==0,fi1"[t]==0,fi2'[t]==0};
Egyhatmatrix[[4,3]]=FullSimplify[ D[ f4[t],fil'[t]]]/. {fi1[t]==0,fi2[t]==0,fi1'[t]==0,fi2"[t]==0};
Egyhatmatrix[[4,4]]=FullSimplify[ D[ f4[t],fi2'[t]]]/. {fil[t]==0,fi2[t]==0,fil '[t]==0,fi2'[t]==0};
FullSimplify[MatrixForm[Egyhatmatrix]]

0 0 0 0

|[ 0 0 0 0 ]|
| 6(m1 + 2m2)(g — rOw?Cos[tw]) —9gm2 + 9m2r0w?Cos[tw] 6k(311 + 412) 6k(311 + 212) |
I 0= 11(4m1 + 3m2) - 411m1 + 311m2 ~ Tl122(4m1 + 3m2) 7 1212(4m1 + 3m2) I
| 9(m1 + 2m2)(g — rOw?Cos[tw]) 6(m1 + 3m2)(g — rOw?Cos[tw]) 12k(11m1 + 3(11 +12)m2) 6k (312m2 + 211(m1 + 3m2)) |
[°=- 12(4m1 + 3m2) - 12(4m1 + 3m2) ~ T 122m2(4m1 + 3m2) ~ T MI22m2(4m1 + 3m2)

7.2. A stabilitastérképet meghatarozé6 MATLAB kod:

clear

ml=0.2;

m2=0.2;

11=0.3;

12=10.3;

b=0.001; % kicsi csillapitas
amplmax = 0.03;

frekvmax = 60;
A=10,0,1,0;0,0,0,1; 0,0,0,0; 0,0,0,0];
n = 20;

g=9.81;

A(3,3)=-6*b*(3*11+4*12)/(11"2*12*%(4*m 1 +3*m2));
A,4)=6*b*(3*11+2*12)/(11"2*12%(4*m 1 +3*m2));
A(4,3)=12%b*(11*m1+3*m2*(11+12))/(11*12/2*m2*(4*m 1 +3*m2));
A(4,4)=-6%b*(3*12*m2+2*11*(m 1+3*m2))/(11 *12/2*m2*(4*m 1 +3*m2));

fori=1mn
int_cosfgv(i) = (sin(2*pi/n*(i+1))-sin(2*pi/n*1))/(2*pi/n);
end
step = 101;
k=0;

for ir = 1:step
r0 = 0.0001+(ir-1)*amplmax/(step-1);
for ifr = 1:step

Csorgd Andras 24



Kettds inga stabilizalasa paraméteres gerjesztéssel

f=0.1+(ifr-1)*frekvmax/(step-1);
dt = 1/f/n;
w = 2*¥pi*f;
Phi = eye(4);
fori=1l:n
A3,1)=(6*(m1+2*m2)*(g-r0*w"2*int_cosfgv(i)))/(11*(4*m1+3*m2));
A(3,2)=(-9*g*m2+9*m2*r0*w"2*int_cosfgv(i))/(4*11*m1+3*11*m2);
A4, D)=-((9*(m1+2*m2)*(g-r0*w"2*int_cosfgv(i)))/(12*(4*m1+3*m2)));
A(4,2) = (6*(m1+3*m2)*(g-r0*w”2*int_cosfgv(i)))/(12*(4*m1+3*m2));
Phi = expm(A*dt)*Phi; % matrix exponencialis
end
eigm(ifr,ir) = max(abs(eig(Phi)));
rm(ift,ir) = r0;
frm(ifr,ir) = f;
if max(abs(eig(Phi))) <= 1
k=k+1;
fs(k) =1,
r0s(k) =r0;

end

end
ir

end

figure

plot(fs,r0s,'k."
axis([0,frekvmax,0,amplmax])
xlabel('Frekvencia [Hz]')
ylabel('Amplitado [m]")
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