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Bevezetés

A szabdlyozastechnikdban fontos problémat jelent a szabalyozasi korben fellépd idOkésés
kezelése. Az id6késés abbol ered, hogy a kimenet, illetve a rendszerallapotok méréséhez, a
jelek feldolgozasahoz, szabalyozokorben vald  terjedéséhez és a  beavatkozas
meghatarozasahoz id6re van sziikség. Igy egy adott rendszerallapothoz tartozé beavatkozis
hatasa késleltetve jut érvényre, ezaltal a nem fogja a tervezett rendszerallapotokat és
kimenetet megvalositani. Ezért az idokésés hatasaval mar a tervezés soran szamolni kell.
Tovabba az id6késés destabilizald hatdssal bir, és nem megfeleld szabalyoz6 paraméterek
esetén stabilitdsvesztéshez vezethet. Tulzott mértékli idokésés esetén eldfordulhat, hogy a
rendszer stabil szabalyozasa nem is lehetséges.

Az 1dOkésés problémdjanak kezelésére egy lehetséges megoldast jelent a véges spektrum
hozzarendelés (Finite Spectrum Assignment, FSA), jelen dolgozat témaja e szabalyozasi
modszer bemutatdsa. Az FSA egy prediktiv szabalyozasi eljards, melynek lényege, hogy
megjosolja az 1idOkésés utan érvényes rendszerallapotokat, és ezek visszacsatoldsa alapjan
szamitja a beavatkozast. Igy idealis esetben a bemeneti késleltetés hatdsa teljesen
kikiiszobolhetd. Mindez megoszlo idOkéséssel rendelkezd szabdlyozoegyenlettel érhetd el.

Az FSA modszerének elonye, hogy idedlis esetben megvaldsitja a polusathelyezést
1dOkéséses rendszerekre, tehat elore definialt rendszerdinamika érhetd el az idokésés
mértékétdl fliggetleniil. Hatranya azonban, hogy a predikcié megvaldsitasahoz sziikség van
egy rendszerrdl alkotott belsé modellre. Az FSA szabalyozas pedig érzékeny a belsé modell
paramétereinek bizonytalansagara, ezért a rendszer paramétereit és az idokésést nem pontosan
ismerve a stabilitas veszélybe keriilhet. Tovabba a szabalyozd egyenlet megvalositasa is
nehézségekbe iitkozik, az implementaldsdhoz kozelitd formuldkra van sziikség. E kozelités
pedig megvaltoztatja a zart szabalyozasi kort leird egyenletek tipusat, €s mindségi
valtozasokat idéz eld a zart kor stabilitasat illetéen. Igy a szabdlyozd egyenlet gyakorlati
megvalositasa kiilon vizsgélatot igényel.

Az FSA szabalyozasi eljaras alkalmas instabil rendszerek stabilizalasara is. Ez a
tulajdonsag egy instabil csillapitatlan masodrendii rendszer, egy inverz inga stabilizalasanak
példajan is szemléltethetd. Ehhez bemutatasra keriil az inga mozgéasegyenlete, valamint e
példan szemléltetve az FSA szabdlyozads stabilitdsvizsgalata, az eljards numerikus
implementalasa mintavételezéssel, és annak meghatarozasa, hogy milyen rendszerparaméter

¢és idokésés értékek esetén lehetséges a stabilizalés.



1. fejezet:

Matematikai hattér

A dinamikai rendszerek leirasa, matematikai modellezése differencialegyenletek
segitségével torténhet, melyek mutatjdk, hogy a rendszer allapotanak pillanatnyi
megvaltozdsa hogyan fiigg a pillanatnyi - vagy id6késés esetén éppen a kordbbi -
rendszerallapottol.  Idokésést tartalmazd rendszerek gyakran  fordulnak el a
szabalyozastechnikdban, ahol a késést a szabalyzokdrben végbemend informacid terjedés
véges sebessége okozhatja.

Id6késés nélkiili rendszerek esetén a rendszer miikddése kozonséges differencialegyenlet
(ordinary differential equation, ODE) segitségével irhaté le. A dolgozatban vizsgalt
rendszerek allapota explicit médon nem filigg az id6tol, tehat a késébbi szamitasok autonom
egyenletekre korlatozodnak. Ezen egyenletek alakja

x(t) = f(x(®)), (1.1)
ahol x(t) € R™ a rendszerallapot, n az allapotvaltozok széma és f(x(t)): R* » R™. Az
egyenleteket, amelyekben az allapotvaltozas mértéke kiilonbozd iddpillanatokban érvényes
allapotoktol is fiigg, funkcional-differencialegyenleteknek nevezziik. Ezen egyenleteknek
harom tipusa van: késleltetett, neutralis ¢és siettetett. A késleltetett funkcional-
differencialegyenletek (retarded functional differential equation, RFDE) altalanos alakja

x(t) = f(x(0),x(t +0)), 6@¢€[0,—1], (1.2)
azaz az allapotvaltozas a korabbi allapotoktol is fiigg (7 > 0). A neutralis funkcional-
differencialegyenletnél (neutral functional differential equation, NFDE) a korabbi
allapotvaltozas is befolyasolja a pillanatnyi allapotvaltozast, azaz
x(t) = f(x(t),x(t + 6),x(t +0)), 6¢€][0,—1]. (1.3)
A siettetett funkcional-differencialegyenlet esetén (advanced functional differential equation,
AFDE) az allapotvaltozast az allapot magasabb rendi derivaltjai is befolyasoljak, példaul
x(t) = f(x(),x(t + ), x(t + 6),%(t +6)), 6 €[0,—1], (1.4)
mely atalakitasaval olyan alak is 1étrehozhat6, melyben az allapotvaltozas a késébbi allapottol
fiigg [1]. Mérnoki alkalmazasban ilyen egyenletek ritkan fordulnak eld, a tovabbiakban csak
az elsd két tipussal foglalkozunk.

A differencialegyenletek stabilitasvizsgalata soran hasznos lehet a rendszer

At

karakterisztikus ~ egyenletének  meghatarozasa. Ezt az  x(t) = x,e kifejezés

differencialegyenletbe valo helyettesitésével kaphatjuk meg. A Kkarakterisztikus egyenlet
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megoldasai A; € C a karakterisztikus exponensek (vagy karakterisztikus gyokok, polusok).
Kozonséges differencidlegyenletek esetén a nullara rendezett karakterisztikus egyenlet bal

oldalat karakterisztikus polinomnak nevezziik, mely véges sok A; gyokkel rendelkezik

(j = 1,2, ...,n). Funkcional-differencidlegyenletek esetén azonban az elébbi kifejezés nem
feltétlen polinom, hanem egy altalanos karakterisztikus fiiggvény, melyet gyakran D(4)-val
jelolink. Ekkor mar végtelen sok A;j karakterisztikus exponens létezik. Tehat a kozonséges
differencidlegyenletek véges spektrummal rendelkeznek, véges dimenzidjuak, a funkciondl-
differencidlegyenletek spektruma és dimenzidja végtelen. Ezt az is mutatja, hogy egy ODE
esetén elég véges szamu kezdeti feltételt megadni az egyenlet megoldasahoz, mig egy RFDE,
NFDE vagy AFDE vizsgalatanal egy teljes iddintervallumban kell ismerni a kezdeti
feltételeket.

Az egyenletek stabilitasdnak feltétele, hogy az Osszes karakterisztikus exponens negativ
valos résszel rendelkezzen, vagyis a komplex sik jobb félsikjan helyezkedjen el. A
stabilitasvizsgalat soran azonban nem sziikséges kiszdmolni az Osszes karakterisztikus
exponenst, hanem elegendd a kritikus - azaz a legnagyobb valds részli - karakterisztikus
exponens valds részének eldjelét meghatarozni. Ezt pl. a Routh-Hurwitz-kritérium
segitségével tehetjilk meg, mely megadja az aszimptotikus stabilitas sziikséges és elégséges
feltételét. Stabilitasvesztés pedig alapvetden kétféleképp johet 1étre. Az elsd esetben csak egy
kritikus karakterisztikus exponens adott. Ekkor az exponens valds szam, képzetes része zérus,
a stabilitasvesztés soran az exponens pozitivva valik. A masik esetben egyszerre két Kritikus
exponens adott, melyek komplex konjugalt parok, és ezek a komplex szamsik jobb felére
vandorolva valnak instabilla. A dolgozat soran eldbbi esetre statikus, az utobbira dinamikus
stabilitasvesztéskeént fogunk hivatkozni.

A végtelen dimenzids fazistér a funkcional-differencidlegyenletek mindharom tipuséra
igaz, am a végtelen sok exponens elhelyezkedése eltér. RFDE esetén mindig véges sok azon
gyokok szdma, melyek valds része egy meghatarozott szamnal nagyobb, igy az instabil
gyokok szama is csak véges lehet. Ezért a funkcional-differencidlegyenletekkel leirt
rendszerek kozil ezen egyenletek a stabilizalasa a legkonnyebben kivitelezheté. NFDE esetén
haromféle gyok elhelyezkedés fordulhat eld: vagy véges sok exponens van egy tetszéleges
fliggdleges egyenestdl jobbra, vagy egy fliggdleges egyenes mentén felsorakoznak a gyokok,
vagy végtelen sok exponens esik az egyenestdl jobbra esé félsikba. Az AFDE spektrumat
tekintve pedig csak a végtelen sok jobb félsikba esé gyok esete fordulhat eld. Az utdbbi
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esetben az instabil karakterisztikus exponensek szama végtelen, igy analdég szabalyozassal a
stabilizalas reménytelen.

A stabilitdsvizsgalat eredményeként egy un. stabilitasi térkép készithetd, amely a
differencidlegyenlet egyiitthatdoi mint paraméterek altal kifeszitett sikon mutatja meg, mely
paraméter értékeknél lesz a megoldas stabil, illetve instabil esetben hany pozitiv valds részii
karakterisztikus exponens létezik. Az instabil karakterisztikus exponensek szdmat nevezziik
instabilitasi foknak. Ha a rendszer legalabb egy instabil karakterisztikus exponenssel bir,
akkor mindenképp instabil viselkedést mutat, fliggetleniil az instabilitasi fokanak nagysagatol.
A stabilitasi térkép a D-behelyettesités modszerével (D-subdivision method) készithet6 el. E
modszer azon alapul, hogy a stabilitasi térkép olyan tartomanyokra oszthatd, amelyeken beliil
az instabil karakterisztikus exponensek szama allando. Az eltérd instabilitdsi foku
tartomanyokat az un. D-gorbék valasztjak el egymastol. Ezen gorbéket a D(A) = 0 egyenlet
segitségével kapjuk A = iw helyettesitéssel (ahol i az imaginarius egység, w = 0 pedig a
stabilitasvesztéssel fellépd rezgések korfrekvenciaja). Azaz amikor megszerkesztjiik ezeket a
gorbéket, a karakterisztikus exponens valds részét nullanak feltételezziik. Ennek oka, hogy az
instabilitasi fok valtozasakor exponensek vandorolnak at a komplex sik bal félsikjardl a jobb
félsikjara, igy at kell haladniuk az imaginarius tengelyen, ahol a valds résziik zérus. Stabilitasi
hatarnak nevezziik azon D-gorbéket, melyek a stabil - azaz zérus instabilitdsi fokl -
teriileteket hataroljak. Az w = 0 stabilitasi hatar a statikus, w # 0 hatar pedig a dinamikus
stabilitasvesztéshez tartozik. A paramétertér egyes - D-gorbék altal hatarolt - tartomanyaiban
az instabilitasi fokot az un. karakterisztikus exponens valtasi irany (exponent crossing
direction) modszer vagy a Stépan-formulak segitségével kaphatjuk meg [2]. A Stépan-
formulak alapvetéen RFDE, valamint egyes esetekben NFDE segitségével leirt rendszerekre

alkalmazhatok. Ha a rendszer n rendje paros, azaz n = 2m,

N=m+ (1™ » (—1)**1sgnS(p,), (1.5)
kZl "

ahol R(w) = Re D(iw), S(w) = Im D(iw), p; = -+ = p, R(w) pozitiv valos gyokei és N az

instabilitasi fok. Ha n paratlan, azazn = 2m + 1,

N=m+ % +(—D)m (% (=1)%sgnR(0) + z(—l)ksgnR(ak)) , (1.6)

k=1

ahol o, = -+ = 0, S(w) nemnegativ valos gyokei.
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Az inverz inga stabilizalas problémai

A véges spektrum hozzarendeléses szabalyozasi eljaras bemutatasat, €s a stabilitasvizsgalat
menetét célszerii egy konkrét mechanikai rendszer példdjan keresztiil is megvizsgalni. Tipikus
példa lehet egy inverz inga szabalyozasa. Az inverz inga Onmagaban instabil rendszer: a
fliggdleges pozicid instabil egyenstlyi helyzet, azaz ha az inga abbol kis zavards hatasara
kitér, magatdol mar nem fog visszatérni. A fliggdleges pozicid zavarasok, kiilsé behatasok
melletti megtartdsahoz szabalyozas szlikséges.

Ma a szabdlyozastechnikdban egyre nagyobb szerepet kap az instabil rendszerek
szabalyozasa, stabilizalasa. Ennek oka, hogy a mozgésok igen gyors elinditésa, a gyors allapot
valtoztatasok instabil helyzetbdl kiindulva hatékonyabban megvaldsithatok. Ezért az instabil
rendszerek stabilizaldsa egy aktualis, fontos probléma. Az inverz inga péld4djan ennek a
problémanak a bemutatasa is megtehetd.

Az inverz inga stabilizalas tehat megfeleld példa a kiillonbozo szabalyozasi eljarasok (PD,

PDA ¢és FSA szabalyozas) és az instabil rendszerek stabilizalasi modszereinek bemutatasara.
2.1 Az inverz inga mozgasegyenlete

Az inverz inga mechanikai modellje a 2.1. abran lathat6. Az inga alsé pontja vizszintes
iranyban egy csuszkdn mozgathatd a Q szabalyozd erd segitségével. Ha Q-t minden
pillanatban megfelelden allitjuk be, az inga fliggdleges helyzetben tarthat6. Az inga hossza [,
tomege m, a nehézségi gyorsulas értéke g. A surlodas hatasat ebben a modellben

elhanyagoltuk.

|| s—

2.1. abra: Az inverz inga mechanikai modellje.
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Az inga mozgasegyenletét a Lagrange-moddszer segitségével vezethetjiik le. A mozgas két

szabadsagfoku, altalanos koordinatdknak valasszuk az inga als6 pontjanak vizszintes iranyu x

crer

masodfaju Lagrange-egyenletek:

d aT 8T+6D+6U_ 2.)
dtdg d¢ ¢ a(p_Ql' '

dor oT oD U _

Q% ox ok Tox %
ahol T a kinetikus energia, U a potencialis energia, D a Rayleigh-féle disszipacios fliggvény,

(2.2)

Q4 ¢és Q, altalanos erdk. Az elobbi mennyiségek kifejezése a v sulyponti sebességgel ¢s a &

sulypontra szamitott tehetetlenségi nyomatékkal az aldbbi forméaban irhato fel

1 .1 1 [/ U N/ N
T=-mv:+-0¢*=-m (x+—cos<p-<p> +(—sm<p-<p) +--—=ml?-¢* =

2 2 2 2 2 2 12
1 11 1
- _ .2 ~. 2..2 - o 2.3
Mt + 2 3ml %) +2mlc05(p xQ, (2.3)
l
U= mg 5 cosg, (2.4)
D=0, (2.5)

A derivélasokat elvégezve, a derivaltakat a Lagrange-egyenletekbe visszairva, és a kapott két

egyenletet matrixos formaba rendezve

! 12 ! l ! [si
m mlcosg P > mglsing

2 ’ £+ 1 = (Q((/()), »)" 7

— — Zmlsino - &>
2mlcosgo m 2ml31n<p @

Az egyenletrendszerben x ciklikus koordinata, vagyis kiejtheté az egyenletekb6l. Ehhez
vonjuk ki a masodik egyenlet [/2 cos@-szeresét az elsé egyenletbdl. Az x kiejtésével kapott

egyenlet

1 1 1 1
(gmlz — Zmlzcoszq)) ¢+ Zmlzsingo - COSQ - 9% — Emglsimp

1
= —Elcosq) -Q(p, ) . (2.8)

Célunk az inga ¢ = 0 instabil egyensulyi helyzetbe hozasa és ott megtartasa,
egyenstlyozasa. {gy ha csak az egyensulyi helyzet koriili kis szogelfordulasokat vizsgaljuk,

azaz |@| < 5° akkor a ¢ = 0 helyzet koriil linearizalt egyenlet jol leirja a rendszert. A
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linearizalas sordn a sing = @, cos@ = 1 kozelitésekkel éliink, és a ¢@2-es tagot

elhanyagoljuk. igy a linearizalt mozgasegyenlet

1 1 1 .
2 _ - - __ . 2.9
;¢ —omgle = —210(¢,9), (2.9)
ahol Q a linearizalas utan kapott szabalyozoerd kifejezés. Az egyenletet rendezve
69 6 ~
h=—@p—— D) . 2.10
¢=—1¢-—009) (2.10)

Hozzuk az inverz inga mozgasegyenletét a kovetkez6 alakra

@) =ap(t)+ult—r1), (2.11)
ahol a = 6g/l rendszerparaméter, u(t — 1) = —6Q (¢, ¢)/(ml) a beavatkozis. Az inga
szoghelyzetének szabalyozasanal fellépd idokésést T jeloli. Az idokésés hatdsat tehat a
beavatkozasnal vessziik figyelembe. Ezutan irjuk fel a rendszert allapottér modellben.
Valasszuk allapotvaltozoknak az inga szogelfordulasat és szogsebességét. A rendszer y(t)

kimenetének a szogelfordulast tekintjiikk. E mennyiségekkel a rendszer allapottér egyenleteli

x(t) = Ax(t) + Bu(t — 1), (2.12)
y(t) = Cx(t), (2.13)
_ <p(t)) . o (0 1 . _ (0
ahol x(t) = ((p ®) az allapotvaltozok vektora, A = (a 0) a rendszermatrix, B = ( 1) a

bemeneti matrix, C = (1 0) a kimeneti matrix (jelen egy bemenetl - egy kimenetii esetben

az u(t) és y(t) vektorok skalarra, a B és C matrixok vektorra egyszertisddnek).
2.2 Az inverz inga stabilizalasa PD és PDA szabalyozo segitségével

Ha a beavatkozast aranyos-derivativ (proportional-derivative, PD) szabalyozo segitségével
végezziik, a bemenet a kovetkezOképp definialhato
u(t) = —kpp(t — 1) —kqop(t — 1), (2.14)
ahol rendre kj, és kq jeldli az aranyos és derivativ szabalyoz6 paramétereket. Ezekkel a
linearizalt mozgasegyenlet
P) —ap(t) = —kyp(t —1) —kqp(t — 1), (2.15)
mely egy RFDE, hiszen a legmagasabb rendti derivalt aktualis értéke alacsonyabb rendii
derivaltak késleltetett értékétdl is fligg. Az egyenlet tehat végtelen spektrummal bir.
A Dbeavatkozast meghatarozhatjuk aranyos-derivativ-gyorsulas (proportional-derivative-
acceleration, PDA) szabalyozot alkalmazva is, ekkor
u(t) = —kpp(t — 1) = ka(t = 1) — ko (£ = T), (2.16)

ahol k, a gyorsulas szabalyoz6 paraméter. Ebben az esetben a mozgasegyenlet
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¢) —ap(t) = —kpp(t —7) —kqp(t —7) — kap(t — 7). (2.17)
Lathatd, hogy a PD szabalyozas a PDA szabalyozas k, = 0 esete, igy a tovabb vizsgalatokat
csak PDA szabalyozon végezziik el, majd k, helyébe nullat helyettesitve a PD szabalyozo
esete is megkaphatd. A (2.17) egyenlet tipusa azonban mar NFDE, mivel a legmagasabb
rendii derivalt (a szoggyorsulas) aktualis és késleltetett argumentummal is szerepel. Neutralis
rendszerek esetén a stabilitas sziikséges feltétele, hogy az egyenlethez tartozd késleltetett
differenciaegyenlet (azaz a legmagasabb rendli derivaltakat tartalmazé tagokbol alkotott
kifejezés) stabil legyen. Jelen esetben ez a feltétel a o (t) = —k,@(t — 7) egyenlet stabilitasat
jelenti. E differenciaegyenlet stabilitasanak feltétele a |k,| < 1 egyenldtlenség teljesiilése [3].
Ha ez nem teljesiil, a (2.17) egyenlet instabil, méghozza végtelen sok karakterisztikus
exponenssel a komplex sik jobb félsikjan. Ezért a tovabbiakban |k,| < 1 szabalyozd
paramétert feltételeziink.

A rendszer stabilitasi tartomanya az un. D-behelyettesités modszerével hatarozhaté meg. A
modszert alkalmazva a stabilitdsi hatdrok egy rogzitett k, ért€ék mellett a (k,, kq) sikon
abrazolhatok. Ehhez a (2.17) egyenletbe a @(t) = @ye?t probafiiggvényt helyettesitve
eléallitjuk a rendszer karakterisztikus egyenletét

D(A) =22 —a+kye™ + kgre™ + k,A%e™*" =0, (2.18)
ahol D(A) a rendszer karakterisztikus fiiggvénye. A D-behelyettesités modszerét alkalmazva,
azaz a D(A) = 0 egyenletbe 1 = iw kifejezést helyettesitve és az egyenletet valos és képzetes
részre bontva, az alabbi két egyenletet kapjuk

R(w) = —w? — a + kycos(wt) + kqwsin(wt) — kyw?cos(wt) =0, (2.19)
S(w) = —kysin(wt) + kqwcos(wt) + kyw?sin(wr) = 0. (2.20)
Ebbdl k-t és kq-t kifejezve megkapjuk az w-val paraméterezett D-gorbéket. Az w = 0-hoz

tartozo D-gorbe

k,=a, kq ER. (2.21)
Az w # 0-hoz tartoz6 D-gorbe:
kp, = (w? + a)cos(wT) + k,w?, (2.22)
w?+a
kq = sin(wt) . (2.23)

A D-gorbéket megrajzolva megkapjuk a jellegzetes spiral alak(i hatargorbét és banan alaka
stabil teriiletet a stabilitasi térképen [3]. Az (1.5) egyenletben felirt Stépan-formulat hasznalva
pedig az egyes régidk instabil karakterisztikus exponenseinek szdma is meghatarozhaté (Id.

2.2. abra).
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2.2. abra: Az idokéséses PDA szabalyozoval ellatott rendszer stabilitasi térképe €s az egyes

teriiletek instabilitasi foka T = 1 és a = 0.5 esetén (sziirke: stabil teriilet).

Ha az a paraméter értékét noveljiik, egyre nehezebb stabilizalni a rendszert, a stabil teriilet
egyre jobban sziikiil. A stabilitasi térképen ez ugy jelenik meg, hogy a spiral alaka hatargdrbe
egyre meredekebb érintdvel indul. Végil az ayi ppa = (2 + 2k,)/T?% értéknél a kezdeti
érintd fliggdlegessé valik, igy a stabil teriilet teljesen eltlinik, a rendszer mindenképp instabil
viselkedést fog mutatni [3]. A jelenséget gy is felfoghatjuk, hogy ha egy rogzitett a

paraméterrel rendelkezd instabil rendszert akarunk PDA szabdlyozdval stabilizélni, akkor a

szabalyozasnal fellépd id6késés nem haladhatja meg a 7y ppa = +/ (2 + 2k,)/a értéket.

Tehat a rendszer maximalis kritikus idokésése PDA szabalyozé esetén (k, = 1)

4 T
Tkrit,PDA = i gp, (2.24)
mig PD szabalyozo6 (k, = 0) esetén
2 T
Tkrit,PD = 7 n_\%’ (2.25)

ahol T, =m (%) az inga stabil egyensulyi helyzet koriili kis lengéseinek periodusideje. Ha a

szabalyozasi id6késés ezt az értéket meghaladja, az inga egyensulyozasa analog PDA illetve
PD szabalyoz6 segitségével nem lehetséges. Tovabbd minél rovidebb az inga, a kritikus
idékésés értéke annal kisebb. fgy rovid ingat nehezebb egyensiilyozni, a stabilizalas csak az

1dokésés csokkentése mellett lehetséges. Masrészt, ha az idokésést t értékig tudjuk csak
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csOkkenteni, a rendszer csak egy kritikus a > 0 paraméter értékig stabilizalhat6, mely PDA,

illetve PD szabalyozo6 esetén a kdvetkezd

4
Axrit,PDA = 72’ (2.26)
2

AkritPD = 7 - (2.27)

Ezen alakokbol 1athato, hogy a stabilitast a és T egyiitt hatarozza meg, ezért célszeri lehet
egy @ = ar? dimenzidtlan rendszerparamétert bevezetni. Ennek f6 el6énye, hogy a
mozgasegyenlet dimenziotlanitdsaval csokkenthetd a rendszer vizsgélatanal figyelembe vett
paraméterek szama. Jelen dolgozatban a dimenzidtlanitas részleteit nem kozoljik. A
legfontosabb dimenziétlan paraméterek: @ = at?, k, = k,72 és kq = kqt, valamint k, eleve
dimenziotlan. Fontos megjegyezni azonban, hogy egységnyi idokésés, azaz T = 1 [s] esetén a
megfelel dimenzidtlan és dimenzidval rendelkezé paraméterek numerikus értéke azonos. gy
a tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért, ha T =1 mellett végezziik vizsgalatokat, a
mértékegységet nem fogjuk jeldlni, hiszen a mennyiségek dimenzidtlan megfeleldjét is
egyuttal megkapjuk. A kapott eredményekbdl pedig ha sziikséges, ki lehet szamitani a
dimenzidval rendelkezd paramétereket nem egységnyi 7 esetére.

A PD ¢és PDA szabalyozok megismerése fontos dsszehasonlitasi alapot jelent. A késébb
ismertetett megoszld idOkésést tartalmazd FSA szabalyozd bemutatdsandl a PD szabélyozo
referenciaként szolgal. A PD szabdlyozd ugyanis nem mas, mint az FSA egy specialis - az

1dokésést zérusnak feltételezd, azt figyelembe nem vevo - esete.
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A véges spektrum hozzarendelés modszere

A véges spektrum hozzarendelés, azaz az FSA szabalyoz6 alkalmazésa egy prediktiv
szabalyozasi eljarast jelent. Az eljards lényege, hogy a rendszerre bocsatott beavatkozast a
rendszer bizonyos modszer szerint megjosolt késobbi allapotat visszacsatolva hatdrozzuk
meg. Erre azért van sziikkség, mert a szabalyozokdrben levd visszacsatolds mindenképp
valamekkora id6késést visz a rendszerbe, igy a kiszamitott beavatkozas hatasa késleltetve
jelentkezik. Ezért célszerli a beavatkozast gy meghatarozni, hogy a késleltetési id6 elteltével
kialakuld rendszerallapothoz illeszkedjen. Igy idealis esetben az idSkésés hatasa teljesen
kompenzalhato, az idokésés mértékétdl fliggetleniil barmely instabil rendszer stabilizalhatd
elére megkivant rendszerdinamika elérése mellett. Tehat az eljaras az idokéséses rendszer
spektrumat gy modositja, hogy karakterisztikus exponensei koziil véges sokat eldre
meghatarozott értékiire allit be, a tobbi végtelen sok gyokot pedig megsziinteti. Az eljaras
elnevezése tehat innen ered: a végtelen spektrumt szabalyozott szakaszhoz véges spektrumt
zart szabalyozési kort rendel. Az eljaras elonye, hogy instabil rendszerek stabilizaldséara is

alkalmazhato.
3.1 Pélusathelyezés

A polusathelyezés az id6késés nélkiili - tehat ODE segitségével leirhato - rendszer esetében
kialakuld véges sok karakterisztikus exponens hatékony kezelésére alkalmas modszert jelent,
igy a véges spektrum hozzarendeléses eljaras alapjat jelenti.

Tekintsiik egy idokésés nélkiili lineéris rendszer allapottér modelljének féegyenletét

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.1)
ahol x(t) € R® az allapotvaltozok, u(t) € R™ a bemenetek vektora, A n X n-es
rendszermatrix, B n X m-es bemeneti matrix. Megfelel6 u(t) beavatkozas segitségével a
véges sok karakterisztikus exponens a komplex szamsikon tetszéleges helyre atmozgathato,
vagyis a rendszer a szdmunkra kedvezd viselkedéssel fog miikddni. Erre szolgél az allapot
visszacsatolas vagy polusathelyezés technikdja, melynek lényege, hogy a beavatkozast az
allapotvaltozok visszacsatolasaval hatdrozzuk meg, azaz

u(t) = Kx(t), (3.2
ahol K az m Xn-es visszacsatolo6 matrix. A gyakorlatban negativ visszacsatolast
alkalmazunk, K elemei negativok. Polusathelyezést alkalmazva a rendszer egyenlete a

kovetkezo6 lesz
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x(t) = (A + BK)x(t) . (3.3)
fgy a polusokat a D(1) = det(AI — (A + BK)) = 0 egyenlet fogja meghatarozni. Az egyenlet
megoldasai K segitségével tetszéleges értékiire beallithatok. Elore definialt polusok esetén K
meghatdrozasa példaul az Ackermann-képlettel torténhet.

A polusathelyezés alkalmazasara példa lehet a korabban mar ismertetett inverz inga
stabilizalas analog PD szabalyozo segitségével. PD szabalyozo esetén a beavatkozast a
kovetkezo egyenlet adja

u(t) = Kx(t), (3.4)
ahol K = (—k, —kq). Vagyis T = 0 szabalyozasi id6késés esetén a kordbban ismertetett PD

szabalyozas valojaban polusathelyezés megvaldsitasat jelenti.
3.2 Stabilizalas véges spektrum hozzarendelés segitségével

Ha a polusathelyezésnél ismertetett rendszer szabalyozokorében fellépd iddkésést is
figyelembe vessziik, a rendszer (3.1) egyenlete az alabbi alakura modosul:

x(t) = Ax(t) + Bu(t — 1), (3.5)
ahol 7 az idékésés mértéke. Megfigyelhetd, hogy a rendszer bemeneti idokésleltetéssel bir,
emiatt azonban a stabilizalasi probléma végtelen dimenzidssa valik, a karakterisztikus
exponensek szadma végtelen sok lesz, ahogy ezt mar a matematikai bevezetOben is lathattuk.

A véges spektrum hozzarendelés alapgondolata az, hogy valositsuk meg a polusathelyezést
iddkésleltetett, végtelen dimenzids rendszerekre. Azaz hatarozzuk meg ugy a beavatkozast az
allapotvaltozok visszacsatolasaval, hogy a teljes zart szabalyozasi kor polusai az altalunk
kijelolt helyekre essenek a komplex szamsikon. Ezt ugy érhetjiik el, hogy nem az
allapotvaltozok értékét csatoljuk vissza, hanem azok egy iddkésésnyi iddvel késdbbi
megjosolt (prediktalt) értékét. Azaz az idokésleltetett rendszerek stabilizdlasara a megoldast
egy prediktiv szabalyozo eljaras jelenti. A predikcidhoz a rendszert egy belsé modell
segitségével jellemezziik, mely tartalmazza az altalunk szamitott vagy mért modell
paramétereket. A modell egyenlet a kovetkezd

x(t) = Ax(t) + Bu(t — 1), (3.6)

ahol az inga stabilizalasanak példaja esetén A= (2 (1)), B= ((1)), valamint d ésTaza és t
paraméterek feltételezett értéke.

Az aktualis és korabbi beavatkozasokat, valamint a korabbi rendszerallapotokat ismerve a
modell egyenlet megolddsaval meghatdrozhatjuk az idokésés utani rendszerallapotok értékét.

Vagyis az FSA szabalyozas egy modell differencidlegyenlet megoldasaval kapott megjosolt
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rendszerallapotot hasznal fel. E prediktalt rendszerallapotot visszacsatolva elérhetd, hogy az
idékésés miatt végtelen spektrummal rendelkezé eredeti rendszerbdl egy véges spektrummal
bir6 szabalyozéasi kort hozzunk I1étre. Véges sok karakterisztikus exponens pedig mar
hatékonyan kezelhet6 (1asd 3.1. alfejezet).

A prediktalt érték meghatarozasa ugy torténik, hogy a (3.6) modell egyenletet megoldjuk
x(t — T) kezdeti feltétellel, majd a kapott megoldast formalisan egy id6késésnyivel idoben
eltoljuk. Tehat az eredeti differencialegyenlet megoldasaval a kiszamoljuk, hogy milyen lenne

a rendszer allapota T id6vel kés6bb. A (3.6) egyenlet megoldasa x(t — 7) kezdeti feltétellel

t
x(t) = eAl-=D)x(t — 7) + f eAlt=9) Bu(s — #)ds . (3.7)

t—7T
Bevezetve a @ = s — t valtozot
0

x(t) = eATx(t — %) + J e A0 Bu(t + 6 — ©)do . (3.8)
-7
igy a prediktalt érték
0
xp(t +7) = eMx(t) + J e A Bu(t + 0)d6 . (3.9)

=T
Az u(t) beavatkozas meghatarozasanal ezt az értéket csatoljuk vissza és szorozzuk meg a K

visszacsatolo matrixszal, igy az FSA szabalyozo egyenlete [4]

u(t) = KeA’x(t) + K f Oe-ﬁe Bu(t + 6)d6 . (3.10)

-7

Lathato, hogy a t iddpillanatban érvényes beavatkozas meghatarozasahoz sziikséges a
[t — T, t] idGintervallumban a bemenetek ismerete. Vagyis egy beavatkozas fiigg a korabbi
beavatkozastdl, ami pedig a még korabbitdl, és igy tovabb. Azaz egy bemenet hatasa
végigkiséri a rendszer teljes mitkodését. A (3.10) szabalyozo egyenletbdl az is latszik, hogy a
bemeneti idokésés kompenzaldsara megoszld idOkésést tartalmazo szabalyozdt alkalmazunk.
Tovabba az is megfigyelheté T = 0 esetén a (3.10) szabalyozo6 egyenletbdl az integral kiesik
¢s a PD szabdalyoz6 esetét kapjuk vissza. Ezért a szdmitasok, szimuldciok elvégzésénél a PD
szabalyozoé referenciat, ellendrzési lehetdséget biztosit.

Idedlis esetben, azaz, ha a belsd modell tokéletesen leirja a valds rendszer mitkddését,
vagyis amikor A=A, B=B és ¥ =1, megvalosul a véges spektrum létrehozasa és a
polusathelyezés. Ennek igazolasahoz irjuk be a szabalyozo (3.10) egyenletét a rendszer (3.5)

foegyenletébe

0
x(t) = Ax(t) + B [KeA™x(t — 1) + K] e A9 Bu(t —t +60)dé |. (3.11)
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Tovabba fejezziik ki az integralban talalhatdo Bu(t — t + 0) fiiggvényt a (3.5) féegyenletbol,
¢s irjuk be az eldbbi egyenletbe

0
%(t) = Ax(t) + BKeAx(t — 7) + BK f &A% (%(¢ + 8) — AX(t + 0))d6 . (3.12)

A visszacsatolt rendszert leird differencidlegyenlet ezen alakjabol gy latszik, mintha az
allapotvaltozas korabbi allapotvaltozasoktdl is fliggne, azaz latszolag neutralis egyenlettel van
dolgunk. Azonban - mivel x(t + 8) = x'(t + 6) = dx(t + 6)/d0 - az egyenletben szerepld
integral kifejezés kiszamithato

x(t) = Ax(t) + BKe"™x(t — 7) + BK[eA%x(t + 6)]”_ = Ax(t) + BKx(t), (3.13)
Vagyis visszakaptuk a polusathelyezésnél felirt féegyenletet, a neutralis egyenlet kdzonséges
differencialegyenletté egyszertisodik. Ismét a det(Al — (A + BK)) = 0 egyenletet kapjuk a
rendszer karakterisztikus egyenleteként, a visszacsatolt rendszernek n darab poélusa lesz, a
tobbi polus automatikusan eltiinik.

Tehat predikcio és allapot visszacsatolds révén az idokésés kompenzalhato, a szabalyozott
rendszernek véges sok polusa lesz, ami tetszOlegesen megvalaszthatd. Igy a polusok
tetszOlegesen nagy negativ valos résziire beallithatok, ezaltal tetszéleges mértékii stabilitas,
tetszélegesen gyors beallas érhetd el. (Ez persze csak abban az esetben igaz, ha a K matrix
tagjainak, azaz a szabdlyozd paramétereknek nincs korlatozva az értéke). Réadéasul ez
tetszOleges mértékii id6késés esetén elérhetd, az idokésés értéke kozombos. Igy a
visszacsatolas 1dokésése okozta stabilitasi problémakra a véges spektrum hozzarendeléses

szabalyozas megoldast jelent.
3.3 Paraméter eltérésekkel szembeni robusztussag

A szabalyozo eljaras fO0 megvaldsitasi nehézsége abban rejlik, hogy a valdsagban a
rendszer A és B paramétereit és a 7 idokésést nem ismerjiik pontosan, altalanos esetben
A+#A B=#Bés 7+t Igy a szabalyozo (3.10) egyenletében taldlhaté integral kifejezést
nem tudjuk leegyszertisiteni.

Vizsgaljuk meg az egyenlet tipusat a nem tokéletesen pontos belsé modell esetre. Ha
B =B (amely feltételezés igaz az inverz inga stabilizalas esetén), a rendszert leird
egyenletekbdl u(t) az elébb leirtakhoz hasonld moédon kiejtheté és a (3.12) egyenlethez

hasonl6an az alabbi 6sszefiiggést kapjuk

0
%(t) = Ax(t) + BKeMx(t — 7) + BK f e~R0 (%(¢ + 8) — Ax(t + 0))d6 . (3.14)

-7
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mely a neutralis latszat ellenére igazabol egy RFDE egyenlete, ahogy azt az alabbi atalakitas
IS mutatja
%(t) = Ax(t) + BKeA™x(t — 7) + BKx(t) — BKeA™x(t — %)
0
+BK[ e~A% (A — A)x(t + 6)do.
7 ( ) ( ) (3.15)
B # B esetben differencialjuk a (3.10) szabalyozéegyenletet

u(t) = KeA'x(¢) + K f Oe-ﬁe Bu(t + 6)do
. i - 0 0 ~
= Ke*™x(t) + K[e A?Bu(t + 9)]_% - K J —Ae A% Bu(t + 6)do,

7 (3.16)
mivel a(t +6) =u'(t +0) = du(t + 0)/d6. Azaz a (3.5) egyenletet is felhasznalva az
alabbi egyenletrendszer segitségével is leirhato a szabalyozasi kor

x(t) = Ax(t) + Bu(t — 1), (3.17)
u(t) = KeA"Ax(¢) + KeA?Bu(t — 1) + KBu(t) — KeA"Bu(t — ©)
0
+ KAf_%e A% Bu(t + 6)d6, (3.18)
tehat a zart kor miikodését ismét egy RFDE jellemzi.

Mindez azt jelenti, hogy ha a feltételezett és tényleges rendszerparaméterek kozt - akar
csupan infinitezimalis mértéki - eltérés jelenik meg, akkor a zart szabalyozasi kor spektruma
megsziinik véges lenni, végtelen sok lesz a karakterisztikus exponensek szdma. Am ha az
eltérések infinitezimalisak, akkor a véges sok bedllitott polus mellett megjelend végtelen sok
tobblet polus a rendszer stabilitasat nem befolyasolja (valos résziik —oo-hez tart) [4]. Fontos
megjegyezni azonban, hogy e paraméter eltérések a valdsdgban nem csupan infinitezimalis
mértékiiek. Nagy eltérések esetén viszont a stabilitas veszélybe keriilhet. Ezért fontos, hogy a
tervezett szabalyozd a rendszermodell és a valos rendszer kozotti paraméter eltérésekkel
szemben robusztusan viselkedjen. A modellhibak miatt kapott végtelen spektrum esetében

pedig mar nem lehet tetszélegesen nagy mértéki idokésés esetén is stabil szabalyozast elérni,

¢s tetszolegesen gyors beallds sem érheto el.
3.4 A szabalyozas megvaldsitasi nehézségei

Vezessiik be a kovetkezo jelolést

z(t) = f O~e‘§9 Bu(t + 6)d6 . (3.19)
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A szabalyozo6 eljards masik f6 probléméja a z(t) integral kifejezés megvalositasa. Mivel a
kifejezés nem pontosan ismert rendszerparaméterek és idOkésés esetén analitikusan nem
szamithat6 ki, a megvaldsitasara két it all rendelkezésre. Az elsé megoldas z(t) derivalasaval
differencialegyenlet 1étrehozasa a (3.16) egyenletben latottakhoz hasonlé modon

z(t) = Bu(t) — eA"Bu(t — ©) + Az(t) . (3.20)
Ez a megvalodsitas azonban instabil rendszerek stabilizalasara nem alkalmas. Ennek oka, hogy
instabil zérus-polus kiejtéssel jar, azaz gy stabilizalnank a rendszert, hogy kiejtenénk az
instabil polusait. Ez azonban csak akkor miikddik, ha a polusokat pontosan ismerjiik, ami a
valosagban nem all fenn (ezért is nevezziikk a modszert instabil zérus-polus kiejtésnek, csak
idealis esetben lehetne végrehajtani) [5].

A gyakorlatban ezért ehelyett egy masik megvaldsitasi modszer terjedt el. Az eljaras a z(t)
integral kifejezés numerikus kozelitésén alapul. A kozelités az aldbbi kvadratura szerint
torténik

7
2(0) = 2,(6) = ) eMrBu(t - 6, )by, (3.21)

Jj=0
ahol 07 € [0,%], hjz ER és 7 €N kozelitéshez hasznilt paraméterek, melyek mellett
teljesiil, hogy z,(t) - z(t) ahogy 7 — oo (lasd [6]). Ennek egy lehetséges valtozata az

integral egyenkozii iddlépéssel valo kozelitése

T
2,(t) = Z M0 Bu(t — jAD)AL, (3.22)
=0

ahol 7 jeloli azt, hogy a [0,7] intervallumot hany részre osztottuk (azaz a kozelités
finomsagat), és At = /7. Vagyis ebben az esetben 6, = jAt és h;; = At. A kozelitéssel

megvalositott szabalyozo egyenlet pedig

.
u(t) = KeAx () + KZ eR0irBu(t — 0,7 )z . (3.23)

Jj=0

rrrrrr

3.4.1 A megvalésitasi pontatlansagokkal szembeni robusztussag

A numerikus megvaldsitds esetén is jelentkeznek hatranyos, alkalmazast korlatozo
tulajdonsagok. A megoszld idokésés pont idokésésekkel valo kozelitésének hatdsara ugyanis

megvaltozik a rendszer tipusa. Ezuttal mar nem ODE vagy RFDE irja le a rendszert a



3. fejezet:
17 A véges spektrum hozzarendelés modszere

paraméterek pontossagatol fliggden, hanem mindenképp NFDE vezérli a zart kor miikodését

[7]. Ez belathato a (3.23) szabalyozo egyenlet differencialasaval

%(t) = Ax(t) + Bu(t — 1), (3.24)
a(t) = KeFx(t) + KZ eR0irBu(t — 6, )h; ; (3.25)
7=0

Mivel a szabalyozo egyenlet integraljat kozelitettikk, a (3.25) egyenlet jobb oldalarol a
beavatkozojel derivaltja nem ejthetd ki. Azaz a derivalt mindenképp megjelenik késleltetett
argumentummal, amely neutralis rendszert jelent. Igy nem csupan a belsé modell
paramétereinek pontatlansaga, hanem a szabalyozo6 egyenlet numerikus kozelitése is végtelen
spektrumhoz vezet. Ahogy azt mar a PDA szabalyozonal lathattuk, az NFDE stabilitasanak
sziikséges feltétele, hogy a hozza tartozé késleltetett differenciacgyenlet onmagaban is stabil

legyen [5]. Jelen esetben e differenciacgyenlet a kovetkezd

x(t) =0, (3.26)
;
u(t) = KZ R0 Bu(t — ;) ;. (3.27)
j=0
Az utdbbi egyenlet a 8,z = jAt €s h; = At egyenkozii id6lepés esetén
7
u(t) = KZ eMABu(t — jAt)At. (3.28)
j=0

A (3.26) egyenlet stabilitasa trivialisan teljesiil, és amennyiben # — oo, a (3.27) egyenlet
karakterisztikus exponenseinek valos része tart az alabbi egyenlet karakterisztikus

exponenseinek valos részéhez

0
u(t) =K j e BB u(t + 0)do . (3.29)

-7
Tehat ha a szabalyoz6 egyenletet numerikusan kozelitjiik, akkor az idedlis belsé modell esetén
kapott (3.13) egyenlet vagy a valos belsé modell esetén kapott (3.17) és (3.18) egyenletek
stabilitasa mellett sziikségessé valik a (3.29) egyenlet stabilitasa is. A (3.29) egyenletet a
tovabbiakban a rendszerhez tartozé funkcional-differenciacgyenletnek nevezziikk. Ez az

egyenlet valojaban egy RFDE, melyet az egyenlet differencialasa segitségével is belathatunk
0
a(t) = KBu(t) — KeABu(t — ) + KA J e AOB u(t + 0)do . (3.30)
-z

Osszefoglalva elmondhato, hogy a folytonos integrallal megvaldsitott szabalyozas esetéhez
képest a szabalyozo egyenlet numerikus kozelitése soran megjelenik egy kiegészitd feltétel,

amelynek teljesiilnie kell a stabilitashoz. Ez a feltétel pedig a (3.29) egyenlet stabilitasa (ha a
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kozelités kellden finom). Ha ez nem teljesiil, a zart kor stabilitasvesztésének a mechanizmusa
a kovetkezOképp magyarazhat6. Tekintsiik a (3.28) egyenlettel leirt egyenkozii kozelitést. Ezt
alkalmazva a rendszer spektruma # darab karakterisztikus multiplikatorral irhato le. (Mivel a
(3.28) egyenlet differenciaegyenlet, ezért a hozza tartozo karakterisztikus egyenlet megoldasai
karakterisztikus multiplikatorok, ezek stabilitdsanak feltétele, hogy az egység koron beliil
helyezkedjenek el a komplex sikon). Minden egyes karakterisztikus multiplikatorhoz végtelen
sok karakterisztikus exponens tartozik, melyek fliggéleges egyenesek mentén sorakoznak fel
a komplex sikon a kovetkezé moddon

Ajk =lln|uj| +ii(w0j+2k1r), (3.31)

At At ™

ahol p; a j-edik karakterisztikus multiplikator (j = 1,2,...,7), A;, a k-adik p;-hez tartozé
karakterisztikus exponens (k € Z) és wg; = arctg(Imu;/Reu;) € (—m,m|. Tehat az
exponensek elhelyezkedése az imaginarius tengely irdnyaban periodikusan ismétlddik 2m/At
eltolasokkal. A karakterisztikus exponensek valds része pedig 7 — oo esetén tart a (3.29)
egyenlet 7 darab legnagyobb valods részi karakterisztikus exponensének valos részéhez. Ez azt
jelenti, ha a (3.29) funkcional-differenciaegyenletnek van egy instabil karakterisztikus
exponense, akkor a (3.28) késleltetett differenciacgyenletnek végtelen sok instabil
karakterisztikus exponense lesz azonos valds résszel. A neutralis egyenleteknek pedig az a
sajatossaga, hogy karakterisztikus exponenseinek valds része tart a hozza tartozo késleltetett
differenciaegyenlet exponenseinek valos részéhez ahogy az exponensek képzetes része
novekszik. Emiatt jelent sziikséges feltételt a neutrdlis egyenlethez tartozd késleltetett
differenciaegyenlet stabilitasa. fgy a (3.29) funkcional-differenciaegyenlet instabil
karakterisztikus exponensének megjelenésével végtelen sok instabil exponens jelenik meg a
zart szabalyozasi kort leiro (3.24)-(3.25) NFDE spektrumaban. Tehat hiaba allitjuk be a véges
spektrum hozzarendelés K matrixaval a visszacsatolt rendszer pdlusait, a szabalyozo egyenlet
numerikus kozelitése miatt megjelenik végtelen sok tovabbi polus, amelyek kozott instabilak
is talalhatok, ha a (3.29) funkcional-differenciaegyenlet 6nmagaban instabil [8]. Tehat a zart
szabalyozasi kor instabil lesz, és ez tetszélegesen nagy pontossagu numerikus kozelités esetén
1s igy marad. A megjelend tobblet polusok pedig jellemzéen nagy képzetes résszel

rendelkeznek, azaz a stabilitdsvesztés ezen forméja nagy frekvencids mechanizmus.
3.4.2 A megvalésitasi szaballyal szembeni robusztussag

A kozelitd szabalyozdegyenlet alkalmazisa soran nem csupan a kozelités finomsaga,

hanem annak modja (6 és h;» megvalasztasa) is fontos lehet, ugyanis az egyes sémak



3. fejezet:
19 A véges spektrum hozzarendelés modszere

érzékenyek lehetnek 6;; infinitezimalis valtozasaira [7]. Ha nem megfeleld kozelitési
modszert valasztunk, a (3.29) funkcional-differenciaegyenlet stabilitasanal még sziikebb
feltételnek is meg kell felelni ahhoz, hogy a zart szabalyozasi kor stabil legyen. Ekkor ugyanis
a szabalyozasnak a 6; » id6késés paraméterek perturbalasaval szemben is robusztusnak kell
lennic. Ennek oka a kovetkez6. A (3.27) késleltetett differenciaegyenlet karakterisztikus
egyenletének fokszamat a 6; paraméterek ardnya hatdrozza meg. fgy a karakterisztikus
multiplikatorok szdma az ;7 idOkésések aranydban valtozhat, vagyis a 6;; paraméterek
perturbalasa befolyasolja a (3.27) egyenlet spektrumat. Egyes esetekben pedig el6fordulhat,
hogy e spektrumban megjelennek olyan tobblet karakterisztikus exponensek, amelyek valos
része mar nem kozeliti a (3.29) funkcional-differenciaegyenlet karakterisztikus exponenseinek
valos részét. Azaz a (3.29) egyenlet stabilitasa mar nem jelent elégséges feltételt a (3.27)
egyenlet stabilitasara [6]. A (3.27) késleltetett differenciaegyenlet 6, paraméterek
perturbaldsa melletti stabilitasara sziikséges elégséges feltétel az alabbi forméaban

fogalmazhaté meg [6]
T
S = f |KeA?B|do < 1. (3:32)
0

Csak a (3.13) egyenlet - vagy nem idealis belsé modell esetén a (3.17)-(3.18) egyenletek -
stabilitasa és a (3.32) feltétel teljesiilése, valamint kellden pontos numerikus kozelités esetén
érhetd el stabil miikddésti szabalyozasi kor a kozelitésre alkalmazott szabaly tipusatol
fiiggetleniil. Tovabba megjegyezhetd, hogy a (3.28) egyenlettel leirt specialis esetben a fenti
problémak nem jelentkeznek, hiszen a 6;  paraméterek ardnya adott At esetén j, és tudjuk,
hogy j = 1,2, ...,, azaz a 0 ; értékek perturbélasatol fiiggetleniil mindenképp 7 multiplikator

jelenik meg.
3.4.3 A megvalositasi nehézségek lekiizdése

A késobbi vizsgalatok konnyebb targyalasa végett vezessiink be néhany fogalmat. Idealis
stabilitasnak nevezziik azt az esetet, amikor az idealis belsé modell esetén kapott (3.13)
egyenlet vagy a valds bels6 modellel kapott (3.17)-(3.18) egyenletek stabilak. Az idealis
stabilitds tehat azon zart szabalyozasi kor stabilitdsat jelenti, ami akkor lenne érvényes, ha a
szabalyozasi egyenlet kozelités nélkiill is megvalodsithatd lenne. Elméleti stabilitasrol
beszéliink, ha a rendszer idealisan stabil és a (3.29) funkcional-differenciaegyenlet is stabil.
Ekkor tehat a kozelité egyenlettel megvalositott szabalyozassal is stabil a rendszer, ha

megfeleld kozelitési szabalyt alkalmazunk, vagy ha a 6;; paraméterek perturbalasat nem
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vessziik figyelembe. Végiil robusztus stabilitasrol beszéliink ha ezek mellett a (3.32) feltétel is
teljesiil. Robusztusan stabil rendszer tehat stabil a szabalyozashoz hasznalt kozelités modjatol
fiiggetleniil. Itt megemlithetd, hogy ezen robusztussagtol fiiggetlen a paraméter
bizonytalansagokra nézett robusztussag. Mig az elébbi fogalom esetén az idealis, kozelités
nélkiili esett6l valo eltérés tetszOlegesen kicsiny is lehet, a paraméter bizonytalansagok terén
véges nagysagu, nem tetszélegesen kicsiny eltéréseket vizsgalunk a belsé modell és a valds
rendszer kozott.

Mint lathattuk, az elméleti és robusztus stabilitas teljesiiléséhez a rendszer idealis
stabilitdsa mellett tovabbi feltételek teljesiilése sziikséges. Ez megszoritast jelent a szabalyozo
alkalmazhatdsagara vonatkozoéan. A megszoritds megsziintetésére két lehetdség van:
alulatereszt6 sziir6 vagy szakaszonként konstans beavatkozas alkalmazasa. Ezek oka, hogy az
instabilitadst okoz6 nem kivant karakterisztikus exponensek jellemzden nagy képzetes résszel,
nagy frekvencidval jelennek meg. Ha alulateresztd sziirdt haszndlunk, a nagy képzetes részii
exponensek valos része csokkenthetd, a gyokok stabilla teheték (lasd [7], [9]), hiszen a
nagyfrekvencids komponensek elnyomadsa alulateresztdé szlrdvel hatékonyan megteheto.
Szakaszonként konstans beavatkozas esetén pedig a bemenet értékét csak At id6kozonként
valtoztatjuk, a koztes idStartamban allando értéken tartjuk. Igy At idokozonként a rendszer
viselkedése egy diszkrét rendszeréhez lesz hasonld. Az igy megvalositott beavatkozas esetén
ki sem alakulnak a problémat okozd tetszélegesen nagy képzetes részli gyokok és
tetszOlegesen nagy frekvenciaju rezgések, 1/(2At) a rendszerben kialakulni képes
legnagyobb frekvencia [7]. A mérnoki gyakorlatban gyakran alkalmazott digitalis szabalyozo
esetén pedig éppen ez az eset 4ll fenn, vagyis a beavatkozas szakaszonként konstans. fgy a
(3.27) Kkésleltetett differenciaegyenlet instabilitisa miatt megjelend problémaknak csak

elméleti jelentdsége van, a gyakorlatban nem fordulnak el6.
3.5 Vizsgalat frekvencia tartomanyban

A véges spektrum hozzéarendeléses szabalyozasi eljarast frekvencia tartomanyban is
analizalhatjuk. Frekvencia tartomanyban a szabdlyozasi kor hatasvazlata konnyen
elkészithetd, mely altal a rendszer szimuldciéja megvalosithatd. A frekvencia tartomanyba
valo attérést a rendszer és a szabalyozd egyenletének Laplace-transzformacioja segitségével
tehetjik meg. Az s Laplace-operator segitségével a (3.5) rendszeregyenlet Laplace-
transzformaltjat felirva és atalakitva

sX(s) — x, = AX(s) + Be™*"U(s), (3.33)
X(s) = (sI —A)"1Be s"U(s) + (s — A)"x,, (3.34)



3. fejezet:
21 A véges spektrum hozzarendelés modszere

ahol x, az allapotvaltozok kezdeti értékeit tartalmazd vektor, I pedig n X n-es (vagyis A

méretével egyez méretil) egységmatrix. Ugyanezt a (3.10) szabalyozé egyenletre elvégezve

0
U(s) = KeA™X(s) + Kf e A9 BesfU(s)do , (3.35)

-7

U(s) = KeA*X(s) + K(sI — &) BU(s) — K(s1 — &) e~ (1-A7Bug(s) . (3.36)
Kihasznalhatjuk, hogy

(s1— K)_leﬁf = eA?(sI - K)_l : (3.37)

Ez utobbi egyenlet teljesiilése belathatd, ha mindkét oldalat (sl — K)-Val balrdl megszorozzuk

és a jobb oldalon az AeAT = AR és 1eAT = €A gsszefiiggéseket kihaszndljuk. A (3.37)

egyenlet alapjan a beavatkozojel kifejezése az alabbi alakra hozhat6
UGs) =K <(sl — B) "BU)+eR (X() - (s1 - K)‘lﬁe—ﬁU(s))) . (3.38)

A (3.34) és (3.38) egyenletek segitségével a zart szabalyozasi kor hatasvazlata felrajzolhato,
ezt lathatjuk a 3.1. abran. A hatasvazlat az x(t) = 0 megkivant allapotot hivatott
megvaldsitani.

A 3.1. abran megfigyelhetd, hogy kiszamitasra keriilnek a rendszer X(s) és a becsiilt

-sT

paraméterekkel felirt rendszermodell X(s) allapotvaltozéi. Tovabba az e™? nélkiili 4g mutatja

a predikcio megvalosulasat, és lathatd a K matrixszal torténd visszacsatolas is. E hatasvazlat a

Smith-prediktort alkalmazo6 szabalyozasok hatasvazlatatol csupan az eA? tagban tér el, emiatt

az FSA szabalyozora gyakran a Smith-prediktor egy modositott valtozataként hivatkoznak.

Smith-prediktor esetén az elébb emlitett 4gban eh? helyett I szerepel [10]. Ennek oka, hogy a
véges spektrum hozzarendelés a predikcid soran az id6késésnyi id6vel korabbi
rendszerallapotot tekinti a belsé modell kezdeti értékének, mig a Smith-prediktor egy t = 0-
ban zérus kezdeti feltétellel elinditott modell alapjan végzi a predikciot. Ezt mutatja a Smith-

prediktor id6tartomanyban felirt szabalyozo egyenlete is [11]

t-7

t
eAlt=7-9 Bu(0)d6 + K f eAt=0) Bu(6)do, (3.39)
0

u(t)=Kx(t—r)—Kf

0

mely az alabbi rendszerhez illeszkedik

x(t) = Ax(t) + Bu(t). (3.40)
A két szabalyozasi modszer kozott kiilonbségként az is megjelenik, hogy a zart szabalyozasi
kor rendje FSA szabalyozo alkalmazasa esetén n + m (lasd a (3.24)-(3.25) egyenleteket), mig

Smith-prediktor alkalmazasaval 2n.
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3.1. abra: A véges spektrum hozzarendeléses szabalyozas hatasvazlata.

Ha U(s) eldallitisahoz a (3.10), (3.19) és (3.20) egyenleteket egyarant felhasznaljuk,
Laplace-transzformacioval az alabbi két egyenletet kapjuk:
U(s) = KeA™X(s) + KZ(s), (3.41)
sZ(s) = BU(s) — eA"Be~5TU(s) + AZ(s) . (3.42)
Az utobbi egyenletben kihasznaltuk, hogy z, = 0, ami akkor teljesiil, ha a t = 0 idOpontig
nincs beavatkozas. A (3.42) egyenletbél a Z(s) valtozot kifejezve és a (3.41) egyenletbe
beirva visszakapjuk a (3.38) egyenletet. Tehat Osszességében elmondhatjuk, hogy a fenti
hatasvazlat valojaban a z(t) integralkifejezés differencialegyenletté alakitasaval valositja meg
a véges spektrum hozzarendelést. A 3.4. alfejezetben pedig mar lathattuk, hogy ez instabil
zérus polus kiejtéssel jar, vagyis instabil rendszerek stabilizdldsara nem alkalmas. Ezért a 3.1.
abran lathatdé hatasvazlat helyett célszeribb az integral numerikus kozelitésén alapulo

megvalositasi formaknal maradni.
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Inverz inga szabalyozas véges spektrum hozzarendelés

segitségével

Ebben a fejezetben a véges spektrum hozzarendeléses szabalyozas alkalmazasat lathatjuk
egy konkrét mechanikai példan, mely egy inverz inga stabilizdldsanak problémaja.
Bemutatasra keriil, hogy a 3. fejezetben leirt szabalyozasi eljaras hogyan illesztheté a 2.
fejezetben ismertetett rendszerhez. A fejezet egyuttal azt is igazolja, hogy a véges spektrum
hozzarendeléses szabalyozas alkalmas instabil rendszerek stabilizalasara. igy a kozponti
kérdés a stabilitasvizsgalat lesz, de mas fontos szabalyozasi szempontok figyelembe vételére
is lathatunk majd megoldast. Példaul megismerhetjiik, hogyan lehet a szabalyozasi

paraméterek behangolasaval a leggyorsabb stabilizalast elérni.

4.1 Stabilitasi térképek

Amint koradbban lathattuk, a véges spektrum hozzarendeléses szabalyozads esetén
definialhaté idealis, elméleti és robusztus stabilitdis. A harom esetben a stabilitasi térkép
megszerkesztésénél a (3.5) és (3.10), a (3.29), illetve a (3.32) egyenletekbdl indulunk ki. Az
egyenletekbe az inga allapottér modelljénél (Id. 2.1. alfejezet) ismertetett A, B paramétereket
és x(t) allapotvektort irjuk be. Emellett tudjuk, hogy B =B = (01)T, és legyen K =
0

(=kp —ka). Tovabba A = ( é) , ahol @ az a = 69/ kifejezés feltételezett érteke. Az

At

eAl matrix exponencialis értéke az a = +/a paramétert bevezetve szimbolikus algebrai

program segitségével kiszamitva a kovetkezo

1
AL — ( ch(at) Esh(at))’ (4.1)
ash(at) ch(at)

ahol sh és ch a sinh és a cosh fiiggvényeket jeloli. Tovabba jeldlje & az a paraméter becsiilt
értékét. Mindezt a (3.10) szabalyozo egyenletébe beirva

N S
u(e) = (-k —kd)<Ch(“T) rsh(ar)> 40
’ ash(at) ach(gf) <<P(t)>

0 - 1
+(—k, _kd)f ( ch(ao) _ESh(a9)> (g)u(t +6)de . (4.2)
-7 \—ash(a®) ch(af)

Ez az egyenlet a (2.12) allapottér foegyenlettel egésziil ki.
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4.1.1 Idealis stabilitas

Az idealis stabilitas vizsgalatanal a (2.12) ¢és (4.2) egyenletek stabilitasat sziikséges

elemezni. Keressiik ezen egyenletek megoldasat exponencialis alakban

o) = e,  9(0) = wee®,  ult) =upe. (4.3)

Ezeket behelyettesitve, a derivalasokat elvégezve és a szabalyozo egyenletet egyszertisitve
Apye?t = wye?t, (4.4)
Awget = a?@ et + e Fuyelt, (4.5)

k
ugelt = (—kpch(czf) - kddsh(&f)) Poert + (— Epsh(df) - kdch(df)> woett

-7

0k
+ f (Epsh(de)—kdch(&é)))uoe’“”mde. (4.6)

Az integralast elvégezve, az egyenleteket atrendezve és e*’-vel leosztva az alabbi alaku

egyenletrendszert kapjuk

Po
Uy
A -1 0
— 2 AT
M(1) = * : A €, (4.8)
kych(@t) + kq@sh(&t) Epsh(&f) + kqch(@®) fQ)
kp 1 1 e—()l+a)‘? e—(/l—b?)i'
f@)= 1+2_5z<_/1+a+/1—07+ A+a  A-a >
k 1 1 e—(/1+ﬁ)‘? e—(ﬂ.—ﬁ)‘?
*d 4 — _ (4.9)
2\A+a& A—a A+a A—a

Az elébbi egyenlet ¢, w, és u, értékétdl fiiggetleniil teljesiil, ha det(M(4)) = 0.
Helyettesitsiik a D(1) = det(M(4)) = 0 karakterisztikus egyenletbe a 1 = iw kifejezést. A
kapott egyenletet egyszeriisitve, majd valos és képzetes részre bontva

a’ + w? a’ + w?

R(w) = —(a* + w?) + k, T e zrg gz cos(@ch(an)

a’ + w? a4+ w?w
—k3————=dcos(w?)sh(at) — k, ————sin(w?)sh(at
4771 o2 (wT)sh(at) P T d (wT)sh(at)

a’ + w? W
—k4—5—7—— wsin(w?)ch(at) + k, — sin(wt)sh(&t)

az+w a

+kqwsin(wt)ch(at) + kycos(wt)ch(@t) + kqdcos(wt)sh(@t) =0, (4.10)
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a’ + w? a’+w’w o

P12 pmgcos(wr)sh(ar)
a? + w?

dmwcos(w%)ch(&f)

a’ + w? a? + w?

PFT 1 a? sin(wt)ch(at) + kq 1ol asin(w?)sh(at)

S((l)) = kd

+k

+k, % cos(wt)sh(a@t) + kqwcos(wt)ch(at) — kpsin(wt)ch(@t)

—kqdasin(wt)sh(at) = 0. (4.11)
A két egyenlet kj-re €s kq-re linedris egyenletrendszert jelent. Az egyenletrendszert w = 0
¢s w # 0 esetekre megoldva megkapjuk a zart szabalyozasi kor D-gorbéit, melyek a (ky, kq)
sikon abrazolhatok. Ezen D-gorbék fogjak megadni az idedlis stabilitdsra vonatkozé stabilitasi
hatarokat. Mivel a (2.12) és (4.2) egyenletek tipusa RFDE, a stabilitasi térképen az egyes
teriiletek instabilitasi foka, és igy a stabil teriilet holléte a Stépan-formulak [2] segitségével
meghatarozhato.
Idealisan paraméterezett belsé modell esetén, azaz ha & = a, T = 7, a D-gorbéket megadd
(4.10)-(4.11) egyenletek az alabbi formara egyszertisodnek
—(a* + w*) +k, =0, (4.12)
kqw =20. (4.13)
fgy az w = 0-hoz tartozo D-gorbe
kp, = a?, kq eR, (4.14)
Mig az w # 0-hoz tartoz6 D-gorbe
ka=0, k,=a’+w?. (4.15)
Ha a PDA szabalyozo D-gorbéinek (2.22)-(2.23) egyenleteibe k, = 0 és 7 = 0 értékeket
helyettesitiink, ugyanezeket a gérbéket kapjuk. Tehat ez is azt mutatja, hogy az id6késéses
rendszer szabalyozasa idedlis FSA szabalyozdval ekvivalens az idékésés nélkiili rendszer PD
szabalyozasanak esetével. Az idealis stabilitas hatarai, a stabil teriilet és az egyes tartomanyok
instabilitasi foka a 4.1. abra (a) paneljén lathatok tokéletes belsé modell esetére.
Valos belsé modell esetén @ # a, T # t, igy a D-gorbék (4.10), (4.11) egyenletein nem
tudunk tovabb egyszerlisiteni. Az w = 0 eset egyenest eredményez

(2) - (@) -1)en@ 5

ke — (4.16)

((%)2 - 1) ash(at) ((%)2 - 1) dsh(az)

kd:
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(a) 6F 1 (b)6 & (c) 6 (6
4 0 1 4 5 4 1 4
L ] 2 0 4 ]
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2 S>1
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6420246 6420246 6420246 6420246
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4.1. abra: (a) A zart szabalyozasi kor stabilitasi térképe €s a teriiletek instabilitasi foka;
(b) a funkcional-differenciaegyenlet stabilitasi térképe ¢és a teriiletek instabilitasi foka;
(c) a kapcsolodo késleltetett differenciaecgyenlet robusztus stabilitasi hatara;

(d) a harom éabra egymadsra vetitett képe;
vilagos sziirke: idealis stabilitas, sotétsziirke: elméleti stabilitas, fekete: robusztus stabilitas;

a(2.12) és (4.2) egyenletekre a = 0.5, 7 = 1,d = a, T = T esetén.

Az w # 0 esetben a hatargorbéket most is a (4.10)-(4.11) egyenletrendszer megoldasaval
kapjuk, melyet szimbolikus algebrai programmal elvégezhetiink. Egy lehetséges paraméter

érték sorozatra a stabilitasi térkép a 4.2. abra (a) paneljén lathato.

4.1.2 Elméleti stabilitas

Elméleti stabilitas esetén sziikséges, hogy az idealis stabilitas feltételei teljesiiljenek,
valamint a kapcsolod6 funkcional-differenciaegyenlet is stabil kell legyen. Ha a (4.2)
szabalyozo egyenletbe az x(t) = 0 kifejezést helyettesitjikk, megkapjuk a (3.29) funkcional-
differenciaegyenlet inverz ingara érvényes alakjat. Ebbe u(t) = uge? kifejezéset
helyettesitve, az egyenletet atrendezve, és uge?-vel leosztva a funkciondl-
differenciaegyenletre vonatkozo karakterisztikus egyenletet kapjuk

fA) =0, (4.17)
ahol az f (1) kifejezést a (4.9) egyenlet adja meg. Ez A = iw esetén megadja a funkcional-
differenciaegyenlethez tartozo D-gorbéket. A behelyettesitést elvégezve, a valds és képzetes
részeket szétvalasztva, €és az egyenleteket egyszeriisitve az aldbbi két egyenletet kapjuk

a k k
Rlw)=1+—5— (— L2 4 P os(wi)ch(@t) + kqcos(wi)sh(@t)
@+ w @ a

k k
+ f—;v sin(w?)sh(at) + dTwSin(a)f)ch(df)> =0,
’ : (4.18)
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(a) 6F 7 (b) 6
4 4f
2 2f |5<l
Z0 2 0f \
-2 -2{ .
A l S>1
N () . N -6k | S - J
-;-4-2/{)246 -6 -(5-4-2;)24() -6-4-2;)24('
p \'p “p

4.2. abra: (a) A zart szabalyozasi kor stabilitasi térképe €s a teriiletek instabilitasi foka;
(b) a funkcional-differenciaegyenlet stabilitasi térképe ¢és a teriiletek instabilitasi foka;
(c) a kapcsolodo késleltetett differenciaegyenlet robusztus stabilitasi hatara;

(d) a harom 4bra egymasra vetitett képe;
vilagos sziirke: idedlis stabilitas, sotétsziirke: elméleti stabilitas, fekete: robusztus stabilitas;

a(2.12) és (4.2) egyenletekre a = 0.5, 7 = 1,d = 1.2a, T = 1.27 esetén.
W ky . . ~ .
S(w) = ———| —ka + = cos(wt)sh(@%) + kgcos(wt)ch(&?)
az+w a

— &sin(a)f)ch(c"ff) — @Sin(a)f)sh(&f)> =0.
w w

(4.19)
Az w = 0 eset az alabbi egyenes egyenletét adja
1 — ch(at) a

= - . 4.20
ka ash(@t) P sh(ad) (4.20)

Az w # 0 eset az alabbi w-val paraméterezett gorbét eredményezi
_a@*+ w?)(w — wcos(wt)ch(@F) + @sin(w?)sh(&t)) 4.21)

P 2w — 2dwcos(wt)ch(@t) + (@2 — w?)sin(wt)sh(a@t)’ '
@? + w?)(asin(wt)ch(@t) — wcos(wi)sh(at

b, - @+ ) (@Sin@Dh@D — wcos(wDsh(@D) w2

" 26w — 2d@wcos(wt)ch(@t) + (@? — w?)sin(wi)sh(a@t)

A gorbék alapjan a funkcional-differenciaegyenlet stabilitasi térképe megrajzolhatd, ezt
lathatjuk a 4.1. és 4.2. abrdk (b) paneljén idedlisan paraméterezett és valos belsd modell
esetére. A k, = 0, kg = 0 pontban az egyenlet stabil, mert ilyenkor u(t) = 0, tehat az origé a
stabil teriilet részét képezi. Az egyes teriiletek instabilitasi fokdnak meghatarozasara a Stépan-
formuldk tovabbra 1is alkalmazhatok, hiszen mar belattuk, hogy a funkcional-
differenciaegyenlet egy RFDE formajara is atirhato.

Az idedlis stabilitds abrajat és a funkcional-differenciaegyenlet stabilitasi térképét
egymasra vetithetjiik. Az elméleti stabilitas teriilete végiil a két stabil tartomany metszete lesz.

Ez lathat6 a 4.1. és 4.2. abrak (d) paneljén is, a sotétsziirke és fekete teriileteken (ezeken az
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abrakon mar szerepelnek a robusztus stabilitas hatargorbéi is). Az abran vilagos sziirkével
jelolt tartomanyon beliil a rendszer idealisan stabil, de a funkcional-differenciaegyenlet
instabil, igy itt a zart rendszer instabil a szabalyozoegyenletben elkdvetett tetszélegesen kicsi

megvalositasi hiba esetén is.
4.1.3 Robusztus stabilitas

Robusztus stabilitas esetén az idealis stabilitas kritériumai mellett teljesiilnie kell még a
(3.32) feltételnek, mely a funkcional-differenciaegyenlet stabilitasanal sziikebb feltételt jelent.
Az inverz ingara vonatkozO paramétercket behelyettesitve a (3.32) egyenlbtlenség a

kovetkezo feltételt adja

T
f
0

Vagyis jelen esetben a hatargorbét az S = 1 gorbe fogja jelenteni. A hatarok a (kp, kd) sik

1
~=sh(@0)ky — ch(@h)kq| do < 1. (4.23)

négy siknegyedére kiilon-kiilon szimbolikus algebrai program segitségével meghatarozhatok.
Ha a (4.23) egyenletben levé abszolut érték jelen beliili kifejezés a 6 € [0, 7] intervallumon
nem valt eldjelet, a stabilitasi hatar egyenes lesz, eldjel valtas esetén pedig ellipszis gorbét
kapunk eredményiil. Az egyes goOrbék egymashoz azonos érintdvel csatlakoznak origot
koriiloleld zart hatart eredményezve. S értéke az origoban zérus, igy a S < 1 teriilet a zart
gorbén beliilre esik. Az S = 1 hatargorbét és az S < 1 teriiletet a 4.1. és 4.2. abrak (c) panelje
mutatja idealis és valds belsé modell esetére.

Végiil a szabalyozas robusztusan stabil teriilete a 4.1.1. pontban kapott idealisan stabil
teriilet és a most kiszamitott S < 1 teriilet metszete lesz. Ezt 4.1. és 4.2. abrak (d) paneljén
feketével jelzett tartomany mutatja. Itt tehat a kozelitett szabalyozoegyenlettel megvalositott
zart szabalyozasi kor robusztusan stabil a kozelitéshez hasznalt modszerre vald tekintet
nélkiil. A sotétsziirke tartomanyon a rendszer elméleti értelemben stabil, de nem robusztusan.
Itt tehat a szabalyozasi kor instabilld valhat nem megfelelden megvalasztott kozelitési
szabaly, vagy a kozeliteshez hasznalt 6;  paraméter perturbacidja esetén.

Szakaszonként allandd beavatkozast alkalmazo (digitalis) szabalyozo esetén azonban a
kapcsolodo késleltetett differenciaegyenlet stabilitasanak nincs szerepe, emiatt a funkcional-
differenciaegyenlet hatargorbéit és az S = 1 hatart nem kell figyelembe venni [7]. Igy stabil
teriiletnek megmarad az eredeti, idedlisan stabil tartomany (I1d. 4.1. és 4.2. abrak (a) panelje),

¢s nem kell a stabil teriiletek metszetét képezni.
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4.2 Erzékenység a belsé modell pontatlansagaira

A stabilitasi térkép kiilonboz6 a és T paraméter becslések mellett is megrajzolhato. igy
adott a és t paraméterek mellett kiilonboz6 @ és T értekek feltételezésével térképsorozat
készithetd, melyen a belsé modell pontossagdnak hatdsa megfigyelhetd. E térképsorozatra
mutat példat a 4.3. dbra. Az dbra csupan az idedlis stabilitds hatdrait mutatja, az elméleti és

robusztus stabilitas hatargdrbéi nincsenek abrazolva.

a=0.8a

—6=4=20 2 4 6
ky ky

4.3. abra: A (2.12) és (4.2) egyenletek stabilitasi térkép sorozata az instabil gyokok szamaval

a = 0.5, 7 = 1 esetén kiilonb6zo6 belsé modell paraméter becslésekkel.
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4.3 Numerikus szimulacio

Minden szabalyozokor beéllitasdhoz, behangoldsdhoz segitséget nyujt a kor mitkddésének
szamitogépes szimulacidja. Igy ellenérizheté, hogy a szabalyozas megfeleléen miikodik-e,
megfigyelhetjilk a kimeneti jelalakot, melyrdl tovabbi fontos szabdlyozdsi paraméterek
(szabalyozasi 1d6, tallendiilés) is megallapithatok. Tovabba célszerli a stabilitdsvizsgalatot
numerikusan, szamitogép segitségével is elvégezni. Ez az idében folytonos folyamatok
diszkretizaldsat vonja maga utan. Igy a stabilitisvizsgalat is egy adott, idében diszkrét esetre
fog vonatkozni. Am a gyakorlatban gyakran digitalis szabalyozot alkalmaznak a beavatkozd
jel meghatarozasahoz, igy a diszkretizalas a szabalyozonal is mindenképp végbemegy. Ezért a
numerikusan elkészitett stabilitasi térkép jol fog illeszkedni a valds szabalyozashoz, nem

sziikséges mindenképp az analitikus stabilitasi hatdrokat kiszamitani.
4.3.1 A rendszer és a szabalyozo egyenletének diszkretizalasa

A véges spektrum hozzarendelés modszerének gyakorlati megvaldsitdsdhoz egy lehetséges
megoldas a digitalis szabalyozd alkalmazéasa. A digitalis szabalyozot jelentheti maga a
szamitogeép 1s. A szamitogép altal felhasznalt adatok (a rendszerallapotok €s beavatkozasok
korabbi értékei) csak bizonyos idépontokban allnak rendelkezésre, ezek az un. szimulacios
Iépések. A szabalyozashoz sziikséges beavatkozas meghatarozasa is csak ezekben az
idépontokban torténik. Legyen a szimulacios 1épések kozt eltelt 1d6 At. A beavatkozast tehat
At 1d6kozonként szamitjuk ki, a koztes idOpillanatban tartjuk az értékét. Tehat szakaszonként
konstans beavatkozasi fiiggvény valésul meg. Igy a kordbban megismert (3.10) szabalyoz6
egyenlet most mar csak a diszkrét idépillanatokban érvényes, csak a szimulacios 1épésekben
adja meg a kapcsolatot a kiszamitasra keriild beavatkozas érték és a rendelkezésre allo
rendszerallapot és korabbi beavatkozas adatok kozt.

frjuk fel a szabalyozo egyenletet az alabbi formaban

0
u(t) = Fx(t) + Fe A j e A% Bu(t + 6)do, (4.24)

-7
ahol F = KeA?, Legyenck a szimulacios 1épések a t; = iAt id6pontokban (i = 1,2,3,...).
Alkalmazzuk az alabbi jeloléseket: w; = u(t;), x; = x(t;). Tovabba alkalmazzunk
szakaszonként konstans beavatkozé jelet, valamint kozelitsik a szabalyoz6 egyenletben
megtalalhatd integral kifejezést numerikus kvadrataraval (Id. (3.22) egyenlet). Az igy

megvalositott beavatkozas at € [t;, t;;,) id6intervallumon
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7 7
ll(t) =u; = in + Fe_gfz e‘T\jAtﬁui_jAt = FXL' + Z qui—j , (425)
j=1 j=1

ahol Q; = Fe ATeMAtBAL &5 7 = T/At.

A rendszert leird differencidlegyenlet (allapottér fdegyenlet) tovdbbra is minden
iddpillanatban érvényes, nem csupadn a szimuldcidés Iépéseknél. Hasznaljuk fel a
differencidlegyenletet a kovetkezd szimulacios 1€pésben megvalosuléd allapot meghatarozasara
gy, hogy az aktualis allapotot ismertnek tekintjiik. {rjuk fel az allapottér féegyenletet

szakaszonként konstans beavatkozas esetén a kovetkezo alakban

x(t) = Ax(t) + Bu(t;_,) tE€ [ty tisr), (4.26)
ahol r = t/At. Az egyenletet x(t;) kezdeti feltétellel megoldva
At
x(t; + At) = eA2tx(t) + f eAt=6) Bu(t;_,)d6 . (4.27)
0

A korabbi rovid jeloléseket alkalmazva a kovetkezd szimulédcios 1épésben érvényes allapot
kifejezése
At

Xi+1 = eAAtXl- + .l- eA(At_g) Bdé U;,_, = PXi + Rlli_r , (428)
0

ahol P = eAAt ¢s R = fOAteA(At‘g) Bdo. Az F, Q;, P, R matrixok egy adott szabalyozasi
korre és szimulacios idélépésre elére meghatarozhatok, nem fiiggnek i-tol. gy a kovetkezd
egyenletek segitségével minden szimuldcios 1épés alkalmaval a beavatkozas és a kovetkezo
szimulacios 1épésnél érvényes allapot meghatarozhaté az aktudlis allapot és a kordbbi
beavatkozasok alapjan. Igy a rendszerre érvényes kezdeti feltételek és a beavatkozas
[-max(z, 7), 0] intervallumon felvett kezdeti - példaul zérus - értékeit ismerve a szabalyozasi

kor numerikus szimulacioja elvégezhetd. Az ehhez sziikséges két egyenlet tehat

Xiy1 = PXi + Rul'_r ) (429)
7
u; = FXL' + z qui—j . (430)
j=1

4.3.2 Allapot kiegészités

Tegylik fel, hogy a szabalyozasi kor idokésését pontosan ismerjik, vagyis T = 7, azaz
7 =r. Vegylik fel az allapotvektorba az w;, w;_q, W;_,,..., W;_, értékeket. Ezt nevezziik
allapot kiegészitésnek (state augmentation). Az allapot kiegészités elénye, hogy adott

szimulacids 1épés bdvitett allapotvektora egyszeriien kiszdmithatd, csupan az elézé 1épés
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bovitett allapotvektorat meg kell szorozni egy matrixszal. A numerikus szimulaciot leird

(4.29)-(4.30) egyenletek alapjan ez a matrix-Szorzasos Osszefliggés felépithetd

Xi+1 P 0O - ~O ~R X;
u; FQ ~ Q- Q Ui—q
us |=fo 1 - 0 o0 P (4.31)
\ : \ P E/\ui—r+1
Wir41 o0 - | 0 Wi_r

ahol I az m X m-es egységmatrix, 0 az n X m-es, illetve m X m-es nullmatrix (m a
bemenetek szdma). Vagyis a szimulaciét meghatarozo6 egyenlet az alabbi egyszerii alaki
Yi+1 = PYi, (4.32)
ahol y; a bdvitett allapotvektor i. szimulacios 1épésben felvett értéke, @ pedig a szimulacios
paramétercket és rendszerjellemzoket tartalmazé matrix. Ez az egyenlet egy szemi-
diszkretizalt rendszert jelenit meg, hiszen az eredeti folytonos rendszert mintavételessel
kozelitettiik €s az idOkésést r részre bontottuk. A ® matrix 1dotdl fiiggetlen jellemzo, a értéke
elére meghatarozhato. A kezdeti y, értéket ismerve pedig a numerikus szimuldcidé soran
1épésrdl 1épésre kiszamithato y aktudlis érteke.
Ha az id6késést nem ismerjiik pontosan ® ¢s y felépitése kétféle lehet. @ és y méretét

mindig a max(r, 7*) érték hatarozza meg. Har > 7,

Xi
X1 PO - 0 O - OR ui.—l
u; F (21 Qf o --- 00 Ui'_f
ul'._l = 0 I 0 0 w_;q | (433)
\ul’_r+1/ \0 0 I 0/ ul—.r+1
Wi
Har < 7,
Xi
/Xi+1\ /P 0 0 R - 0 o0 /“".‘1\
U F Ql Q-1 Qr ) 61’—1 6~ | u; : |
| Ui-1 [ =| 0 I 0 0 || lll_lijl | (4.34)
W41 \0 0 I 0 / \ul—.f+1 /
;7

Ha n allapotvaltozo és m bemenet van, akkor @ mérete tehat (max(r,7)-m+n) X
(max(r,7) - m + n), y mérete pedig (max(r,#) - m + n) x1. Ebbél jol lathatd, hogy ahogy
egyre finomitjuk a numerikus kozelitést, azaz ahogy At = 0 és r — oo, ¥ — oo, ugy valik a
matrix mérete végtelen naggya, vagyis a probléma végtelen dimenzidés természete

megmutatkozik.
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4.3.3 Stabilitasi térképek numerikus elkészitése

Az allapot kiegészités alkalmazasdnak masik 6 elénye, hogy a zart szabalyozasi kor
stabilitasi térképe konnyen elkészithetd. A rendszer stabilitasat ugyanis @ sajatértékei fogjak
megszabni. Ezeket a sajatértékeket karakterisztikus multiplikatoroknak nevezziik. A
karakterisztikus multiplikatorok stabilitast meghatarozé szerepének belatasahoz tekintsiik az
yi+1 = Py; egyenletet. Ez y minden elemére egy-egy mértani sorozatot jelent. Ha &-t a
sajatvektorainak koordindta rendszerébe transzformaljuk, akkor diagonalis matrixsza valik,
féatlojaban a sajatértékei allnak, minden mas eleme zérus. Igy az ebben a koordinita
rendszerben felirt y;,; = ®y; egyenlet y;,, ; = u;y;; alaka skalar egyenletekre bomlik (y;
az y vektor j. eleme a sajatvektorok altal meghatarozott koordinata rendszerben, 1; pedig @ j.
sajatértéke, azaz a j. karakterisztikus multiplikator, j = 1,2, ..., max(r,7) - m + n). Ezen
skalar egyenletekbdl pedig latszik, hogy y mindegyik elemére egy-egy mértani sorozatot
kapunk. A rendszer csak akkor lehet stabil, ha ¢ mértani sorozatok konvergensek. A
konvergencia feltétele pedig, hogy a sorozatok kvociensének abszolut értéke egynél nem lehet
nagyobb. Ha a stabilitasi hatart is kizarjuk, azaz kritikus stabilitdst nem engediink meg, akkor
a kvociens abszolut értéke egynél kisebb kell legyen minden egyes mértani sorozatra. Tehat
az aszimptotikus stabilitas feltétele

max(|uj|) <1. (4.35)

Mivel a numerikus szimulaciot eleve szamitogéppel végezziik, numerikusan a
stabilitasvizsgalatot is gyorsan elvégezhetjiik. A karakterisztikus multiplikdtorok értékei
fuggnek a ky,, kq szabéalyozd paraméterektol. fgy a sajatértékeket kiilonbozs ky, kq
értékparokra kiszamithatjuk, és eldonthetjiik, a szabalyozas stabil rendszert eredményez-e.
Ezaltal a (kp, kd) sikon a stabilitasi térkép pontrol pontra megrajzolhato. Tehat a stabilitasi
terképet bizonyos felbontassal, diszkrét ky, €s kq ertékek mellett elkészithetjiik. A 4.2. abra (a)
paneljén bemutatott térkép numerikusan készitett valtozata a 4.4. dbran lathato. A térképen
megtalalhatok a folytonos szabalyozashoz tartozo analitikus D-gorbék is. Eszrevehetd, hogy a
kapcsolodo funkcionél-differenciaegyenlet stabilitdsi tartomanya és a robusztus stabilitasra
vonatkoz6 S <1 feltétel sem befolydsolja a numerikusan megvaldsitott szabalyozas
stabilitasat (1d. 4.1.3. pont). A 4.3. abran latottakhoz hasonléan a numerikus stabilitasvizsgalat
tobbszori  futtatdsdval megvizsgalhatd, hogy milyen hatdssal van a stabilitdsra a
rendszerparaméterek becslésének pontatlansaga. Példaul a 4.5. abran megfigyelhetd, hogyan
valtozik a stabil teriilet, ha rogzitett T és a paraméterek mellett a becsléseket -20%, 0% ¢és

+20% hibaval végezzik. A kozépso térkép mutatja az idedlis esetet.
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4.4. abra: Numerikusan megvalositott véges spektrum hozzarendelést alkalmaz6 inverz inga

szabalyozas stabilitési térképe.

Numerikus kozelitéssel az elméleti stabilitas tartomanya is kiszamithato. Vagyis a 4.2. dbra
(a) és (b) paneljének egymasra vetitett képe (I1d. 4.2. abra (d) panelje az S = 1 hatéar nélkiil) is
létrehozhatd szemi-diszkretizacidoval. E térkép megmutatja, miként csokken a teljes zart
szabalyozasi korre vonatkozo stabil tartomany instabil funkcional-differenciaegyenlet esetén.
A funkcional-differenciaegyenlet instabilitasa két - altalunk mar megvizsgalt - esetben nem
befolyasolja a zart kor stabilitasat. E két eset a z(t) integralkifejezés folytonos, atalakitas
nélkiili megvalositasa (elméleti, idedlis eset) és a numerikus kozelitéssel torténd megvaldsitas
szakaszonként konstans beavatkozas alkalmazéasaval. Azonban folytonos rendszer €s idokésés
esetén a z(t) integralkifejezés numerikus kozelitésével a funkcional-differenciaegyenlet
stabilitdsa is sziikséges a stabil zart szabdlyozdsi kor megvaldsitasahoz. Ilyenkor a
beavatkozds szakaszonként konstans, am a rendszer folytonos, nem diszkretizalunk. A
stabilitdsi térkép numerikus modszerrel torténd elkészitése esetén azonban sziikséges
valamekkora szimulacios 1d6lépés alkalmazédsaval a folytonos rendszert diszkrét rendszerrel
kozeliteni. Ezért a fent emlitett térkép numerikus elkészitéséhez két kiillonb6zo mértéki
1d6lépést alkalmazunk: a folytonos rendszer kozelitésére egy igen kicsiny At; iddlépést, a
szakaszonként konstans beavatkozds megvalositdsdhoz a kordbbi At-nek megfeleld mértéki

At, id8lépést, At, < At,.
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ahol x, = x(kAt;), P = eA%t1 és R = fOAtl eAAt1=0) BdQ. A beavatkozas értékeket - melyek
csak At, idétartamonként valtoznak - a At,-nek megfeleld szimulacios 1épésekben az alabbi

egyenlet adja meg:

T2
U, = ka + z Q]'uk—jp , (437)
j=1

ahol Q; = Fe ATeAibt:BAr, &s F = KeA?. A (4.36) és (4.37) egyenletek alapjan ismét
felépithetd egy yr.1 = Py alaku, allapot kiegészitéssel létrehozott egyenlet. Ha ry > 74, a

fent emlitett egyenlet

Xk
Up—1
uk'_p
uk—p—l
Xk+1 PO _ OR :
Uy FO Q1 0o -- QZ 0 --- Qf1 000 Wz
U1 | =101 00 || wp_ppy |- (4.38)
\uk—r1+1/ \00 10/ W,
Up_7 -1
uk—r1+1
uk—T1
Har <7,
X
Ug—1
uk._p
Ug_p-1
Xpe+1 PO R 000 :
uy FO .- Q0 - Q 0 Q, 0 0Q Wz
Up_q =|01 090 Wy 2p1 (4.39)
Wty +1 00 10/| u.,
uk—rl—l
Up_7 +1
Up_p

Tehat ha n allapotvaltozo és m bemenet van, akkor ® mérete (max(ry,7) -m+n) X
(max(ry, ) - m + n), y mérete pedig (max(ry, ;) - m + n) X1,

A stabilitasi térképek elkészitésének menete a szakaszonként konstans beavatkozas
eseténél leirtakkal azonos - @ sajatértékeinek vizsgalata sziikséges. A funkcional-

differenciaegyenlet hatdsat is figyelembe vevo térkép numerikusan készitett valtozata a 4.6.
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abran lathato. A térképen megtalalhatok a folytonos zart szabalyozasi kor és a funkcional-
differenciaegyenlet D-gorbéi. Tovabba érdemes megfigyelni, hogy a robusztus stabilitashoz
tartozo hatar tovabbra sem jelenik meg, hiszen egyenkozii idélépéses numerikus kvadraturat
alkalmaztunk. Ez esetben pedig mar a 3.4.2. fejezetben belattuk, hogy a szabalyoz6 egyenlet
diszkrét kozelitesénél szerepld 0; ; diszkretizalasi paraméter perturbacioja nem fordulhat eld.

A robusztus stabilitasi hatarok csak a (4.37) szabaly modositasa esetén érvényesiilhetnének.

4.3.4 A mozgasegyenlet numerikus megoldasa

Az y;,, = Py; egyenlet alapjan a mozgéasegyenlet megoldasa az y, kezdeti érték
ismeretében a numerikus szimulacié soran lépésrl lépésre meghatirozhats. gy a
rendszerallapotok ¢és a szabalyozasi kor kimenete a szimulacids Iépéseknek megfeleld
idépontokban kiszamithatok, az inga szoghelyzetének idébeli lefutdsa ébrazolhatd. Az y,
vektor tartalmazza az inga kezdeti szoghelyzetét és szogsebességét, valamint a beavatkozas
[-max(t, T), 0] iddintervallumon érvényes értékeit. Utobbira az u(t) = 0 feltételt irhatjuk
fel, ha azt az esetet tekintjiik, hogy a t = 0 iddpillanatban 1ép mitkddésbe a szabalyzokor - a
késdbbi példakon és abrakon ez az eset jelenik meg.

A 4.7. abran egy stabil, egy egy instabil gyokkel rendelkez6 és egy két instabil gyokkel
rendelkezé szabalyozas kimeneti idéfliggvénye lathatdo. E példakban megjelend rendszer
stabilitasi térképe megtalalhatd a 4.4. dbran, mely A, B és C pontjaihoz tartoznak a fent
emlitett idéfiiggvények. Megfigyelhetd, hogy ha a stabil teriiletr6l az w = 0 hatargdrbén
keresztiil 1éplink ki, a rendszer kimenete exponencialisan ,,szall el”, mig az w # 0 hatargdorbét
atlépve ez oszcilldlva torténik (elobbi esetben egy, utobbi esetben két instabil polus
keletkezik). Instabil esetben persze kilépilink a kis szdgelforduldsok tartomanyabdl, és az
ingara felirt mozgéasegyenlet nem lesz érvényes, de a kapott gorbék jellegiikben tiikrozik az

instabil rendszerben lezajlo folyamatokat.
4.4 Leggyorsabb beallas vizsgalata

A rendszer karakterisztikus egyenletét ismerve meg lehet vizsgalni azt is, hogy a kitéritett
inverz inga milyen szabalyoz6 paraméterekkel stabilizalhato leggyorsabban, legrovidebb id6
alatt. A leggyorsabb beallas akkor valosul meg, ha a karakterisztikus exponensek valos
részeinek maximuma a lehetd legkisebb értéket veszi fel. Azaz a kimenet lecsengésének

gyorsasaga a karakterisztikus exponensek valos részének nagysagatol fiigg.
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4.6. abra: Numerikusan megvalositott véges spektrum hozzarendelést alkalmazo inverz inga
szabalyozas stabilitasi térképe a funkcional-differenciaegyenlet stabilitasra gyakorolt hatasat

megmutatva.

A leggyorsabb lecsengéshez tartozd szabdlyozd paraméterek meghatdrozadsdhoz a
karakterisztikus egyenletbe A = y + iw kifejezést kell helyettesiteni, és a hatargérbéket a y
paraméterrel egyiitt meghatarozni. Ekkor ezek a gorbék mar nem a stabilitasi hatart, hanem az
adott y értékhez tartozo hatarokat jelolik. Ezen hatargorbék atlépése azt jelenti, hogy egy
valos polus vagy két komplex polus valods része atlépi a y értéket. Ezért meg kell vizsgalni,
melyik az a legkisebb y érték, melynél még marad olyan teriilet, ahol minden pdlus valos
része y alatt van (y = 0 esetén ez volt a stabil teriilet). Ez a legkisebb y érték fogja
meghatdrozni a leggyorsabb bedllds szabalyozasi idejét, és a hozza tartozd szabalyozd

paraméterek segitségével érhetd el a legkisebb beallasi 1do.
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4.7. abra: A numerikus szimulacié eredménye zérus, egyes és kettes instabilitasi fok esetén.
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A szabalyoz6 paraméterek meghatarozasa azonban analitikusan meglehetésen bonyolult
lenne, ezért célszerli numerikus vizsgalatot végezni. Az allapot kiegészitésnél kiszamitott
karakterisztikus multiplikatorok értéke ugyanis szintén felhasznalhatdé annak eldontésére,
hogy a (kp, kd) sik mely pontjahoz tartozik a leggyorsabb bedllds. Ebben az esetben azt a
pontot kell keresniink, ahol a karakterisztikus multiplikatorok abszolut értékének maximuma
a legkisebb. Kordbban mar lathattuk, hogy az allapot kiegészitésnél megvalositott y;,; = ®y;
egyenlet skalar mértani sorozatokat takar, melyek kvociensei a karakterisztikus
multiplikatorok. A karakterisztikus multiplikatorok koziil a legnagyobb abszolut értékii fogja
a leglassabban konvergalo (instabil esetben a leggyorsabban divergald) mértani sorozatot
eredményezni. [gy ha a rendszer stabil, a leggyorsabb lecsengést ezen karakterisztikus
multiplikator legkisebb értéke mellett kapjuk.

Tehat a leggyorsabb beallas meghatdrozasahoz azt a pontot keressiik a (kp, kd) sikon, ahol
max(|uj|) minimalis. A max(|yj|) értékeket mar a stabilitds vizsgalatnal pontrdl pontra
eléallitottuk. Ezaltal lehetséges akar ezek szintvonalas abrazolasa is: minél ,,mélyebb” szinten
van egy pont, annal gyorsabb lesz a beéllas. Tovabba ezek a szintvonalak fogjak kozeliteni az
adott y értékhez tartozd hatargérbéket. A stabilitasi hatart pedig az a szintvonal jeloli,
amelyen a max(|,uj|) egységnyi. A 4.4. dbrdhoz tartozd szintvonalas térkép a 4.8. abran
lathat6. Az példaban a leggyorsabb beallast eredményezé szabalyozas kimeneti jelalakjat
pedig a 4.9. abra mutatja.

A leggyorsabb beallasu pont maximalis abszolut értékli karakterisztikus multiplikatora

alapjan un. fajlagos csokkenési arany (decay ratio) szamithato az alabbi 6sszefiiggés szerint:

= (max((y ) (4.40)

A fajlagos csokkenési arany tehat azt mutatja meg, hogy kozelitdleg hanyad részére csokken a
kimenet értéke 7 1d6 elteltével (azaz a dimenzidtlan vizsgalatok esetén 1 [s] alatt). A kialakuld
lengések tobb komponensbdl tevédnek dssze, tobb mértani sorozat alapjan alakulnak ki. Igy a
lecsengés gyorsasaganal nemcsak a legnagyobb abszolut értékii karakterisztikus multiplikator
szamit, hanem az Osszes tOobbi is, am mindenképp a legnagyobb(ak) értéke a dominans a
szabalyozas gyorsasaganak szempontjabol. Ezért fajlagos csokkenési arany valoban csak egy
kozelitést fog jelenteni, am ez mindenképpen jol hasznalhaté a leggyorsabb lecsengést
biztositd szabalyoz6 paraméterek megtaldldsdhoz, a szabalyozé behangoldsdhoz. A 4.9. dbran

bemutatott példan a leggyorsabb beallas kj, = 0.8 €s kg = 1.2 szabalyoz6 paraméter értékek
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mellett valosul meg, ekkor max(|u j|) = 0.9952. Azaz a fajlagos csokkenési arany a jelen

példanal 0.99521%0 = 0.6181.

a=05 =1 &=12a T=12t At=0.01

M
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4.8. abra: A maximalis abszolut értékii karakterisztikus multiplikatorok szintvonalas

megjelenitése.
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4.9. abra: A leggyorsabb bedlldst mutaté numerikus szimulacié eredménye.
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4.5 Kritikus dimenzidétlan rendszerparaméter

PD ¢és PDA szabilyozd esetén madar lathattuk, hogy a szabalyozas nem alkalmas
tetszOlegesen nagy idOkésés vagy tetszdlegesen rovid inga stabilizalasara (1d. 2.2 alfejezet).
Ez FSA szabalyozas esetén sincs masképp, ha az idokésést és a rendszerparamétert nem
tokéletesen pontosan ismerjiik. Igy T = 1 egységnyi idokésést feltételezve meghatérozhato az
az ayi; Kritikus dimenziotlan rendszerparaméter, melynél az inga még éppen stabilizalhato.
AZ ay.i értéke fiigg a paraméter becslések pontossagatol (a és T értékétdl) és a numerikus
megvaldsitds esetén a At 1épéskoztdl is. Az sem kozodmbos, hogy az idOkésést és a
rendszerparamétert tal- vagy alabecsiiljiik. A paraméterbecslés hibajat az €, = |@ — al/a és
&, = |T — t|/T mennyiségekkel jellemezhetjiik. Az adott €, és &, értékekhez tartozo kritikus
paramétert jeloljik aypipsa-val. Ha a < aypirpsa, létezik egy (kp, kd) értékpar mely
biztositja a rendszer stabilitasat barmilyen (1 —e)a<ad<(1+¢y)a és (1 —e )T <T<
(1 + ;)7 értékekre. Ha a > ayitpsa, akkor nem talalhato ilyen értékpar.

A 4.10. abra bemutatja ay,irpsa értékét az € = g, = &, modell hiba fiiggvényében. A
diagram a kovetkezoképp késziilt. Az ¢4, & és a értékeket rogzitettik és a 4.3. abran
lathatohoz hasonld 3x3-as stabilitasi térkép sorozatot készitettiink. Amennyiben volt legalabb
egyetlen pont, amely mind a 9 térképen stabilnak bizonyult, az a paraméter értékét a belséd
modell paramétereinek hibajaval szemben robusztusan stabilnak tekintettik. Ha a-t
robusztusan stabilnak talaltuk, megemeltiik értékét 0.01-gyel, és megismételtiik a stabilitasi
térképek elkészitését. A vizsgalatokat addig folytattuk, amig el nem értiik a kritikus értéket.
Tehat a kritikus paraméter meghatarozasa 0.01 pontossaggal tortént. Az a paraméter értékét
kritikusnak tekintettiik, ha a = @yt psp még robusztusan stabil volt a belsé modell hibajaval
szemben, de a = aypitrsa + 0.01 méar nem. Hasonl6 vizsgalat a PDA és PD szabalyozok
esetén is elvégezhetd, a kritikus paraméter értéke meghatarozhat6. Ezen szabalyozok esetén
ugyan nincs rendszerrdl alkotott bels6 modell, de maguk a szabalyozis megtervezésénél
feltételezett rendszerparaméter értékek valamilyen bizonytalansdggal terheltek. Az
eredmények tehat a 4.10. dbran lathatok.

Az ay.i; paraméter jol jellemzi a szabdlyozo alkalmazhatosagat, altala a kiilonbozd
szabalyozasi eljarasok Osszehasonlithatok a stabilizalds képességének szempontjabol.
Megfigyelhetd, hogy ayritrsa a belsd modell hibajanak novekedésével rohamosan csokken.
Idedlis esetben, amikor minden modell paraméter tokéletesen pontos, és a szabalyozd

egyenletben nincs numerikus kozelités, ayrirpspa — o0, tehat az idékésés hatdsa teljesen



4. fejezet:
43 Inverz inga szabalyozas véges spektrum hozzarendelés segitségével

megszinik. Tovabba PD szabalyozét alkalmazva, a rendszer paramétereit ismerve, 7 =1
esetén Ay pp = 2. PDA esetén pedig ayyirppa = 2 + 2k,, azaz maximalisan Qypi¢pps = 4.
FSA szabalyozoval pontos paraméter becslések mellett a kritikus érték 2-nél és 4-nél
lényegesen nagyobb is lehet. Tehat a véges spektrum hozzarendeléses szabalyozas alapvetden
jobb stabilizalasi tulajdonsaggal bir, mint a PD vagy PDA szabalyoz6. Nagy modell hibak
esetén azonban a PD és PDA szabalyozok hatékonyabbnak bizonyulhatnak. Példaul € > 11%
esetén a k, = 0.9 paraméterrel megvalositott PDA szabalyozd mar nagyobb kritikus
paraméterrel bir, mint az FSA szabdlyoz6. Ez is jol mutatja, hogy a véges spektrum
hozzarendelés érzékenyebb a modell paraméterek valtozasaira, mint a késleltetett allapot

visszacsatolast alkalmazo6 szabalyozéasok.
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4.10. abra: A kritikus dimenziotlan rendszerparaméter értéke a paraméter becslések

hibajanak fliggvényében PD, PDA és FSA szabalyozok esetén.



Osszefoglalas

A dolgozat soran a szabalyozastechnika egy fontos témajaval, a szabalyozasi korben
fellépd idokésés okozta problémakkal foglalkoztunk. Lathattuk, hogy az idékésés a zart
szabalyozasi kor stabilitdsvesztését okozhatja, illetve tulzott mértékii idokésés esetén nem
hozhat6 1étre stabil szabalyozas. Tovabba azt is megfigyelhettiik, hogy az iddkéséssel bird
rendszerek szabalyozdsa végtelen dimenzids probléma: a rendszeregyenlet megoldasdhoz
végtelen sok kezdeti értékre van sziikség, illetve a rendszer végtelen sok karakterisztikus
exponenssel bir.

Az 1d6késés problémdjara megoldasul a véges spektrum hozzarendeléses szabalyozasi
eljaras lehetdségét vizsgaltuk. Ezen eljaras a bemeneti id6késés hatasat megoszlo idkéséses
tagot tartalmazod szabalyozo egyenlet segitségével kompenzalja. Lathattuk, hogy az eljaras
predikcio és a megjosolt allapotok visszacsatolasa révén idealis esetben elére megtervezett
dinamikéval miik6do rendszert képes 1étrehozni. Azaz az id6késés miatt eredetileg végtelen
spektrummal rendelkezé rendszer polusaibdl véges sokat eldre tervezett értékre allit be, a
tobbit automatikusan megsziinteti. Valamint azt is megismerhettiik, hogy az eljarés
alkalmazhatosaganal a f6 nehézséget a paraméterekre vald érzékenység jelenti. Ahhoz, hogy
az eljaras hatékonyan miikodjon, sziikséges, hogy a predikciondl felhasznalt mért vagy
becsiilt rendszerparaméter és idokésés értékek a valos értékeket pontosan kozelitsék.

Tovabba megvizsgaltuk, hogy a szabalyoz6 egyenlet megoszld idOkésést tartalmazd
integralkifejezésének megvalositasa milyen problémakba iitkozik. Azaz elemeztiikk azt is,
hogy a kiilonbozo stratégiaval és pontossaggal torténd megvalodsitas robusztus stabilitasa
miképp biztosithatd. Valamint kitértiink a diszkretizalassal kapott, szakaszonként konstans
beavatkozast megval6sitdo numerikus szabalyozasi eljaras alkalmazasara is.

Emellett a modszer instabil rendszerek stabilizalasara vald alkalmazhatosagarol is
meggy6zOdtiink az inverz inga szabalyozéasanak példdjan keresztiil. E példaban részletesen
ismertetésre keriilt a szabalyozoegyenlethez tartozo stabilitasi térképek elkészitése folytonos
esetben és kiillonbozo idélépések melletti numerikus kozelités esetén. Tovabba megvizsgaltuk
az inga leggyorsabb stabilizalasanak megvalositasat és  kritikus  dimenzidtlan
rendszerparaméterének értékét. Utobbi alapjan az eljardst a hagyomanyos PD és PDA
szabalyozoval is Osszehasonlitottuk, ¢€s belattuk, hogy idékéséssel bird rendszerek
stabilizalasa esetén a pontos belsé modell segitségével végrehajtott FSA szabalyozas

hatékonyabb, stabilizalas szempontjabdl kedvezébb tulajdonsagokkal rendelkezik.
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