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Bevezetés

Jarmiivek automatikus sebesség szabalyozéasa kulcsfontossagi probléma az 6njard autok
kifejlesztésénél. Ezen téma részét képezi egy egyenes vonalban haladd kocsisor tagjainak
sebesség szabalyozasa ugy, hogy az egyes jarmiivek a megengedett sebességhatarokon beliil,
megfeleld kovetési tdvolsagok mellett egyiitt haladjanak. A szabalyozéas megtervezésénél cél,
hogy a szabalyozott jarmli mozgasa stabil legyen, valamint a sort vezetd autd hirtelen
gyorsuldsa (fékezése) ne vezessen tulzott beavatkozashoz ¢és ezaltal forgalmi torlodas
kialakuladsdhoz. Ilyen rendszer tervezésénél tehat kétféle értelemben vett stabilitast kell
figyelembe venni, melyek az Gn. rendszer- és hurstabilitas (plant and string stability).

A szabalyozast segiti, hogy a jarmiivek kommunikalnak egymassal, ezaltal rendelkezésre
allnak a kocsisor tagjainak mért sebesség adatai és a mért kovetési tavolsagok. Am a mérés és
kommunikéci6 iddsziikséglete miatt a rendszer idokéséssel terhelt, mely destabilizald hatéssal
bir. A dolgozat soran egy egyszertii, két autdébol allé6 modell keriil bemutatasra. A vizsgalatok
soran digitalis szabalyozas esetét feltételezziik, azaz a mért sebesség €s kovetési tavolsag
értékeket mintavételezd és tartd szerv segitségével dolgozzak fel. A mintavételezési 1d6
megszokott értéke a jelenlegi, jarmiivekben alkalmazhat6 rovidtava kommunikacios eszkozok
Az 1dokésés destabilizald hatdsat jol mutatja, hogy a 100 msec-os mintavételezési id6 elég
nagy lehet ahhoz, hogy bizonyos esetekben instabilitashoz vezessen. E probléma féként akkor
jelentkezik, ha a jarmiivek kozotti kommunikécié soran kiildott adat csomagok késve vagy
adatok alapjan sziikséges a beavatkozast kiszadmitani, azaz a rendszer idOkésése novekszik. Ha
az 1dokésés egy kritikus értéket meghalad, a stabilitds mar nem biztosithatdé. Ezért a
dolgozatban megvizsgaljuk a rendszer- és hurstabilitas feltételeit hibatlan €s adatvesztéssel
terhelt kommunikacié esetén. Az analizis sordn elkészitjiik a szabalyozashoz hasznalt két
szabalyozd paraméter sikjan a rendszer stabilitasi térképeit. Tovabba kiilonb6zd mértekli

csomagkeésés ¢€s kiillonbozd gyakorisaggal bekovetkezd csomagvesztés esetén meghatarozzuk
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1. fejezet:

A vizsgalt autokovetéses modell ismertetése

A dolgozat soran gépjarmiivek automatikus sebességszabalyozasdnak problémajat
vizsgaljuk. A sebességszabalyozas célja, hogy egy kocsisor tagjainak mozgasat ugy
iranyitsuk, hogy a sor biztonsagosan kovessék a legelol halad6 jarmiivet. A ma elérhetd
kommunikacios eszk6zok segitségével lehetséges, hogy a sor egy adott tagja szamara ne
csupan az eldtte levd jarmii mozgasat leir6 mennyiségek alljanak rendelkezésre, hanem akar
tobb auté allapotardl is érkezhetnek adatok. Igy az egyes jarmiivek mozgasa tobb eldl haladd
auto allapotat figyelembe véve is szabalyozhat6. A dolgozatban azonban csupan azt az esetet
vizsgaljuk, amikor csak a kozvetleniil a szabalyozott jarmi eldtt halad6 autd adatai allnak
rendelkezésre. Igy a kocsisor egy adott tagjanak szabalyozasanak megtervezésénél elég
csupan egy két autobol allo rendszermodellt tekinteni.

A vizsgalt modell tehat egy vezetd és egy kdvetd autobol all (lasd 1.1. abra). Az jarmivek
Xo(t), a kovetdének x;(t), legyen az eldl halado kocsi hossza L, a kovetési tavolsig pedig

h(t). E mennyiségek kozt az alabbi Gsszefliggés irhato fel

xo(t) =x,(t) + h(t) + L. (1.1)
Az egyenletet id6 szerint derivalva €s atrendezve
h(t) = vo(t) — v4(2), (1.2)

ahol v, (t) és v, (t) rendre a vezeté és a kovetd autd sebességét jeloli.

A vezetd autd mozgasat nem befolyasoljuk, azaz a v,(t) sebességet gerjesztésként
foghatjuk fel, a kovetd autd esetében azonban szabalyozzuk a jarmii mozgasat. A
szabalyozéassal szemben kovetelmény, hogy a kovetd autd sebessége a kovetési tavolsagtol
fliggden a megengedett hatdrok kozott valtozzon. Az eldirt idedlis sebességet a kovetési

tavolsag fliggvényében jeloljik V (h)-val.

|:= h =l L :_!

——

1.1. abra: A vizsgalt autokovetéses modell [1].



1. fejezet:
3 A vizsgalt autokdvetéses modell ismertetése

Ha a kovetési tavolsag egy h,,;, érték ala csokken, az autonak meg kell allnia, ha pedig egy
hmayx €rtéket meghalad, az aut6 maximalis sebességgel haladhat. A két hatar kozott a
sebességet folyamatosan novelhetjiik. igy a V() fiiggvényt az alabbi modon irhatjuk eld

0, hah < hyin,
V(h) =<{F(h), hahp, <h<hg,, 1.3)
Vmax» Nahgg, <h,

ahol v,,4, az adott Gtvonalon megengedett maximalis sebesség, F(h) pedig egy monoton
novekvo folytonos fiiggvény, melyre F(h,;,) = 0 és F(Rpax) = Vmayx- Ahhoz, hogy idealis
sebességli mozgas esetén ne legyenek az autd gyorsulasaban ugrasszerii valtozasok,
sziikséges, hogy V(h) a hpyn €S Rpg, hataroknal sima atmenettel birjon. Ehhez példaul
eléirhatjuk az F (h) fiiggvényt a kovetkez6 modon [2]
% h — hpy,

F(h) = %(1 — cos (nﬁ)) : (1.4)
Az ez alapjan kapott V (h) fliggvényt a 1.2. dbra mutatja.

A szabalyozas soran két feltételnek is eleget kell tenni. Egyrészt sziikséges, hogy a v, (t)
sebesség tartson a v, (t) sebességhez, masrész v, (t)-nek a V(h(t)) idealis sebességhez is
igazodnia kell. Ezért ha v,(t) nem az idealis V(h(t)) sebességnek felel meg, a két feltétel
kozott salyozni kell. fgy a szabalyozas soran a beavatkozast a v;(t) sebesség vo(t) és
V(h(t)) sebességektdl vald eltérése szerint hatdrozhatjuk meg. Ezeket az eltéréseket
aranyosan visszacsatolva egy un. PV szabalyozohoz jutunk, melyhez tartoz6 szabalyozo
egyenlet

0,(8) = a (V(R(®)) = v1(8)) + B(wo(t) — 12 (®)), (15)

ahol v, (t) a kovetd autd gyorsulasa, a és B pedig a szabalyozd paraméterek. Az el6bb
emlitett két feltétel fontossdgat tehat a ¢és [ megvélasztasaval sulyozhatjuk. A PV
elnevezésben a P betli azt jel6li, hogy az (1.5) szabalyozdegyenletet jobb oldalan szerepel
v;(t) aranyos visszacsatolasban (proportional - P), V betii pedig a az idealis V(h(t))
sebességbdl szarmazo tagra utal (velocity - V). Az a és [ paraméterek jelen modellben
tartalmazzdk a kovetd autd dinamikai jellemzdit (méreteit, tehetetlenségi paramétereit, stb.).
fgy tehat a rendszer szabalyozasa sordn az (1.2) kinematikai egyenletbél és az (1.5)

szabalyozdegyenletbdl indulunk ki.
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1.2. abra: Az eldirt sebesség a kdvetési tavolsag fiiggvényében.

Mivel V(h) nemlinearis fiiggvény, az egyszerlibb vizsgalatok végett célszerii a rendszert
linearizalni. Ehhez sziikséges megkeresni a rendszer egyensulyi allapotat. Az egyenstlyi
kovetési tavolsagot h*-gal, az egyensulyi sebességet v*-gal jelolve az alabbi fliggvények -
melyekre az (1.2) és az (1.5) egyenletek trivialisan teljesiilnek - megadjak az egyensulyi
allapotot

h(t) = h*, (1.6)
vo(t) = v,(t) =V(R*) =v*. .7
Ezentll csupan az egyensulyi helyzet koriili kis valtozasokat vizsgaljuk, azaz a h(t), vy(t) és

v, (t) fiiggvények az alabbi modon felbonthatok

h(t) = h* + h(t), (1.8)
V() =v" + T (1), (1.9)
v(t) = v+ 7,(t), (1.10)

ahol A(t), §,(t) és ¥,(t) jelolik az egyensilyi helyzet koriili kis ingadozasokat. A V (h)
figgvényt h* koriil Taylor-sorba fejte és a magasabb rendli tagokat elhanyagolva

kozelithetjitk
V(h(®) = V(h*) + V'(h)A) . (1.11)
Az (1.8)-(1.11) egyenleteket az (1.2) és (1.5) egyenletekbe helyettesitve az alabbi linearis
rendszerhez jutunk
h(t) = Bo(t) — B,(8), (112)
B,(6) = a (V' (W)R(E) = 5:.(6)) + B (o) — 1 (1)) (1.13)

A szabdlyozot tehat ehhez a rendszerhez szeretnénk megtervezni. Az a és [ szabalyozd

paraméterek megvalasztasanal két fontos kritériumot kell teljesiteni. Egyrészt biztositani kell,
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5 A vizsgalt autokdvetéses modell ismertetése

hogy a kovet6 autd mozgasa stabil maradjon allandé v, (t) = v* vezetd autd sebesség esetén.
Ehhez az (1.12) és (1.13) egyenletek 7, (t) = 0 esetre vonatkozo stabilitasa sziikséges, melyet
rendszerstabilitasnak neveziink. Masrészt sziikséges, hogy a kocsisor haladasakor a forgalmi
torlodasok kialakulasat elkeriiljiik. Ezek akkor johetnek 1étre, ha az elol halad6 auto fékez, és
erre a kovetd autd tulzott mértékben reagal. Ilyenkor a kdvetd autd a sziikségesnél jobban
lelassit, melynek hatasara az 6t kovetd autd még jobban, és igy tovabb, mig végiil kialakul a
torlédas. Ennek elkeriiléséhez sziikséges, hogy ha a vezetd autd sebessége hirtelen valtozik,
akkor ez a valtozas a kocsisor autdinak sebességeit nézve lecsengjen. Vagyis ezt
matematikailag tgy fogalmazhatjuk meg, hogy a ¥,(t) valtozasra mint bemenetre a ¥; (t)
valasz csak kisebb mértékii lehet. Azaz a rendszer erdsitése 1 alatt kell legyen, és ezt a teljes
frekvenciatartomanyra eléirjuk. Vagyis a rendszernek ezt a fajta, Gn. hurstabilitasat a rendszer
frekvenciamenetének elemzésével vizsgalhatjuk. Mivel a frekvenciameneten alapuld
vizsgalatok arra épiilnek, hogy tetszdleges bemenet felbonthatdé harmonikus komponensekre,
a ¥, (t) ingadozast is harmonikus fiiggvény alakjaban irjuk fel
To(t) = vy*Psin(wt), (1.14)
ahol v,%™P az ingadozas amplitiddja, w pedig a korfrekvencidja. A 7,(t) fazisat zérusnak
feltételezziik. A fazis a hurstabilitas szempontjabol k6zombds, ugyanis a hurstabilitdsra nézve
csupan a rendszer erdsitésének van hatasa, fazistolasanak nincs. Tehat a gerjesztést egyensulyi
helyzet koriil kialakul6 szinuszos lengésnek feltételezziik
vo(t) = v* + v,%Psin(wt) . (1.15)
A késobbi fejezetek konkrét példain a h* = 20 [m], v* = 15 [m/s] egyenstlyi helyzetet
feltételezve végezziik a szamitasokat. A V(h) fuggvény eldirasanal h,,;, = 5[m], Ry =

35[m] és vy, 0 = 30 [m/s] értékeket irunk eld. Ezekkel V'(h*) = max [V'(h)] = w/2 [1/s].
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2. fejezet:

Digitalis szabalyozas

Mindezidaig nem vettiik figyelembe, hogy a szabalyozas soran a sebességek és a kovetési
tavolsag méréséhez, a mért adatok feldolgozasdhoz és az adatok tovabbitasahoz (vagyis a
jarmivek kozotti kommunikaciohoz) valamekkora id6 sziikséges. Ezért a mért értékek alapjan
szamitott beavatkozds nem az aktudlis, hanem az iddkésésnyi idével Kkorabbi
rendszerallapothoz fog illeszkedni. Emiatt azonban a rendszer stabilitdsanak mértéke
csOkkenhet, rosszul megvalasztott szabalyoz6 paraméterek esetén a szabalyozas instabilla
valhat. Tulzott mértekli idokésés esetén pedig eléfordulhat, hogy nem is létezik olyan
szabalyoz6 paraméter kombinacid, mellyel stabilan lehetne szabalyozni a rendszert. Ezért az
idokésés hatasat a szabalyozoé tervezése soran figyelembe kell venni.

A tovabbiakban azt feltételezziik, hogy a h(t), vy(t) és v,(t) mennyiségek mérése csak
diszkrét idopillanatokban torténik, ezen iddpillanatok kozott pedig a mért értékeket
nulladrendii tartészerv segitségével allando értéken tartjuk. Vagyis digitalis szabalyozo esetét
feltételezziik (a kvantalas hatasatol eltekintve). Habar az egyes mennyiségek mérése ¢és a
jarmiivek kozotti kommunikacio kiilonb6zd mintavételezési frekvencidk mellett torténhet,
most azt feltételezziik, hogy a jelek szinkronizalva vannak, azaz minden mennyiség esetében

az id6késés azonos. Igy a szabalyozasi kort az alabbi egyenletrendszer irja le

h(t) = o(6) — 5, (1), (2.1)
() =a (V’(h*)rl(tkq) - 1~71(tk—1)) + ,B(ﬁo(tk—ﬂ - 1~71(tk—1)) )
t € [t tisr) (2.2)

ahol t, = kAt a k. mintavételezési idépont, k € N, At a mintavételezési id6. Vagyis a
t € [ty, tr4+1) idSintervallumban a t,_; id6pillanatban rendelkezésre allo adatokat hasznaljuk
fel a beavatkozas kiszamitasahoz. fgy a beavatkozas szakaszonként konstans, a rendszer
idokésése pedig At és 2At kozott periodikusan valtozik (lasd 2.1. abra). A jelenlegi, jarmiivek
kozotti kommunikaciot biztositd eszk6zoknél a mintavételezési id6 tipikus értéke 100 msec
[1], igy a fejezet konkrét példainal és abrainal At = 0.1 [s]-mal megvalositott mintavételezést

feltételeziink.



2. fejezet:
7 Digitalis szabalyozas
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2.1 Diszkrét allapottér modell

A rendszer stabilitasdnak vizsgalatahoz készitsiik el a rendszer diszkrét allapottér
modelljét. Ehhez oldjuk meg a (2.1)-(2.2) differencialegyenlet rendszert a h(ty), ¥;(tx)
kezdeti feltételekkel. A (2.2) egyenlet jobb oldala konstans, igy integralva az alabbi kifejezést
kapjuk

t

51(0) = Py () + f 5,(0)d6

tk

= 5, (t) + | @ (V! (W) R(tim1) = 51 (te-1) ) + B(Bo(ties) — B (t-))| - (£ = 1),

t € [ty tier) - (2.3)
Az (1.14) és (2.3) egyenletet a (2.1) egyenletbe helyettesitve és integralva
t

A(t) = h(t) + | h(0)do

tk

~ 1 1
= h(ty) + (—Zvoampcos(wt) + Zvoampcos(a)tk)> — U,(t,) - (t — t)

1 -
=5 |a (V' IR = 51(6e-0) + B(Fo(tir) = 51 (6e-0)] - (£ = )2,
t € [t treyr) - (2.4)
A rendszer diszkrét allapottér modellje a t;, ¢€s tp,q iddpillanatokban érvényes
rendszerallapotok kozott teremti meg a kapcsolatot. Ezért az allapottér egyenlet
meghatarozasahoz vegyiik a (2.3)-(2.4) egyenletekben leirt idéfiiggvények értékét a t = t; 4

idopillanatban
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- - 1 1
h(tks1) = h(te) + <—Zv0ampcos(wtk+1) + Zvoampcos(wtk)> — 7, (L )At

- % [a (V'(h*)fl(tk—ﬂ - 171(tk—1)) + ﬁ(ﬁo(tk—ﬂ - 171(tk—1))] At?,
t € [ty tirr) (2.9)
U1 (ter1) = D1 (6)
+ [a (V’(h*)fl(tk—ﬂ - 771(tk—1)) + ,B(ﬁo(tk—ﬂ - ﬁl(tk—l))] At,
t € [ty tisr) - (2.6)
A késébbi szamitasok egyszeriisitése végett célszerli a koszinuszos tagokat Kiejteni, azaz
trigonometrikus azonossagok segitségével szinuszos alakra hozni. Ezt az alabbi atalakitassal

tehetjiilk meg
cos(w(k + 1)At) — cos(wkAt)

= cos (w (k + %) At) cos (a) %At) — sin (w (k + %) At) sin (w %At)
—cos|w k+1 At ) cos a)lAt —sin|w k+1 At ) sin wlAt
2 2 2 2
= —2sin (a) (k + %) At) sin (a)%At) . 2.7)

fgy a h(ty) =hk), ,(t)=v,(k) rovid jeloléseket alkalmazva az alabbi
differenciaegyenletekhez jutunk

) 2 1 1
Rk +1) = R0 + = v,@™sin (a) (k + E) At) sin <w EAt) 5, (k)At

- % [a (V’(h*)ii(k —1) — 7, (k — 1))
+ (o™ sin(w(k — 1)AL) — 7y (k — 1))| AL, ¢ € [ty tiss) 2.8)
U (k+1) =7,(k)

+ [a (v'(h*)ﬁ(k — 1) =,k - 1))

+ B(vo®™Psin(w(k — 1)AL) — 7, (k — 1))] At, t € [ty trss) - 2.9)
A differenciacgyenletek segitségével a rendszer (2.10) diszkrét allapottér féegyenlete
felirhato. A féegyenletet az y(k) = ¥, (k) kimenetet feltételezve a (2.11) kimeneti egyenlettel
egészithetjiik ki.

x(k + 1) = A,x(k) + Byu(k — 1) + Byu (k + %) , (2.10)

y(k) = Cx(k), (2.11)
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ahol x(k) az allapotvektor, u(k) pedig a bemenet értéke a k. mintavételezési idOpillanatban,

A; a rendszermatrix, B; és B, a bemeneti vektorok. Az u (k + %) tag csupan matematikai

atalakitasok eredménye, melyek a késdbbi szamitasok megkonnyitését szolgaljak, (k + %)
mintavételezési idopontrol nem beszélhetiink. Az egyes tagok értékét a (2.12) egyenlet adja
meg.

h(k)
v, (k)

h(k —1)
v1(k—1)

1 1
—At — > aV'(h*)At? 5 (a + B)At?
1 aV'(h*)At —(a+ B)At |,
0 0 0
1 0 0

1

X(k) = ) Al = 0
1

0

1 2 1
— = BAt? —sin(w—At)
2 w 2
B, = BAt , B, = 0 , cC=(0 1 0 0),
0 0
0 0

u(k) = vy*Psin(wkAt) . (2.12)

2.2 Rendszerstabilitas

A rendszerstabilitas a kovetd autd stabil mozgasat jelenti zérus gerjesztés esetén. Ekkor
tehat u(k) = 0, azaz a diszkrét rendszer miikodését az alabbi leképezés irja le
x(k+1) = Ax(k) . (2.13)
A (2.13) egyenlet stabilitasat az A; leképezési matrix sajatértékei hatarozzak meg. A stabilitas
feltétele, hogy e sajatértékek, melyeket karakterisztikus multiplikatoroknak is neveziink, a
komplex szamsikon az egység koron beliil helyezkedjenek el. Azaz a karakterisztikus
multiplikatorok abszolut értéke 1-nél nagyobb nem lehet. Ennek oka a kovetkez6. Ha az A,
matrixot a sajatvektorainak koordinata rendszerében irjuk fel, diagonalis matrixot kapunk az
atloban a sajatértékekkel. Ekkor pedig a (2.13) leképezés x(k) méretével egyezé darabszamu
skalar mértani sorozatra bomlik szét, melyek kvociensei az A; matrix sajatértékei. Ahhoz
pedig, hogy ¢ mértani sorozatok konvergensek legyenek, sziikséges, hogy a kvociensek
abszolut értéke ne haladja meg az 1-et. A karakterisztikus multiplikdtorok meghatarozaséara az
alabbi karakterisztikus egyenlet szolgal
det(ul —A;) =0. (2.14)
Az A; matrix (2.12) egyenlet szerinti értékét behelyettesitve
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1
U [,u?’ —2u? + (E aV'(h*)At? + (a + B)At + 1) U

+(Fav @ — @+ pat)| = 0. (2.15)

Az egyenletet u-re megoldva kapjuk meg a karakterisztikus multiplikatorok értékét.

A rendszerstabilitds hatarat azon esetek jelentik, amikor egy vagy két karakterisztikus
multiplikdtor pontosan az egységkérre esik, a tobbi a kordn beliil helyezkedik el. Igy a
stabilitasvesztés haromféleképp johet 1étre: egyetlen valds sajatérték az 1 + 0i pontban (i az
imaginarius egység), egyetlen valds sajatérték a —1 + 0i pontban, illetve komplex konjugalt
sajatérték par az egységkoron. Vizsgaljuk meg e harom esetet kiilon-kiilon. A (2.15)
karakterisztikus egyenletbe u = 1-et helyettesitve az alabbi megoldast kapjuk

a=0. (2.16)
A karakterisztikus egyenletbe u = —1 helyettesitése pedig az alabbi egyenes egyenletéhez
vezet

2 (2.17)
“T Tt p

Komplex konjugélt sajatérték par esetén a karakterisztikus multiplikatorok pu = e*'? alakban
irhatok fel (9 € (0,7‘[)). Ezt a karakterisztikus egyenletbe helyettesitve, a kapott egyenletet

valos és képzetes részekre bontva, pozitiv és negativ exponens esetén is az alabbi

kifejezéseket kapjuk

1
cos(360) — 2cos(260) + (E aV'(h*)At? + (a + B)AL + 1) cos6

1
+ (a0 ()88 = (@ + pA) = 0, 2.18)
sin(30) — 2sin(20) + (% aV'(R)At? + (a + B)At + 1) sinf = 0. (2.19)

A (2.18)-(2.19) egyenleteket a-ra és [-ra szimbolikus algebrai programmal megoldva egy 6-
val paraméterezett gérbét kapunk. E stabilitasi hatart atlépve a rendszer ongerjesztett rezgés
kialakulasa mellett valik instabilla. A kapott u = 1, u = —1 és u = et19 stabilitasi hatarokat a
(B, @) paramétersikon abrazolhatjuk, erre mutat példat a 2.2. abra. A stabil teriilet holléte
meghatarozhat6, ha a (f,a) paramétersikon a stabilitasi hatargérbék altal elvalasztott

teriileteken egy-egy pontban az A; matrix sajatértékeit kiszamitjuk.
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o[l/s]

-10

-20 -10 0 10 20
B [L/s]

rendszerstabilitas: hatar p=%1 karakterisztikus multiplikatorral

el - . =18 - c gen s
rendszerstabilitas: hatar p=e  karaktenisztikus multiplikatorral

rendszerstabil teriilet

2.2. abra: A (2.1)-(2.2) egyenletek rendszerstabilitasra vonatkozo stabilitasi térképe V' (h*) =
/2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.

Itt megjegyezhetjiik, hogy a stabilitdsi hatarok meghatdrozhatok mas modszerrel is. A
stabilitasi hatarok kiszamitasa érdekében alkalmazhatjuk a Mobius transzformaciot, mely az

alabbi Osszefiiggéssel a komplex szdmsik egység korét a negativ félsikra képzi le

_n+1 (2.20)
M=

A transzformaciot elvégezve a (2.15) egyenlet (u # 0 feltételezéssel) az alabbi alakra hozhato

M +1)7% =20+ 120 -1) + (% aV' (WA + (a + B)AL + 1)  + 1)@ = 1)?

+ (% V' (A2 — (a + ﬁ)At) m-1%=0 221
A (2.21) egyenlet gyokeit immar a negativ félsikon kell keresniink. Ennek pedig a sziikséges
és elégséges feltétele a Routh-Hurwitz kritérium segitségével is meghatarozhato. A pu =1
megoldasnak az az eset felel meg, amikor az n sikon az egyik gyok tart a +oo-hez. Azaz a
stabilitasvesztés soran a megoldas tart a —oo-hez, majd hirtelen megjelenik a +oco-ben. A
u = —1-hez tartozd stabilitasvesztés esetében egy valés megoldas halad 4t az imaginarius

+i6

tengelyen, azaz a hataron n =0. Mig a u =e*Y esethez az imaginarius tengelyen

elhelyezkedd n = +i9 komplex konjugalt gydkpar tartozik (9 € (0, )). Egyes bonyolultabb
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szamitasoknal, ha a karakterisztikus egyenletbe u = e*i® helyett a (2.20) egyenletet és a
n = +i9 kifejezést helyettesitjiik, a kapott kifejezések egyszeribbé valhatnak, igy ezen
alternativ szamitasi modszer hasznosnak bizonyulhat.

A rendszerstabilitas hatdrait dbrazolva megfigyelhetd, hogyan modosul a stabil teriilet a At
mintavételezési 1d6 valtoztatasaval. Ha At értékét noveljik, a rendszer idokésése is novekszik,
¢s a stabil teriilet nagysaga csokken. A rendszerstabilitds esetén azonban mindig akad
valamekkora stabil teriilet, a stabil régi6 teljesen nem tiinik el. Ez belathato az alabbi modon.

Szamitsuk ki a u = et'? hatargorbe érintdjének meredekségét az origoban. Ezt az alabbi

hatarérték adja meg
d da ,
a . @
Bl Thmag T~ : 2.22
dBl 0 60 df 2 — 3V'(h")At (2.22)
‘ do

Lathato, hogy véges At esetén a hatdrgdrbe zérus meredekséggel soha nem indulhat, igy
mindig lesz valamekkora stabil teriilet, melyet a u = et hatargorbe és az a = 0 egyenes
kozrefog. Mindazonaltal, ha At talsdgosan nagy, a stabil teriilet olyan kicsivé zsugorodhat,
hogy méar nem tudjuk aza és [ paramétereket a megfelelden bedllitani. A késObbi
fejezetekben azonban latni fogjuk, hogy a kritikus mintavételezési id6t alapvetéen nem a

rendszerstabilitds, hanem a hurstabilitds hatarozza meg.
2.3 Hurstabilitas

A hurstabilitast a 7,(t) gerjesztésre adott ¥;(t) valasz amplitiddja hatarozza meg.
Amennyiben ez kisebb, mint 7,(t) amplitiddja, a rendszer stabil. Azaz a hurstabilitas
feltétele, hogy a rendszer erdsitése a teljes frekvenciatartomanyban 1 alatt legyen. Vagyis a
hurstabilitas vizsgalatahoz a rendszer frekvenciamenetét sziikséges elemezni. Ehhez vezessiik
be a I'(z) impulzusatviteli fliggvényt, melyet a (2.10)-(2.11) egyenletek Z transzformacioja
segitségével kaphatunk meg (a transzformacional hasznalt komplex valtozot z jeldli). A Z
transzformalt alak

zX(z) = A;X(2) + B,z 1U(2) + B,zY?2U(2), (2.23)

Y(z) = CX(2), (2.24)

ahol U(z) az u(k) bemenet, X(z) az x(k) allapotvektor, Y(z) az y(k) kimenet Z
transzformaltja. gy az impulzusatviteli fiiggvény

r'(z)= % = C(zl — Al)‘l(Blz‘l + Bzzl/z)'

(2.25)
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1/2

ahol I a 4x4-es egységmatrix. Vegyiik észre, hogy megjelenik egy z'/“ tényez6t tartalmazod

tag, ami a (2.10) egyenlet B,u (k + %) tagjabol szarmazik.

WAt kifejezést helyettesitve megkaphatjuk a rendszer

A TI'(z) figgvénybe z=c¢e
frekvenciaatviteli fliggvényét, ami leirja a frekvenciamenetet. A hurstabilitds vizsgalatanal
csak a szabalyozasi kor erdsitésének mértékére, vagyis frekvenciaatviteli fiiggvény abszolut
értékére vagyunk kivancsiak. Vezessiik be az alabbi rovid jelolést: I'(w) = |F (ei“’At)|. A
I'(w) er6sitési fliggvény sajatossaga, hogy 1 értékrdl indul zérus meredekségii érintével, azaz
r)=1 ¢ r’'(0)=0, ahol a I'"'(w) jeloli a I'(w) fiiggvény w szerinti derivaltjat. A
r'(0) = 1 tulajdonsag miatt a rendszer w = 0 korfrekvencia mellett mar eleve a hurstabilitas
hataran van. A stabilitas elvesztését igy az fogja meghatarozni, hogy a I'(w) gérbe masodik
derivaltja milyen el&jelit w = 0-ban. Ha I'"'(0) < 0, a I'(w) fliggvény 0-ban konkav, igy w
novelésével I'(w) csokkeni fog. Vagyis I'"'(0) < 0 adja a hurstabilitas feltételét. Az ennek
megfeleld, w = 0 hurstabilitasi hatart tehat az alabbi egyenlet definialja

r'o)=o0. (2.26)
A frekvenciamenet jellegét az w = 0 hurstabilitasi hataron és instabil esetben a 2.3. abra
mutatja. Ha a hurstabilitas w = 0-ban teljesiil, I'(w) értéke 1 ala csokken. Ezért w > 0 esetén
a hurstabilitas elvesztése ugy torténhet, hogy I'(w) ismét keresztezi az 1-es értékhez tartozo
vizszintes egyenest. A stabilitas hataran pedig az egyenest I'(w) csupan érinti, azaz az w > 0

hurstabilitasi hatar az alabbi egyenletekkel adhaté meg

rw)=1, (2.27)
I'w)=0. (2.28)
A frekvenciamenet jellegét az w > 0 hurstabilitasi hataron és instabil esetben a 2.4. abra
mutatja.
T —
0.8 L3p
0.6 .
_ _Lof
0.4
0.5/
0.2 _
0.0%, : , : 000, = T ——
0 5 10 5 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
o[1/s] o |[1/s]

2.3. abra: Az erdsités frekvenciafiiggvényének jellege a hurstabilitds w = 0 hataran (bal) és

az ehhez tartozo instabil esetben (jobb).
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0.8f 1 L.2¢
[ 1.0F
0.6 0.8
— r =
0.4 0.6
0.4°
0.2
[ 02r
0.0 ‘ . . . . 005,
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
o [1/s] @ [1/s]

2.4. abra: Az erdsités frekvenciafiiggvényének jellege a hurstabilitds w > 0 hataran (bal) és

az ehhez tartoz6 instabil esetben (jobb).

2.0F

0.5} :

0~0;\ L L L | L L L | L L L | L L L | 1 L L I7
0 20 40 60 80 100
o [L/s]

2.5. abra: Az er6sités frekvenciafiiggvényének jellege a (2.27)-(2.28) feltételek teljesiilése

mellett, de a hurstabilitas szempontjabol instabil esetben.

Tovabba sziikséges megjegyezni, hogy a (2.27)-(2.28) egyenletek csak sziikséges, de nem
elégséges feltételt fogalmaznak meg a hurstabilitasi hatarra nézve. Eléfordulhat ugyanis olyan
eset, hogy e feltételek teljesiilnek, a rendszer mégis instabil, erre mutat példat a 2.5. dbra.
Ezért ezen feltételek alkalmazdsa utan ellendrizni kell, hogy mely esetekben teljesiilnek
valoban a hurstabilitas feltételei.

Sokszor I'(w) négyzetének kiszamitasa egyszer(ibb matematikai formuldkhoz vezet,
ugyanis nem tartalmaz gyokos kifejezéseket. Ezért célszerli a (2.26)-(2.28) feltételeket I'? (w)
segitségével atirni. Mivel I'(w) > 0, I'(0) = 1 és I''(0) = 0, az alabbi egyenletekhez jutunk

ry"o) =0, (2.29)
r2(w) =1, (2.30)
(r?)(w) =0, (2.31)

A még egyszerlibb matematikai formuldk elérése végett, célszerii a tortfiiggvényeket is
kikiiszobolni. Ennek érdekében bevezethetiik a Q(w) = Num(I'?(w)) — Den(I'?(w))
fiiggvényt, melyben Num(I'?(w)) jeldli I'*(w) szamlalojat, Den(I'?(w)) pedig I'*(w)
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nevez6jét. igy a (2.29)-(2.31) egyenletekkel egyenértékii feltételek Q(w) segitségével felirva

a kovetkezok

Q™) =0, (2.32)
Qw) =0, (2.33)
Q'(w) =0. (2.34)

A (2.32) egyenletben azért van sziikség ilyen magas rendii derivaltra mert Q(w) elsé harom
derivaltja w = 0 esetén mindenképpen zérus. Matematikailag tehat a legpraktikusabb e Q(w)
fliggvény segitségével elvégezni a hurstabilitadsra vonatkozo6 vizsgalatokat.

A (2.12) és (2.25) egyenletekkel definialt rendszer esetén a (2.32) feltétel az alabbi

egyenesek egyenletét adja megoldasul

a=0, (2.35)
. 2(V'(h) = pB) (2.36)
1- % (v'(n)*aez

melyek a hurstabilitas w = 0 hatargorbéi. A (2.33)-(2.34) egyenleteket megoldva pedig a
hurstabilitds w > 0 hatargérbéihez jutunk. Ezen egyenletek analitikus megoldasa még e
legegyszeriibb rendszermodell esetén sem szadmithatd hatékonyan, ezért célszerii az
egyenleteket diszkrét w értékekre numerikusan megoldani. {gy a hurstabilitasi gorbéknek csak
véges szamu pontjat kapjuk meg, d4m a numerikus megoldasi modszer rendelkezik egy
tovabbi fontos elényos tulajdonsaggal. A kapott véges sok pontban ugyanis egyenként
ellendrizhetd a frekvenciamenet, és a 2.5. abran bemutatott esetek kisziirhetok. Vagyis azok a
gorbék, melyek csak sziikséges, de nem elégséges feltételt jelentenek a huarstabilitdsra nézve -
azaz nem jelentenek igazi hurstabilitasi hatart - eltlintethetdk a stabilitasi térképrol. Végiil a
stabilitasi hatarok megjelenitése végett a Kiszamitott hatarpontokra gorbét illeszthetiink. A
kapott stabilitasi térkép egyes tartomanyaiban egy-egy pontban az erdsités
frekvenciafiiggvényét kirajzolva meghatarozhatok a stabil teriiletek. Az eldbbi 1épések alapjan
elkészitett stabilitdsi térképre mutat példat a 2.6. abra. Az abran megtaldlhatok a 2.2.
fejezetben kiszamitott és 2.2. abran megjelenitett rendszerstabilitasi hatarok is. A szabalyozé
paraméterek bedllitdsandl a paramétersik azon pontjai koziil sziikséges valasztani, melyek a

rendszer €s a hurstabilitas stabil teriileteinek metszetén helyezkednek el.
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rendszerstabilitasi hatar p==1 karaktenisztikus multiplikatorral
es @=0 hurstabilitas: hatar .
rendszerstabilitasi hatar p=e  karakterisztikus multiplikatorral
— =0 hurstabilitas: hatar
hurstabil terilet
Bl rendszer- és hiirstabil terilet
2.6. abra: A (2.1)-(2.2) egyenletek rendszer- és hurstabilitast is figyelembe vevd stabilitasi

térképe V'(h*) = /2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.

A mintavételezési 1d6 ndvelésének hurstabilitdsra gyakorolt hatasat is megvizsgalhatjuk.
Ha a At iddlépést noveljiik, a rendszerstabilitasi hatdrokon beliil talalhaté hurstabil teriilet
zsugorodni kezd. Ezt az is mutatja, hogy az w > 0 hurstabilitasi hatar 2.6. abran feketével
jelolt két kiinduld pontja az w = 0 egyenesek mentén egyre kdzelebb mozog egymashoz
ahogy At novekszik. Amikor At elér egy kritikus értéket a kiindulasi pontok talalkoznak és
egybeesnek a harmadik feketével jelolt ponttal, mely az w = 0 hurstabilitasi hatargdrbék
metszéspontja. Azaz definidlhatd egy Aty kritikus mintavételezési id6, melynél a stabil
teriilet egyetlen ponttd zsugorodik. A At > Aty,i: esetben pedig mar nem talalhatd olyan
teriilet, melyen a rendszer- és a hurstabilitas egyszerre teljesiilne. Ezért fontos a Aty

ismerete. A Aty meghatarozasahoz csak a fent emlitett harom jellegzetes pont koordinatait
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kell kiszamitani, és meg kell vizsgalni, hogy adott V'(h*) paraméter mellett milyen At
értéknél esnek egybe a pontok. A Q(w) bevezetésénél végzett atalakitasoknak koszonhetden a
kritikus mintavételezési id6 analitikusan kiszamithato. A (2.35)-(2.36) egyenletek alapjan az
w = 0 harstabilitasi hatarok metszéspontja a (VV'(h*),0) pont. A masik két jellegzetes pont
pedig az kovetkezoképp hatdrozhaté meg. Ezekben a pontokban egyszerre teljesiilnek a 2.3.
és 2.4. abra bal oldalan bemutatott esetek. Vagyis olyan, mintha a 2.4. abra w > 0 érintési
pontja (ahol I'"(w) = 0) elmozdulna w = 0 -ba, ahol pedig I'"'(w) = 0 is teljesiil. Ezért végiil
egy olyan specidlis esethez jutunk, hogy I' (w) magasabb derivaltja is zérusok w = 0 esetén.
Ez pedig magaban foglalja, hogy Q(w) esetén is még a negyediknél is magasabb rendii
derivaltakat kell vizsgalni. Végiil a két keresett pontot a Q™ (0) = 0 feltétel mellett a
Q®(0) = 0, illetve a Q®(0) = 0 feltételek adjak meg. Erdekességként megemlithetjiik,
hogy Q(w) paratlan szamu derivaltjai w = 0-ban mindenképp zérus értékiiek, ezért kell a
péaros derivaltakat vizsgalni. A Q®(0) = 0 feltételnek eleget tevé pont koordinatai (1/
(3At), 0). Ezeket (V'(h*), 0) koordinatakkal 6sszevetve megkapjuk a kritikus mintavételezési
idot. A At = Aty esetet feltételezve pedig leellendrizhetd, hogy a harmadik jellegzetes pont
(azaz a Q®(0) = 0 feltételnek eleget tevé pont) is valoban egybeesik a maésik kettével. A

kritikus mintavételezési id6 értéke tehat
(2.37)

Atwrit = S -

3V'(h*)
A szokasos V'(h*) =m/2[1/s] esetben Aty = 212 [ms], vagyis a 100 [ms]-0s
mintavételezési id6 még kellden kicsinek bizonyul (1asd 2.6. abra).
Referenciaként célszerli megvizsgalni a diszkrét szabalyozasi kornek megfeleltethetd

rrrrrr

rendszer
fl(t) = Ty (t) — 71 (¢), (2.38)
B1(6) = a (VI (WA — 1) = 0,6 — D) + B(Fo(t — D) — 31t ~ 1)), (2.39)

rrrrrr

meghatéroztak, az eredmény
1 (2.40)
Tkrit = T(h*)

Vagyis a diszkrét rendszer kritikus mintavételezési ideje 2/3-szorosa a folytonos rendszer

rrrrrr
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kozott periodikusan valtozik. Igy az atlagos idékésés T = 3/2 At, melynek kritikus értéke a

(2.37) egyenlet alapjan
_ 3 3 1 1 (2.41)

ami azt jelenti, hogy a kritikus idokésés szempontjabol a folytonos és a diszkrét rendszer

egymasnak tokéletesen megfeleltethetd. A mintavételes esetben persze a rendszer- és
hurstabilitas hatarai kis mértékben eltérnek a [3] cikkben bemutatott folytonos rendszerétol,
de a kritikus esetben, ugyanazon atlagos id6késés mellett ugyanigy egyetlen pontta

zsugorodik a stabil teriilet.



3. fejezet:

A jarmiivek kozotti kommunikacio hibainak hatasa

A kocsisor tagjai kozotti kommunikacio soran eléfordulhat, hogy hibak 1épnek fel, és az
elkiildott adat csomagok késve vagy egyaltalan nem érkeznek célba. Igy a szabalyozas soran a
beavatkozas meghatarozasakor kénytelenek vagyunk a legutobb megérkezett adatokra
hagyatkozni, és azokat mindaddig felhasznalni, amig 0j adat nem érkezik. Emiatt azonban a
rendszer 1dOkésése novekszik. Az 1dOkésés atlagos értéke fiigg a csomagkiesés
gyakorisagatol, illetve a csomagok késésének mértékétél. A rendszer id6késésénck
novekedésével egyuttal a stabilitds is csokken. Ezért a csomagkiesés, illetve csomagkésés a

rendszer stabilitdsanak szempontjabdl jelentds hatdssal bir. E fejezet soran a fent emlitett

kommunikacids hibak rendszer- és hurstabilitasra gyakorolt hatasat vizsgaljuk meg.
3.1 Csomagkiesés vizsgalata determinisztikus esetben

A kommunikacios hibdk hatdsat kiilonbozé csomagkiesés eldfordulasi gyakorisagok
mellett megvizsgalhatjuk. El6szor néhany egyszerii esetet mutatunk be, amikor a
csomagkiesés elére meghatarozott modon, idében periodikusan ismétlédik. Azaz a rendszer
idékésésének valtozasat determinisztikus folyamatnak feltételezziik. Am megjegyezhetjiik,
hogy a valdsag ennél sokkal bonyolultabb, a csomagkiesés nem determinisztikus, hanem
idében véletlenszeriien kovetkezik be. Az egyszeriibb determinisztikus eseteket ismerve
azonban becslést lehet adni arra, milyen mértékii kommunikécids zavarok azok, amelyek még

a stabilitast nem veszélyeztetik.
3.1.1 Minden masodik csomag elvesztése

Tekintsiik el0szor azt az esetet, amikor minden maésodik adatcsomag, melyet a
kommunikacié soran elkiildenek, nem éri el a megadott célt. Igy a beérkez6 adatcsomagokat
két id6lépésen keresztiil hasznaljuk fel a beavatkozas meghatarozasanal. Vagyis a rendszer

miikodését az alabbi egyenletek irjak le.

h(t) = Bo(t) — 1.(2), (3.1)
5,6 = a (V' (B)A(trr) = 51 (tr) ) + B(Boties) = 1 (trr)) s € [t tirs) . G2
Ebben az esetben az idékésés At és 3At kozott valtozik periodikusan (lasd 3.1. abra). A
valtozas periodusa, azaz az un. féperiodus T = 2At. Erdemes megjegyezni, hogy ez az eset

nem ekvivalens azzal az esettel, amikor nincs csomagkiesés, de kétszeres mintavételezési idot

alkalmazunk. Ekkor ugyanis az idokésés 2At és 4At kozott valtozik.
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S
v

0 At 2At 3At 4At 5At 6At TAtr BAt
t

rrrrrr

rrrrrr

teljes foperiodusra érvényes leképezés stabilitasat kell meghatarozni [4]. Azaz jelen esetben
mar nem a k. és (k + 1). mintavételezési iddpontok kozott kell felirni a diszkrét leképezést,
hanem a k. és (k + 2). id6lépések kozott. Ez megtehetd ugy, hogy egymas utan alkalmazunk
két leképezést: elészor azt, ami t,-bol t;..,-be visz, majd pedig azt, amely ¢, ,-bol t; . ,-be.
Ennek elénye az, hogy az elsé leképezés egy olyan rendszert ir le, melynek az id6késése At és
2At kozott valtozik, ezt pedig mar az el6zd fejezetben megvizsgaltuk. E leképezést tehat a
kovetkezd egyenlet adja meg.

ﬂk+D=Aawy+&Mk—n+Bﬂ(k+9, (33)

ahol az egyes mennyiségek értékét a (2.12) egyenlet definialja. Itt x(k) 4 elemi vektor, A,
B, és B, 4x4-es matrixok. Azonban a (3.1)-(3.2) egyenletekhez tartozd leképezésnél
maximalis idokésés 3At, igy ezt a leképezést - ahogy késobb is latni fogjuk - 6 elemii
allapotvektor és 6x6-os matrixok segitségével irhatjuk le. Ezért bévitsiik a (2.12) egyenletben

leirt mennyiségek méretét a kovetkez6 moédon

h(k) _Loae 2 (1
|/~171(k) | ?Bift /asm (a) EAt)\‘
_| h(k—1) _ _

W= sw-n | BT |

0

| 0 |; B2 - O

i 0
\J% 2 o) k :
vy (k —2) 0 0
{1 —At —%on’(h"‘)At2 %(a + BAt? 0 0\|
|

aV'(h*)At —(a+p)At O
0 0

SO RO K
S O OO

0 0
1 0
0 1
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u(k) = vy*Psin(wkAt) . (3.4)
At 1-bOl tp,,-be torténd leképezés egy 2At és 3At kozott periodikusan valtozod

idokésésii rendszer mitkodését irja le. E leképezés a kovetkezd modszerrel hatarozhaté meg.

Oldjuk meg a (3.1)-(3.2) egyenleteket a h(ty,1), U1 (tys1) kezdeti feltételekkel, és vegyiik a
megoldasokat a t = t,,, iddpillanatban. A korabban is alkalmazott rovid jelolésekkel az

alabbi egyenletekhez jutunk
h(k+2)=hk+1) - %voampcos(w(k + 2)At) + %voampcos(w(k + 1)At)
— 5, (k + DAL — % la (V' (WK = 1) = 5 (k = 1))
+ (o™ sin(w(k — 1AL) — B, (k — 1))| A2, (35)
B, (k +2) = By (k + 1)
+[a (V' ()Rt - 1) - 5,(k - 1)
+ B(vo®™Psin(w(k — 1)At) — B (k — 1))] At . (3.6)

Célszerli ismét a koszinuszos tagokat atalakitani, melyet a kovetkezOképp tehetiink meg

cos(w(k + 2)At) — cos(w(k + 1)At)
= cos (a) (k + %) At) cos (a) %At) — sin (w <k + ;) At) sin (a)
— Cos (a) (k + ;) At) cos (a) %At) — sin (a) (k + ;) At) sin (a)

: 3 : 1
= —2sin (a) (k + E) At) sin (a) EM> . (3.7)
Ezt a (3.5) egyenletbe helyettesitve végiil az alabbi diszkrét allapottér modellt kapjuk a 2At és

3At kozott valtozo 1dokésést rendszer esetére

3 :
x(k+2)=A,x(k+1)+Bju(k—1)+B,u (k + E) , (3:8)
ahol az x(k), u(k), B, és B, mennyiségeket a (3.4) egyenlet definialja, valamint
1 1
1 —At 0 0 —EaV’(h*)At2 2 (a + B)At?
| 0 1 00 aV'(h*)At —(a + B)At |
A=11 0 0 0 0 0 : (3.9)
0 1 0 O 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

Lathatd, hogy az A, matrix hasonldan épiil fel, mint az A;, &m a beavatkozashoz tartozo,
szabalyozd paramétereket tartalmazo tagok atugranak masik oszlopba. Ez mutatja azt, hogy a

beavatkozds szamitdsdhoz egy iddlépéssel korabbi adatot sziikséges felhasznalni a
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csomagkiesés miatt. Ugyanakkor az id6késés novekedése sordn, azaz az atugrds miatt
novekszik a matrix mérete. Ezért volt sziikséges az A; matrixot is 6x6-0s alakra hozni. A
teljes leképezésnél a matrixok méretét az hatdrozza meg, hogy a foperiddus alatt mennyi az
1d6késés maximalis értéke.

A (3.3) és (3.8) egyenleteket dsszevetve végiil megkapjuk a At és 3At kozott periodikusan
valtoz6 id6késésti rendszer allapottér foegyenletét, melyet ismét az y(k) = ¥; (k) kimeneti

egyenlettel egészithetiink ki. Azaz

x(k +2) = A,A;x(k) + (A,B; + Bu(k — 1) + A,B,u <k + %) + B,u <k + %) - (310
y(k) = Cx(k), (3.11)

ahol
C=(0 1 0 0 0 0). (3.12)

A rendszert leird diszkrét leképezést ismerve a rendszer- és hurstabilitas vizsgalata a 2.2.-
2.3. fejezetekben ismertetett modszerekkel elvégezheté. A (3.10) egyenletbe wu(k) =0
bemenetet helyettesitve végiil az alabbi karakterisztikus egyenlethez jutunk

det(ul —A,A;) =0. (3.13)
A rendszerstabilitds hatarait a karakterisztikus egyenletbe u=1, u=—1 és u = et

értékeket helyettesitve kaphatjuk meg. A u = 1 stabilitasi hatar

a=0. (3.14)
A p = —1 rendszerstabilitasi hatar
v 2 . (3.15)
V'(h*)At?
A 1 = et esetben a karakterisztikus egyenletet valds és képzetes részekre bontva egy 6-val

paraméterezett gérbéhez jutunk. A rendszerstabilitds hatarai és a stabil teriilet megfigyelhetok
a 3.2. abran. A stabil teriilet holléte az A, A, matrix sajatértékeinek a paramétersik diszkrét
pontjaiban valé kiszamitasaval hatirozhatdo meg. A u = et hatargorbe origoban szamitott

meredeksége

da
da a9 _ 2

—| =limi=_ ,
dBliy, -0 % 2 — 4V’ (h)At

(3.16)

mely véges At esetén soha nem lehet zérus, igy At ndvelésével a stabil teriilet teljesen soha
nem fog eltlinni. Vagyis kritikus mintavételezési idordl pusztan a rendszerstabilitast tekintve

most sem beszélhetink.
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10 : i
= of
=t
-10f 3
'20 il P S S R S S T R R S S S
-20 -10 0 10 20

B [1/s]

rendszerstabilitas: hatar p==1 karaktensztikus multiplikatorral
— rendszerstabilitas: hatar p.=eile karakterisztikus multiplikatorral
rendszerstabil teriilet
3.2. abra: A (3.1)-(3.2) egyenletek rendszerstabilitasra vonatkozé stabilitasi térképe V' (h*) =
/2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.

A hurstabilitds  vizsgalatahoz a (3.10)-(3.11) diszkrét allapottér egyenletek Z
transzformacioja sziikséges. A transzformdacidt elvégezve az alabbi impulzusatviteli
fliggvényhez jutunk

I(z) = C(z%1 - A;A;) ™ ((A;By + Bz + A,B,z"/% + B,z%/?), (3.17)

ahol 1 a 6x6-0s egységmatrix. Az impulzusatviteli fliggvénybe z = e'®At Kkifejezést
helyettesitve, majd a fiiggvény abszolit értékét képezve megkapjuk al'(w) erdsitési
fliggvényt. EbbSl a kordbban is bemutatott atalakitasokat elvégezve kiszamithatjuk a Q(w)
fiiggvényt, melynek segitségével a hurstabilitds hatarai a (2.32)-(2.34) egyenletek szerint

meghatarozhatok. Az w = 0 hurstabilitasi hatarok
a=0, (3.18)
_ V') -8 (3.19)

145 (V) A

Az w > 0 hurstabilitasi hatarokat ismét diszkrét w értékekre numerikusan hatdrozzuk meg és
pontrdl pontra ellendrizziik. A kapott hurstabilitasi hatdrok a rendszerstabilitds hataraival
egyiitt a 3.3. dbran lathatok. A hurstabil teriiletek holléte ellendrizhetd, ha a paramétersik

kiilonb6z6 régionak egy-egy pontjaban a I'(w) lefutasat kirajzoljuk.
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A0k
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B [1/5]

rendszerstabilitas: hatar p==1 karakterisztikus multiplikatorral
és =0 hurstabilitasi hatar .
rendszerstabilitas: hatar p==  karakterisztikus multiplikatorral
@=0 hurstabilitasi hatar
hurstabil teriilet

B  rendszer- és hurstabal teriilet

3.3. abra: A (3.1)-(3.2) egyenletek rendszer- és hurstabilitast is figyelembe vev stabilitasi
térképe V'(h*) = m/2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.

Az w > 0 hurstabilitasi hatargdérbék kiindulopontjai alapjan a kritikus mintavételezési id6
meghatarozhaté. E pontokat ismét a Q(®(0) = 0, illetve a Q®(0) = 0 feltételek adjak meg.
A kapott két pont és a (3.18)-(3.19) egyenesek metszéspontja At = Aty esetén egybeesik,
azaz ekkor a stabil teriilet megsziinik. A harom pont egybeesése az alabbi Kritikus
mintavételezési idé mellett kovetkezik be

_ (3.20)
Atkrlt - 4V’(h*) .

AV'(h*) =m/2[1/s] esetben Aty.ir = 159 [ms], vagyis a 100 [ms]-os mintavételezési id6

még akkor is elegendden kicsi, ha a kommunikidcié sordn minden mésodik elkiildott
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adatcsomag elvész. Mivel a rendszer idokésése At és 3At kozott periodikusan valtozik, az
atlagos idokésés T = 2At, melynek a (3.20) egyenlet szerinti kritikus értéke
(3.21)

rrrrrr

értékével.
3.1.2 Minden harmadik csomag elvesztése

Abban az esetben, amikor a kommunikacioé soran minden harmadik elkiildott adatcsomag

elvész, a rendszer mitkodését a kovetkezd egyenletek irjak le
h(t) = 7y(t) — 7,(0), (3.22)
() =«a (V,(h*)ﬁ(tk—l) - 171(tk—1)) + ﬁ(ﬁo(tk—l) - 131(tk—1)) , tE [tr tes),

() =«a (V,(h*)ﬁ(tk) - 171(%)) + ﬁ(ﬁo(tk) - 171(tk)) » tE [trsns ties) - (3.23)
Tehat a rendszer idOkésése a kovetkezoképp alakul. Az elsé csomag megérkezése utan az
idokésés At és 2At kozott valtozik. A masodik csomag érkezésével az idokésés lecsokken és
ujra At-rol kezd el novekedni 2At-ig. Majd a harmadik csomag kiesésével az idokésés tovabb
novekszik, 2At-r6l 3At-re (ld. 3.4. abra). Azaz a foperiodus T = 3At, a rendszert leiro
diszkrét leképezés pedig harom, korabban mar ismertetett leképezés egymas utani
alkalmazéasara bonthatd fel. Egymas utan kétszer kell felirni a At és 2At kozott valtozod
idokésést rendszer (3.3) egyenletét, majd a 2At és 3At kozott valtozo idokésésii rendszert
leird (3.8) egyenlet kovetkezik. Azaz a (3.22)-(3.23) rendszer a mintavételezési idépontokban

az alabbi egyenletekkel jellemezhetd

Xk + 1) = Ax(k) + Byu(e — 1) + Byu (k + %) , (3:24)
x(k +2) = A;x(k + 1) + Byu(k) + Byu (k 4 %) , (3.25)
(3.26)

5
x(k + 3) = Ax(k + 2) + Byu(k) + B,u (k + E) ,

ahol az egyenletekben szereplé mennyiségeket a (3.4) és (3.9) egyenletek definialjak. A
rendszer maximalis idokésése 3At, ezért a rendszert ismét 6 elemli vektorok és 6x6-0S
matrixok segitségével jellemezhetjiik. A harom leképezés eltérd sorrendben vald felirdsa a

rendszer stabilitdsanak szempontjabdl valtozast nem jelent, a (3.24)-(3.26) egyenleteket mas,
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tetszOleges sorrendben is felirhattuk volna. A (3.24)-(3.25) egyenleteket a (3.26) egyenletbe
helyettesitve az allapottér foegyenlet

1 3 5
+ A,A;Bu (k + E) + A,;Bu (k + E) + B,u (k + —> .

2 (3.27)

A féegyenlet a (3.11) kimeneti egyenlettel egésziil ki.
A rendszerstabilitas vizsgalatahoz sziikséges karakterisztikus egyenlet a (3.27) egyenlet
alapjan
det(ul — A,A;A;) =0. (3.28)
A rendszerstabilitasi hatarok meghatarozasakor a karakterisztikus egyenletbe u = 1 értékeket

helyettesitve két megoldast kapunk, ezek

a=0, (3.29)
N 3 + At ' (3.30)
At (1 + %V’(h*)At)
melyek egyenes hatargorbéket jelentenek. A u = —1 rendszerstabilitasi hatar azonban mar

nem egyenes, hanem ellipszis hatargorbét kapunk. A u = et'® hatargorbe pedig a (2.20)
Mobius transzformécidval, n = £id helyettesitéssel és a kapott egyenlet valos és képzetes
részekre bontdsaval hatarozhaté meg. A Stabilitasi hatarokat és a stabil teriiletet a 3.5. dbra
mutatja. A stabil teriiletet az A,A;A; matrix sajatértékeineck egy-egy pontban vald

kiszamitasaval kereshetjiik meg.

A
LSS S

0 At 2At 3At 4At SAt 6Atr TAr BAr
t

3.4, abra: A (3.22)-(3.23) rendszer id6késésének idéfiiggvénye.
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rendszerstabilitas: hatar p=%1 karakterisztikus multiplikatorral

gl - , =if - ges
rendszerstabilitas: hatar p=e  karaktenisztikus multiplikatorral

rendszerstabil teriilet
3.5. abra: A (3.22)-(3.23) egyenletek rendszerstabilitasra vonatkozo6 stabilitasi térképe
V'(h*) = m/2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.

crer

impulzusatviteli fiiggvény

I'(z) = C(z31 — A,A;A;) "1 (A,A;B;z71 + (A,B; + B,) + A,A,B,z'/2

+ A,B,z3%/? + B,z5/?) . (3.31)

A Q(w) fiiggvényt kiszamitva és a (2.34) egyenletet felirva az w = 0 hurstabilitasi hatarok
a=0, (3.32)
3 + pAt (3.33)

“T _At(l + %V’(h*)At)’

W) -p (3.34)
145 (V' (h) a2

Az > 0 hurstabilitasi hatarokat pedig a (2.32)-(2.33) egyenletek alapjan ismét diszkrét w
értékekre hatarozzuk meg és minden pontban ellendrizziik. A kapott stabilitasi térképet a
rendszerstabilitas hatargorbéivel a 3.6. abra mutatja, melyen a hurstabil teriileteket a I'(w)

gorbe kirajzolasa alapjan kerestiik meg.
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p[1/s]

rendszerstabilitas: hatar p==1 karakterisztikus multiplikatorral

ég =0 horstabilitasi hatar

rendszerstabilitas: hatar p=e

=0 hurstabilitasi hatar
hurstabil teriilet

karakterisztikus multiplikatorral

rendszer- és hurstabil terilet

3.6. abra: A (3.22)-(3.23) egyenletek rendszer- és hurstabilitast is figyelembe vevo stabilitasi
térképe V'(h*) = m/2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.

A kritikus idOkésés a stabilitasi térkép harom jellegzetes pontjanak egybeesését vizsgalva

ismét meghatarozhaté. Pontokat a (3.32) és (3.34), a Q©(0) = 0, illetve a Q®(0) =0

feltételek hatarozzak meg. Ez alapjan kritikus mintavételezési id6 értéke
At 0.2903
krit — V[ (h*) ’

amely a V'(h*) = m/2 [1/s] esetben Aty = 185 [ms]. A rendszer atlagos idokésése a 3.4.

(3.35)

abran bemutatott idéfliggvény esetén 7 = 11/6 At. A (3.35) egyenlet alapjan az atlagos

1d6késés kritikus értéke

) 11 0.5322
Trit = ?Atkrit = Vi) = 1.064 Tyt -

(3.36)
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Azaz ebben az esetben mar nem egyezik a folytonos és azonos atlagos idékéséssel rendelkezd

diszkrét rendszer kritikus idokésése. Az eltérés azonban viszonylag kicsiny, csupan 6%.
3.1.3 Minden negyedik csomag elvesztése

Végiil vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a kommunikacié sordn minden negyedik
elkiildott adatcsomag nem éri el a célt. Ekkor a rendszer mitkodését a kdvetkezd egyenletek
irjak le

h(t) = To(t) — U1(2), (3.37)
1) =a (V'(h*)ﬁ(tk—ﬂ -7 (tk—l)) + ﬁ(ﬁo(tk—l) - 171(tk—1)) , t € [t tist)
5,(8) = a (V! (h)A(t) = 51(6)) + B(Bo(ti) = 51(8)) ) t € [tiean, ter)

() =«a (V,(h*)fl(tk+1) -7 (tk+1)) + ﬁ(ﬁo(tk+1) - 171(tk+1)) , t € [tyso tira) . (3.38)
A rendszer foperiodusa T = 4At. Az idOkésés egy periodus alatt haromszor ndvekszik At-rol
2At-re, majd a periddus végén tovabb novekszik 2At-r6l 3At-re (Id. 3.7. abra). Vagyis
egymas utan haromszor kell alkalmazni a (3.3) majd egyszer a (3.8) egyenletnek megfeleld
leképezést. Mivel az id6késés maximalis értéke még mindig csak 3At, tovabbra is 6x6-0S

matrixokkal dolgozhatunk. Tehat a stabilitasvizsgalathoz sziikséges leképezések

1
x(k+1) =A;x(k) + Bju(k — 1) + B,u (k + E) , (3.39)
3 :
x(k +2) = Ax(k + 1) + Byu(k) + B (k + E) , (3.40)
5 3.41
x(k+3)=Ax(k+2)+Bju(k+1)+B,u (k + E) , (3:41)
7
x(k +4) = A,x(k + 3) + Byu(k + 1) + B,u (k + E) , (3.42)
melyek altal az allapottér féegyenlet
X(k + 4) = AzAlAlAlx(k) + AzAlAlBlu(k - 1) + AzAlBlu(k)
1
+ A,A;A Bu (k + E) + (A;B; + B u(k + 1)
3 5 7

A féegyenlet ebben az esetben is a (3.11) kimeneti egyenlettel egésziil ki.
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N
S S S

0 At 2At 3At 4At 5At 6At TAt 8At
t

rrrrrr

A rendszerstabilitas vizsgalatahoz sziikséges karakterisztikus egyenlet
A rendszerstabilitas u = 1 hataraként tovabbra is megkapjuk az @ = 0 egyenest. A u = —1

esetben az eredmény egy ellipszis és egy egyenes hatargorbe. A p = etl®

gorbét pedig
Mobius transzformacioval és 1 = i helyettesitéssel kapjuk meg. A stabilitdsi hatarok
megfigyelheték a 3.8. abran. Azt, hogy helyesek-e a hatargorbék, leellenérizhetjiik az
A,A A A matrix sajatértékeinek egy-egy pontban vald kiszdmitasaval, illetve igy a stabil

teriiletet is megkereshetjuk.

20-""""""""'|_

101 |

al/s]

'20-_\----|-w-.“..\....l__
-20 -10 0 10 20

B [1/s]

rendszerstabilitasi hatar p==1 karakterisztikus multiplikatorral

e, , i . gen s
rendszerstabilitasi hatar p=e  karakterisztikus multiplikatorral

rendszerstabil teriilet

3.8. abra: A (3.37)-(3.38) egyenletek rendszerstabilitasra vonatkozo stabilitasi térképe
V'(h*) =m/2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.
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crer

impulzusatviteli fliggvény
r'(z) =C(z*1- A2A1A1A1)‘1(A2A1AlBlz"1 + A,A;B; + A,A;A,B,z'/?
+ (A,B; + B))z + A,A;B,z%% + A,B,z%/? + B,z7/?). (3.45)
A Q(w) fuggvényt felhasznalva a (2.32) egyenlet segitségével kiszamithatok az w = 0
hurstabilitdsi hatdrok. Eredményiil a p = 1 rendszerstabilitdsi hatdrokat és egy egyenest
kapunk. Az @ > 0 hurstabilitasi hatarokat a (2.33)-(2.34) egyenletek altal véges sok pontban
meghatarozzuk és ellendrizziik. A rendszer- és hurstabilitas hatarait a 3.9. abra mutatja. A

harstabil tertiletek I'(w) lefutasanak kirajzolasaval keresheték meg.

Eﬂ_l""ll\""""I""I""I""I_

15

Fug

10

/.
7

a [1/s]

_lﬂ:I||||I||||||||I||||I||||I||||I_-
-10 -3 0 5 10 15 20

B [1/5]
rendszerstabilitas: hatar p==1 karakterisztikus multiplikatorral
és ©=0 hurstabilitasi hatar
rendszerstabilitas: hatar u=eﬂe karakterisztikus multiplikatorral
—  @=0 harstabilitas: hatar
hurstabil terilet
B  rendszer- és hirstabil teriilet

3.9. abra: A (3.37)-(3.38) egyenletek rendszer- és hurstabilitast is figyelembe vevo stabilitasi
térképe V'(h*) = /2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.
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Végiil a stabilitasi térkép jellegzetes pontjainak helyzetét tanulmanyozva kiszamithatod a

kritikus mintavételezési id6. A harom pont az alabbi At értékre esik egybe

0.3103 3.46
Atkrit = —V’(h*) , ( )

amely a V'(h*) = /2 [1/s] esetben Aty = 198 [ms]. A rendszer atlagos idokésése a 3.7.
abra szerinti esetben T = 7/4 At. Vagyis az atlagos idOkésés kritikus értéke

7 0.5430 (3.47)
Trit = ZAtkrit = VihY) = 1.086Tyyit -

Azaz a folytonos és az ugyanakkora atlagos id6késéssel rendelkezd diszkrét rendszer Kkritikus

idokésése kozott az eltérés kb. 9%.
3.1.4 A csomagkiesés hatasa

Az eddigi fejezetek folyaman csupan azokat az eseteket vizsgaltuk, amikor a rendszer
foperiodusa maximum T = 4At, az id6késés maximalis értéke pedig 3At. Azonban e
legegyszeriibb csomagkiesési eseteket ismerve kovetkeztetéseket vonhatunk le a rendszer
viselkedésérdl. Lathattuk, hogy a rendszer stabilitasat alapvetden az id6késés atlagos értéke
hatarozza meg. Ahogy az atlagos id6késés ndvekszik, mind a rendszer- mind a hurstabil
teriilet mérete csokkend tendenciat mutat. Am eléfordulnak a stabilitasi térképen olyan pontok
is, melyek egy adott atlagos idOkésésnél instabilak, magasabb idokésésnél azonban stabilla
valnak. Tehat a nagyobb atlagos idokéséssel bird rendszer stabil teriilete nem feltétlen esik
teljes egészében a kisebb idOkéséssel bird rendszer stabil teriiletén beliilre. A stabil teriiletek
csokkenésének folyamatat megfigyelhetjiik a 3.10. abran, ahol a csomagkiesés nélkiili és az
eddig megismert csomagkieséses esetek stabilitdsi hatarait egyiitt abrazoltuk.

A rendszer kritikus mintavételezési idejérdl megallapithattuk, hogy mértékét a hurstabilitas
hatdrozza meg, a stabil teriilet teljes eltlinésében a rendszerstabilitds nem jatszik szerepet. A
kritikus atlagos idokésés értékére pedig alapvetden jo becslést jelenthet a megfeleld (2.38)-
(2.39) folytonos rendszer kritikus idékésése. A kritikus atlagos id6késést ismerve pedig - ha
az id6késés id6beli valtozasa is ismert - a kritikus mintavételezési id6 konnyen kiszamithato.
Az elébbi megfontolasok alapjan a (2.40) egyenletet felhasznalva V'(h*) = /2 [1/s] esetén
a kritikus atlagos idokésés Ty, = 318 [ms]. Ha biztositani akarjuk, hogy a At = 100 [ms]
ne haladja meg a kritikus értéket, akkor az idokésés atlaga nem lehet nagyobb, mint 3.18At.
Tehat ha példaul csak minden 6todik elkiildott csomag érkezik meg, azaz ha az idékésés
atlagos értéke 3.5At, akkor varhatoan mar nem talalunk stabil szabalyozast biztositd (a, 8)

paraméter kombinaciot. A csomagok 4/5-ének elvesztése elég nagy kommunikacios hibat
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jelent, igy ugy tiinhet, hogy a kritikus id6késés elérése nem gyakran fordul elé. Am sziikséges
megemliteni, hogy ezidaig csak a csomagkiesés hatasaval foglalkoztunk. Azonban az is
el6fordulhat, hogy az elkiildott adatok késve érkeznek meg. A csomagkésés pedig tovabb
noveli az idokésést, igy eldfordulhat, hogy a 100 [ms]-os mintavételezés mar nem bizonyul
kellden stirtinek (lasd 3.3. fejezet). Ezért fontos biztositani, hogy a kommunikacié soran

adatvesztés és csomagkésés a lehetd legkisebb mértékben forduljon eld.

Eﬂ_lllll_

15

10

w [1/5]

-10
-10 -3 0 5 10 15 20
p[1/s]
rendszerstabalitas: hatar p==1 karakterisztikus multiplikatorral
€s ©=0 hurstabilitasi hatar

*,

rendszerstabilitas: hatar p=e  karaktenisztikus multiplikatorral
=0 hirstabilitasi hatar
P  rendszer- és harstabal teriilet

3.10. abra: A stabilitasi hatarok alakuldsa a csomagkiesés gyakorisaganak valtozasaval
V'(h*) = m/2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén (sotétsziirke: a rendszer- €s hurstabil teriiletek

metszete).
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3.2 Véletlenszerii csomagkiesés vizsgalata

A kommunikacios hibak hatasat véletlenszerlien bekovetkezd adatvesztés esetén is
megvizsgalhatjuk [5], [6], [7]. A vizsgalatok soran néhany egyszerisito feltételezéssel éliink.
Tovébbra is csak a csomagkiesés esetét tekintjiik, a csomagkésés esetét kizarjuk. Emellett az
1dékésés maximalis értékét 3At-nek feltételezziik (erre azért van sziikség, hogy a
szamitasokat megkonnyitsiik, és csak 6x6-os matrixokkal dolgozhassunk). Tehat két eset
valtakozik véletlenszeriien: vagy megérkezik a csomag, vagy elvész, de a kovetkezd mar
megérkezik, azaz egymas utdn két adatcsomag nem esik ki. Tovabbé csak a rendszerstabilitas
hatargorbéit vizsgaljuk, a htrstabilitas esetére nem tériink ki.

Az analizis soran tovabbra is a rendszert leiro leképezési matrix sajatértékeit szamitjuk ki.
A leképezési matrix a foperiodusra irhato fel, igy ez a moédszer azt feltételezi, hogy a rendszer
rendelkezik fOperiddussal, azaz idOkésése periodikusan valtozik. Ez véletlenszeri
csomagkiesés esetén nem igaz, de nagy periddust feltételezve jo kozelitésnek bizonyulhat.
Ezért feltételeztilk, hogy a rendszer féperiodusa T = (N + 1)At, ahol N egy kelléen nagy
szam, pl. N = 500. (Azt is feltessziik, hogy a periodus megérkez6 csomaggal kezdddik, igy
van 1 érkezd csomag €s N véletlen eset). E rendszer leirdsara egy periddus alatt az A, és az
A; matrixokkal leirt leképezések alkalmazhatok véletlenszerli sorrendben, betartva azt, hogy
A, kétszer egymas utan nem szerepelhet (ez csomagkésés esetét jelentené). A matrixokat
Osszeszorozva megkapjuk a T fOperiddusra vonatkozo @ leképezési matrixot. Példaul N = 10
esetén, ha a masodik, negyedik és nyolcadik id6lépésben veszik el a csomag, @ =
AA A AA A A AAALA . A D matrix segitségével felirhatd a rendszer karakterisztikus
egyenlete

det(ul —®) =0. (3.48)

Ez alapjan a @ altal leirt rendszer stabilitasi térképe numerikusan elkészithetd. Ehhez a (B, @)

paramétersik véges sok pontjaban ki kell szamitani @ sajatértékeit. A sajatértékeket ismerve
minden egyes pont stabilitdsa eldonthetd az alabbi feltétel segitségével

max(leig(®)]) <1, (3.49)

azaz stabil pontban az Osszes sajatérték abszolut értéke 1-nél kisebb kell legyen. Mivel a &

leképezést az A, és A; matrixok véletlen sorrendii Osszeszorzasaval kaptuk, sajatértékeli

minden egyes numerikus vizsgéalat alkalméval valtoznak, igy minden egyes szamitas

végeredményeként egy kicsit mas stabilitasi térképet kapunk. A célunk az, hogy kozos stabil

teriiletet talaljunk. Ezért a szamitasokat M-szer megismételjiikk, és azt fogadjuk el stabil

tertiletként, amely M = 100 eset stabilitasi térképét egymadsra vetitve is stabilnak bizonyul. A
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kiilonbozé N értékek esetén numerikusan elkészitett stabilitasi térképeket a 3.11-3.13.
abrakon lathatjuk. Ezeken egy adott N értéknél bemutatjuk 3 egyedi eset stabilitasi térképét,
¢s a 100 eset metszeteként kapott stabilitasi térképet. Az abrdkon pirossal feltiintettiik a
csomagkiesés nélkiili, azaz a lehetd legkedvezébb eset rendszerstabilitasi hatarat, illetve a
minden masodik csomag kieséséhez tartozd rendszerstabilitasi hatart, mely pedig a varhatéan
a legrosszabb eset lenne 3At maximalis id6késésnél. Am az abrak alapjan kideriil, hogy e
stabilitasi hatargérbe sem a legsziikebb hatart jelenti.

A fent emlitett numerikus modszer emellett arra is lehetéséget biztositott, hogy a 2.2., 3.2.,

3.5. és 3.8. abrakon lathato rendszerstabilitasi térképeket leellendrizziik.

N=100 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/s] N=100 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/s]
20 20
15 15
10 10
@ @
- 5 - 5
= 3
0 \ 0
-5 -5
BT -5 0 5 10 15 10 0 -5 0 5 10 15
P [1/s] B [1/s]
N=100 At=0.1[s] V‘(h*)=1.5708 [1/s] N=100 M=100 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/s]
20 20
15 15
10 10
) @
= 5 = 5
3 3
0 0 \
-5 -5
BT T — 0 5 10 15 %% 10 -5 0 5 10 15
p[1/s] B [1/s]

3.11. abra: Véletlenszer(i csomagkiesés esetén kapott rendszerstabilitasi térképek N =
100-ra harom egyedi esetben és 100 eset metszetét képezve (sziirke: rendszerstabil teriilet,

piros: stabilitasi hatar csomagvesztés nélkiil és minden masodik csomag elvesztésekor).
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N=200 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/s] N=200 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/s]
20 20
15 15
10 g 10
@ 2
= 5 - 5
=} 3
0 0
5 -5
0 0 5 0 5 10 15 %5 10 s 0 5 10 15
B [1/s] B [1/s]
N=200 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/s] N=200 M=100 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/s]
20 20
15 15
10 10
0 2
= 5 = 5
=] =3

0 0 N

5 -5

ST 5 0 5 10 15 BT -5 0 5 10 15

B [1/s] B [1/s]

3.12. abra: Véletlenszer(i csomagkiesés esetén kapott rendszerstabilitasi térképek N = 200-
ra hadrom egyedi esetben és 100 eset metszetét képezve (sziirke: rendszerstabil teriilet, piros:

stabilitasi hatar csomagvesztés nélkiil és minden masodik csomag elvesztésekor).
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N=500 At=0.1[s] V*(b*)=1.5708 [L/s] N=500 At=0.1[s] V*(b*)=15708 [1/s]
20 20
15 15
10 10
@ @
=5 = 5
=} =]

: N

5 -5

-10 -10

15 -10 -5 0 5 10 15 =15 -10 -5 0 5 10 15
B[1/s] B [1/s]
N=500 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/s] N=500 M=100 At=0.1[s] V*(h*)=1.5708 [1/5]
20 20
15 15
10 10
z 7
= 5 - 5
=] 3
0 0 \
-5 -5
BT -5 0 5 10 T Ta—T, -5 0 5 10 15
p[1/s] B [1/s]

3.13. abra: Véletlenszerli csomagkiesés esetén kapott rendszerstabilitasi térképek N = 500-
ra hadrom egyedi esetben és 100 eset metszetét képezve (sziirke: rendszerstabil teriilet, piros:

stabilitasi hatar csomagvesztés nélkiil és minden masodik csomag elvesztésekor).

3.3 Csomagkeésés vizsgalata determinisztikus esetben

A jarmivek kozotti kommunikdcid Sordn az is el6fordulhat, hogy az elkiildott
adatcsomagok néhany mintavételezési idonyi késéssel érkeznek célba. E fejezetben a
csomagkésés hatasat vizsgaljuk meg abban az egyszerli esetben, amikor minden adatcsomag

ugyanannyit késik. Azaz tekintsiik a kovetkezd rendszert

h(t) = o(t) = 5, (1), (3.50)
B () =a (V’(h*)ﬁ(tk—l) - 171(tk—1)) + ﬁ(ﬁo(tk—ﬂ - 171(tk—1)) )
t € [tk+n—1r tk+n) . (3-51)

E rendszer esetén minden adatcsomag (n — 1) id6lépést késik (n = 1,2, ...). Azaz az id6késés

nAt és (n + 1)At kozott periodikusan valtozik T = At f6periodussal (1asd 3.14. abra).
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(n+1)Atf

i

0 At 2At 3At 4At 5At 6At TAt 8At
t

3.14. abra: A (3.50)-(3.51) rendszer idékésésének idofiiggvénye.

Az n =1 esetben visszakapjuk (2.1)-(2.2) egyenletekkel leirt, kommunikacios hiba nélkiili
rendszert.

frjuk fel a rendszer diszkrét allapottér modelljét. Ehhez oldjuk meg a (3.50)-(3.51)

egyenleteket a A(txin_1), U1(txen—1) kezdeti feltételekkel és vegyiik a megoldasokat a

t = t.,, id6pillanatban. gy az alabbi differenciaegyenletekhez jutunk

- - 1
h(k+n)=hk+n—-1)— Zvoampcos(w(k + n)At)
1
+ Zvoampcos(a)(k +n—1)At) — 9, (k +n—1)At

1 -
o A G LICERE ACERD)
+ B(vo¥Psin(w(k — 1)At) — ¥, (k — 1))] At?, (3.52)
vik+n)=0,(k+n—-1)
+|a (V' ()Rt - 1) = 5:(k — 1))
+ B(vo¥Psin(w(k — 1)At) — ¥, (k — 1))] At . (3.53)
Trigonometrikus azonossagok segitségével alakitsuk at a koszinuszos tagokat

cos(w(k + n)At) — cos(w(k + n — 1)At)
= cos (w (k +n-— %) At) cos (a) %At) — sin (a) (k +n-— %) At) sin (a) At)
— cos (a) (k +n-— %) At) cos (a) %At) — sin (a) (k +n— %) At) sin (a) At)

1 1
= —2sin (a) (k +n _E> At) sin (a)zAt>. (3.54)
A (3.54) egyenletet a (3.52) egyenletbe helyettesitve végiil a (3.55) allapottér féegyenlethez
jutunk. Ehhez az y(k) = ¥, (k) kimenetet feltételezve a (3.56) kimeneti egyenlet tartozik.

N N
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1 (3.55)

x(k +n) = A x(k +n —1) + Byu(k — 1) +B2nu<k+n—§),
yk)=Cx(k+n—-1), (3.56)

ahol A,, 2(n+ 1) X 2(n + 1)-es matrix, x(k + n — 1), By,, By, és C, 2(n+ 1) elemil
vektorok, u(k) pedig skalar. E mennyiségeket az alabbi egyenlet definilja

1 1
1 —At 0 0o - EaV’(h*)Atz 5 (a + B)At?
A = | 0 1 0 0 aV'(h*)At —(a + B)At |
" 1 0 0 0 '
\ 0 1 0 0 /
1 2
— = BAt? —sin (m—At)
2 w
BAt 0
Bln = 8 i BZn = | 8 )
0 \ 0
0 0
c,=0 - 0 0 1 0 0),
h(k +n—1)
Di(k+n—-1)
h(k +n—2)
xtk+n—-1) = | Pk +n—2) |, u(k) = vy Psin(wkAt) .
\ Ak —1)
7k —1) (3.57)

Mivel a rendszer maximalis (n + 1)At id6késése n novelésével folyamatosan novekszik, a
rendszer diszkrét allapottér modelljében szerepld vektorok és matrixok mérete is nd.

A rendszer- és hurstabilitas az el6z6 fejezetekben ismertetett modon vizsgalhatd. A
vizsgalatokat kiilonbozé n értékek mellett elvégezve szamos szabalyossag fedezhetd fel. E
szabalyokat nem bizonyitottuk, de nagy n értékek (pl. n = 60) esetén is teljesiiltek. A u =1
rendszerstabilitdsi hatar mindig

a=0, (3.58)
mig a u = —1 hatar n paritdsa szerint kétféle lehet

a=—ﬁ+(—1)”é. (3.59)

A u = etl? esethen kapott gorbe egy, az n novelésével egyre tobb fordulatot tevd, az

a = —f + 2/At egyenesek kozt halad6 spiral. Erintéjének origoban szamitott meredeksége
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d da ,
a . @
- =lim55 = — . 3.60
dBlgg 6-0 % 2 — (2n + DV'(h)At (3.60)

Véges At esetén tehat az érintd soha nem lehet zérus meredekségii, a stabil teriilet teljesen
soha nem fog eltlinni, rendszerstabilitasra nézve kritikus mintavételezési id6 nem létezik.
Az w = 0 hurstabilitasi hatarok minden n-re azonosak
a=0, (3.61)
_ 2 - B) (3.62)
1 -2 (v'(r))’aee

Az >0 hurstabilitasi hatarok kiindulopontjainak és az elébbi  két egyenes

metszéspontjanak az egybeesése alapjan a kritikus mintavételezési 1d6

1 (3.63)
n+ V(R

Mivel a rendszer id6késése nAt és (n + 1)At kozott periodikusan valtozik, az atlagos

Atyric =

id6késés T = (n + 1/2)At, melynek kritikus értéke

Theri —(n+1)At i —;—T i (364)
krit — 2 krit — ZV'(h*) — LKkrit -

Azaz ha minden csomag ugyanannyit késik, az atlagos id6késés kritikus értéke pontosan
/2 [1/s] esetben n =3 esetén Aty = 91 [ms]. Tehat ha minden csomag legalabb 2
idolépésnyit késik, akkor mar a 100 [ms]-os mintavételezési idével nem tudunk stabil
szabalyozast biztositani. gy a csomagkésésrél is elmondhatd, hogy mértékét fontos minél
inkdbb visszaszoritani a rendszer stabilitasanak megdrzése végett. A stabilitasi hatarokra egy
lehetséges példa n = 2 esetén (azaz amikor még van stabil teriilet) megfigyelhetd a 3.15. és a
3.16. abran.

Végiil elmondhatjuk, hogy a csomagkiesés ¢€és csomagkésés mértékének csokkentése
mellett mas lehetdségek is rendelkezésre allnak a stabil szabalyozas biztositdsdhoz. Fontos
tényez6 lehet, ha a szabalyozott jarmii sebessége minden id6lépésnél biztosan rendelkezésre
all. Eddig ugyanis azt feltételeztiik, hogy mind a vezetd jarmi sebessége, mind a kovetd
jarmii sebessége, mind pedig a kovetési tavolsag azonos id6késéssel ismert. {gy feltételezhetd,
hogy ezen adatokat nem terheli sem a csomagkiesés, sem a csomagkésés hatdsa (nem ,,varjak
be” a tobbi adatot). Tehat ha legalabb e sebesség értékek minden id6lépésnél rendelkezésre
allnak, akkor a rendszer stabilitasinak mértéke jelentésen novekedhet. A stabilitds novelésére

egy masik megoldést jelenthet a kovetési tavolsag becslése. Ugyanis, ha a vezetd jarmi
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sebességérdl és a kovetési tavolsagrol néhany id6lépésen keresztiil nem is érkeznek adatok, a
kovetési tavolsag a legutobb rendelkezésre all6 sebesség adatok alapjan a koztes
1dolépésekben is becsiilhetd. Ezaltal stabilabb rendszer érhetd el, mint ha a beavatkozas
meghatdrozasakor a kovetési tavolsag értékét a koztes iddlépésekben allandod értéken
tartottnak tekintenénk. Az eldbb emlitett megoldasi lehetéségekre azonban a jelen

dolgozatban mar nem tériink ki.

20 [T T T T T T T T T T T T T T T T T T ]

10k 1

o [1/s]

-ZOI - ‘-l‘O‘ o
BL1/s]

rendszerstabilitas: hatar p=%1 karakterisztikus multiplikatorral
gl - , =if - ges
rendszerstabilitas: hatar p=e  karaktenisztikus multiplikatorral

rendszerstabil teriilet

3.15. abra: A (3.50)-(3.51) egyenletek rendszerstabilitasra vonatkozo stabilitasi térképe
n=2,V'(h")=mn/2[1/s] és At = 0.1 [s] esetén.
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15}

10[

ok, 0N
)

P [1/s]

rendszerstabilitas: hatar p==1 karakterisztikus multiplikatorral
és @=0 hurstabilitas: hatar .
rendszerstabilitas: hatar p=e  karakterisztikus multiplikatorral
— =0 hurstabilitas: hatar

hurstabil terilet
B  rendszer- és harstabil teriilet

3.16. abra: A (3.50)-(3.51) egyenletek rendszer- és hurstabilitast is figyelembe vevo
stabilitasi térképe n = 2, V'(h*) = m/2 [1/s] és At = 0.1 [s] esetén.



Osszefoglalas

A dolgozat soran egy egyenes vonalban haladd kocsisor sebességszabalyozasaval és
stabilitasvizsgalataval foglalkoztunk. A vizsgalt rendszerben a kocsisor tagjai a koézvetleniil
elottiik halad6 autoval kommunikaciot folytatnak, és az egyes tagok gyorsulasa a
kommunikaci6 soran Kapott adatokat figyelembe véve keriill meghatarozasra. A
sebességszabalyozas célja, hogy az autok kovetési tavolsagtol fliggd, megkivant sebességgel
egyiitt haladjanak forgalmi torlodés kialakuldsa nélkiil. A dolgozatban digitalis szabalyozést
feltételeztiink.

A fent emlitett rendszer stabilitdsvizsgdlata soran megvizsgaltuk a rendszer- és a
hurstabilitast feltételeit. A szabalyozasnal hasznalt két szabalyoz6 paraméter sikjan stabilitasi
térképeket készitettiink, melyek alapjan a stabil szabdlyozast biztositdé szabalyozo
megvalaszthatd. Tovabba kiszamitottuk a rendszer kritikus mintavételezési idejét, amelynél
nagyobb mintavételezési idd esetén stabil szabalyozas semmilyen szabalyozd paraméter
kombindcioval nem érhetd el. Azt is belattuk, hogy e kritikus mintavételezési id6t alapvetden
a hurstabilitas hatdrozza meg.

Tovabba elemeztik a jarmivek kozotti kommunikacié soran véletlenszerlien vagy
periodikusan fellépd adatvesztés, illetve periodikusan bekdvetkezé csomagkésés stabilitasra
gyakorolt hatasat. Ezen események a rendszer atlagos idokésését novelik, mely altal a
stabilitds mértéke csokken. Az atlagos 1d6késés kritikus értéke a megfeleld folytonos rendszer
kritikus id6késésével kozelithetd. Ahogy az atlagos id6késés novekszik, tgy csokken a
kritikus mintavételezési id6 értéke. Igy egyes esetekben elfordulhat, hogy a megszokott 100
milliszekundumos mintavételezési id6 esetén mar nem talalunk stabil teriiletet. Ezért fontos,
hogy a kommunikdcié soran bekdvetkezd csomagkésések €és csomagkiesések eldfordulasat

minél jobban visszaszoritsuk.
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