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1. FEJEZET

BEVEZETES

1.1. A dolgozat eléozményeinek Osszefoglalasa

Mai vildgunk tudoményos életének egyik legfejloddbb és legizgalmasabb teriilete az intelli-
gens anyagok kutatdsa. A legtobb fejlesztés ugyan még korai szakaszban jar, ennek ellenére
a kereskedelemben maér taldlkozhatunk olyan termékekkel, melyeket ldtva fényes jovot jésol-
hatunk ennek a teriiletnek (gondoljunk csak az 6ngyo6gyité ill. ontisztité polimerekre vagy az
emlékez6 fémekre).

Az intelligens anyagok kozé soroljuk az elektroaktiv polimereket, melyek elektromos fe-
sziiltség hatdsara alakviltoznak, illetve mechanikai hatdsra fesziiltséget allitanak el6. Ezen tu-
lajdonsagok teszik lehetévé, hogy gépészeti és mechatronikai rendszerekben egyarant haszndl-
hatok szenzorként és aktudtorként, tovabba vezérlésiik szamitégéppel, vagy maés kontrollerrel
megoldhaté.

Mivel ezen anyagok felhasznédlasdnak igénye az iparban rohamosan nd, sziikséges olyan
szimuldciés programok fejlesztése, melyek megbizhaté eredményt adnak az anyagok viselkedésérol,
ezaltal csokkentik a termék fejlesztési koltségeit. A téma és a probléma tij, ez lehet a
magyardzata annak, hogy a kereskedelemben nem taldlkozunk olyan szoftverekkel, melyek képe-
sek az elektroaktiv anyagok anyagmodelleinek a kezelésére. A dolgozat elkészitésének 6 motivé-
cija tehdt egy olyan nemlinedris végeselemes eljaras fejlesztése, mely megbizhatéan miidodik,

s futds kozben a szdmitds jol kézbentarthato.
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1.2. A dolgozat r6vid tartalmi attekintése

A dolgozat négy {6 fejezetre tagolédik: Szakirodalmi dttekintés, Elméleti alapok dttekintése,

Végeselemes szamitdsi modell, Mintapélddk.

El6szor a téma szakirodalmanak attekintése torténik, tovabba bemutatésra keriilnek azon

alkalmazésok, melyek értelmet adnak az elektroaktiv anyagok kutatdsanak.

A kovetkez6 fejezetben tisztdzdsra keriilnek az alapveté kontinuummechanikai és
elektrosztatikai 6sszefiiggések, tovabbd megtorténik az elektro-elasztikus anyagmodellek bevezetése,

illetve a kapcsolt problémara felhasznélt egyensiilyi egyenlet leirdsa.

A Végeselemes szamitdsi modell fejezet elészor a virtudlis munka elvének kapcsolt prob-
lémara torténd felirdsara vonatkozik. Ezutdn bemutatédsra keriilnek a nemlinedris végeselemes
eljardshoz felhasznalt mennyiségek (merevségi métrix, bels6 erévektor stb.), illetve az alkalma-

zott iterdciés algoritmus.

A Mintapélddk fejezetben az el6zdleg bemutatott végeselemes eljards validaldsa taldlhato:
egyszeril terhelési esetek analitikus és numerikus megoldédsainak Osszehasonlitdsa igazolja a

végeselem program megfelelé miitkodését.

A dolgozathoz tartozik egy DVD melléklet, mely a megértést segité és a kapcsolt jelenséget
szemléltetd dinamikus animécidkat tartalmaz. Ha a dolgozat sordn egy fejezetrészhez tartozik
ilyen animaéci6, akkor azt a Wolfram Mathematica jellegzetes ikonja és egy sorszam jeloli. Az

animdciék megtekintéséhez Wolfram Mathematica 9 program sziikséges.
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1.3. A dolgozatban alkalmazott jel6lések

1.3.1. Fizikai mennyiségek

F Alakvéltozési gradiens tenzor

Jobb oldali Cauchy Green-féle deforméciés tenzor
Finger-féle deforméciés tenzor

Az alakvéltozasi gradiens determinédnsa
Elektromos térerdsség vektor

FElektromos eltolasi vektor

TOoOHESSTQ

Polarizacids vektor
i, A Lameé-féle dllandok

c1,co  Anyagtorvény konstansai

€0 A vdkuum permittivitdsa

1 Miésodrendii egységtenzor

K Merevségi matrix

1 A sebességgradiens

T Els6 Piola-Kirchhoftf-féle fesziiltségtenzor

S Midsodik Piola-Kirchhoft-féle fesziiltségtenzor
o Cauchy-féle fesziiltségtenzor

o't Teljes fesziiltségtenzor a pillanatnyi konfigurdcién
Tt  Teljes fesziiltségtenzor a kezdeti konfiguracion
u Elmozdulas vektor

© Elektromos potenciél

1.3.2. Matematikai operatorok, miuiveletek

A kovetkez6 tdblazatok a dolgozatban alkalmazott legfontosabb miiveleteket, matematikai

mennyiségeket és definicidat tartalmazzdk.

(a®b),;=ab;

a-b=ab;

(C : D)z’j:Oikaj

C:D =Dy grad, Grad Gradiens operdtor
(CK D)ijkl = CixDj; div, Div Divergencia operator
(A D)ij =Aijr D rot, Rot Rotécié operator
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Itt a és b vektorokat, C és D madsodrendii, A negyedrendii tenzorokat jelent, tovdbba a nagy-
betiivel kezd6do operdtorok a kezdeti konfigurdcién, mig a kisbettivel kezdddd operatorok a

pillanatnyi konfigurdcion vannak értelmezve.

dij Kronecker delta

Eijk Levi-Civita szimbdlum

0" transzponalt

det() determingns

tr()  trace (els6 skaldrinvaridns)

()" inverz

1.3.3. Meértékegységek

Fizikai mennyiség Meértékegység neve Jelolés
Elmozdul4s Méter [m]
Erd Newton [N]
Toltésmennyiség Coulomb [C]
Mechanikai fesziiltség Pascal [Pal
Elektromos fesziiltség  Volt V]




2. FEJEZET

SZAKIRODALMI ATTEKINTES

2.1. Az elektro-elasztikus anyagmodellek attekintése

Az elektro-elasztikus témakorrel foglalkozé publikicick szdama az 1900-as évek masodik felétol
napjainkig exponencialis névekedést mutat (1. abra). Elstk kozott Toupin irta le ezen anyagok
viselkedését [33],[34],[35]. Nagy alakvéltozédsokkal foglalkozott, munkdjdban tobbek kozott az
elektro- és magnetooptikai hatdst, az elektro-elasztikus fesziiltségtenzor felépitését tovabba ezen
problémak varidcids és egyenstilyi egyenleteit vizsgilta. 1963-ban Jordan és Eringen foglalta
Ossze a termo-magneto-elektro-elasztikus anyagokat leiré egyenleteket [8],[9]. Eringen tovabbi
munkdssdga meghatdrozé volt ezen a teriileten: olyan energiafiiggvényt irt le (illetve hozzédjuk
tartoz6 konstitutiv egyenleteket), melynek véltozéiban egyardnt szerepeltek mechanikai és elek-
tromos jellemz6k [6], tovdbbd varidcids egyenleteket fogalmazott meg. 1965-ben Eringen és
Dixon elkészitették a Dixon-Eringen modellt, a vezetoképes polarizdlhaté és felmagnesezheto
testet, mely izotrép elektro-elasztikus tulajdonsdggal rendelkezik [7]. A korai kutatok kozé
tartozott Mindlin, aki az elektro-elasztikus anyagok polarizédcidjaval foglalkozott, tovabbd az

ioncserén alapul6 elektroaktiv kristdlyok mechanikdjét irta le [61],[62].
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1. dbra - A Google Tudés taldlati eredményei az "electroactive" kifejezésre

1989-ben jelent meg az elsd kapcsolt feladatokat tsszefoglalé konyv [5], mely szamos prob-
léemakort érintett, igy az elektro- ill. magneto-elasztikus anyagok, magneses hatasra aktivalédo
folyadékok, emlékez6 anyagok is emlitésre keriilnek. Rajagopal, Wineman és Ruzicka nem-
linearis elektroaktiv anyagok és viszkézus elektroreoldgiai folyadékok matematikai leirdsdval
foglalkozott, munkdjukban felhasznéltdk Eringen eredményeit, tovdbbfejlesztették azokat. Az
altaluk publikalt anyagokban analitikus megoldédsokat kozolnek egyszerii terhelési esetekre [58],
[59], [60]. Az elektro-elasztikus egyenletek, melyek a dolgozat elméleti alapjait képezik az 1j
évezredben keriiltek tisztdzasra. Jelentés eredményeket ért el a Dorfmann-Ogden szerzdpéros
[10],[11], akik djrafogalmaztdk azokat kontinuummechanikai és az elektromdgneses teret leir6
egyenletek, melyek nagy alakvaltozdsra érvényesek, tovabbd olyan energiafiiggvényt hasznaltak,
melyben az elektromos térerdsség vektor és az alakvaltozasi gradiens szerepelt valtozoként. Ezt
Dorfmann tovébbfejlesztette: felirdstol fiiggden az energiafiiggvény tartalmazhatja a polarizé-
ci6 vagy az elektromos eltolds vektorat is [12]. Bustamante atdolgozta Dorfmann és Ogden
elméletét, transzverzalisan izotrép anyagokra alkalmazta azt [20]. Késébb hérman egyiitt dol-
goztak tovdbb, varidcids egyenleteket fogalmaztak meg illetve az elektromos hatdsbdl szérmazo
testre haté erét és az ebbdl kialakulé Maxwell-fesziiltési tenzort vizsgaltak [21],[22]. Az anyag

fizikai lefrasdnak egy egészen 1j moddja taldlhaté Skatulla publikdcijéban, melyben mér az
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alakvaltozasi gradiens szintjén felbontjdk a problémaét kiilon mechanikai és elektromos hatdsra
[63]. Az elektro-elasztikus anyagok végeselemes lefrasanak 1ttordi a niirnbergi egyetem ku-
tatéi Duc-Khoi Vu és Paul Steinmann. Szamos publikicidjukban foglalkoznak ezen témaval, a
dolgozat végeselemes tartalma is ezekre épiil [37],[38],[39],[40],[41],[42].

2.2. Alkalmazasi lehetoségek

Elektroaktiv anyagok igen sok teriileten alkalmazhaték, egyik legérdekesebb ezek koziil az elekt-
roaktiv polimerbdl késziilt milizmok. 1999-ben Yoseph-Bar Cohen szkanderversenyt hirdetett
meg a vildg kutatéi szdmadra, 4m ez a hagyomdanyos megmérettetésektol tavol allt: a gépnek,
mely versenyez, elektroaktiv milizmokbdl kell felépiilnie [2]. Ez inspirdlta az Artifical Muscle
Inc. megalakuldsdt, mely mdara a vildg egyik vezetd kutatécsoportdva nodtte ki magét ezen
a tudomdnyteriileten. A csoport egy madsik fejlesztése a ViviTouch nevii rendszer, mely a
szamitogépes jatékipart célozza meg: olyan kontrollerek fejlesztése a cél, melyek nem csak be-
meneti, hanem kimeneti periféridnak is hasznalhatok, a jatékos visszajelzést kap a kontrollertél

a jatékmenet soran.

Mai vildgunk egyik legfébb célkitiizése a megijulé energidkat eldallité berendezések ter-
vezése. Ezen gépek egy csoportjdba tartoznak a hulldémenergidt hasznosité eszkozok, melyek a
tengerek és 6cednok hulladmaibdl nyert energiat alakitjak at elektromos drammd. Az SRI cég,
mely a mar emlitett Artifical Muscle Inc. tulajdonosa, ezen a teriileten is vezetének szamit,
ugyanis elkészitettek egy prototipust, mely miikodoképesnek bizonyult: alacsony hulldmzas
mellett is képesek voltak 12-13 Watt teljesitmény eldéllitasara. A berendezés egy 40 centiméter
atmérojii, 12 méter magas henger tartalmazott, melynek belsejében két elektroaktiv miiizom
foglalt helyet.

Az els6 kereskedelemben kaphaté terméket a japan Eamex villalat allitotta eld, ez egy
jaték hal volt, mely utdnozza az el6 halak mozgédsat a testébe épitett elektroaktiv aktuatorok
segitségével. Hasonlo fejlesztéseket készit a svdjci Empa cég, melynél nem csak a gyakorlati

alkalmazdsok, hanem a szimuléci6 is fontos szerepet jétszik [50],[51],[52].

A szakirodalomban megjelent cikkek egy tdbora megkisérli az elektroaktiv polimerek szabd-

lyozasat leiré egyenleteket és modelleket eléallitani [46],[47],[48].
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B Other Actuators
M Sensors
M Consumer Electronics

M Medical

2. dbra - Az elektroaktiv anyagok f6bb alkalmazési teriileteinek ardanya 2013-ban [45]

Az elektroaktiv anyagok legérdekesebb alkalmazdsi teriilete az orvosbiolégia [49]. Olyan
otletekkel és fejlesztésekkel taldlkozhatunk, mint az intelligens gyégyszer, mely a téplalékrend-
szerbe keriilve automatikusan adagolja a hatéanyagot, vagy az elektroaktiv anyagbdl késziilt
katéter illetve kontkaktlencse.

A szakirodalomban megjelend gazdasdgi tanulmanyok, eldrejelzések biztositjak a vildg ku-
tatéit arrdl, hogy az elektroaktiv anyagok tudomdanya ugyan még egy kiforratlan teriilet, a
szérakoztato elektronikdban, orvostechnikdban és az ipari alkalmazédsokban egyaréant novekedés

varhaté ezen termeékek irdnt [45].



3. FEJEZET

AZ ELMELETI ALAPOK
ATTEKINTESE

3.1. Kontinuummechanikai 6sszefoglal6

A fejezetben a dolgozat témateriiletéhez kapcsol6dé legfontosabb kontinuummechanika
mennyiségek és alapegyenletek keriilnek bemutatasra. Az tsszefogald a kovetkezd irodalmakra
tamaszkodik: Holzapfel (2000), Bonet-Wood (2008) és Simo és Hughes (1987).

3.1.1. Referencia és pillanatnyi konfiguracio

A kontinuummechanika id6beli véltozdsokat vizsgdl. Az anyagi test ¢ = 0 id6pillanathoz tar-
toz6 édllapota a kezdeti allapot (€2). A kontinuummechanikai egyenletek megfogalmazgsihoz
sziikség van egy olyan dllapotra, amelyhez viszonyitva azok felirhaték, ennek neve referencia
konfigurécié. A dolgozatban a kezdeti és referencia allapot megegyezik.

A test egy tetszoleges, t > 0 id6pillanathoz tartozoé allapota a pillanatnyi konfigurdcié(£2;).
Vizsgdlt test pontjait egy meghatdrozott idopillanatban azoknak helyvektorai hatdrozzak meg.
Ezen helyvektor jele a kezdeti konfigurdcién X € ®*, a pillanatnyi konfigurdciéon x € #°. A
pillanatnyi konfiguracion értelmezett helyvektor ekkor a »(X,t) mozgésfiiggvény segitségével

egyértelmiien felirhato:
x = »#(X,t) (3.1)
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3.4bra - A kezdeti és pillanatnyi konfiguracié értelmezése

A test egy pontjanak a kezdeti konfigurdciéban és a pillanatnyi konfiguraciéban értelmezett

helyvektordnak kiilonbsége az elmozduldsvektor:

u= %Xt —-X. (3.2)

3.1.2. Alakvaltozasi gradiens és deformaciés tenzorok
A »(Xt) mozgésfiiggvény gradiense az

_9(X 1)

F 0X

alakvéltozasi gradiens, melynek determindnsa

J = det (F) > 0. (3.4)
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Az alakvéltozdsi gradiens segitségével a kezdeti és pillanatnyi konfigurdcié sszetartozé anyagi

vonalelem és feliiletelem vektorai, valamint térfogatelemei az aldbbiak szerint ¢sszerendelhetok:
dx =F -dX, da=JF T .qdA, dv=J dV. (3.5)

Itt a kisbetiivel jelzett geometriai mennyiségek a pillanatnyi, mig a nagybetiisek a referencia

konfiguracion értendok.

Az alakvéltozasi gradiens segitségével megadhaté referencia konfigurdcion értelmezett jobb

oldali Cauchy-Green-féle deforméciés tenzor
C=F".F, (3.6)

illetve a pillanatnyi konfigurdcién értelmezett a bal oldali Cauchy-Green-féle (Finger-féle) de-
formécids tenzor

b=F-F" (3.7)

3.1.3. Fesziiltségtenzorok

A pillanatnyi konfigurdcién értelmezett df erévektor és a da feliiletelem vektor kozott a

kapcsolatot a Cauchy-féle fesziiltségtenzor
df = o -da (3.8)

teremti meg.

Az elsé Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor (T) a pillanatnyi konfigurécién értelmezett
elemi erévektor (df) és a referencia konfigurdcion értelmezett feliiletelem vektor (dA) kozott

teremt kapcsolatot
df =T-dA, (3.9)

mig a masodik Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségtenzor a
dfy = S-dA (3.10)
Osszefiiggés szerint van deifinidlva, ahol

dfy =F 1. df. (3.11)
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Ezen mennyiségek egymasba dtszdamolhatok a kovetkezo transzformaciok segitségével:

1 1
o= T FT:j F-S-FT, (3.12)

illetve
T=F-S. (3.13)

3.2. Hiperelasztikus testek anyagmodelljei

A dolgozatban vizsgélt testek anyagi viselekedése hiperelasztikus modellekkel irhaték le. A
kovetkezOkben roviden osszefoglaljuk a hiperelasztikus testek anyagmodelljeire vonatkozo leg-
fontosabb osszefiiggéseket.

A konstitutiv egyenlet, esetiinkben a fesziiltségtenzor és az alakvéltozasi tenzor kozti kapcso-
lat megadhaté a kezdeti, a pillanatnyi konfigurdcidkon, valamint értelmezhet6 a két konfiguracié

kozott az aldbbiak szerint

ow ow ow

=2—: =2J'=——b T=— 14
S=2oc T OF (3:14)
ahol W' az alakviltozdsi energia fiiggvény.

Izotrép esetben a W fiiggvény megaddsa torténhet az alakviltozési tenzorok invaridnsai
segitségevel (pl. W (Ig,11c,I11c)), vagy a fonyildsokkal (W (A1, Ao, A3)). Az el6bbi esetben
(3.14); képlet dltaldanos alakja
ow <8W 0W) ow

S=2,b—C'4+2(—+1,— |I-2—C 3.15
o, ~ T4 \an, T han oL, = (3.15)

ahol I; (i = 1,2,3) a jobb oldali Cauchy—Green-féle deformaciés tenzor skaldrinvaridnsai:

[1 = tI‘C, [2 = ([12 — tI‘C2) s [3 = det C. (316)

N | —

Szokasos még az alakviltozdsi energia fiiggvényt felbontani egy térfogatvéltozas mentes ( iso-

choric vagy deviatoric rész) és egy volumetrikus részre
W = Wiso (5\17 5\27 5\3) + Wvol (J) s (317)

ahol a )\, fényildsok a devidtoros alakvaltozdshoz kapcsolhatok. Ekkor, els6 lépésként az
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alakvéltozasi gradiens szorzat alaki felbontédsa keriil bevezetésre az

F=FF, Fi=J"F,  F,,=J"1 (3.18)
formdban, amely segitségével a médositott jobb oldali Cauchy—Green-féle deforméciés tenzor a

Ciso - FT Fiso - J_Q/SC

180

képlet szerint adhaté meg. Igy a C;,, tenzor sajatértékei: )\z.

A masodik Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor ekkor az

_ aW _ 6W’U01 (‘]) aVVZ'SO (Ciso)
5=25¢ = oc TP o

Svol Siso

= Syo + Siso. (3.19)

J/

alakban adhat6 meg, ahol az S, és S, fesziiltségtenzorok értelmezése:

d
S’L}Ol - 28W50(l3(J) = J WZZO(ZJ<J) Cil = JpCfl, (320)
——
p
8W o (Ciso) ) 1 — avviso (Ciso) — =
iso = 22T — BlI-=C7'®C | : 220l — j=2/3p . §, 21
> 0C J 3 ®© " 9Ci, J (3.21)
P 5

Az utébbiakban részletezett felbontdshoz kapcsolédéan néhany tovabbi dsszefiiggést lehet megadni:

oJ J ., 0J723 1o o
g9s _ 7 — __J2B3¢? 3.22
ac — 2% Tac 3 (3.22)
oC 0(J7*3C) ) 1
e S A 201 b 1) = gspT 3.23
= 5C J ( ;Cec ) J (3.23)
pT
devS=P:S (3.24)
devS : C = 0. (3.25)

A linearizélt varidcids elvek felirdsakor a fenti anyagegyenletek linearizéldsa is sziikség van. Ez

a novekményes alakban torténé megaddst jelenti az alabbi formaban:

dS = D:dE, (3.26)
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ahol 1) a negyedrend{i rugalmassédgi érinté tenzor, melyet S-nek E szerinti derivéltja definiél

D :g—z = 4(?;(?2/ (3.27)
A pillanatnyi konfigurdcién (3.26)-nek a
G=-c:d, (3.28)
egyenlet felel meg, ahol & a Truesdell-féle fesziiltség-sebesség
G=06—lo—ol" + (t1]) o, (3.29)

itt a 1 sebességgradiens.

3.3. Az elektromos tér mezoegyenleteinek 6sszefoglalasa

A fejezetben bemutatdsra keriilnek az elektrosztatikus tér mezdegyenletei, Osszefiiggései. A
dolgozat nem érinti sem a dinamikus (idében valtozo) elektromos tér, sem a mégneses tér

témakorét.

3.3.1. Alapfogalmak bevezetése

Az elektromos tér az annak intenzitdsat és irdnydt megadé vektorok segitségével jellemezheto.
Két vektor egyértelmiien definidlja az elektromos teret, mig az egyik csak a teret létrehozé
hatdssal ardanyos, a masik a teret kitolté kozeg villamos tulajdonsdgait is figyelembe veszi. Az
elektromos teret jellemz6 két vektor az elektromos térerdsség (E) és elektromos eltoldsi vektor

(D), koztiik a kapcsolatot pedig az aldbbi egyenlet teremti meg:
D=, E+P, (3.30)
melyben ¢y a vdkuum permittivitdsat jeloli ( eg &~ 8.854 - 1072 [C2N~1m~2]), P pedig a kozeg

polarizacidja.

Az elektromos térerdsség az elektromos potencidl (¢) gradiensének minusz egyszerese:
E=—Grad (¢) = FT.e = —F". grad(y). (3.31)

A dolgozatban a D, E és P a kezdeti, mig a d, e és p a pillanatnyi konfigurdcién értelmezett
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mennyiségek.

3.3.2. Az elektrosztatika els6 és masodik egyenlete

Sztatikus térben a Maxwell-egyenletek a kivetkez6 alakban frhatok fel (a magneses tér hatdsét

figyelmen kiviil hagyva):

Rot (E) =rot(e) =0,  Div(D) = div (d) = 0. (3.32)

Elektro-elasztikus anyagtorvény modellezésénél elektromos oldalrdl ezen egyenleteknek kell

teljesiilnie.

3.4. Az elektro-elasztikus anyagmodellek bemutatasa

Az elektro-elasztikus anyagok tudoméanyos hétterében olyan energiafiiggvények allnak, melyek-
ben egyszerre vannak jelen a kontinuummechanikai illetve elektromos mennyiségek és anyag-
jellemzok.

A szakirodalomban taldlhaté energiafiiggvények mechanikai oldalrdl vagy az alakvéltoz&si
gradienstdl (F'), vagy pedig a jobb oldali Cauchy-Green deformaciés tenzortél (C) fiiggnek, az
elektromos viltozé pedig egyarant lehet az elektromos eltolési vektor (D), a polarizacids vektor

(P), illetve az elektromos térerésség vektor (E).

3.4.1. Osszenyomhaté elektro-elasztikus Neo-Hooke anyagtérvény

Az elektro-elasztikus Neo-Hooke energiafiiggvény €2, a jobb oldali Cauchy-Green deforméciés
tenzor és az elektromos térerdsség vektordnak fiiggvénye. Ez azt jelenti, hogy energiafiiggvény

C illetve E ® E invaridnsainak fiiggvénye:

Q= Q(Il7 [27 [37 [47 I57 IG) ) (333)

ahol az invaridnsok a kovetkezOképpen vannak definidlva:

L = C:1, IL=C:C, I3 = det (C) , (3.34)
I, = I:(E®E), I;=C:(E®E), Iy =C* (EQE). (3.35)
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Lathat6, hogy mig az I, I, I3 invaridnsok a tisztdn mechanikai, az I, a tisztan elektromos, az
I5 és I invaridnsok pedig a kapcsolt tagok az energiafiiggvényben. Szokds az energiafiiggvényt
gy is megadni

Q(C,E) = Q™" (C) + Q* (C,E). (3.36)

Ekkor a Q¢ (C) mechanikai, Q¢ (C, E) pedig az elektromos és kapcsolt részre vonatkozé
elemeket tartalmazza.

A dolgozatban az

Q = % [C: I-1In(det(C)) — 3] + %[ln(det((}))]2 +c1: (EQE)

+cy C: (C-E®E))—%C‘1: (EQE). (3.37)

energiafiiggvény keriil bevezetésre [38], ahol p és A a Lamé-féle allanddkat jelslik, mig a ¢y és
co paraméterek az anyag elektromos és kapcsolt tulajdonsigait tartalmazzak. A fenti energia
fiiggvényben a mechanikai rész megfelel az 6sszenyomhaté Neo-Hooke modellnek.

Az egyes fesziiltségtenzorok, illetve merevségi métrix szamitdshoz sziikséges mennyiségek a
konstitutiv egyenletek segitségével szamithatok:
0N 0?Q 0?Q 9?Q

T = (3.38)

aQ tot __ =_92 , _ )
IJE®0C OJE®OIE

P="38 %" =ac © ~‘aczoc

3.4.2. Osszenyomhatatlan elektro-elasztikus Neo-Hooke anyagtorvény

Osszenyomhatatlan anyagok térfogata nem valtozik, tehat teljesiil a
J=1 (3.39)

feltétel. Felhaszndlva a (3.37) egyenletet az elektro-elasztikus Neo-Hooke anyagtorvény ossze-

nyomhatatlan esetre:

Q= g [C:I-3]+01: (E®E)+¢, C: (C-E® E))—%C*lz (E®E). (3.40)

3.5. Egyensiilyi egyenlet

Elektro-elasztikus probléméknél az egyensulyi egyenlet [12]:

aiv ((')") =0, (3.41)
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ahol o't a pillanatnyi konfiguracion értelmezett teljes fesziiltségtenzort jeloli, mely felbont-

haté egy mechanikai illetve egy elektromos terhelésbol keletkezd fesziiltségtenzorra (Maxwell-

fesziiltségi tenzor), tehat

o,tot —o+ O_Maacwell‘ (342)

Ekkor a teljes mésodik Piola-Kirchhoff fesziiltségtenzor az ismert transzformacié felhasznélasa-

val kifejezhetd
St = JF . g . FT, (3.43)
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4. FEJEZET

VEGESELEMES SZAMITASI
MODELL

4.1. A feladatra vonatkozoé virtudlis munka elv

A végeselemes szdmitds a virtudlis munka elvén alapul, mely azt mondja ki, hogy a kiils6 és

belsé erdk virtudlis munkdjanak egyenlonek kell lennie, vagyis
oW =Wy — oWy, = 0. (4.1)

Mivel kapcsolt feladat megoldédsa torténik, ezért ezt az egyenletet a mechanikai és az elektromos
részre egyarant fel kell frni. Megjeqyzés: a virtudlis munka elvének felirisa , az egyenletekben

szereplo mennyiségek és matematikar operdtorok a pillanatnyi konfigurdcion értendok.

Mechanikai terhelés esetén

Wt = /q-(Su dv + /t-éu da , (4.2)

ahol du a virtudlis elmozdulést, q a térfogati, t a feliileti terhelést jeloli egységnyi térfo-

gatra/feliiletre. A bels6 erék virtudlis munkdja a
W = /0' :grad ou dv (4.3)

kifejezéssel szamolhato.

Az elektromos terhelésbdl ad6dé virtudlis munkéndl szintén megkiilonboztetiink térfogati és

19
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feliileti terhelést:
SWE — / 5 of duv+ / 50 3l da | (4.4)

ahol Qg az egységnyi térfogatra juté szabad toltéssiirtiség, Eg pedig az egységnyi feliiletre juté

szabad toltéssiirtiség, dp pedig az elektromos potencidl varidciéja. A belsé erdk munksja ekkor:

Wy = /grad(&p)-d dv. (4.5)

4.2. A végeselemes alapegyenletek

- [ r: ] (4.6)

alakban frhaté fel [37]. Az érintd merevségi matrix négy taghdl all, a K" a K" és a K¥#¥

A végeselemes modell alapegyenlete a

Au

Kuu Kue
Ap

(Kuw)T K»#»

rendre az érintd merevségi métrix mechanikai, kapcsolt és elektromos részeinek szubmaétrixait
jelolik.

Az ismeretlen mennyiségeket tartalmazé vektor, illetve az erévektor is két (egy mechanikai
Au ill. r* és egy elektromos Ay ill. r¥) részre bonthato.

A (4.6) egyenletben szerepl mennyiségek a (4.2),(4.3),(4.4) és (4.5) egyenletek linearizaldsa
és diszkretizaldsa [55] utdn eldallithatok.

A (a, 8) csomépontokhoz tartozé szubmétrixokat a kivetkezd sszefiiggések definidljdk:

"), =[BT ke, Bl (4.7)
K%)= [ (B Ko B, (48)
&), = [(B) ke Bl (19)

amely egyenletekben a ki, », Kie €8 k., métrixok a konstitutiv egyenletek (3.38) pillanatnyi
konfiguraciéra valé transzformaltjainak Voigt-jelolés szerinti métrixai (részletes leirds az A3.3-
as mellékletben).

A BY és BY matrixok az elmozdulds-alakvéltozas kapcsolatot leiré ( megadd) transzforma-

ciés matrixok, amelyek 6sszhangban dllnak a geometria egyenletekkel
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[Ny o0 0]
N 0
0O 0 N~
BY = W (4.10)
N2 NEOO
0 Ny N4
| Nis 0 N
illetve
Ny
B = | Ny |. (4.11)

Az egyenletekben megjelend N, N, illetve Nj'; mennyiségek a formafiiggvények globdlis de-

rivéltjai.
A k,, tenzor felbonthaté anyagi és geometriai részre:
k,, = k"9t k9o (4.12)

Pillanatnyi konfigurdciéra valé transzformalds utén:

1
(kpat). .. = =Fir Fjy Ok Fere Fir,
J J

geom _ 5. tot
(ks )z‘jkl = ik G515

(4.13)

1
(Kime )i = 7 Fir sk Fjr Frk,

1
(ke>ij = j il FIJ F}J'

A (4.6) egyenlet jobb oldaldn taldlhaté mennyiség kifejezhetd a belsd és kiils6 erévektor

HBEEEM

kiilonbségével:
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A bels6 erdvektor felépitése egy elemre:

s, — [ s ] , (4.15)

ahol (" a pillanatnyi konfiguracion értelmezett teljes fesziiltségtenzor Voigt-féle dtirdsat jeloli)

sy = /(Bg) o' dv, (4.16)

illetve
s¥ = /(Bf)T d, dv, (4.17)

mig a kiils6 terhelés vektora egy elemre

f, = [ £ ] , (4.18)

fe
ahol
i _/ (NZ)T o' . n da+/ (NS)T b; dv, (4.19)
dB¢ By
illetve
fg:/ (NoyT d-nda+/ (N)" of dv. (4.20)
dB¢ By

4.3. A végeselemes modell és a szamitasi eljaras rovid

ismertetése

A végeselemes szdamitdsokndl nyolccsomépontos térbeli, linedris, izoparaméteres elem keriilt
felhaszndldsra [53],[54]. Egy csomépont négy szabadsdgfokkal rendelkezik (hdrom irdnyban
torténd elmozdulds és elektromos potencidl), igy egy elem szabadsdgfokainak szdma 32. A
szabadsdgfokok szdmozdsat a 4.4bra mutatja. A fiiggéleges szakasz el6tti harom szabadsdgfok
a hdrom irdnyban torténé elmozdulds, mig a fiiggdleges utdni az elektromos potencidl szabad-
sdgfoka.
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5
[13,14,15 | 29}

K3

8

6

N

{16,17,18 | 30}

{22,23,24 | 32}

7

4
{10,11,12 | 28}

2
{a,5,6 | 26}

X1

4. dbra - Nyolccsomépontos térbeli, linedris, izoparaméteres elem szabadsédgfokainak szdmozdasa

Xz

3
{7.8,9| 27}

A merevségi métrix szamitdsa 2 x 2 x 2-es Gauss integraldssal tortént [54].

A szémitdsok sordn az eldirt elektromos potencidl értékek megadasdaval a modell mechanikai

valaszt adott elektromos terhelésre. Az iterdcié menetét az 5. dbra szemlélteti. A szamitdshoz

sziikséges konvergencia vizsgdlat a rezidudlis er6 normédjdnak vizsgdlataval tortént, hibahatar

besllitasdval.
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Input adatok (peremfeltételek, eldirt
potencidlértékek, anyagtulajdonsagok
sth.) megadasa

(Uj) egyensilyi helyzet megadasa

Erintd merevségi matrix szdmitdsa a
megadott potencialértékek segitségevel

Kilsd erdvektor szadmitdsa

Erintd mereveégi matrix szdmitdsa aktudlis

elmozdulas- és potencidlértékekkel

Végeselemes alapegyenlet megoldasa

Elmozdulas- és potencidlértékek frissitése

Belsd erdvektor és feszultségek szamitdsa
az uj elmozdulas- &5 potencidlértékek
felhasznaldsdval

Reziduilis erdvektor szamitasa

Konvergencia szamitasa

Elmozdulds- &5 potencidlértékek frissitése

5. dbra - A szdmitds algoritmusanak folyamatdbraja
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MINTAPELDAK

A példakndl az elektro-elasztikus Neo-Hooke anyagtorvény utolsd, eo-t tartalmazé tagja el-
hanyagolhatéan kicsi (a felhasznalt anyagparaméterek mellett) a tobbi taghoz képest, igy attol

az analitikus szdmitds sordan eltekintettiink.

5.1. Egytengelyli nyijtas

Az els6 feladatban egy egységnyi oldalélii kockat vizsgalunk, melynek az x; tengelyre merdleges
oldallapjai kozott elektromos potencidl kiilonbség van. Figyelmbe véve, hogy a deformaécio
homogén és a potencidl linedrisan valtozik az x; koordindta mentén, az elektromos térerdsség

vektora

E=| 0 |, (5.1)

ahol Ay a potencidl kiilonbséget jeloli, melynek fiiggvényében szeretnénk meghatarozni a kocka

deformaéciéjat. A feladat megolddsa csak a

M A Co
==(b-6 —InJd+2=F -E®F-E. 2
o=L(b-8)+5mss+29F Eg (5.2)

konstitutiv egyenlet vizsgdlatat igényli, mivel az egyensiilyi egyenletek automatikasan teljesiil-
nek.

A geometria peremfeltételek megaddsa alapjan az alabbi hdarom esetet fogjuk elemezni:

A A mozgds minden irdnyban szabad. Ekkor nem ébred fesziiltség és az el6irt potencidlmezd

alapjdn az o és x3 irdnyu elmozduldsok azonosak. A fényuldsok: A1 és Ay = A3. A

25
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fesziiltségek: 017 = 099 = 033 = 0.

B Sik-alakvéltozasi dllapot. Ekkor a x5 irdnyu elmozdulés gétolt és fesziiltség fog ébredi ebben

az irdanyban. A fényuldsok: A1, Ao = 1, A3.A fesziiltségek: 011 = 033 =0, 099 # 0.

C Mind az x5, mind az x3 irdnyu elmozdulds gatolt. Csak x; irdnyu elmozdulds jon létre. A
fé')nylilésok: )\17 )\2 = 1, )\3 =1.A fesziﬂtségek: 011 — O, 033 7é 0, 0929 7é 0.

5.1.1. Analitikus megoldasok

A eset (A, A = Ag) # 1

Ebben az esetén az alakvaltozasi gradiens métrixa

A 00
F=|0 X\ 0 (5.3)
0 0 A

alaki. A szimmetria miatt Ay = A3, gy J = A A3, Az (5.2) konstitutiv egyenlet az aldbbi két

egyenletre vezet

1 A c
m o= (A2-1) +m1n (A A2) HTZA%A% (Ap)?, (5.4)
H 2 2
— A—1) + ——1In (A7) . 5.9
0922 )\1)\3 ( 2 ) ,\1)\% 1 ( 1 2) ( )

Mivel a mozgés egyik irdnyban sem gétolt, igy nem ébred fesziiltség, vagyis 011 = 093 = 033 = 0.
Célunk a A\; = f(Agp), illetve a Ay = f(Ay) fiiggvények meghatarozdsa. A megoldds elsd
lépéseként a fenti két egyenletet vonjuk ki egymédsbol

1 (A=X3) +2¢2A] (Ap)? =0, (5.6)

majd fejezziik \3-t

)\g _ )\%H + 2¢o (ASD)Z‘
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Ezt az eredményt felhaszndlva az (5.4) egyenletbdl
205 (Agp)”
;Mﬁ—U+Am(ﬁﬁiJ£L£L>+%MﬁA@2:O
0
2 (1 + 22 (Ap)?)

2
m [ At2eBe)) nl
3\ I A

a ~\

b
a)l +In\+b=0 (5.8)

M

2
In\2+ =
+ In 1+3

adodik.
A fenti levezetés végén kapott aA] +1In A7 + b = 0 alaki egyenletet a Lambert-féle fiiggvény

segitségével meg tudjuk oldani zért alakban:

W(z)
~ =
2
aXf+b+InA =0 — ge’=a) WM L =W (z) V@), (5.9)
Z W(z)

ahol W (2) a Lambert-féle fiiggvény (a Mathematicdban haszndlt elnevezése: ProductLog). A

megoldés igy a

W (z) = ProductLog|z] (5.10)
alapjan
A = %\/Pr oductLog[ae™?], (5.11)
ahol az eldbbiek szerint
0= 2 (1 + 2c2 (Ap)®) b— 2 [ln <M + 2¢2 (A80>2) _ ﬂ] . (5.12)
3\ ’ 3 L A

A keresett elmozdulésfiiggvények pedig

uy (Ap) = A1 (Ap) — 1, (5.13)

illetve

us (Ap) = uz (Ap) = A2 (Ap) — 1. (5.14)

Az elmozdulédsértékeket a potencialkiilonbség fiiggvényében a 6. dbra mutatja (az dbra elkészitése
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sordn a 2. tdbldzat anyagjellemzdi lettek felhasznalva).
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10 \ '
L \\
0 ,
\'H"“-a-_,__
00 —
x\\
'\.\\\
-0.3 ey
~_
_1:| L L L Il
0 2000 4000 G000 B0
Ag [V]

— 1y [m]
uz [m]

— Térfogat [m°]

6. dbra - Az elmozdulds és térfogat dbrazoldsa a potencidlkiilonbség fiiggvényében

B eset ()\1,)\2 = 1,)\3) ﬁ ﬂ

Az alakviéltozési gradiens métrixa és determindnsa

A1
F=(0 10 ) J =
0 0 X3
A konstitutiv egyenletek ekkor:
011 L (/\% — 1) + In ()\1/\3) -+ 2
A1 A3 A1 A3
A
0929 )\1)\3 In ()\1)\3) s
I 2
Ay —1 In (A1 A3) .
033 )\1)\3(3 )+)\1)\3 Il( 1 3)

A3 .

Co

A1 A3

AL (Ap)?,

(5.15)

(5.16)
(5.17)

(5.18)
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A céla ) = f(Ap), A3 = f(Ap) illetve o909 = f (Ap) fiiggvények meghatérozédsa. Mivel a

mozgds csak az egyik irdnyban gdtolt, a mésik két irdnyban nem keletkezik fesziiltség:
0'11:(733:0. (519)

Hasonléan az A eset megolddsdhoz vonjuk ki a (5.16) és (5.18) egyenleteket egymésbol

(A3 = 23) + 26207 (Ap)* = 0. (5.20)
Ebbél \; kifejezhetd
205 (Ap)?
A3 = Al\/m ) (5.21)
7]

Ezt a kifejezést befrva a (5.16) egyenletbe

26 (Ap)?
p (A2 =1)+ Al A%\/W)%—Zcz)\?(A@f ~ 0

2¢y (Ap)? 1 2¢5 (Ap)?
Ag<m)+mg+§m<m>_g _

A I
)4 b
a)\i+In\+b = 0 (5.22)

Ez az egyenlet az A esethez hasonléan a Lambert-féle fiiggvény segitségével zdrt alakban megold-

hato, eredményként

1
AL = %\/Pr oductLog [ae~?] (5.23)
adédik, ahol
2 2
g="1T2220) i QCi\(ASO) , b= 1ln (_,u + 202 (A9) ) - % (5.24)
i

Ezutén a A3 (Ayp) és o (Ap) fiiggvények a (5.17), (5.21) és (5.23) egyenletek segitségével
meghatarozhaték.

A keresett elmozduldsfiiggvények:

illetve
u3 (Ap) = A3 (Ap) — 1. (5.26)



30 5. FEJEZET MINTAPELDAK

Az elmozdulés- és fesziiltségértékeket a potencidlkiilonbség fiiggvényében a 7. és 8. dbrak

mutatjdk (az dbrak elkészitése soran a 2. téblazat anyagjellemzéi lettek felhaszndlva).

1.0
\\\ R
‘R\HH"‘._R ________________
0 o
T
'__,.--"'".-..f.. ______________ i _ u3 [m]
I 1 u; [m]
— Terfogat [m 3]
_:|-:.-
-1.0 . | . |
0 2000 4000 5000 ROOD —

Ag [V]

7. dbra - Az elmozdulds és térfogat dbrazoldsa a potencidlkiilonbség fiiggvényében

0 T T T T
]
ol e - 0_22 [_\.-']:P ﬂ_]
—sok
—B0 1 1 1 1
L] 2000 4000 ] BODD 10 Qe
Ag [V]

8. dbra - A fesziiltség dbrazoldsa a potencidlkiilonbség fiiggvényében
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C eset (A, Ao = A3 = 1) ﬁ 3

Ebben az esetben az alakviltozési gradiens matrixa és determindnsa

A 00
F = 1 0 , J =X\ (5.27)
0 1
alaku.
A konstitutiv egyenletek ekkor:
_ po,oA 2
o11 = [L)\l — )\— + )\— In (/\1) + 202/\1 (A(,O) s (528)
1 1
A
0929 — 033 — )\—hl ()\1) . (529)
1
A f6irdnyban nincs gédtolva a mozgds, ezért nem keletkezik fesziiltség, tehat
K A 2
AN\
egyenlet adédik.
Ezt rendezve a
2 Ap)? 2
S LIl I OC) B L (5.31)
A A A
R . ~~~
~~ b
a);+In\+b = 0 (5.32)

alaku egyenletet kapjuk, mely az el6z6 esetekhez hasonléan a Lambert-féle fiiggvény segitségével

zart alakban megoldhato:

1
A = %\/Pr oductLog [ae~?] (5.33)
ahol )
21 cop (Ap) 2u

— Py - 34
a )\—i- 3 : b 3 (5.34)
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A keresett elmozduldsfiiggvény:

u (Ap) = A1 (Ap) — 1. (5.35)
1.0 -
L \\
™,
*,
\"'\\.
i h HR‘“-M.__
i ] — 1y [m]
ook ] R
N\ — Térfogat []
N
\\
-5k e
_]__.:. [ L L A 1
1] 20 4000 G000 HULE] 10 DD
Ag [V]

9. dbra - Az elmozdulds és térfogat dbrazoldsa a potencidlkiilonbség fiiggvényében

0 [ -
_50
_me 0 2= 033 [MPa]
|
—300 . L L 1 1
0 2000 400 GO0 B0 10000

Ag [V]

10. abra - A fesziiltség dbrazoldsa a potencidlkiilonbség fiiggvényében
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A 099 (Ap) és 033 (Ag) fliggvények a (5.29) és (5.33) egyenletek segitségével meghatdrozhatok.
Az elmozdulds- és fesziiltségértékeket a potencidlkiilonbség fiiggvényében a 9. és 10. dbra mu-

tatja (az dbrak elkészitése sordn a 2. tdbldzat anyagjellemzoi lettek felhaszndlva).

Egytengelyii nyijtas eredményeinek Gsszefoglaldasa

A harom eset eredményeit a kovetkezd tdablazat foglalja ossze.

1
A\ = 7 /ProductLog[ae?]

Al 2(rt2e(Ap)Y) 2 [ln (M) _ ﬂ]
3\ 3 A A

Bl 264y Lo (42000
A 2 A A
2 2 21

1. téblazat - Az egytengely(i nyujtds eredményeinek 6sszefoglaldsa
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5.1.2. Az analitikus és a végeselemes eredmények 6sszehasonlitdsa

A végeselemes szamitasi modellt az 4.4bra mutatja. Az anyagjellemzoket a 2. tédblazat tartal-

mazza.

20 Pa m? Pa m?
p=5-10° [Pal, A= -10° [Pa), c1:10[ﬂ}, CQZG[ﬂ}

2. tédblazat - Felhaszndlt anyagjellemzok

A végeselemes szamitdsokhoz egy elem lett felhaszndlva, a kiilonboz6 esetekhez tartozé

peremfeltételeket a 3. tdbldzat foglalja Gssze.

Peremfeltétel A eset | B eset | C eset
1 1 1
Megtdamasztott feliiletet 4 4 4
(a feliiletet normélisdnak irdnydban 6 6 6
gatolt az elmozdulés) 3 3
5
El6irt potencidl értéke a feliileten ¢ = 100 [V] 2 2
El6irt potencidl értéke a feliileten ¢ = —100 [V] 4 4

3. tablazat - Peremfeltételek osszefoglaldsa
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X3
A eset
i X
X3
X3

B eset

X3

L1t

X3

C eset

R

Xz

e

X1

11. abra - A peremfeltételek és a terhelés dbrazoldsa az egyes esetekre. A zold szinii sik a feliiletre

merodleges megtamasztdst, a pirossal és kékkel befestett feliiletek pedig az eldirt potencidlt jelolik.
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Az analitikus és numerikus eredmények 6sszehasonlitdsdt a 12. dbra mutatja.

00—

1—2%1
.
-0.1F \5\ L
l\\ g
——  Aesetanalitikus
[ %
- \ H'\._\
- . B eset analitikus
-o2} o, i
I L
I - .. ——  Cesetanalitikus
L N\ M-_H_ .
i u Aeset numerikus
-0.3f S -
L L . .
\3; . & B eset numerikus
[
-\.,_\\.l- "\-;__'-
I ke ] Cesetnumerikus
04k “m & --u..___'... -
L & ""--.._
=,k .
“a_k =
&
-0.5p H‘-H-"".K-‘I.
0 . . . . . . .
o 200 400 800 8OO0 1000 1200 1400

Ag [V]

12. dbra - Az egyes esetek analitikus és numerikus eredményeinek osszehasonlitédsa a
féirdnyu elmozduldsok dbrazoldsdval. A diagram fiiggéleges tengelyének értékei

[m]-ben értenddk.

5.2. Vastag fali cso6

A vastag fali cs6 példdjanak analitikus megolddsa megtaldlhaté a [37] munkaban. A szerzdvel
kozvetlen munkakapcsolatban allunk, az analitikus megoldasat rendelkezésiinkre bocsatotta, ezt
hasonlitottuk Ossze az dltalunk fejlesztett végeselemes eljaras eredményével. A megoldds soran
azt az esetet vizsgdltuk, melynél a csé belso és kiils6 faldnak is gatolt az elmozdulédsa, tovabba
a kiilsé és belso feliileteten ellentétes értékii potencidlértékek vannak eldirva. A felhasznalt

konstansokat a 2. tdbldzat tartalmazza.
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13. dbra - Vastag fald cs6 terhelésének dbrézoldsa

5.2.1. Analitikus megoldas

Az analitikus megoldds sordn a kiilonb6z6 mennyiségek felirdsa henger-koordinatarendszerben
tortént. A megoldas levezetésétdl eltekintiink, csupdn a végeredményt kozoljiik, mely egy mé-

sodrendii differencidlegyenlet rendszer [37]:

) or\*\ oy
@ _R(CI+C2<E>)@ =0
(5.36)
or r
Aln | =——= 2
or 1 (OR R) or (0
S R L R <@ R(—u+nn(ﬁi)>
OR OR B £+ OR R
OR R r

mely az
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peremfeltételekkel egy numerikusan megoldhaté peremérték feladatot alkot r(R) és ¢(R)

fiiggvényekre, ahol
r(R) = R+ u(R). (5.41)

5.2.2. Az analitikus és a végeselemes eredmények 6sszehasonlitdsa

A végeselemes szédmitdsnal a szimmetria miatt negyedmodell vizsgdlata célszerii, ez 160 elem
(374 csomépont) felhaszndldsaval tortént (14. dbra), a méretek megegyeznek a 13. &bran

feltiintetett értékekkel.

14. abra - Negyedmodell héléjdnak dbrazoldsa*

* A végeselemes halo Hénap Gabor segitségével, Ansys program felhasznéldsdval tortént.
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Az analitikus és végeselemes szamitds osszehasonlitasdt a 15. dbra mutatja.

- *
vaf . .

[ L] B ® elmozdulds [mm] - numerikus

T T ™

" ."-'.. - -y w

o5k e H“H\ 1 — elmozdulas [mm] - analitikus
. .
M\\ .
i

B e
o4k Vi ™

" ?.l)r \

A \ [ ]
02k :"'I ™
"Ilr \\.
",
d *,
F) Y

3 ¢ \.\
:':'1/ L L L L .t

10 12 14 16 18 20

R [mm]

15. dbra - A vastagfali cs6 példdjanak analitikus és numerikus eredményeinek 6sszehasonlitdsa

Az analitikus és végeselemes szamitds eredménye lathatéan jellegre egyezik, az értékekben
viszont eltérés tapasztalhaté. Ez a probléma az elemszdm novelésével nagy valészintiséggel

javithaté, de ez jelen TDK munka keretében nem volt megoldhaté.
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6. FEJEZET

OSSZEFOGLALAS

6.1. A dolgozat eredményeinek Osszefoglalasa

A dolgozat alapkutatdsnak feleltetheté meg, célja a téma alapegyenleteinek tisztdzasa, szak-
irodalmédnak feltérképezése, illetve kapcsolt, nemlinedris szdmitdsokra alkalmas végeselemes

algoritmus fejlesztése.

A végeselemes eljardst Wolfram Mathematica programban fejlesztettiik. A szakirodalomban
megtaldlhato osszenyomhato elektro-elasztikus Neo-Hooke anyagmodell energiafiiggvényébol ki-
indulva tenzoranalizis segitségével dllitottuk el6 a konstitutiv egyenleteket, majd ezeket beépitet-
tilk a végeselemes eljarasba. A fejlesztés sordn tobb programozdsi médszert is kiprébaltunk
a merevségi matrix és belsd erévektor szdmitdsdndl, mig végiil a leggyorsabbat megtaldltuk.
A tenzorok megaddsa el6szor indexesen tortént, 4&m hidba jart viszonylag kevés munkdval, a
szdmolds olyan lassi volt, hogy megbecsiilheté idon beliill nem adott eredményt. Masodik
prébélkozasra a kiilonb6zé mennyiségeket szimbolikusan szamoltuk, ez gyorsabb mdédszernek
bizonyult, viszont volt egy nagy hétrdnya: a Mathematica programban nem voltak olyan modu-
lok elére definidlva, amelyek Osszetett tenzor- és vektorszorzatokat kezelni tudnak, igy ezeket
el kellett késziteni. A harmadik megoldds bizonyult a leggyorsabbnak: a kiilonb6z6 tenzorokat
elore elkészitettiik métrixos alakban, majd a végeselem programnak a szamitdsnal mér ren-
delkezésre dlltak ezek a mennyiségek, igy a szamitdsi ido rohamosan lecsokkent. Ezen szdamitds

tovabbi eldnye, hogy ciklusok segitségével konnyen programozhato.

A végeselem algoritmust egyszerii, analitikus 1iton is levezethetd terhelési esetek megoldé-
saival validaltuk, a numerikus és analitikus szamitdsok jé egyezést mutattak. A vastagfali cs6

példdja megmutatta, hogy a Mathematica program numerikus alkalmazasdnak vannak hatdrai.

41
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6.2. Az eredmények tovabbfejlesztésének lehetoségei

A dolgozatban hasznélt fizikai modellnél a magneses illetve termikus hatdsok figyelmen kiviil
lettek hagyva, ezeknek a modellbe torténd beépitése nagy valdsziniiséggel pontosabban leirja
ezen anyagok viselkedését.

Mivel a kereskedelemben még nem taldlkozhatunk nagy szdémban elektroaktiv polimerekkel,
ezért eddig tobbnyire az elméleti modellek fejlesztése keriilt elotérbe, a modellek validédlasaval
viszont csak par publikdcié foglalkozik, ezért nagy lehetéség van kiilonboz6 anyagok energiafiig-
gvényeinek meghatarozdsaban, illetve a mar meghatdrozott energiafiiggvények felhasznaldsaval
elkészitett végeselemes szimuldcidk validélasdban.

A végeselemes algoritmus egyelére nem tudja kezelni az dsszenyomhatatlan anyagok szi-
muldciéjat, ezen fejlesztés sziikséges lenne, hiszen taldlkozhatunk olyan polimerekkel, melyek
ilyen tulajdonsdggal rendelkeznek. Tovdbba a szamitashoz sziikséges merevségi méatrix és belséd
erovektor elballitasat kézzel kell elvégezni, majd befrni a programkédba. Ez igen kényelmetlen
megoldés, gy egy olyan szubrutin megirdsa, amely képes elvégezni a kiillonb6z6 matematikai
miiveleteket, s ezdltal energiafiiggvénybol automatikusan szamol merevségi matrixot, illetve
belsé erévektort, mindenféfeképpen egyszeriibbé és felhasznalobaratabbd tenné a programot.

A numerikus szamitdsi algoritmus Mathematica programra lett fejlesztve, ellenben ezen kéd
Fortran programnyelvre torténd dtirdsa a végeselemes program gyorsasdgat minden bizonnyal
novelné.

Jelenleg csomépontok potencidlértékeinek megadasdval fut a szimuldcio, ellenben a szakiro-
dalomban mar taldlkozhatunk olyan fejlesztésekkel, melyek a testet koriilvevo elektromégneses
teret is figyelembe veszik, idoben szimuldljdk azt, majd a vizsgélt testen az igy kialakult poten-
cidlértékekkel szamoljék az elektro- ill. magnetoaktiv anyagok deformaciéjat. Ezen szamitds

beépitése a végeselemes eljarasba tovabbi vizsgalatok elvégzésének lehetdségét teremti meg.



A MELLEKLET

MELLEKLETEK

Al. A felhasznalt anyagtorvény levezetett Osszefiiggései

A fejezet a dolgozatban felhasznélt elektro-elasztikus Neo-Hooke anyagmodell esetére a merevségi

matrix és belsd erdvektor szamitdasahoz sziikséges mennyiségeket tartalmazza.

A1l.1. Energiafiiggvény derivaltjai

oY) 1
<_) = L (6k—Cl) + = X In(det (C)) Cxl + 3 ExEy
9C ) k1, 2 4

€ J J
~ 5 BBy (50;}0;2 +5 (CrCop + Oin}é)) , (A1)

9*Q I R VIR [V | —1,v—1 A —1,1—1
(ac®8C>IJKL Y (C xCr +Crp CJK) + Z(ln(det(’]))(C]KCJL
€0J

+C11.Cox) +Cry Cxr) = =5 ErEo(Ci 01y Crg
+CxC71Cpg + Crp O Crg + Crf CpiCp,

+C1 O Coi + Cr1CprCoy + CogiCrk Ot (A2)
+Cq CpiCrx + CprCorCry + CpiCorCry

+Cx1CpiCqr + CoiCpiCrp + Co1CrrCry

+Cp;00kCr + CpiCa10k)s
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00 end B 3
(6_E>I =21 E1+2c5CprEr — OT (C’IQIEQ + C'P}Ep) , (A3)
0% .
OE®OE ) |, = 201017+20¢2Cry — €0JCre, (A4)
9*Q cod o o o
(—6E®6C>”K = co(0x1Ey +015EK) — OTEQ (CU%CQ}J + CILlCQ}( + C’KILC’IQI) . (Ab)

A1.2. Konstitutiv érintd tenzorok a kezdeti konfiguracién

Okt = p (CipCit + CrrCr) + AM—1n(det()(CrCit + CrrCrp) +
o goJ I I
+01J10K1L) - OTEPEQ(OKILO]JIOPCIQ + CH%OJLICPé
+C1CrxCro + CiiCpkCor + CriCpiCok + CxiCriCoy (A6)
+CqiCrkCiL + CoiCriCii + Cr1CoiCot + CpiCo1Cox
+Cx1Cr3Co1 + CoiCrrCil + Co1CriCok + CpiCokCir

+CpiCorCrx);
I 1k = =2 c2(6krEy + 617Ek) + 0 Eq (Cr} Coi + CigCoi + CrxCia) (A7)
F[J = —20151J—2CQC[J +€0JCI_]%, (AS)

1
S = £ (0=Ci}) + 7 A In(det (C)) Crf + 2 BE — (A9)
god 1 P 1
—=1 BrEq (CrCrg + CriCoj + CpiCat) (A10)
J

D[ = —261E1—2CQCPIE[ + 60— (CIQIEQ + C};}Ep) . (All)

2
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A1.3. Konstitutiv érintd tenzorok a pillanatnyi konfiguracién

45

A 4.13 egyenletben bevezetett mennyiségek osszenyomhaté Neo-Hooke anyagmodell esetén:

(kmat) ijkl

(%W) (0500 + 0ud) + <3> (0:50u)

£ o o _ _
_50 (Ouwdi EpFp. EQFg. + a0 EpFp, EoFy,

+0ir0 EpFp, EQFo, + 0, EpFp) EqFg;
+0i; EpFry EQFy! + 0uEpFp EQFy;
+oinEpFp EQFy; + 6uEqF,; EpFy,
+0EpFpl EqFy + 0, EpFpl EQF,,
+ouEpFp, EQF,! + 6 EpFp EQFy,}
+0EpFpy EQFy) + duEpFp EqFy)
+0aEpFp; EQFyy)

—An(J A
(an(» (001 + dudjn) + <j> (0i0u)
€0

_5 ((Slk(sijecec + 5il5jkecec + 5ik5jlecec

+25ij€lek + 251kei6j + 25ikelej
+25il€j€k + 25jk€i€l + 26jl6i€lc) s

(A12)
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A
(™) ijm Oik (%FJNEN - %53'1 + = In(J)d;
2
+ ;2FJMFZNEMEN
2 g (aFpiFg! + Frlah + FlFg)
T P A 203 .,
= ik <Jb J(S]l +— 7 In(J)o; + — 7 —FimFineoFonen Fon
€
_ZO wrealvges (0FpyFon + Frl Fol + Fpl Fg))) (A13)
p 7 A 2¢y
= 5zk (jbjl — jéjl + j 1[1(J)(5ﬂ + Tbjablbeaeb
—84—0 (0j1€0€q + 2¢e5€1))
- Py (A — 21422
-~ IN <Jb+ (Jln(J) J)1+ Z((b-e)@ (b-e))
— (L (e-e)+eme)),
2c
(Kme)ije = —72(FiPFkPFjNEN+Fz‘MF}MFkPEP)
+€0EQ ((SZJFékl + 5sz5j1 + 5ij—i1)
2c
= - J2 (blkbjaea+szbkaea) (A14)
+&o <6ij€k -+ 5ik€j + 5jkei) s
201 202
(ke)@] = - 7 — (FipFjp) — 7 — (FvpFo FipFli) + €064
2c 2c
= == (bij) — = (buibyy) + 200 (A15)
J J
2 2
R NN |

J J
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A merevségi métrix szamitdsa a (4.7),(4.8) és (4.9) egyenletekben torténik, az ehhez sziik-

séges mennyiségek a Voigt-jelolés segitségével dllithatok elo:

km)in (Km)iize (Ki)yiss (km)11(12) (km)11(23) (km)11(31)
(kim)aorr  (Kim)asso  (Kim)aass (km)22(12) (km)22(23) (km)22(31)
k, —k,, — (kim)azir  (Km)azee  (Kin)ssss (km)33(12) (km)33(23) (km)33(31)
(km)(u)n (km)(u)zz (km)(12)33 (km)(12)(12) (km)(12)(23) (km)(12)(31) 7
(km)(23)11 (km)(23)22 (km)(23)33 (km)(23)(12) (km)(23)(23) (km)(23)(31)
| (km)(31)11 (km)(31)22 (km)(31)33 (km)(31)(12) (km)(31)(23) (km)(31)(31) i
(A16)
ahol az indexben haszndlt zardjel értelmezése:
(km)n(u) _ (km)1112 ‘; (km)nm, (A17)

tovabba

ke = key = | (ke)yy (Ke)yy (Ke)os | - (A19)
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A1l.4. Fesziiltségtenzor és elektromos eltolas vektor

A bels erévektorhoz sziikséges mennyiségek 6sszenyomhaté Neo-Hooke anyagmodell esetén:

tot
]

H H A 2 ¢
ijan - 35@' + Wi In(J) &;; + TFszgnEmEn

€0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
_ZEPEQ (5ijFpn Fqn +Fpi F(Ij + ij F(I' )

1 ] A 2 ¢ €0

jbi]‘ — 36” + j 1I1(J> (Sij + Tbmeabjbeb — Z (51']'6@ €q + 2€i ej)
2

%b—% (14—%an) 6+%(b-e®e-b)—Z—O[(e-e)5—|—2e®e],

1
j(—Q c1 FiEy — co(FinCunEn + FinCunEn) + e0Fp Eg)

1
j(—2 C1 bijej — 202[)%63‘ + 6061')
1 2 1

j(_Q c1b-e—2cb*e +gpe) = —j(clb + cob? — 5505)@

A fesziiltségtenzor Voigt-jelolés szerinti vektora:

T
tot tot __ tot tot tot tot tot tot
= [ 011 O3 033 01 0Oy O3 )

az elektromos eltolds vektora pedig

d—>dv:[d1 ds d3]T.

(A20)

(A21)

(A22)

(A23)
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