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1. Bevezetés

Napjainkban a jarmiidinamika teriiletén szamos kutatds foglalkozik a gumikerekek
deformacidjanak, és ennek a jarmiivek stabilitasra gyakorolt hatdsanak vizsgalataval. E teriilet
jelentdségét indokolja tobbek kozott az is, hogy egyre inkabb elterjednek a kdzuti jarmiivek
vezetését (pl. a parkolast) segitd rendszerek, amelyek a mozgéas mind pontosabb modellezését
igénylik, amelynek sarkalatos pontja a kerékmodell megvalasztasa.

A dolgozatban egy személygépjarmiib6l és vontatmanybdl allo jarmiszerelvény
stabilitasat vizsgaltam, amelyet sikbeli, Gn. ,,bicikli”-modellel helyettesitettem, amely egy a
jarmiiparban altalanosan alkalmazott eljaras kozati jarmivek modellezése esetén [1]. A
jarmiszerelvény mozgasara a vonato jarmil hossziranyt sebességének konstans értékét eldirva
Kinematikai  kényszert alkalmaztam, igy az anholonom mechanikai rendszer
mozgasegyenleteit az Appell-Gibbs egyenletek segitségével vezettem le [2]. A
kerékdeformaciokbol szarmazo erdk illetve koncentralt erdparok meghatarozasara kétféle, a
gumikerék un. feszitett har modelljén alapuld modellt alkalmaztam. Ezekrdl az aktualis
kutatasok eredményei alapjan elmondhatd, hogy elsdsorban kis sebességek esetén modositjak
a rendszer dinamikus viselkedését a kvazi-statikus deformaciot feltételezd kerékmodellekhez
képest [3]. Az els6 esetben a kerék kvazi-statikus modelljét a kerék kontakttartomanyon kiviil
kontakttartomanyban a futofeliilet egyes pontjaink a talajhoz valo letapadasat feltételezo, igy
a kerék multbeli helyzetét is figyelembe vevo, ,,emlékezd” kerékmodellt alkalmaztam.

Utobbi esetben a kerék pontjainak helyzetét leird parcialis differencidlegyenlet
haladohullam-megoldasat levezetve, linearizalast kovetéen a kvazi-statikus kerékmodell
esetén véges dimenzids, kozonséges differencidlegyenletekkel leirhatd rendszerrdl végtelen
dimenziés, késleltetett  differencialegyenletekkel leirhaté rendszerre jutottam. A
stabilitasvizsgalatot az elsd esetben analitikusan, mig a késleltetett rendszer esetében
numerikus uton, tobbdimenzids szel6 modszer [4] segitségével hajtottam végre, Szemi-
diszkretizacidval meghatdrozva a stabilitasi tartomanyok jellegét. Korabbi munkdm sordn a
jarmiiszerelvény stabilitdsat kvazi-statikus kerékmodell segitségével is vizsgaltam, amelynek
eredményeit jelen dolgozatban referenciaként felhasznaltam.

Mindezek mellett a dolgozat célja volt egy, a vontatmanyok stabilitdsdval kapcsolatos
eredmények validalasat lehetdvé tevd kisérleti berendezés megépitése, amelyen bemutathatok

a jarmiiszerelvény stabilitdsvesztésének jellegzetes modjai. Annak érdekében, hogy a kisérleti



¢s a mechanikai modell paraméterei egymdsnak megfeleltethetéek legyenek, sziikség volt a
kisérletek soran hasznalt modellauté kerék deformacio-erd karakterisztikéjanak kisérleti tton

torténd meghatarozasara is.



2. Az alkalmazott mechanikai modell

2.1. A személygépjarmii-utanfutoé rendszer

Jarmiiszerelvények vizszintes talajon végzett mozgasanak leirasa soran elterjedt
megoldas a bonyolult térbeli modell helyett, sikbeli, egymashoz csukloval kapcsoldodod
rudakboél, valamint hozzajuk kapcsol6do kerekekbol allo un. ,.bicikli” modell alkalmazasa.
Ezzel elhanyagoljuk a jarmiszerelvény oldaliranyi méretét, illetve az egyes tengelyeken a két

(vagy tobb) kereket 1 kerékkel helyettesitjiik. [1]

1. Abra, A személygépjarmii-utanfuté rendszer mechanikai modellje



A személygépjarmiibol €és az altala vontatott utanfutobol allé rendszer vizsgalatahoz
alkalmazott sikbeli, négy szabadsagfoka modell tehat két |, illetve |, hosszasaga

(személygépjarmdi, ill. utanfutd) egymashoz a J pontban csukloval kapcsolodo radbol all (ld.

1. abra). A személygépjarmiivet reprezentalé rud A és B, mig az utanfutot képviselé rad D

pontban kapcsolodik a kerekekhez. A kocsi elsd illetve hatso kerekének tavolsaga a jarmii S;
sulypontjatdl a és b, mig az utanfutd S, sulypontjanak tavolsaga a J csuklotol, valamint a
hatsé keréktdl f és g. A személygépjarmil S, stlypontjanak J csuklotol valo tavolsaga h.

A rudak S, és S, stlypontjainak helyvektorai R (t)=[X,(t).Y, (t),O]T valamint
R, ()= [Xz ()., (t),OJT, a rudak hossztengelyének az x-tengellyel bezart szoge w, (t) és
v, (t) A két rad helyzetét egyértelmiien meghatarozhatjuk, ha ismerjik a kocsi S;

sulypontjanak X, és Y, koordinatdjat, valamint y, és y, szogeket. Valasszuk ezeket

altalanos koordinataknak, igy tehat az altalanos koordinata-vektor:

a=[X, Y v, w]. (2.1)

frjuk fel az utanfuté S, salypontjanak helyvektorat az altalanos koordinatak

fliggvényében:
X, X, —hcosy, — f cosy,
Rs, =| Y, |=| Y,—hsiny, —fsiny, |. (2.2)
0 0

A kocsi S, stlypontjanak sebessége, az Ry helyvektor idd szerinti derivaltjaként irhat6 fel:

. . T
v =[ X, Y, 0], (2.3)
hasonloképpen hatarozhaté meg az utanfuté S, sulypontjanak sebessége:
X, | | X +yhsing, -y, fsing,

Vs, =| Y, |=| Y, —w;hcosy, -y, f cosy, |. (2.4)
0 0



Mivel mindkét jarmi sikmozgast végez, szogsebességiik a mozgas sikjara merdleges z irdnyu
lesz, igy a kocsi és az utanfutd o, és ®, szogsebességét a kovetkezOképpen irhatjuk fel:
.7
0,=[0 0 y], (2.5)
valamint:
.7
0,=[0 0 y,]. (2.6)
A Vg és Vg sebességek idO szerinti derivaltjaként allitsuk el6 az S, és S, sulypontok ag

illetve ag gyorsulasat:

. . T
a; =[X, Y, 0], 2.7)
illetve:
X, | | X, +w?hcosy, +yhsiny, +y’ f cosy, +17, f siny,
ag, =| Y, |=| Y,+visiny, —yihcosy, +y/; f siny, —ii, f cosy, |. (2.8)
0 0

Hasonloképpen a jarmiivek € ¢és &, szoggyorsuldsat a szogsebességek 1d0 szerinti

derivalasaval kaphatjuk meg:

g=[0 0 y], (2.9)

valamint:
e,=[0 0 v,]. (2.10)

2.2. A rendszer mozgasegyenletei
A jarmuszerelvény vizsgalatdhoz a rendszerre kinematikai kényszert frunk eld. Legyen
a kocsi S, stlypontjanak a kocsi irAnyaba es6 sebességkomponense minden id6pillanatban V
, alland6 nagysagu, azaz:
X, cosy, +Y,siny, =V. (2.11)
Mivel a rendszerre igy a geometriai kényszerek mellett kinematikai kényszer is

érvényes, a rendszer anholonom. Az ilyen rendszerek mozgasegyenleteit az Appell-Gibbs-

egyenletbdl szarmaztathatjuk [2].



Ehhez az altalanos koordinatdk helyett vezessiink be un. pszeudo sebességeket az

alabbiak szerint:

cosy, siny, 0 O] X,| [V
—sin cos 0 0|l Y
Wl ‘//l Yl _ ﬂl = Aoq 201 (212)
0 0 1 0}y b,
0 0 0 1l\y,| |5
ahol:
. 0Q
_9a 2.13
a== (2.13)

altalanos koordinata sebesség vektor, illetve 6 a pszeudo sebességeket tartalmazo vektor. Az
Ao matrix els6 sorat a kinematikai kényszer (ld. (2.11)) hatarozza meg, mig a tobbi sorat
célszerlien, mi hatarozhatjuk meg. Az egyenlet mindkét oldalat megszorozva A, matrix
inverzével az altalanos koordinatasebességek €s a pszeudo sebességek kozotti Gsszefliggeést

leir6 elsérendi differencialegyenlet-rendszert kapunk:

q=A,"'c (2.14)
azaz:
X, | [Vcosy,—Bsiny,
Y, _|Vsiny, + B cosy, | (2.15)
vy P
v, B

A fenti egyenlet mindkét oldalat derivalva az id0 szerint a gyorsuldsokra az alabbi

Osszefliggést kapjuk:

Xl =BV siny, - B, Cos‘/’1_ﬁ15imﬂ1
Y, |_| BN cosy, - BB, siny, +  cosy,
v b,
Z i3

Az Appell-Gibbs-egyenleteket az Gn. gyorsulasi energiabdl szarmaztatjuk, amelyet

(2.16)

merev testre az alabbi 0sszefliggéssel irhatunk fel [2]:

S= % may’ +%8T038+8T (0x(0:0)) +%mT (0;0) 0, (2.17)
ahol, m a merev test tomege, @5 a test sulypontjara szamitott tehetetlenségi nyomatéki

matrixa, a, a test sulypontjanak gyorsuldsa, ag pedig a gyorsuldsvektor abszolutértéke; @ a
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test szogsebessége, @ a szOgsebesség vektor abszolutértéke, valamint ¢ a test
szoggyorsulasa. Sikbeli mozgés esetén, kihaszndlva, hogy mind az @ szogsebesség vektor,
mind az ¢ szoggyorsulas vektor merdleges a mozgas sikjara, a fenti kifejezést
egyszertsithetjiik. Ezen talmenden, mivel az Appell-Gibbs-egyenleteket a gyorsulasi
energiabol a pszeudo gyorsulasok szerinti derivalassal szarmaztatjuk, és a (2.17) Gsszefliggés
utolsé tagjaban ezek nem szerepelnek, igy az egyszeriiség kedvéért ezt a tagot is elhagyhatjuk.
Igy az alabbi egyszertibb alaku osszefliggésre jutunk:

S=%ma§+%0352+.... (2.18)

A fenti formula szerint irjuk fel a vizsgalt rendszer gyorsulasi energiajat:

S =%mla§l +%6’Slgf+...
(2.19)
1 2.1, .
+Em2asz +§ 5282 +..,

ahol m, és m, a személygépjarmii €s az utanfutd témege, 65 €s 6; a jarmivek sajat
sulyponti, a mozgas sikjara meréleges tengelyre szamitott tehetetlensegi nyomateka, ag es
a;, a jarmiivek sulypontjainak gyorsulasvektorainak, & ¢és &, pedig szoggyorsulds

vektorainak az abszolutértéke.

A gyorsulasokra, illetve szoggyorsulasokra vonatkozod (2.7), (2.8), (2.9) és (2.10)
Osszefliggéseket a gyorsulasi energidba behelyettesitve, illetve az daltalanos koordinata
sebességek és gyorsulasok helyett (2.15) és (2.16) szerint bevezetve a pszeudo sebességeket,

illetve pszeudo gyorsulasokat, a kovetkezo formulat kapjuk:
1 .. . )
S=o(m (v 7) B2+ 2V B+ B )+ 0, 5 + 0 5
. . . . . 2
+m, ((132 siny, (hﬁz _ﬂl) +COsy, (Vﬂz + ﬁl - hﬂz ) +f (ﬁaz sy, — /33 Cosy, )) (2-20)

+(,82 cosy, (hB, —ﬂl)—sim//l(Vﬂ2 +,B'l—hp"2)+ i (,332 cosy, +,B3siny,2)>2)j.

Az Appell-Gibbs-egyenlet szerint egy anholonom rendszer mozgasegyenlet-

rendszerét az alabbi formulaval kaphatjuk meg [2]:

S or-123 (2.21)

op,



ahol T1,,T1,,T1, az an. pszeudo erd komponensek. Allitsuk elé a fenti egyenlet baloldalat az

S gyorsulasi energia egyes pszeudo gyorsulasok ( B, B, ﬂa) szerinti derivalasaval:

s
op,
0S . . ) ) _

= =0+ m, (hzﬂz —hV g, —hp, +hf g, COS(V/z _‘//1) —hf ; sin (‘//2 _'//1))1

B, (2.22)
0S

£=05253+m( f 2183 - fvﬂz COS(!//Z _‘//1)_ fﬁlCOS(WZ _‘//1)

~f 8.5, Sin(‘//z _‘//1)+th2 COS(‘//Z _‘//1)"'hf:322 Sin(‘//z _‘//1))'

A I1,I1,,I1, pszeudo er8ket a OP virtualis teljesitménybdl hatarozhatjuk meg az alabbi

=m (ﬂl +V182)+ m, (ﬂl +V:B2 _hﬁ-z - fﬂa COS(‘//z _V/l)+ fﬁsz Sin(l//z _l//l))’

Osszefliggés szerint:

sP=>" 158, (2.23)

ahol 8f,,9p,,0p, a virtualis pszeudo sebességek. A SP virtualis teljesitményt a rendszerre a
kovetkezd formulaval irhatjuk fel:

SP=F6V, +F,0v, +Fov, +(M, +M, ) s, + M 60, (2.24)

ahol F,F,,F; illetve M;,M,, M, a kerekekrdl a jarmiivekre atadodo erdk, illetve koncentralt

eroparok (amelyek megegyeznek a megfeleld kerekekre az utfeliiletrél atadodo erékkel,

valamint koncentralt eréparokkal):

—F;siny, —F, siny, —F;siny,
F, =| Fcosy, |, F,=| Fcosy, |, F,=| Fcosy, |, (2.25)
0 0 0
valamint:
0 0 0
M,=| 0|, M,=| 0|, M;=| 0 | (2.26)
M, M, M,

OV,,0Vy,0V, A, B valamint D pontok virtualis sebessége, om, és d®, pedig a két jarmii
virtudlis szogsebessége.
A virtualis sebességek meghatarozasahoz irjuk fel, A, B és D pont V,,Vg, illetve v,

sebességét:

-10 -



Xl_al/)lSinV/1
Va=Vg +0, xRy, =| Y, +ay, cosy, |,
0
X, + by, siny,
Vg =V +@, xRg, =| Y, —by, cosy, |, (2.27)
0
X, +hyr, siny, + Ly, siny,
Vp = Vg + 0 xRy +0, xR = Y‘l_hl/}l cosy, — Ly, cosy, |.
0

Az XY,y v, altalanos koordinata sebességek helyére (2.15) szerint helyettesitsiik be a
pszeudo sebességeket:

V cosy, — B, siny, —ap,siny,

Vo=V +@ xR, =|Vsiny, + S cosy, +ap, cosy, |,

S,
0
V cosy, — f,siny, +b g, siny,
Vg =Vg +@, xR =|Vsiny, + f cosy, —bj, cosy, |, (2.28)
0

V cosy, — B, siny, +hg, siny, +1,5,siny,
Vp =Vs +@, xRgc +@,xRey = Vsiny, + S cosy, —hp, cosy, —1, B cosy, |.
0

A OV,,0Vy,0V, virtudlis sebességeket formalisan ugy kaphatjuk meg, ha £, B,, B, pszeudo
sebességek helyére a OB, 90,,00; virtualis pszeudo sebességeket helyettesitjiik. Mivel a

személygépjarmii V hossztengelyével parhuzamos sebessége allandd, igy annak virtualis
mennyisége zérus, azaz oV =0. A behelyettesitéseket elvégezve a virtualis sebességekre a

kovetkezd formulat kapjuk:

[~ siny, —adp, siny,

OV, =|+6f, cosy, +aop, cosy, |,

| 0

[ —8B,siny, +bdB, siny,

OVg =| +0p, cosy, —bop, cosy, |, (2.29)
| 0

[ —8B,siny, +hoB, siny, + 1,58, siny,

OV, =| +op, cosy, —hop, cosy, — 1,06, cosy, |.

0
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Ezzel tehat a rendszerre hato er6k, illetve nyomatékok OP virtualis teljesitményét leird (2.24)
egyenletbe behelyettesitve az eréket (2.25) és nyomatékokat (2.26), valamint a virtualis

sebességeket (2.29), egyszeriisitések utan, a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

5P =(F,+F,+F,cos(y, —y,)) 3B, 230
+(aF, —=bF, —hF, cos (v, =y, )+ M, + M, ) 3B, +(M, - 1,F, ) 5.
A fenti Osszefliggésbdl Of,,00,,0f, virtudlis pszeudo sebességek egyiitthatoit kigytjtve
kaphatjuk meg a pszeudo erdket:
I, =F +F, + Fcos(y, —, ),
I1, =aF, —bF, —hF, cos(y, -y, )+ M, + M,, (2.31)
I, =M, -I,F,.
Ezek utan az Appell-Gibbs-egyenletbe ((2.21)) (2.23) (2.22) és (2.31) Osszefliggéseket

behelyettesitve felirhatjuk a személygépjarmii-utanfutd rendszer mozgasegyenleteit:

ml(ﬁ'l +V182)+m2 (ﬂl +Vﬁ2 _hﬁ'z - fﬂ's COS(‘//z _'//1)+ f:B32 Sin(‘//z _l//l))
=F +F,+Fcos(y, —y,),

‘95118.2 +m, (hZBZ —hV g, _hBl +hf 183 COS(‘//z _l//l)_hf i Sin(‘//z _‘//1))
=aF, —bF, —hF,cos(y, -y, )+ M, + M,

Hszﬁs +m(f2133 -V, COS('//z _‘/’1)_ fﬁ1 COS(‘//Z _‘//1)_ f 8.5, sin(‘//z _Wl)
+hf B, cos (v, =y, ) +hf B sin(y, -y, )) = M, —,F,.

Mivel a rendszer mozgasegyenletében a pszeudo sebességek és gyorsulasok mellett v, és v,

(2.32)

altalanos koordinatak is szerepelnek, igy a fenti egyenletrendszert ki kell egésziteniink a kocsi
¢s az utanfuto X tengellyel bezart szoge, és a pszeudo sebességek kozotti dsszefliggést leird

differencial-egyenletekkel (Id. (2.15)):

'/}1:,82’

2.33
l/)2 :ﬂs' ( )

Megjegyzés: Mivel X ¢ésY kozvetleniil nem jelenik meg a jobboldalon, igy a rajuk
vonatkozo 6sszefliggéseket (I1d. (2.15)) levalaszthatjuk.
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3. Dinamikus kerékmodellek

3.1. A gumikerék feszitett hur modellje

A kerékdeformaciobol szarmazo erdk illetve koncentralt erdparok meghatarozasara
kétféle kerékmodellt alkalmaztunk, amelyeknek alapja a gumikerék feszitett hur modellje [1].

Ennek leirasahoz tekintsiik az y tengely koriil pozitiv szogsebességgel gordiild kereket,

melynek futofeliiletét a kerék (felni) kozépsikjahoz K linedrisan megoszld merevségii

rugalmas agyazassal kapcsolodo hurként modellezziik (Id. 2. abra).

px,t)

kx

do dotC
L

2. abra, A kerék feszitett hir modellje

A futéfeliilet az uttal a 2a, hosszasagu LR kontakttartomanyban érintkezik (ahol L az

un. vezetd pont, mig R a kontakttartomany hatsé pontja), amelynek minden pontja letapad az

utfeliilethez. Ennek koszOonhetden a kontakttartomany mentén — a feszitett hur oldaliranyu

erdegyensulyat biztositandd — a kerékre az utfeliiletrdl egy p(x, t) megoszlo terhelés hat.

Amennyiben a kerék keriilete kellden nagy a kontakttartomany hosszdhoz képest,

akkor az iménti modellrdl attérhetiink egy egyszeriibb, sikbeli leirasra, ahol a tovabbiakban

mar végtelen hosszl, a kontakttartomanyban p(X,t) megoszlo erdvel terhelt, rugalmasan

agyazott feszitett hirt vizsgalunk.




Vagjuk el a hart egy tetszdleges pontjaban (ld. 3. abra), ekkor az elvagott végen aktiv

er6ként megjelenik az F feszitd erd. Tekintsiik ennek y iranya komponensét, amelyet

kozelitleg az y iranyl elmozdulas (q (X,t)) hely szerinti derivaltjaval szamithatunk:

F, ~Fq'(xt). (3.1)

Ezt felhasznalva irjuk fel a hur nyir6-igénybevételét:
V(xt)=—Fq'(x,t). (3.2)
Masfelol a nyiro-igénybevételt a hurra hato p(x) megoszlo erd, illetve a rugalmas

agyazasbol szdrmazé erd fliggvényében is meghatarozhatjuk:

V(xt)=[ ka(st)s+ [ p(s.te (3.3)

A (3.2) és (3.3) Osszefliggések jobb oldalat egyenlévé téve, majd a kapott egyenletet
hely szerint derivalva, atrendezést kovetden az alabbi kozonséges differencidlegyenletre

jutunk:

T (xt)-a(xt) == p(xt). (3.4)

Vezessiik be a o =+ F /k paramétert, ezzel a fenti egyenlet a kovetkezoképp modosul:

azq”(x,t)—q(x,t)z—%p(x,t). (3.5)

A o paraméter szakirodalomban szokasos elnevezése az un. relaxacios hossz [1].
Belathato ugyanis, hogy a futofeliilet terheletlen (az tttal nem érintkezd) részén a futofeliilet
pontjainak elmozdulasa (a leiro differencidlegyenlet homogén megolddsanak megfeleléen) a

hely fiiggvényében exponencialisan cseng le, az L illetve R pontokbol huzott érint6k pedig

éppen X=a,+ 0, valamint X =-a,—o helyen metszik az x tengelyt.
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3.2. A Kkontakttartomany pontjainak mozgasat leiré parcialis

differencialegyenlet

4. abra, Egy adott kerék pontjainak helyzete a globalis (X, Y, Z) koordinata rendszerben

Vizsgaljuk most egy tetszdleges kerék mozgasat az O kdzépponth (X Y, Z) azonosito

(vagy referencia) koordinata rendszerben (Id. 4. abra). Ekkor a kerék egy adott P pontjanak

helyvektorat a kerék pillanatnyi konfiguraciéjahoz kotott (X, Y, Z) vonatkoztatasi rendszer C
origdjanak segitségével a kovetkezdképp irhatjuk:

R; =R + R, (3.6)
ahol R,,R. valamint Ry az (X,Y,Z) referencia koordinata-rendszerben értelmezett

vektorok. Ezzel:

R, =| Y. [+Re. (3.7)

Megjegyzés: A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért mind az azonositdé mind a

vonatkoztatasi rendszerben értelmezett vektoroknal elhagyjuk a zérus z, ill. Z koordinatat.

A P pont helyvektora az (x, Y, z) vonatkoztatasi rendszerben:

+aceo) 7

Attranszformalva az azonositd koordinata-rendszerbe:
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| xcosy —q(x,t)siny
| xsiny +q(x,t)cosy |

A kontakttartomdnyban teljes tapadast feltételezve, a tartomany minden pontjanak

(3.9)

sebessége zérus lesz, igy a P pont sebességére kinematikai kényszert irhatunk eld:
R, =0. (3.10)
fgy az id6 szerinti derivalast elvégezve a kovetkezd egyenletre jutunk:

Xcosw—x://sim//—E(q(x,t))sim//—q(x,t)z//cosv/
R, = dt , (3.11)

Xsiny/+xy)cosw+%(q(x,t))cos://—q(x,t)z//siny/
ahol q (X,t) id6 szerinti derivaltja figyelembe véve, hogy x a pillanatnyi, t idéponthoz

tartozo konfiguracioban értelmezett, azaz (X = X (t) ):

Sa(xt) =g (x)x+a(xt) (312)

A fenticket behelyettesitve a (3.10) kényszeregyenletbe, a vektoregyenletet komponensenként
kiirva az aldbbi 6sszefliggést kapjuk:

i Xg+%cosy —xysiny —(q'(x,t)x+d(x,t))sing —q(x,t)ycosy =0, (3.13)
y: Ye+xsiny +xyrcosy +(q'(x,t)X+q(xt))cosy —q(x,t)ysing =0.  (3.14)
Ezek utan a (3.13) Osszefliggést szorozzuk meg siny -vel, (3.14)-t pedig cosy -vel

majd képezziik az igy kapott két egyenlet kiilonbségét, igy egyszeriisités utan az alabbi
formulat kapjuk:

—X¢siny +Y, cosy +xy7 +(q' (X, t) X+(x,t))=0. (3.15)
Illetve hasonloan (3.13)-t cosy -vel, (3.14)-t siny -vel szorozva, majd a két egyenletet

Osszegezve X -ra az alabbi Osszefliggés adodik:

x=q(x,t)y — X cosy —Y,siny. (3.16)
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Ezt behelyettesitve a (3.15) egyenletbe, atrendezés utan az alabbi nemlinedris, parcialis

differencialegyenletre (PDE) jutunk:
q(xt)=Xcsiny —Y, cosv/—xz/'/+q’(x,t)()(C cosy + Y, siny/—z/'/q(x,t)). (3.17)

3.3. Modositott kvazi-statikus kerékmodell, a relaxacio figyelembe
vételével

crer

feltételezve, kis deforméciok esetén a talajrol a kerekekre atadodo erdt, illetve

forgatonyomatékot a kerekek o kuszasi szogének fliggvényében szamithatjuk [1]:

F =aC

y Fy?

M, =aC,,, (3.18)
ahol C, ¢és C,, egyiitthatok a kerék laterlis illetve torzios linedris rugomerevségei,

amelyeket a kerék paraméterinek segitségével a kovetkezoképp szamithatunk [1]:

Cy, =222k, (3.19)
2 3
Cy = Sak (3.20)
YA
q(x,t)_
j \‘~I (/((IH, i) Q X
-CIJ-G -lCIo (ll(x CI()‘*I'G
R C L

5. abra, A Kkerék kiuiszasi szogének értelmezése kvazi-statikus esetben, illetve a feszitett hir modell

alapjan.

Kvazi-statikus esetben a kerék o kuszasi szogét a kerék C kozéppontjanak sebessége
¢s a kerék sikja altal kozbezart szoggel azonositjak (ld. 5. abra). Ezt a modellt fejlesztjiik most
tovabb ugy, mikdzben a kerekekre atadddd erdket, valamint nyomatékokat tovabbra is a
kuszasi szog fliggvényében, (3.18) szerint szamitjuk, magat a kaszasi szoget a relaxaciot is
figyelembe véve, a kerék L vezetd pontjanak (X = ao) y irdanyu elmozduldsabol
szarmaztatjuk, amelyre nézve egy elsdrendii k6zonséges differencialegyenletet vezethetiink

le. Ehhez a kerék pontjainak lateralis elmozduldsara vonatkozé (3.17) parcialis
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differencidlegyenlethez adjuk meg a kovetkezd, a kerék L vezetd pontjara vonatkozod

harmadfaju peremfeltételt:

2.1 (3.21)

O

q'(8t) =~
Szemléletesen ezzel azt irjuk eld, hogy a keréknek az uttesthez mar letapadt és le nem tapadt
pontjai az x=a, (L) pontban a kerék gordiild mozgasanak kdvetkeztében elsérendben
folytonosan csatlakoznak.

fgy a (3.17) parcialis differencialegyenletbe valo behelyettesitéssel az L pontra

vonatkozodan az alabbi kozonséges differencidlegyenlet irhato fel:

X cosy +Y, siny —yq(ay,t)). (3.22)

(i ; . 1
d(ay.t)=Xcsiny =Y, COSW—aoV/—q(i )(

Ennek felhasznalasaval a kerék o kuszasi szogét kozelitsiik a futofeliilet pontjait leird gérbe

L pontbeli érintéjével (Id. 5. abra), azaz:

tana:—q(ao’t), (3.23)

o
ahol a kerék L pontjanak y iranyu elmozdulasat (q(ao,t)) az id6 fiiggvényében a (3.22)

egyenlet irja le. Ezzel az egyszerisitéssel, a parcialis differencialegyenlettel adott végtelen
dimenzioés rendszer helyett a kvazi-statikus esethez képest magasabb szabadsagfoku, de

tovabbra is véges dimenzids rendszert vizsgalunk.

3.4. ,,Emlékezo” kerékmodell

Az elézéekben bemutatott modell a kerék L pontjara felirt differencidlegyenlettel mar
tartalmazott dinamikus elemet a kvazi-statikus modellhez képest, ennél azonban pontosabb
leirast is adhatunk, ha a kerékre atadodo erdt, illetve nyomatékot immar nem a kiiszasi szog
alapjan, hanem kozvetleniil a kerék egyes pontjainak deformaci6jabol az alabbi integralokkal

szamitjuk:
F= kj q(xt)dx, (3.24)

valamint:

M = kT xq (x, t)dx. (3.25)
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Mindemellett ahhoz, hogy a rendszer stabilitasat vizsgalhassuk, a kerék pontjainak lateralis
elmozdulasat leird (3.17) parcialis differencialegyenletetrél at kell térniink kozonséges
differencidlegyenlet(ek)re. Erre a dolgozatban két modszert alkalmaztunk, egyrészt
megkeresve a haladohullam megoldast, a PDE-t késleltetett differencialegyenletre irtuk at, és
a (tovabbra is végtelen dimenzios) késleltetett rendszer stabilitasat vizsgaltuk. Masrészt, a
stabilitasi tartomanyok jellegének megallapitasa végett a PDE-t szemi-diszkretizacioval (a
hely szerinti derivaltakat véges differencia modszerrel kozelitve) véges szamu kozonséges
differencialegyenlettel helyettesitettiik.

Utalva a kerékmodellben megjelend késleltetett hatasra — nevezetesen, hogy a talajrol
a kerékre atadodo erd, ill. nyomaték fligg a kerék multbeli allapotatdl — szokas a fenti modellt

,emlékez4” kerékmodellnek is nevezni [3].
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4. A  jarmiszerelvény  stabilitasvizsgalata a  Kkerekek

relaxaciojanak figyelembe vételével

4.1. A vizsgalt differencialegyenlet-rendszer szerkezete

Tekintsiik a kerék vezet6 (L) pontjara vonatkozo (3.22) differencidlegyenletet a

jarmiszerelvény egyes kerekeire nézve, azok paramétereit azonosnak feltételezve:

ql(aO’t):XASinl/ll_YACOSl//l_aOl/)l X COS(//1+Y siny, — qul(ao’t))'

L)
U(x
( t)

qz(ao’t):XBSinW1_YBCOSV/1 gy, — 5 COSY/, +Yg siny, - quz(amt))’ (4.1)

qa(ao’t):XDSinV/Z_YDCOS‘//z AW, — (X cosy, +Yg siny, - qua(ao't))’

ahol a kerekek A, B illetve D kézéppontjénak sebességét (2.28) szerint szamithatjuk a

pszeudo sebességek fliggvényében. {gy egyszertisités utan a kovetkezd egyenletekre jutunk:

A (2. t)

G (8t)=-4—(a+a)ps, - (V_ﬂqu(ao’t))’

% (2t) =4 +(b-2) /5, - (Z” Vv -4, (a1),

Q3( t):—VSIn(l//2 ) (hﬁz ﬂl)COS(l//Z '//1) ( ao)ﬁs
G (@t

(4.2)

)(V COS(‘//z _‘//1)+(131 _hﬂz)sm(‘//z _V/l)_ﬂs%(ao’t))'

Ennek felhasznalasaval a kerekekrdl a jarmiivekre atadodo erdket és koncentralt
erOparokat a kerekek kuszasi szogének ill., laterlis és torzids merevségének szorzataként
szamitjuk:

Fi=aCy; M,;=aC,,, 1=123, (4.3)
ahol a kuszasi szogeket (3.23) alapjan a kerekek futofeliiletét leiro gorbe X =a,-beli

érintdjébol szarmaztatjuk:

a; :—arctan[q(ao’t)} (4.4)
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Ezt behelyettesitve a jarmiiszerelvény mozgasegyenlet-rendszerébe, ill. hozzatéve a kerekek
vezetd pontjaira felirt egyenleteket ((4.2)) az alabbi alakban felirhato, 8-ismeretlenes,

nemlinearis, elsérendii, autonom differencialegyenlet rendszerre jutunk:
x(t)=f(x(t)), (4.5)
ahol a valtozokat tartalmazo vektor:
X' (t) :[ﬂl () B(t) B(t) wi(t) walt) dw(at) a(at) a, (ao’t)]' (4.6)
4.2. Stabilitasvizsgalat

Vizsgaljuk a rendszer stabilitdsat az allandosult mozgas koril. Az X=JX
differencialegyenlet-rendszer a (4.5) autoném egyenletrendszer X, egyenstlyi helyéhez

tartoz6 variacios rendszere, ahol Jg az f (X) Jacobi-matrixa, az X = X, helyen:

NR =[j0kl], k,1=1...,8, 4.7)
ahol:
. of
Jou =8_XI:X=X ) (4.8)

ahol xo a (4.5) differencialegyenlet valtozoinak az allandosult mozgas soran felvett értékeit

tartalmazo vektor, amely ebben az esetben nullvektor:

X, =0. (4.9)

A karakterisztikus polinomot ezek alapjan a kovetkezéképpen irhatjuk fel:

P(ﬂ):det(Jo—ll). (4.10)

A differencialegyenlet-rendszer Xy egyensulyi helye (amely esetiinkben a stacionarius
mozgas) Ljapunov értelemben stabilis, ha Jo matrix minden sajatértékének valds része
negativ, vagy zérus. Belathato, hogy a Jo Jacobi-matrixnak paraméterektdl fliggetleniil mindig
lesz egy zérus sajatértéke. Ez a fizikai képilinkkel megegyezik, ugyanis az allandosult egyenes
vonali mozgds abszolut rendszerben értelmezett irdnya kozombds, kényszerként csak azt

irjuk el6, hogy a jarmiszerelvény 4allandd V kocsi irdnyu sebességgel haladjon. Ennek
koszonhetden a linedris stabilitds szempontjabol elegendd a Is(ﬂ,)zP(l)/ A polinomot

vizsgalnunk. Annak eldontésére, hogy adott paraméterek esetén a stabilitasi feltétel teljesiil-e

a Routh-Hurwitz kritériumot alkalmaztuk [5].
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4.3. Eredmények

A rendszer linearis stabilitasat kiilonb6z6 V jarmi iranyaba esé sebességek, valamint
az utanfutd sulypontjanak helyzetét leiré dimenzié nélkiilli p paraméter fliggvényében
vizsgaltuk, a jarmiivek Osszes tobbi paraméterének allando értéke mellett. A p paramétert az

utanfuto jellemzd adataibol (1d. 2.1. fejezet), a kovetkezoképpen szamithatjuk ki:
p=—. (4.11)
|2
Ebbdl kovetkezik, hogy p=1 érteke mellett a vontatmany sulypontja éppen a kerekek
tengelyének vonalaban, mig p <1 mellett a vontatmany tengelye el6tt, p >1 esetén pedig a

vontatmany tengelye mogott helyezkedik el. A vizsgalatok sordn az alabbi paraméterekkel

rendelkezd jarmiiszerelvényt vizsgaltunk:

a=14m,

b=1.6m,

h=1.8m,

l,=2m,

m, =1600 kg, (4.12)
m, =400 kg,

k,=1.5,

k,=0.5,

s =20000000 ﬁz,
m

ahol k; és ky a személygépjarmi, illetve a vontatmany alaktényezdje. Feltételezziik, hogy a
jarmiivek 6, illetve 6, sajat sulyponti, a mozgas sikjara merdleges tengelyre szamitott
tehetetlenségi nyomatéka aranyos a tomegtikkel, valamint a hossziranyt méretiik négyzetével,

az aranyossagi tényez6 pedig k; és K, :

6, =km, (a+h)’,
0, =k,m,l,’.
Az egyes kerekek relaxaciés hossza egyarant o =6a,, azaz a 2a, hosszlisagu

kontakttartomany hdromszorosa. A fenti paraméterek mellett a stabilitdsvizsgalat eredményeit

stabilitasi térképen abrazoltuk (6. abra).
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6. abra, A személygépjarmii-utanfuto rendszer stabilitastérképe a relaxacio figyelembe vétele

esetén

Pozitiv V jarmi iranya sebesség mellett két instabil tartomany jelenik meg, az egyik
abban az esetben, ha p <1, azaz az utanfutd stlypontja 1ényegesen elérébb helyezkedik el a
tengelyéhez képest, a masik abban az esetben, ha p>1, azaz az utanfutd sulypontja
lényegesen hatrébb helyezkedik el a tengely€éhez képest. Hatrafel¢ vald haladaskor, azaz
V <0 esetén viszont a rendszer mindenképpen instabil.

A fenti stabilitasi térkép kozelitbleg megegyeznek azzal, amely a kvazi-statikus
kerékmodell esetén kimutathat6, ¢és bar megallapithato, hogy a o relaxacids hossz
novelésével a stabil tartomdny mérete csokken, ennek redlis paramétertartomanyokban
(0~3-10a, Id. [6]) nincs szignifikans hatasa. Ugyanakkor a rendszer dinamikus
viselkedését a kerekek relaxacioja kiilonosen kis sebességek esetén mégis jelentdsen

modositja. Ennek elemzésére numerikus szimulacidkat végeztiink.
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4.4, Numerikus szimulacio

A rendszer mozgasat leird (4.5) elsérendii autoném differencialegyenlet-rendszer adott
kezdeti feltételek melletti megoldasat, numerikus tuton, explicit Runge-Kutta formulaval
hataroztuk meg, mig a kezdeti feltételeket az allandosult mozgashoz képest kis zavarassal
adtuk meg. Az egyes szimulacios esetekben a vontatd jarmii V longitudinalis sebességét, és a

p, a sulypont helyét leir6 paramétert valtoztattuk, mig a rendszer 0sszes tobbi paraméterét

azonosnak feltételeztiik.

4.5. Stabil tartomany

Adatok:
v=r 0 p=y
S
rad
181(0):01 ﬂz (0)201 ﬂs (0)2011?1 (414)
'//1(0):0’ ¥V, (0):01
valamint a relaxaci6 figyelembe vétele esetén:
g (8,,0)=0, ¢ (a,0)=0, i=1,23. (4.15)
s [rad/s] **° Bs [rad/s] ow
[\ AN A A an i
VV Vlv 2 3 4 5 / [S] o
1 2 3 4 5t [S]
W2 [rad] oo 2 [rad]

0.002 0.0004

g TS

- U I S 1s]

1[s]
7. abra, A vontatmany szogsebessége illetve szoghelyzete az ido fiiggvényében a kerekek

relaxaciéjanak figyelembe vételével (bal oldal), illetve kvazi statikus kerékmodell alkalmazasaval (jobb

oldal), adott kezdeti feltételek esetén
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4.6. Instabil tartomany I.

Adatok:

V =60 ? p=05,

5.(0)=0, ﬂz(o):o,m%

‘//1(0):0’ ‘//2(0):0,

valamint a relaxaci6 figyelembe vétele esetén:

$,(0)=0, (4.16)

6 (2,0)=0, 6(,0)=0, i=123. (4.17)
[3s [rad/s] coxst PBs [rad/s] oas
0.020+ 0.020
S 0015
" 0005
St T ) Ay
W2 [rad] ™ 2 [rad] ©
L 025
020 020+
0ol0 0.10
005 005+
5 10 15 20 5 10 5 0 t [SJ
1[s] ’ ’

8. abra, A vontatmany szogsebessége illetve szoghelyzete az id6 fiiggvényében a kerekek
relaxaciéjanak figyelembe vételével (bal oldal), illetve kvazi statikus kerékmodell alkalmazasaval (jobb

oldal), adott kezdeti feltételek esetén
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4.7. Instabil tartomany II.

Adatok:

v=40 I p-25

S
(0)=0, B,(0)= o,m%, 5,(0)=0, (4.18)
‘//1(0):0’ ¥, (O)ZO,
valamint a relaxaci6 figyelembe vétele esetén:
g (a,,0)=0, ¢(a,0)=0, i=123. (4.19)
s [rad/s] 2 [3s [rad/s]

1

W2 [rad]

05

1[s] 02} 1s]
05 04}
06
-10 08}

9. abra, A vontatmany szogsebessége illetve szoghelyzete az id6 fiiggvényében a kerekek
relaxaciojanak figyelembe vételével (bal oldal), illetve kvazi statikus kerékmodell alkalmazasaval (jobb

oldal), adott kezdeti feltételek esetén
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4.8. Kovetkeztetések

A 7. abra stabil paramétertartomanyban, a vontatd jarmi kis longitudinalis sebessége

crcr

vételével illetve a kvazi statikus kerékmodell esetén. Megallapithaté hogy ekkor, bar
instabilitast nem okoz, de a relaxdci6 mindségileg modositja a rendszer mozgasat a kvazi
statikus esethez képest, és 0j csillapodo rezgések jelennek meg.

Az instabil tartomanyokban ugyanakkor, ahol a vontatdé jarmii V hossztengelyével
parhuzamos sebessége nagy a létrejovo mozgast a relaxacid nem befolyasolja jelentdsen (bar
a dinamikusan instabil esetben kismértékben moédositja a kialakuld rezgés frekvenciajat.
Ugyanakkor megfigyelhetd, hogy a rendszer két instabil paramétertartomanyan beliil a
kialakul6 mozgasok mas jelleglick. Mig abban az esetben, amikor az utanfutd sulypontja a

kerekek tengelye el6tt helyezkedik el ( p <1) a rendszer statikusan instabil, addig a tengelye
mogott elhelyezkedd sulyponttal ( p>1) rendelkezé utanfutoval a jarmiszerelvény

folyamatosan novekvd amplitidoju rezgéssel veszti el a stabilitasat.
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5. A jarmiuszerelvény stabilitasvizsgalata »emlékezo”

kerékmodell esetén

5.1. A haladéhullam megoldas

crer

anal6g médon a kovetkezdképpen irhato fel:

0y (.t) = X, siny, =Y, cosy, —ag, — 0 (3g,t)( X, cosy, +Y, siny, —yrq, (1)),

0, (2g,t) = X siny, Yy cOSy, —agy, —0; (8,,t)( X Cosy, + Vg siny, -0, (8, t)),  (5.1)

0 (2p,t) = X siny, =Y, oSy, —agy, — 03 (8, t)( Xg COSY, +Ys sinw, -1, (ay, t) ).
Hasonloképpen az egyes kerekekhez tartozd vonatkoztatdsi rendszerben adott x koordinata

id0 szerinti derivaltjara (1d. (3.16)) irhato:

% =0, (%,t)y, — X cosy, — Y siny,,
X, =0, (X,, 1)y, — X cosy, =Y siny,, (5.2)
X, =0, (X, 1)y, — X cosy, =Y siny,.
A (5.1)-ben adott PDE-k haladohullam megoldasanak kereséséhez irjuk fel az egyes
kerekekhez tartozd vonatkoztatasi rendszerek origojanak és a futdfeliiletének egy adott Py, Po,
illetve P3 pontjanak helyvektorat az azonosité rendszerben (1d. (3.7), ahol C pont megfelel6i

az egyes kerekek esetében rendre A, B, illetve D pontok):

R, = X, +(a+ xl)c_os;yl—ql(xl,t)siny/l},
Yy +(a+x)siny, +q, (x,t)cosy,
R,, = )Y<l_(b_xz)(?05l//1_q2(XZ’t)Sinl//l:|’ (5.3)
Y, —(b=x;)siny;, +q, (X, t)cosy,
' X, —hcosy, —(1, + X%, ) cosy, — 0, (X, t)siny,
| X, =hsiny, —(1,+x,)siny, —qs(xs,t)coswj'

Ezek segitségével keressiik a PDE-k haladéhullam megoldésat a kdvetkezd alakban:
Ry (x.t) =R (8,t—7, (%)), =123, (5.4)
ahol (Xi ), 1=1,2,3 az id6késés, ami az X, a kerekekhez kotott vonatkoztatasi rendszerbeli

koordinata fliggvénye.
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A fenti vektoregyenletek két-két komponensegyenletét felhasznalva minden egyes

kerékre levezethetd egy a futdfeliilet pontjainak lateralis elmozdulasat (qi (x.t) i:1,2,3)
leiro Osszefiiggés (haladohullam megoldas), valamint egy az X 1=1,2,3 valtozora

vonatkoz6 0sszefliggés:

ql(xl,t):(xl(t) (t-7(x )smyx1 ( )—Yl(t—rl(xi)))coswl(t)
(a+a0)sm(://1() v (t=7(%))+ (a9, t =71 (%)) c0s (s (1)~ (=7 (%))

0y (X, 1) (X1 L(t=7,( xz)))smx//1 (t)- ( )=, (t=7,(%,)))cosy, (t)
— (3, —b)sin(y () v (t=7,(%)))+ 8 (89, t =7, (%,)) cos (v (1)~ (t=7,(x,))), (5.5)
05 (X, t) (Xl( H(t=75(%)))sinw, (1) ( ( —Yl(t—rs(xs)))coswz(t)

+h(SII‘I(!//2( ‘//1 t Ta ) (‘//2( )_V/l( )))
_(ao_Iz)sm(‘//z(t)_‘//z(t_fs(Xs)))+q3(ao’t_13(Xs))COS(WZ(t)_‘//z(t_fs(xs)))’

valamint:

(
)-
x2—b=—(X1(t)—Xl(t—rz(xz)))coswl(t) (Y() (t rz(xz)))smz//1
+ (g —b)cos (v, (1)~ (t =7, (%,))) + 0, (8, =7, (%,))sin (w, (1)~ (t-7,(x,))). (5.6)
t)— X, (t—73(%;) )cosV/2 ( (1))=Y, (t- T3(X3)))S|nl//2
—h(cos(y, (t)—yi (t-7,))- cos(zy2 z,//l(t)))

)
+(ay—1,)cos (v, (1) —w, (t—75 (%)) + 03 (g t - T3(X3))Sin(l//2(t)—l//z(t—fs(x3))).

5.2. Linearizalas az allandésult mozgas koriil

A jarmiiszerelvény egyenes vonalu mozgdsai koziil valasszuk azt a specialis esetet,
amikor t =0 idépillanatban a rendszert az origobdl, az X tengellyel pArhuzamosan inditjuk,

azaz a kezdeti feltétel:

X1(O):O’ Yl(o):01 ‘/’1(0):0' '//2(0):0’

: ‘ , (5.7)
Y,(0)=0, 4,(0)=0, ,(0)=0,
illetve a fentieknek megfeleléen az allandosult mozgas:
t)=0, t)=0, t)=0,
1 (1) ‘»”1( ) v, (t) (5.8)
(t)=0, ¥, (t)=0, w,(t)=0.



Vegyiik figyelembe, hogy a rendszerre az kinematikai kényszer mikodik (1d. (2.11)):
X, cosy, +Y,siny, =V. (5.9)
Linearizaljuk a fenti formulat az egyenstlyi mozgas koriil:
X, (t)=V. (5.10)

Ezt az Osszefliggést id0 szerint integralva a vontatd jarmili stlypontjdnak X irdnyt

elmozdulasara a kovetkezdé formulat kapjuk:

X, (t)=Vt. (5.11)

Ezen tulmenden egyszerlsitsik tovabb a modellt az egyes kerekek esetében

sy

fel, hogy a vezetd (L) pont lateralis elmozdulasa a kerékhez kotott vonatkoztatasi rendszerben

mindig zérus. Tehat:

g (a,t)=0, i=123. (5.12)

A fenticket behelyettesitve linearizaljuk a haladohullam megoldast (5.5) a stacionarius

mozgas koril:

q1(X1’t)=V71(X1)‘//1(t)_(Y1(t) Yl(t Tl(xi)))_(a+a0)(W1(t)_‘/ll(t_rl(xl)))’

q2(XZ,'[)=V72(X2)l//1(t)—(Yl(t) Y1 7,(%,) ) (l//l( )_l//l(t_TZ(XZ)))’ (5.13)
U (%,1) =V 73 (% )17, (1) = (Y () =Y (t=75 (%)) + h (w2 ()~ (175 (%))
—(a _Iz)('/’z ()-w, (t_TS(Xs)))
Hasonloképpen linearizaljuk az X, 1=1,2,3 valtozora vonatkozo formulakat (1d. (5.6)):
X =a,-Vr,,
X, =8, -V, (5.14)
X, =a, -V,

-30-



5.3. A kerekekre hato erok és koncentralt eréparok meghatarozasa

Az egyes kerekekre a talajrol atad6do erdket illetve nyomatékokat a (3.24) és (3.25)

Osszefliggések alapjan a kovetkezOképpen hatdrozzuk meg:

8y
F=k | g(x.tdx, i=123 (5.15)
—8
valamint:

)
M, =k | xg (x.t)dx, =123, (5.16)

i i
—&

A fenti integralokat a relaxacid elhanyagolasa miatt elegendd csak a kontakttartoméanyban, a
(—a,,8,) intervallumban kiszamitani. Mivel a (5.13) haladohullim megoldasban az egyes
valtozok argumentumaban a 7,, 1=1,2,3 id6késés szerepel, hajtsuk végre ((5.14) alapjan) az

integracios valtozokra alabbi integral helyettesitést:

dx, =-Vdr, i=123. (5.17)

Az integralasi hatarokra vonatkozoan pedig (5.14) alapjan az alabbi dsszefliggésre jutunk:

also hatar: a,=a,-Vr,,

y (5.18)
fels¢ hatar: —a, =a,-Vr,

amibdl az integralasi hatarok:

alsd hatar: 7. =0,

5.19
felsé hatar: z, :%. (5.19)

Miutdn az integralok az Osszefiiggésekben negativ eldjellel szerepelnének, igy az integralasi

hatarokat felcserélve irhatjuk a tovabbiakban pozitiv eldjellel az integralokat.
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A fentieket figyelembe véve, valamint az integralast — amelyik tagra lehet — elvégezve,
az egyes kerekre hatd erdkre, illetve nyomatékokra vonatkozéan az alabbi egyenleteteket

vezethetjlik le:

23
\
F =—-2ak (Y, (t)+ay, (t J. (t-7,)+(a+ay)y, (t—7,)Vdz,
0
23
Vv
F, = 2a0k(bl//1 (t)—Yl(t))+k J. (Yl (t—7,)+(a —b)t//l(t—rz))\/drz, (5.20)
0

F,= 2ak@W4)+gW40—na»

I (t- 13)+(a0—Iz)l//z(t—rs)—hl//l(t—r3))\/d73,

illetve:
2%
My =2k (1) +K [ (8 -V) (1 (1) + (@2 s (1) Vs,
2%0
Mz__gagk‘//l(t) I(ao VTZ)(Yl(t_T2)+(a0_b)‘//l(t_TZ))‘/dTZ' (5.21)
22y

M, :—Eagkl//2 t)+

i (ao —Vrs)(Yl(t—r3)+(ao —Iz)w2 (t—r3)—hl//l(t—rs))\/dr3.

,\
\—/
7\—

o'—.<‘

Lathat6, hogy az elobbi Osszefliggésekben a 7,7, valamint 7, idékésleltetés szerinti

integralokban az idOkésés csak azonos indexszel szerepel, igy a tovabbiakban az

idokésleltetés indexét elhagyjuk.

5.4. A vizsgalt differencialegyenlet-rendszer szerkezete

Mivel a tovabbi szamitdsok szempontjabol ez vezet egyszerlibb alaku
Osszefliggésekre, a rendszert ezuttal az 4ltalanos-koordinatak terében vizsgaljuk. Linearizaljuk
a pszeudo sebességek és az altalanos koordinata sebességek kozotti (2.12) Osszefliggést a

stacionarius mozgas (5.8) koriil:

B :Yl -V,
B =y, (5.22)
:Bs :'/72-
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A pszeudo gyorsulasokra vonatkozd Osszefliggést pedig a fenti egyenletek id6 szerinti

derivalasaval allithatjuk eld:

,B1 :Yl _Vl/./l’
182 =¥ (5.23)
IBs = Wz

A fenticket figyelembe véve irjuk at a jarmiiszerelvény (2.32) mozgasegyenlet-rendszerét az
altalanos koordinatak terébe, illetve linearizaljuk az egyenleteket az (5.8) stacionarius mozgas
kortl:
mY, +m, (Y, —hj, — fi7,) = F, + F, + F,,
05y, +m, (W7, —hY, +hf i, ) = aF, —bF, —hF, + M, + M, (5.24)
0,57, +m, (175, — 1Y, +hfyi, ) = M, - |,F,.
Ebbe behelyettesitve a kerekekrdl a jarmiivekre atadodo F,F,,F, erékre é¢s M,,M,, M,

koncentralt eréparokra levezetett (5.20), valamint (5.21) Osszefiiggéseket, az alabbi alaka

matrixegyiitthatds differencialegyenlet-rendszerre jutunk:

Mg (t)+Sa(t)=Q(t—7), (5.25)

ahol q(t) az altalanos koordinatékat tartalmaz6 vektor:

a(t)=| va(t) | (5.26)
¥, (t)
M a rendszer tomegmatrixa:
m, +m, —hm, —fm,
M=| —hm, 6, +m,h*  mhf |, (5.27)
—fm, mhf 6, +m,f?
S a merevségi matrix:
3 a—b—h i,
S=2ak|a-b-h a2+b2+h2+§a§ Lh |, (5.28)
1
i -, I,h §a§ + |22_
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Q(t — T) pedig a késleltetett tagokat tartalmaz6 matrix, amelyet a kovetkezdképp irhatunk fel:

289
Q=k[ v B(r)q(t-7Vdr. (5.29)
A fenti egyenletben szerepld B(7z) matrixban a ¢ idokéséstdl fiiggetlen, illetve téle

linearisan fliggd elemek szerepelnek:

B(’Z’) =B,-V7B,, (5.30)
ahol az egyiitthatomatrixok:
3 a—b-h a, -1,
B,=|2a,+a-b—h a’+b’—h®+2a,(a,+a—b) -h(a,-1,)|, (5.31)
8 -1, ~h(a-1,) (3 -L)’
valamint:
0 0 0
B,=|2 2a,+a-b 0 | (5.32)
1 —h a, -1,

Ezzel tehat a Q(t—7) matrixra a kovetkezd formulat kapjuk:

28y 28y
Q(t-7)= kUOV B, (t —T)Vdr—jov B.a(t —r)Vzrdfj. (5.33)

5.5. Numerikus stabilitasvizsgalat

Keressiik az (5.25) matrix egyiitthatés differencidlegyenlet megoldasat q(t)=Ke"

alakban, ahol K konstans vektor. Ezt visszatéve a differencidlegyenletbe az alabbi

Osszefliggésre jutunk:
28y 28
(/12|\/| +s) Ke* = Ke*k [ jov Boe-“\/dr—jov B,e*V?zrd r]. (5.34)

Elvégezve az integralast egyenlet jobboldalan e* -vel valé egyszertisitést kovetden az alabbi

formulat kapjuk:

(12M+S—k\i£8 [1—e2va”j]—5 L\i[l—ezva”j—z ez‘i‘%DK—O (5.35)
2’ 0 1 /1 a'O M '

A fenti egyenletnek csak akkor van trivialistol kiilonb6z6 megoldasa, ha a K egyiitthato-

vektor nem nulla vektor. Ekkor az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a zardjelben 1évo
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kifejezés matrixdnak determindnsa zérus, igy felirhatjuk a rendszer karakterisztikus

egyenletét:

2 _28 2
D(/’L):det(izM+S—k%(Bo(l—e v A]J—Bli%{l_e \% lj_zaoe v A]JZO' (536)

A karakterisztikus egyenletet elemezve belathat6, hogy a paraméterektdl fliggetleniil
mindig lesz két zérus gyoke. Ez a fizikai képiinkkel megegyezik, ugyanis az allandoésult
egyenes vonall mozgas abszolut rendszerben értelmezett iranya, illetve a jarmiszerelvény
pozicidja az (X ,Y) sikon a mozgas stabilitasa szempontjabol k6zombos, kényszerként csak
azt irjuk eld, hogy a jarmiszerelvény alland6 V jarmi iranyt sebességgel haladjon. Ennek
koszonhetden a linedris stabilitds szempontjabol elegendd a D(A)=D(1)/A° egyenletet
vizsgalnunk.

A stabilitas feltétele, hogy a D(A) karakterisztikus egyenlet minden 4 gyokére
teljesiiljon:

Re(/i,)<0, i=1,...,0. (5.37)

A rendszer linearis stabilitasat kiilonb6z6é V jarmi irdnyaba es6 sebességek, valamint
az utanfutd stlypontjanak helyzetét leir6 dimenzid nélkiili p paraméter fliggvényében
vizsgaltuk, a jarmiivek Osszes tobbi paraméterének 4allandd értéke mellett. A fentiekbdl
kovetkezik, hogy a stabilitdsi hatarokon a karakterisztikus egyenlet egy vagy tobb gyokének
valds része eldjelet valt. Ebbol a szempontbol két esetet kell vizsgalnunk, az elsé esetben egy

valos gyok valt elbjelet, azaz a hatarhelyzetben A — 0. Ekkor a stabilitdsvesztés modja

statikus:
Dy (V) =1imD(2,p,V)=0. (5.38)

A masodik esetben egy komplex konjugalt gyokpar valos része valt eldjelet, ami a rendszer
szempontjabol dinamikus stabilitasvesztést jelent, tehat a hatarhelyzetben A =ztiw. Azaz, a
karakterisztikus ~ egyenletbe A =iw-t helyettesitve megkaphatjuk a  dinamikus

stabilitasvesztéshez tartozd paramétergorbéket:

Do (PV)=D (4 pV)| . =0. (5.39)

=i
A statikus stabilitdsi hatarhoz tartoz6 gorbét analitikusan hatdroztuk meg, mig a
dinamikus stabilitasi hatarokat az (5.39) egyenlet numerikus megoldasaval kerestiik, amihez

tobbdimenzios szeld modszert alkalmazo programot hasznaltunk [4].
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5.6. Eredmények
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10. abra, Stabilitasi hatarok a késleltetett rendszerben

A fenti modszerrel, az eddigiekkel azonos jarmii paraméterek mellett meghatarozott
stabilitasi hatarokat pozitiv V longitudinalis sebesség mellett a 10. abra szemlélteti. Az dbra
jobb oldalédn taladlhatd szinskala pedig a karakterisztikus egyenlet, stabilitasi hatarokhoz
tartozO6 nulla valdés részii gyokeinek képzetes részét szemlélteti, ami linearis esetben
megegyezik az itt kialakuld rezgések sajatkorfrekvenciajaval. Lathato, hogy a kvazi-statikus
kerékmodellel illetve a relaxacido figyelembe vételével meghatarozhatd, nagy sebességnél
megjelend két jellegzetes stabilitasi hatar mellett, kis hosszirany sebességek esetén uj, a
kerekek ongerjesztett rezgésébdl adodo stabilitasi hatarok jelennek meg. Ezeket részletesen a

11. dbra szemlélteti.
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11. abra, Stabilitasi hatarok a késleltetett rendszerben, kis longitudinalis sebesség esetén

A fenti diagram alapjan, illetve a rendszer késleltetett jellegébdl adoddan arra
kovetkeztethetiink, hogy végtelen sok a fentihez hasonld stabilitasi hatar létezik, melyek

V — 0 esetén folyamatosan siirlisodnek.

5.7. A stabilitasi tartomanyok jellegények meghatirozisa szemi-
diszkrtetizacioval

Az 5.5 fejezetben bemutatott modszerrel tehat meghatarozhatoak a stabilitasi hatarok,
a stabilitasi tartomanyok jellegének megallapitasahoz azonban a (5.36) végtelen dimenzios
rendszer karakterisztikus egyenleténck minden (tehat végtelen szamt) gyokét vizsgalnunk
kellene (5.37) feltétel szerint. Ezért az egyes kerekek futofeliiletének lateralis elmozdulasat
leir6 (3.17) PDE szemi-diszkretizacidjaval véges szabadsagfokt modellre tériink 4t és ennek a

stabilitasat vizsgaljuk.

+ —+— — — +
-do-C -do Ax o ao‘%
X1 X2X3 ... XjXj+1...Xn-1Xn
R L

12. abra, Szemi-diszkrteizacio
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Ehhez bontsuk fel a —a, <x <a,, 1=12,3 kontakttartomanyt az egyes kerekek
esetében n pont segitségével N—1 db Ax=2a0/(n—1) hosszusagu intervallumra (Id. 12.
abra), 0igy, hogy az els6é pont X, =—a,, az n-dik pedig X, =a, legyen. Ezek alapjan a j-dik
pont helyét a kdovetkezoképpen hatarozhatjuk meg:

X =—a,+(j-1)Ax j=1..n, (5.40)
illetve a j-dik pont lateralis elmozdulasa:
g (t)=a(x;.t), i=123 j=1..n, (5.41)

mig a kontakttartomanyon kiviili pontokban a relaxaciot elhanyagolva zérus deformaciot

feltételezunk.

Kozelitsiik az egyes pontok lateralis elmozdulasanak X, valtozo szerinti derivaltjat az

X, pontban (g (t)) az alabbi véges differencia séméakkal:

r qi2 (t)_qll(t)
L)z —————, 5.42
q|l( ) AX ( )
az x, pontban:
' qin (t) - qin—l (t)
' (t) = , 5.43
0 (1) o (5.43)
az Osszes tobbi pontban pedig:
' qij+1 (t)_qij—l (t) .
C(t)= . J=2,..,n-1 5.44
q (1) = = j=2n (5.44)

A fenti formuldk segitségével atirva a (5.1) PDE-ket, valamint (2.15) szerint
attranszformalva az egyenleteket a pszeudo sebességek terébe, az alabbi kozonséges

differencialegyenletek vezethetdk le:

a,; () =-B—(a+x) 8 —a; ()(V - B, (1)),

Gy (1) = =4+ (b=%;) B, = a5, ()(V = Bt (1)),

O; (1) =V sin(w, —y, )+ (hB, - B)cos (v, )+ (1, - X; ) B,
— O (t)(V cos(v, —1 ) +(B,—hp, )sin (v, =y, ) — Byl (t))

crcr

(5.45)

(5.12) feltétel miatt ¢, (t) =0, i=123.
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Mindezek figyelembe vételével kozelitsik a kerekekrél a jarmiivekre atadodo
(R.F,,F) eréket, illetve (M;,M,,M,) Kkoncentralt erSparokat leiro (5.15) és (5.16)

integralokat trapézformulakkal:

F,_kzq” q”*le i=1,2,3 j=1..n-1, (5.46)

valamint:

nOX + X =+
M.;k;( ) > “1jq” Zq'”le, i=1,2,3, j=1..n-1. (5.47)
J:

Az integralt kozelitdé formuldkat behelyettesitve a jarmiiszerelvény pszeudo sebességek
terében felirt (2.32) ill. (2.33) mozgasegyenlet-rendszerébe, valamint hozzavéve a kerék

diszkrét pontjaira felirt (5.45) differencialegyenleteket, az alabbi alaku 5+3(n—1)=3n+2

ismeretlenes, nemlinearis, elsérendii, autonom differencialegyenlet rendszerre jutunk:
x(t)=f(x(t)), (5.48)
ahol az X(t) valtozokat tartalmazo vektor elsd 5 eleme a pszeudo sebességeket, illetve a

vontatd jarmi ¢és a vontatmany X tengellyel bezart szogét, mig a tovabbi 3(n —1) db elem az

egyes kerekek diszkrét pontjainak lateralis irany elmozdulasat tartalmazza:

|:ﬁ1 ﬂz ) ﬁs(t) l//l(t) l/fz(t) "'qu(t)"'qzj(t)"'qu(t)"']T’ (5-49)

Vizsgaljuk a differencidlegyenlet-rendszer stabilitasat az allanddsult mozgas koriil. Az

x=J,x differencidlegyenlet-rendszer az (5.48) autoném egyenlet Xo egyensulyi helyéhez

tartozo variacios rendszere, ahol Jp az f (X) Jacobi-matrixa, az X = X, helyen:

Joz[jOk,], k,1=1..,3n+2, (5.50)
ahol:
. of,
-2k , 5.51
JOkI aXI - ( )

ahol xo a (5.48) differencialegyenlet valtozoinak az allandosult mozgas soran felvett értékeit

tartalmazo vektor, amely ebben az esetben nullvektor:

X, =0. (5.52)
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A stabilitas feltétele, hogy a J, Jacobi-matrix egyenlet minden A, sajatrétékére

teljesiiljon:

Re(24)<0, i=1..3n+2. (5.53)

E feltétel alapjan kiilonboz6é V jarmii iranyaba esé sebességek, valamint az utanfuto
sulypontjanak helyzetét leird6 dimenzi6 nélkiili p paraméter mellett vizsgaltuk a Jacobi-matrix

legnagyobb nem zérus sajatértékének eldjelét, és hataroztuk meg a stabilitasi tartomanyokat.

5.8. Eredmények

Mivel a szemi diszkretizalt rendszer véges dimenzids, csak korlatozott szamu
stabilitasi tartomany esetében ad relevans eredményt. A moddszer pontossaga ndvelhetd a
kontakttartomany felosztasanal alkalmazott intervallumok szamanak ndvelésével, azonban
ebben az esetben a modell szamitasi igénye is jelentdsen megnd.

A rendszer stabilitastérképét, az egyes kerekek esetében a kontakttartomanyt egyarant
n=40 ponttal felosztva, a 13. abra mutatja, fehérrel jelolve a stabil, zolddel az instabil

tartomanyokat.

4

r[1]

¥ [mfs]

13. abra, A szemi diszkretizalt rendszer stabilitasi térképe

Ez alapjan elmondhat6, hogy a rendszer minden zart gorbével koriilhatarolt
tartomanyban instabil viselkedést mutat, amibdl kovetkeztethetiink a késleltetett rendszer

stabilitasi tartomanyainak hasonld jellegére is, amit az alabbi abran szemléltetiink.
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14. abra, A késleltetett rendszer stabilitistérképe a szemi-diszkretizacié eredményei alapjan

5.9. Numerikus szimulacié

Az el6z0 fejezetekben targyalt stabilitdsvizsgdlat eredményeinek ellendrzésére
szimulaciok segitségével vizsgaltuk a rendszer mozgasat. A jarmiszerelvény (5.48) szemi
diszkretizalt mozgasegyenletének adott kezdeti feltételek melletti megoldasat, numerikus
uton, explicit Runge-Kutta formulaval hataroztuk meg, mig a kezdeti feltételeket az
allandosult mozgashoz képest kis zavarassal adtuk meg. A szemi-diszkretizacidhoz a kerekek
ongerjesztett rezgéseinek vizsgalatanal 40 ponttal, mig a nagy longitudinalis sebesség melletti
stabilitasvesztés vizsgalatandl 5 ponttal osztottuk fel a kontakttartomanyt. A szimulacios

eredményeket a dolgozathoz csatolt melléklet tartalmazza. Az egyes esetekben abrazoltuk a

rendszer autondom differencidlegyenletéhez tartozo J, Jacobi-matrix adott V longitudinalis

sebesség, illetve p a vontatmany stlypontjanak helyét leir6 paraméter melletti legnagyobb

valos részi sajatértékeit, a B, 5,, B; pszeudo sebességek idofiggvényét, valamint a kerek

kontakttartomanybeli, adott rezgési modusra jellemzd deformaciojat.

5.10. Kovetkeztetések

A numerikus szimulaciok eredményei alapjan elmondhato, hogy a kvazi-staikus
kerékmodellel is kimutathatd, nagy V jarmii irdnyt sebességhez tartozé instabil tartomanyban
(Id. 15. abra) a rendszer stabilitasvesztése dinamikus abban az esetben, ha a vontatmany
sulypontja a kerekek tengelye mogott van, és statikus, ha a vontatmany sulypontja a kerekek

tengelye eldtt helyezkedik el, ami megegyezik a kordbbi modellek eredményeivel.
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15. abra, Nagy longitudinalis sebességek mellett kialakulé rezgések

A kis V longitudinalis sebesség mellet kialakuld instabil tartomanyok ezzel szemben
egyarant dinamikusak és harom alapvetd tipusba sorolhatok (minden kerék azonos fazisban,
illetve vagy a vontato jarmu hats6 kereke, vagy az utanfut6 kereke a tobbihez képest ellentétes
fazisban deformalddik). Ezekben az esetekben a gumikerék talajjal érintkezé pontjai a mozgas
soran egy teljes sinushullamhoz hasonl6 alakban deformalodnak.

Kisebb sebességek mellett a fentiekhez hasonldé moddusok alakulnak ki), azonban a
kerekek deformaciojara ekkor mar a kozelitdleg tobbszords sinushullam alak jellemzo.
Mindemellett 1éteznek olyan paramétertartomanyok is, ahol tobb instabil tartomany metszi
egymast, amelyekhez a rendszer Jacobi-matrixdnak tobb pozitiv valds részli kopmlex-
konjugalt gydkparja tartozik, azaz az igy kialakul6 rezgésben tobb frekvencia is megjelenik,
illetve a kerekek kontakttartomanybeli deformalt alakja is dsszetettebb. A kiilonb6z6 rezgési

modusokat eltérd szinekkel jelolve az alabbi dsszefoglald dbran tiintettiik fel.
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16. abra, Az ongerjesztett rezgések tipusai

Erdemes még megemliteni, hogy bar jelen esetben kis deformaciokat feltételezve
elhanyagoltuk a kerekek esetleges megcsuszasat, a kerekek Ongerjesztett rezgései miatt
kialakuld instabil tartomanyokban mégis ezzel Osszeegyeztethetd eredményt kaptunk. A
kontakttartomanyban masodfoku fliggvény szerinti nyomaseloszlast feltételezve ugyanis a
futofeliilet pontjainak megcstszasat, (a Brush-modelt [1] alkalmazva) egy a lehetséges
oldaliranyi elmozdulast hatarold parabolaval veheté figyelembe, amivel nem csak a

futofelillet L vezetd X, =a,, hanem az R hats6 X, =-a, pontjaban is zérus oldaliranyt

elmozdulas adodik. Ezt a feltételezést a fentebb bemutatott esetekben a kialakult

kerékdeformacio alakja jo kozelitéssel teljesiti.
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6. A jarmiiszerelvény kisérleti stabilitasvizsgalata

6.1. Kerék deformacio-ero karakterisztika mérése

A dolgozat célja volt egy olyan kisérleti berendezés megépitése, amely alkalmas a
személygépjarmii-utanfutd  rendszer futopadon vald  stabilitdsvizsgalatara ¢és a
jarmiszerelvény stabilitdsvesztésének jellegzetes modjainak bemutatasara. Annak érdekében,
hogy a kisérleti és a mechanikai modell paraméterei egymasnak megfeleltethetoek legyenek,
sziikség volt a kisérletek soran hasznalt modellauto kerék (kvazi-statikus allapotot feltételezo)
deformacid-erd karakterisztikdjanak kisérleti Giton torténd meghatarozasara is.

Ehhez a kisérleti modellen haszndlt kereket egy hosszii rugalmas ridhoz ugy
rogzitettiik, hogy az a radhoz képest ne fordulhasson el, majd az egész rendszert rogzitettiik a
futopadon, Ggy hogy a kerék o kuszasi szoge tetszOlegesen bedllithato legyen.

A rad két oldalara kiilon-kiilon negyed Wheastone-hidba kapcsolt nyulasmérd
bélyegeket helyeztiink [7], amelyek segitségével kiilonbdz6 « kuszasi szogek mellett mértiik

a rad hossztengely iranyaba es6 ¢, fajlagos nyulast. A mérési elrendezést a 17. abra mutatja.

17. abra, A modellhez hasznalt kerék deformacio-eré karakterisztika mérése
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A kerékrdl a rudra atadodd F, oldaliranyu er6ket a mért ¢, fajlagos nyulas értékekbdl

a kovetkez6 abran lathatdo modell segitségével hataroztuk meg.

nyulasmérd bélyegek

7

YA

ko

bo

18. abra, A lateralis er6k mérésének mechanikai modellje

A fluggbleges iranya befogott rudat, amelynek két oldalara h, magassagban

ragasztottuk a nyulasmérd bélyegeket, menetes szar segitségével szoritjuk le a futdopadhoz,

aminek hatdsara az a hozza rogzitett kerék kozépsikjaban (a rad hossztengelyétsl b,
tavolsagra) egy F, koncentralt erdvel, illetve a kerék oldalirdnya deformacioja miatt egy F,

erdvel terheli a szerkezetet. Ezek figyelembe vételével irjuk fel a fiiggdleges rad hajlitd

nyomatéki igénybevételét a z=h, helyen:

M, = F,h, —F,b,. (6.1)

Ezzel a hajlitasbol szarmazo fesziiltség a keresztmetszet sz¢€1s6 szalaiban:

, (6.2)
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ahol 1 =kl /12 a keresztmetszet hajlitds tengelyére szamitott masodrendii nyomatéka.

Mindemellett a fliggdleges iranyu F, terhel6 er6bdl normaligénybevétel is szarmazik,

amelyet a
o, = KZ (6.3)
formulaval hatarozhatunk meg, ahol A=k.e, a keresztmetszet teriilete. Osszegezve tehat a

sz¢€1s6 szalakban ébredd normalfesziiltséget a kovetkezOképpen szamithatjuk:

M. (h)e, F,
Gz(ieOIZ,hb):i#EO—X. (6.4)

X
Egytengelyli fesziiltségi allapotot feltételezve a sz€lsd szalakban ébredd fesziiltséget az
egyszeri Hooke-torvény segitségével a mérés soran meghatarozott nyalasok segitségével

hataroztuk meg:

o(+e,/2,h))=Ee((e,/2,h,)), (6.5)

ahol E a rad anyaganak rugalmassagi modulusa. A két fesziiltségérték kiilonbségét

képezve meghatarozhatjuk a hajlitasbol szarmaz¢é fesziiltség nagysagat:

o =O'Z(eO/Z,hb)—O'Z(—eO/2,hb):th(hb)e_0 (6.6)
" 2 [ 2’ '

X

amelybdl (6.1) szerint meghatarozhat6 az F, oldaliranyu erd:

y
b eO

F :i(20“|X+szoj. (6.7)

Az F, figgdleges iranyu terhelést a sz¢élsé szalakban Iétrejovo fesziiltségek hatarozhatnank

meg:
o = Z(@/2h)+o (& /2h)  F (6.8)
2 A
ahonnan:
F=—0,A (6.9)

A mérés soran azonban a sz€lsd szalakban mért nyulasok abszolutértékének kiilonbsége a
mérési zaj nagysagrendjébe esett, igy ezzel a moddszerrel nem kaptunk értékelhetd

eredményeket. Ehelyett feltételeztiik, hogy amennyiben a kerék « kuszasi szoge zérus, akkor
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nem ¢ébred lateralis irany( erd (Fy =O), igy a z iranya terhelést (6.7) szerint az alabbi
Osszefliggésbol szamitottuk:

20, |
F=—Thx, (6.10)
eObO
a tobbi mérési pontban pedig ezt a referencia értéket hasznaltuk a szamitasokhoz. A fentiek
felhasznalasaval meghatarozhat6 a kerékrdl a radra atado6do oldaliranyu erd, amelyek alapjan

az alabb ismertetett paraméterinek segitségével felvehetd a kuszasi szog-erd karakterisztika:

E =210 GPa,
h, =260 mm,
b, =35 mm, (6.11)
k, =30 mm,
&, =2 mm.
2
1,8 . . ‘_‘__‘ .
1,6 ® ¢
4
1,4
1,2 o ?
z , .
z ¢
0,8 &
X
0,6 -
B
04 @
0,2 |‘
ol
0 10 20 30 40 50 60
a[]

19. abra, Az oldalirany erd valtozasa a kiszasi szog fiiggvényében
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/ Fy = 0/18260. + 0.1826

Fy [N]
L 2
L 2

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

a[]

20. abra, Az oldalirany eré valtozasa a kuszasi szog fiiggvényében, linedris tartomany

Az F, figgodleges terhelés kozelitése miatt azonban a fenti er6karakterisztika csak kis

kuszasi szogek mellett ad elfogadhatdé eredményt, ugyanis a rad nagy alakvaltozasa mellett a
kereket a talajhoz szoritd erd drasztikusan lecsokken, ami miatt a laterdlis er6k lehetséges
maximuma is csokken a konstans terheléshez képest, igy az esetleges nemlinearis

vizsgalatokhoz tovabbi méréseket tennének sziikségessé. Az erdkarakterisztika linedrisnak

tekinthet6 tartomanyaban (O <a< 5°) (Id. 20. abra) a mérési pontokra legkisebb négyzetek

modszerével regresszids egyenest illesztettiink, ami alapjan meghatéaroztuk a kerék linearis

rugdmerevseget:

C., =0,1286 {ﬁ} =10,46 {ﬁ} (6.12)
Y fok rad
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6.2. A berendezés mechanikai modellje

21. abra, A Kisérleti berendezés mechanikai modellje

A kisérleti berendezés mechanikai modelljének (Id. 21. dbra) megtervezésekor a 2.

fejezetben  bemutatott bicikli modellt vessziik alapul. Az utanfutét vontatd
személygépjarmiivet a futopadhoz az O pontban csukloval rogzitjik egy |, hosszusagt, a
modellben zérus tomeglinek tekintett raddal, amely a személygépjarmithz az E pontban
szintén csukldval kapcsolodik. E pont tavolsiga a jarmii els6 kerekétdl hy.

Bar a valds kisérleti berendezésben a futopadon a talajt mozgatjuk a jarmiih6z képest,
a Galilei-transzformacio alapjan a modellezésnél gy tekintjiik, hogy a talaj az abszolut

vonatkoztatasi rendszerben all, és az O pont sebességére irunk eld kényszert:

Vv
v, =0/ (6.13)
0



Mivel a fenti kényszer integralhatd, ezzel valojaban az O pont r, helyvektorara irtunk eld,
idofliggd geometriai kényszert:
Vt

rL(t)=| 0| (6.14)
0

A rendszer tehat csak geometriai kényszert tartalmaz, amelyek kdzott azonban (6.14)
idofliggd, azaz a rendszer 3 szabadsagfoki holoném, reondém rendszer, amelynek

mozgasegyenletit a masodfaju Lagrange egyenlet segitségével vezethetjiik le.
Valasszuk altalanos koordinatdknak az egyes rudak x-tengellyel bezart v,y , v,
szogeit:
Yo
a=|vy | (6.15)
¥,

Ezeket felhasznalva a rendszer mozgasegyenleteit a masodfaju Lagrange-egyenlet

segitségével vezethetjiik le:
————=Q,, k=123 (6.16)

ahol T a rendszer kinetikus energidja ¢, és (, az altalanos koordinata sebesség, valamint
altalanos koordinata vektorok k-dik elemei, valamint Q, -k az n. altalanos erok.

A rendszerre hato, a kerekek deformacidjabol szarmazo F,F,,F, erdk, illetve az
M, M,, M, forgatonyomaték kiszdmitasdhoz a kvazi-statikus deformaciot feltételez linearis

kerékmodellt alkalmaztuk (1d. (3.18)) alkalmazhatjuk. A jarmiiszerelvény kerekeinek kuszasi
szogeit az eredeti modelltdl eltérd modon az alabbiak szerint hatdrozhatjuk meg az A, B,

valamint D pontok sebességének X és y irdnytl komponenseinek segitségével:

—l,y —hy
alzarctan[ OWO_CO_SWO O‘/jl_co_svj J— g
V +lyy, siny, +hy, siny,
—lgy, cosy, —(a+b+hy )y, cosy,
o, = arctan — — -y, (6.17)
V +lgy,siny, +(a+b+h) )y, siny,

gy, cosy, —(a+h+hy )y, cosy, — Ly, cosy, J_

@, =arctan
: {V+Ioz,/)osinz,//0+(a+h+h0)x/)1sim//l+I21/}Zsin1//2
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6.3. Stabilitasvizsgalat

A kisérleti berendezést reprezentaldé mechanikai rendszer stabilitasvizsgalatahoz, a
mozgast leird6 masodrendli differencialegyenlet-rendszer egyenleteit Cauchy-atirassal

alakitsuk at elsérendiivé. Ehhez y,,y,,y, altalanos koordinata sebességek helyére vezessiik

be Q,,Q,,Q, valtozokat az alabbiak szerint:

Wo =,
w, =€, (6.18)
W, =€,

A fenti 6sszefliggést derivalva az id6 szerint az alabbi egyenletekre jutunk:

W =y,
‘/71:911 (6.19)
W, =Q,.

A fenti (6.18) és (6.19) Osszefliggéseket helyettesitsilk be a rendszer mozgasegyenleteibe,

majd hozzuk 6ket autoném differencidlegyenlet alakra. Ezzel egy )'((t):f(x(t)), alakd,

hatismeretlenes elsérendi autonom differencialegyenlet-rendszerre jutottunk, ahol a

valtozokat tartalmazd vektor:

XT(1)=[Q,(t) (1) Q(t) w,(t) wi(t) wy(t)]- (6.20)
Ekkor az x = J,x differencidlegyenlet-rendszer az autoném egyenlet Xo egyensulyi helyéhez

tartozo variacios rendszere, ahol Jo f (X) Jacobi-matrixa, az X = X, helyen:

Jo=[ou], k!I=1..86 (6.21)
ahol:
. of
Jou =5_Xk|X=X : (6.22)

ahol Xo a differencialegyenlet valtozoinak az allandosult mozgas soran felvett értékeit

tartalmazo vektor, amely ebben az esetben nullvektor. A Kkarakterisztikus polinomot a
kovetkezOképpen irhatjuk fel:

P(ﬂ):det(Jo—Il). (6.23)

A differencialegyenlet-rendszer X, egyensulyi helye (amely esetiinkben a stacionarius

mozgas) Ljapunov értelemben stabilis, ha Jo matrix minden sajatértékének valds része
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negativ, vagy zérus. Belathato, hogy a Jo Jacobi-matrixnak ebben az esetben paraméterektdl

fiiggetleniil mindig lesz két zérus sajatértéke. A jarmiszerelvény egyenesfutdsanak linearis
stabilitdsa szempontjabol azonban elegendé a P(1)=P(4)/ A%, A-ra nézve negyedfoku

polinomot vizsgalnunk, amihez Routh-Hurwitz kritériumot alkalmaztuk [5].

A kisérleti modell stabilitasvizsgalata soran figyelembe vettiik azt is, hogy a mérések
soran a vontatmany sulypontjanak helyét a jarmiivekre a kerekek tengelyéhez képest e
tavolsagra elhelyezett pottomegekkel valtoztatjuk (ld. 22. abra), ezzel azonban egyidejlileg a

tehetetlenségi nyomatékot is megvaltoztatjuk.

22. abra, Vontatmany a rahelyezett pottomeggel

Ezért ebben az esetben az utanfutd sulypontjanak helyét leird6 paramétereinek a

kovetkezoképpen valtoznak meg:
_1,pm, +(1,+e)m,

f : (6.24)
m, +m,

valamint:

f_Lpm+(l,+e)m,
1, (m, +my)L,

p= (6.25)

ahol p a p paraméterrel analog mennyiség, a pottomeg nélkiili vontatmany stilypontjanak
helyét adja meg. A rendszer stabilitdsat igy kiilonbozd V jarmii irdnyaba esé sebességek,
valamint a pottdmeg az utanfutd tengelyéhez képesti kiilonbozo tavolsaga mellett vizsgaltuk

az alabbi jarmi paraméterek mellett:
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m, = 2.83 kg,

l,=0.1m,

m, =0.9kg, a=0.108m

m, =1kg, e ’

) ° 0 2§ b=0.149m, (6.26)
L h, =0.08 m, '
k, =0.15, b 0231

A:1’ . ]

b |, =0.25m,

Cy, =10.46 N/rad,

ahol k; és ky a személygépjarmii, illetve a vontatmany alaktényezdéje. Ezek segitségével a
jarmiivek 6, illetve 6, sajat sulyponti, a mozgas sikjara merdleges tengelyre szamitott
tehetetlenségi nyomatékat a jarmiivek hosszaval négyzetesen aranyosnak feltételezve,

crer

kovetkezokeéppen becstiljiik:

lekiml(a+h+h0)2, (6.27)
6, = k,mL,2 +m, (1, + p,— ).

A fenti paraméterek mellett a stabilitasvizsgalat eredményeit pozitiv V longitudinalis
sebességek mellett stabilitasi térképen abrazoltuk (23. abra). Megmutathatd, hogy a
kisérlethez moédositott rendszer linedris stabilitasi tartomanyai megfeleltethetéek az eredeti

rendszerrel.
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23. abra, A Kkisérleti modell stabilitas térképe és a kisérlet soran meghatarozott, a stabilitasvesztéshez

tartoz6 paraméterek

6.4. Kisérleti eredmények

24. abra, A jarmiiszerelvény kisérleti modellje
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A kisérlethez épitett jarmiszerelvény modell a 24. 4bréan lathaté. A jarmiivek
sulypontjanak helyét rahelyezett pottomegekkel allitottuk be. A mérések soran, az utanfuton
elhelyezett tomegek helyét 10 mm-es Iépésekkel valtoztatva, minden egyes beallitdshoz
kerestiik a stabilitdsvesztéshez tartozo sebességeket. Egy-egy beallitds mellett tobb mérést is
végeztiink. A stabilitdsvesztéshez tartozd sebességeket a szadmitdssal meghatarozott
stabilitastérképen abrazoltuk (Id. 23. abra).

Megallapithat6, hogy a vontatmany tengelye mogotti stilyponthoz tartozo stabilitasi
hatar jellegre megegyezik a szdmitasok eredményével. A stabilitasvesztés soran kialakuld
mozgast tekintve (Id. 25. dbra) elmondhatd, hogy annak rezgéses jellege ugyancsak egybevag
a szamitasi eredményekkel. Ugyanakkor a méréssel meghatarozott stabilitdsi hatarok a
szamitasok altal elére jelzettnél nagyobb V sebesség mellett alakultak ki, amelynek oka lehet
akar a kerekek csillapitasa, amelyet a dolgozatban nem modelleztiink.

Emellett megfigyelhetd volt, hogy a stabilitdsi hatarhoz kozeli, de még linedrisan
stabil sebességtartomanyokban a rendszer nagyobb kitéritése esetén ugyancsak tapasztaltunk

stabilitasvesztést, ami a nemlinearis rendszerben szubkritikus bifurkacié jelenlétére utal.

25. abra, Stabilitasvesztés a vontatmany tengelye mogé helyezett péttomeg esetén

Ezzel szemben a vontatmany tengelye el6tti sulyponthoz tartozo stabilitasi tartomany
hatara a mérés soran nem volt egyértelmiien meghatarozhat6. A kisérleti modellhez tartozo
mechanikai rendszerben a stacionarius mozgas ugyanis a két zérus gydok miatt nem
aszimptotikusan stabil, igy a jarmiiszerelvény nem tartja meg az egyenes mozgasat. Ez a
dinamikus stabilitdsvesztés vizsgdlatanal nem jelentett problémat, ott ugyanis a jarmi
stabilitdsvesztésnél kialakuld rezgés egyértelmiien domindns volt a zérus gyokok miatt
kialakuld mozgashoz képest. A statikus instabilitasi hatar esetében azonban szabad szemmel,
nem kiilonithet6 el egymastol egyértelmiien a jarmiiszerelvény stabil illetve instabil egyenes
futasa, miutan mindkét esetben tapasztalunk (a zavarasok miatt kialakulo) rezgést (1d. 26.

abra)
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26. abra, Stabilitasvesztés a vontatmany tengelye elé helyezett pottomeg esetén

A probléma kikiiszobolésére egy lehetséges megoldas lehetne a rendszer mozgasanak
kameraval, illetve szamitogép segitségével vald analizdldsa, amelyek segitségével
megallapithatd lehetne a mozgas kezdetekor az utanfutd szogsebességének exponencialisan
novekvo, vagy csillapodo jellege, ami alapjan elkiilonithetd lenne a stabil és az instabil

egyenes futas.



7. Osszefoglalas

Osszességében megallapithatd, hogy a dolgozatban bemutatott mindkét dinamikus
kerékmodell, a relaxaciot figyelembe véve modositott kvazi-statikus modell illetve az
semlékezd” kerékmodell a jarmiszerelvény mozgasanak részletesebb vizsgalatat tette
lehetové, €s elsdsorban kis longitudinalis sebességek esetén kimutathatéan moédositotta a
kialakuld mozgas jellegét, mig nagy sebesség mellett visszaadta a kvazi-statikus
kerékmodellel kapott eredményeket.

Emellett az ,emlékez6” kerékmodell esetében, az idokésleltetés miatt végtelen
dimenzios rendszerben, kis sebességek esetén 1) instabil paramétertartomanyokat mutattunk
ki. Ezeket numerikus szimulacid segitségével analizltuk, és elkiilonitettiik az eltérd jellegli
rezgési modusokat. Az is elmondhat6 ugyanakkor, hogy ezek a médusok gyengén instabilak,
igy a valdsagban ezek kevésbé jelentenek veszélyt, mint a nagy sebességnél torténd
stabilitasvesztés, ugyanis a kerékben 1év csillapitas miatt az instabil tartomanyok mérete
csokkenhet, vagy akar el is tlnhetnek. Mindezek ellenére a rendszer dinamikajat
befolyasolhatjak, igy kozhti jarmiivek vezetését segitd rendszerek tervezésekor, kis sebességli
alkalmazasoknal jelentdségiik lehet.

Mindezek mellett a dolgozat célja volt a jarmiszerelvények Kkisérleti
stabilitasvizsgalata, és egy alkalmas mérési berendezés megépitése, amelyhez kapcsolédoan
sor kertilt a kerekek kuszasi szog-lateralis eré karakterisztikdjanak kimérésére is. A kisérleti
eredmények a nagy longitudinalis sebességekhez tartozo két jellegzetes instabil tartomany
koziil abban az esetben, amikor a vontatmany sulypontja a kerekek tengelye mogott
helyezkedik el a szamitdsi eredményekkel megegyezd jelleget mutatott, valamint a
nemlinedris rendszerben szubkritikus bifurkacio jelenléte is kimutathaté volt.

Ezzel szemben abban az esetben, amikor a vontatmany sulypontja a kerekek tengelye
elétt  helyezkedett el nem volt egyértelmlien azonosithatd az egyenes futas
stabilitasvesztéséhez tartozo hatarsebesség, igy ezzel kapcsolatban még tovabbi vizsgalatok
sziikségesek.

A mechanikai modellel kapcsolatban tovabblépési lehetdség lehet egyrészt a
kerékmodell tovabbi fejlesztése, aminek egyik lehetséges iranya a relaxacio figyelembe vétele
lehetne az ,.,emlékezd” modell esetében is, illetve a késleltetett rendszerben kis sebességnél
kialakuld instabil tartoméanyok stabilitdsa szempontjabol a csillapitas figyelembe vétele. Ezen

kiviil érdekes eredményeket szolgaltathatna a kerekek megcsiiszasanak implementalasa a
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kerékmodellbe és ezen keresztiil a rendszer nemlinearis analizise, illetve ebben az esetben
lehetdség lenne nagyobb kerékdeformacioval jaré mozgéasok (pl. a kanyarodas) vizsgalatara

is.
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