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1. Bevezetés

Euler 1752-ben irta le eldszor a surlodasmentes folyadékok mozgasegyenleteit, majd kozel
100 évre ra, 1840-ben publikaltak a Navier-Stokes egyenleteket, amelyek mar figyelembe veszik
a folyadékok surlodasat is. Az egyenleteknek akkoriban nagyon kevés esetben ismerték a
megoldasat, és azok sem egyeztek a természetben tapasztaltakkal. Az ellentétet Reynolds oldotta
fel hires kisérletével, amelyben a csévek aramlastani viszonyait tanulméanyozta. O jott ra eldszor,
hogy adott sebesség felett a Stokes altal csdvekre levezetett megoldas nagyon kis zavarasok
esetén is elveszti a stabilitasat. Tehat egy olyan megoldas, amelyik matematikailag kielégiti a
folyadékok mozgasegyenletét, nem biztos, hogy a természetben is megfigyelhetd. Ezek utdn tobb
kutaté is a folyadékok instabilitdsat vizsgdld moddszereket dolgozott ki. Ezek koziil a
legjelentdsebb a Prandtl altal vezetett gottingeni iskoldban dolgozdé Tollmien és Schlichting,
illetve tolik fiiggetleniil Orr és Sommerfeld altal kidolgozott egyenlet volt, melyet végiil
utobbiakrol neveztek el. (Munkam sordn én is ezt az egyenletet oldottam meg.)

Lathato, hogy sok mas tudomanyteriilethez hasonléan, a stabilitdsvizsgalat milyen nagy
szerepet tolt be az d&ramlastanban is. Kutatdsom soran a kétdimenzids sik szabadsugar aramlastani
viszonyait fogom vizsgalni. A szabadsugar stabilitasdnak problémaja bonyolultabb aramlastani
konfiguraciok kapcsan mertilt fel, mint az él- és az tireghang. Ezek stabilitasvizsgalata rendkiviil
fontos, hogy megértsiik az instabilitasuk kialakulasat, és azt esetleg megsziintethessiik (bombazo
replilok ledobd nyildsa, autok nyitott ablaka, napfényteteje), vagy kivant frekvenciara
hangolhassuk (favos hangszerek). A két konfiguracid nagyon hasonld, mindkettdnél a
szabadsugar, illetve a nyiroréteg utan egy aramlast megzavard elemet (éket, iireget) helyeznek.
Ezeket az Ongerjesztett aramlasokat mindig visszacsatoldsi kor kialakuldasaval magyarazzak,
aminek egyik eleme az, hogy az aramlasba helyezett targy visszahat a szabadsugar illetve a
nyiroréteg kilépéshez kozeli részére (,,a legérzékenyebb rész”), és ott egy infinitézimalis zavaras
l1étrehozasaval instabilitasi hullamot kezdeményez [1]. Ezt a fokozott érzékenységet mar tobben
vizsgaltak, és kisérletileg is sikeriilt kimutatni, hogy a szabadsugar tényleg a kilépésnél a
legérzékenyebb [2].

Ennek a fokozott érzékenységnek a matematikai magyarazatara a szakirodalomban egyetlen

cikket taldltam, amiben a kilépést nyirorétegként veszik figyelembe, és ezen végzik el az
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fogékonysag” vizsgalatot [3]. A ,,fogékonysag” analizis (angolul: receptivity, sajat forditas,
mivel a magyar szakirodalomban nem talaltam ra kifejezést) a stabilitasvizsgalathoz nagyon
hasonlé elemzés, azonban itt nem egy altalanos zavarashulldm amplitidojanak novekedését
vizsgaljak az aramlasban, hanem az aramléds egy pontosan definidlt gerjesztésre adott valaszat.
Azonban a cikkben a nyiroréteg-kozelités feltételezi, hogy a hatarréteg a kilépésnél rendkiviil
vékony, amely bizonyos esetekben jo kozelités (egyenletes sebességprofil a kilépéshez kozel),
mas esetekben azonban rossz (parabolikus kilépési profil vagy tavol a kilépéstol). A munkam
soran ezért kiilonb6z6, a valodi kilépési viszonyokat jobban kozelitd, a nyilastol kiilonboz6
tavolsagra 1év6 sebességprofilok stabilitasvizsgalatat fogom elvégezni, és ezek alapjan vizsgalni,
hogy a kilépés helyénél mennyivel érzékenyebb a szabadsugar, mint attdl az aramlas iranyaban

tavolabb.

2. A stabilitasvizsgalat

2.1 Az Orr-Sommerfeld egyenlet

Az Orr-Sommerfeld egyenlet [4] a Navier-Stokes és a kontinuitas egyenletébdl levezetett,
stabilitdsvizsgalatra mar régota hasznalt egyenlet. Az 4ramlasra jellemz6 mennyiséget a

kovetkez6 alakban keresstik:
q(x,y,z,t) = Q(x,y,2) + e * G(x,¥,2,t) (2.1.2),

ahol Q a mennyiség idéatlagolt nagysaga, mig a masik tag, az € * § az id6ben valtozo
mennyiség (perturbacios tag), ami legalabb egy nagysagrenddel kisebb az iddatlagolt tagnal.
Feltételezziik, hogy az aramlas kozel parhuzamos: az y iranyt sebesség komponens kozel zérus,

illetve hogy az allando sebességkomponensek csak y-tol fiiggnek.
U=Uly);V=0W=W() (2.1.2),

ahol U, V, W a megszokott iranyt idéatlagolt sebességkomponenseket jelolik.



Ezek utan, ha visszahelyettesitink a dimenziotlan Navier-Stokes és a kontinuitasi

egyenletekbe a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk az elsé rendben kicsi tagokra, O (¢€):

08 | O | T L paU 9B 1 oap
6t+U6x+Waz+vdy_ ax+ReVu (2.1.3)
LT L S SRR T
6t+U6x+Waz__ ay+Rer (2.1.4)
O | O w9 1 o
a1:+Uax+WaZ+vdy— az+ReVW (2.1.5)

Tyl (2.1.6).

ahol Re = % a Reynolds-szam, melyben U, a jellemz6 sebesség, L a jellemzé méret v

pedig a kinematikai viszkozitast jeldli.

A differencidlegyenlet-rendszer megoldésat a kdvetkezd alakban keressiik:

il [fO)

4 _(D(y) i(lax+By—wt

w7 he) gllaxthy-wt) (2.1.7),
Pl Ln(y)

ahol f(y), ®(¥), h(y) és m(y) az amplitado fiiggvények, mig a = &L és B = SL az x
illetve y irany dimenziotlan hullamszamok, w = @ UL pedig a dimenzidtlan korfrekvencia, ahol
0

O az adott mennyiség dimenzios alakjat jelenti.

Behelyettesitve a (2.1.7)-et a (2.1.3-6)-ba, a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

i[aU + BW — w]f + U'® = —iam +—[f" — (a® + B)f] (2.1.8)
ilaU +pW — 0] = -’ + —[@" — (a® + fD)D] (219
i[aU + W — wlh + W'® = —ifm + —[h" — (a? + ?)h] (2.1.10)

i(laf + BR) + &' =0 (2.1.11),



ahol a O’ kifejezés az y szerinti derivalast jel6li, ahogy a tovabbiakban is. Az

egyenletrendszert lehetséges egy ismeretlenre rendezni, ekkor a kdvetkezot kapjuk:

O —2(a® + 2P + (a® + p?)*d = (2.1.12)
i Re [(aU + BW — w)[@" — (a? + B2) D] — (aU" + pW'HPD]

Ez a jol ismert Orr-Sommerfeld egyenlet, amely tovabb egyszeriisithetd kétdimenzios

aramlasok esetén (f = 0; W = 0):
OV — 200" + a*® = iRe [(aU — w)[®" — a?®] —alU"P] (2.1.13)

A (2.1.11)-esbdl pedig a kovetkezd lesz:
f=—— (2.1.14),

melyet az i sebességkomponensre adott peremfeltétel atirasahoz hasznalhatunk fel.
A (2.1.13) egyenlet Re — oo hataratmenet képzésével a surlodasmentes esetet vizsgalhatjuk;

ez a Rayleigh-egyenlethez vezet:
(aU — w)[@" —a?®] —alU"® =0 (2.1.15)

Bizonyos kétdimenzids esetekben hasznosabb lehet a perturbécids aramfliggvény hasznalata,

ezt is a tobbi mennyiséghez hasonl6 alakban keressiik:
2,5 — k(y) ei(ax+,8y—wt) (2.1.16)

Az y iranyl sebességkomponenst kifejezve:

7= _‘;_f = —iak(y) el(@x+By-wt) (2.1.17)

A 2.1.7-es egyenlettel 6sszehasonlitva pedig a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

P(y) = —iak(y) (2.1.18)



Ezt visszahelyettesitve az Orr-Sommerfeld egyenletbe (2.1.12 vagy 2.1.13) lathatjuk, hogy

az egyenlet minden tagjat pontosan egyszer szoroztuk - ia-val, igy azzal leosztva ugyanarra az
egyenletre jutunk. (A leosztast nyugodtan elvégezhetjiilk, mert @ = 0 esetet nincs értelme
vizsgalni.) Tehat az, hogy az Orr-Sommerfeld egyenletet az y iranyu perturbacios sebesség-
amplitadd fliggvényre vagy a perturbacios aramfiiggvényre oldjuk meg, csak az egyenlet

peremfeltételeiben kiilonbozik.

2.2 Az 0sszetett matrix modszer

Vizsgaljuk az Orr-Sommerfeld egyenletet (2.1.13) a végtelen tavolsagban. Ha
y — o0, U(y) = U"(y) = 0 szabadsugarak esetén. gy a kovetkezé egyenletet kapjuk:

@Y — 202" + a*® = i Re wy[P" — a’P] (2.2.1)

Keressiik a megoldast ®~e*alakban, ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei a kovetkezék

lesznek:
A1, = tailletve 43, = +Qahol Q == Va? — iRe w (2.2.2)

Lathato, hogy nagy Re-szamok esetén |/13,4,| > |44 ,|, tehat az Orr-Sommerfeld egyenlet, az
ugynevezett merev differencidlegyenletek kozé tartozik. Az ilyen egyenleteket a szokéasos explicit
numerikus sémakkal nem lehet megoldani, mert a véges szamébrazolas miatt, ha annyira
lecsokkentjiik a 1€épéskozt, amit az adott modszer stabilitdsa megkivan, akkor mar pontatlan lesz a
megoldasunk. Az Orr-Sommerfeld egyenlet megoldasara harom f6 moddszert szoktak hasznalni:
matrix modszer véges differencids vagy spektralis diszkretizacioval, az alaprendszert alkotd
megoldasok ortogonalizacidjaval, illetve a ,,compound matrix method”-dal (CMM) (6sszetett
matrix modszerrel) torténé megoldast. Sengupta szerint [4] hidrodinamikai problémak esetén a
legjobb elérhetd modszer a CMM, mivel egyszerii és mégis kielégitd pontossdgu megoldasokhoz
vezet. A munkam soran a Sengupta altal a hatarréteg-vizsgalatokhoz (Blasius-profilhoz)
ismertetett megoldasi mddszert adaptaltam szabadsugarakra. A {6 kiilonbség a kettd kozott, a
végtelen tavoli (aszimptotikus) egyenletben van (2.2.1), a hatarrétegben y — oo esetén U(y) —
1, mig a szabadsugarban U(y) — 0. Ebbdl fakadoan a harmadik és a negyedik karakterisztikus
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gyok is eltér (2.2.2), a négyzetgyok alatti kifejezésbdl eltiinik az (i Re a) tag. A masik eltérés a
peremfeltételekben jelentkezik, az ebbdl adddo kiilonbségeket az alfejezet végén és a 2.4-es
alfejezetben ismertetem.

Az Orr-Sommerfeld egyenlet altalanos megoldasa:

b = ald)l + azd)z + a3d)3 + a4d)4_ (223),

ahol y — oo esetén @, ~e~%; d,~e®;P;~e~; P~ (2.2.4)

Pozitiv y esetén a, —nek és a, -nek zérusnak kell lennie, hogy kiclégitse a @ () =0

peremfeltételt, feltételezve, hogy Re[a, Q] > 0. 1gy a kovetkezé megoldast kapjuk @-re:
o = al(Pl + a3<153 y >0 (225)

Negativ y esetén a; —nek és az —nak kell zérusnak lennie. A pozitiv illetve negativ y-okra
kapott megoldasok teljesen egyenértékiiek, ha az els6é alapmegoldast felcseréljiik a masodikkal, a
harmadikat pedig a negyedikkel, igy a tovabbiakban csak a pozitiv y-okra mutatom be a
modszert.

Vezessiink be hat 1) valtozot:

N = 0,0, — &, Ps (2.2.6)
Ny = &, 05" — @, D, (2.2.7)
N3 = &, 05" — @, b, (2.2.8)
Ny =B,/ B — D, D' (2.2.9)

Ns = &,/ ®"" — &, b (2.2.10)
Ne =@, 3" — &, D" (2.2.11)

Differencialva a valtozokat y szerint, illetve a kétdimenziés Orr-Sommerfeld egyenletbe

(2.1.13) behelyettesitve, a kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk matrix alakban.

0 1 0 0 0 O
0 0 1 1 0O
,_10 bl 0 0 1 O _
=10 0 0o o 1 ol® = An (2.2.12),
b2 0 0 bl 0 1
0 b2 0 0 0 O



aholbl:=2a%? + iRe (a U — w) és b2: = a* + a?iRe (aU — w) + iaRe U"”

fgy a negyedrendii differencidlegyenlet, ami a szokdsos modon 4 elsérendii
differencidlegyenletre irhat6 at, ezzel a modszerrel 6 elsérendii differencialegyenletre vezettiik
vissza. Ha azonban megvizsgaljuk az 0j valtozokat y — oo esetén, a (2.2.4)-hez hasonloan,

kideriil miért is hasznos ez az atiras.

M ~(—Q + a)e~ @+ (2.2.13)
n,~(Q? — a?)e~(@+Qy (2.2.14)
N3~(—Q3% + a®)e~ @+ (2.2.15)
Na~(—aQ? + a?Q)e @+ (2.2.16)
Ns~(aQ® — aQ)e~ (@t (2.2.17)
ne~(—a?Q® + a®Q?)e~ @+ (2.2.18)

Lathato, hogy a differencidlegyenlet merevségét megsziintettiik, mivel minden valtozo
azonos kitevovel rendelkezik. A valtozok rendkiviil gyors valtozasa miatt azonban, még tovabbra
is nagyon kis 1épés sziikséges a megoldashoz, amin a valtozok normadldsaval lehet jelentdsen

javitani. Normaljuk a valtozokat az els6 szerint:

.M _ N _(a+Q)y
1= = e 2.2.19
M1 a-Q ( )

Ekkor y — co-ben a kovetkezé kezdeti értékeket kapjuk 7j-ra, ahonnan a megoldast késébb

inditani fogjuk:

1
—(a+0Q)
~ a’+ aQ + Q?
N = aQ
—aQ(a + Q)

aZQZ

(2.2.20)




A normalas miatt azonban valtozik a differencialegyenlet-rendszer is, derivaljuk (2.2.19)-et

y szerint:

= W (arQ)y 4 N (a+Q)y
= e + 2 (a+ Qe (2.2.21)

1’ helyére helyettesitsiik a (2.2.12) egyenletet, illetve hasznaljuk fel a (2.2.17)-est:

i = ;T'ze(w@y +(a+Q)if=Afj+ (a + Q)Ff (2.2.22)

n=[A+@+QIn (2.2.23)

Ahol I a 6x6-0s egységmatrix. Ez az egyenletrendszer mar konnyen megoldhatd numerikus
modon.

Az eredeti perturbacios sebesség amplitudo fiiggvényeket az uj valtozok segitségével négy

kiilonb6z6 mdédon kaphatjuk vissza [4]:

me" —m® +n,9 =0 (2.2.24)
Mm@ =130 +15® =0 (2.2.25)
M@ — 130" +ne® =0 (2.2.26)
Pa®" — e 41’ = 0 (2.2.27)

Lathato, hogy egyediil az (2.2.24) egyenlet méasodrendii, a tobbi harmadrendd, igy ezt a
legkdnnyebb megoldani. Bizonyos sebességprofilok stabilitasvizsgalata esetén, ahol y = 0 ott
n, = 0 is biztositani kell, mert ott @—nek és @'-nek is zérusnak kell lennie (Blasius-profil). Ez a
(2.2.24) egyenlet megoldasa soran komoly problémakat okoz, azonban sik szabadsugarak esetén
ez nem all fent, igy nyugodtan lehet haszndlni. Ezen kiviil a numerikus hibak csokkentése
érdekében felesleges renormalni a kordbban kiszamolt 77 fliggvényeket, hisz minden tagban
pontosan egyszer szerepel a (a — Q)e~(@+@Y tag, ami nem lehet zérus, igy leoszthatunk vele és

teljesen hasonlo differencialegyenletet kapunk:

ﬁ1¢” - ﬁ2¢, + ﬁ4d) = O (2228)



2.3 A vizsgalt sebességprofilok

2.3.1. Analitikus sebességprofilok

Schlicting 1933-ban [5] és Bickley [6] 1937-ben levezették a szabadsugarakra érvényes
sebességprofilt, ami szerint U = Uysech?(§) vagy dimenziétlan alakban U = sech?(y)
(Bickley-profil), ami a 2. abran is lathatdo n = 1 esetén. Itt a dimenziotlanitaskor a jellemz6
sebesség a maximalis sebesség az adott keresztmetszetben, mig a jellemzé méret az a tavolsag a
szimmetriatengelytol, ahol az aramlas sebessége eléri a maximalis sebesség kozel 0.42-szeresét,
ez az érték a Bickley-profil kiértékelésébol adodik y = 1 esetén (2.3.8). (A tovabbiak is ezt a
dimenzidtlanitasi modszert alkalmazom.) Késébb a profil kialakulasat Andrade 1939-ben
kisérletileg is igazolta [7]. Ez a profil azonban Nolle [5] szerint csak a kimeneti nyilas méretének
kortilbeliil nyolcszorosatol figyelheté meg az aramlasban.

Kozvetlentiil a kilépésnél két jellegzetes sebességprofilt kiilonboztetiink meg. Az egyik az
ugynevezett parabolikus profil, ahol a két hatarréteg kitolti a teljes kimeneti nyilast. Ez a
sebességprofil hosszll pairhuzamos csatorndn torténd kiaramlas esetén alakul ki. A masik pedig az
ugynevezett ,,top hat” profil vagy egyenletes sebességprofil, amelyben a hatarréteg rendkiviil
vékony. Ez rovid konfuzoros fuvokabol torténd kiaramlés esetén alakul ki. A kilépési profil €s a
késdbb megfigyelhetd sech?(y) profil kozotti atmenet kozelitésére sajnos csak a masodik esetben

all rendelkezésre [5]:
U = sech?(y™) (2.3.1),

ahol az n paraméter novelésével lehet az egyenleteshez egyre kozelebbi sebességprofilokat
eldallitani. Ezt n = 1;2;3 —ra fogom elvégezni, melyek koziill az n = 1 eset, ami a nyilastol
kelléen tavol tetszOleges kilépési profil esetén megfigyelhetd dimenzidtlan sebességprofil
(Bickley-profil). A parabolikus kilépési sebességprofil esetén sajnos nem all rendelkezésre ilyen
kozelités, igy csak magat az idealizalt parabolikus kilépési profilt hasznaltam, amely sech?(y) —

hez hasonl6 dimenziotlanitas esetén kozelitdleg a kovetkezo lesz (1. abra):

U=1-0.58y% ha—1.31304 < y < 1.31304 , mas esetben 0 (2.3.1)



0.8
D'ﬁf — egvenletes
L — parahbolikus
0.4+
0.z
=2 "1 1 y Y
— n=1
— n=1
— n=3

>
2. dbra A “top hat” sebességprofil atalakuldsi féazisai Bickley-profilba (U = sech?(y™))

A dimenzotlan sebességprofiloknak megvizsgaltam a dimenzidtlan térfogatdramat, ami a

Osszehasonlithatosag egyik szempontja lehet.

Dimenziétlan Eltérés a Bickley-
Profil
térfogataram [-] profiltol [%]
Parabola 1.75072 -12.464
Bickley 2 0
sech?(y?) 1.90556 -4.722
sech?(y?) 1.91378 -4.311
Egyenletes 2 0

1. tablazat A dimenziotlan sebességprofilok téerfogatarama
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Mivel a jellemzd sebesség a dimenziotlanitds soran a maximalis volt, a dimenzidtlan

maximalis sebesség minden esetben 1 lesz, tehat a kiilonb6z6 esetekben is egyenld lesz.

2.3.2. Numerikus szimulaciokbol szarmazo sebességprofilok

Mivel parabolikus esetben nem all rendelkezésre kozelités, illetve az egyenletes profila
kilépés esetén is korlatozott, a pontos sebességprofil atalakulasnak vizsgalatdhoz CFD
szimulaciokat végeztem, illetve megkaptam Vaik Istvan élhang szimulacioit [9]. Vizsgalatomat
finom, strukturalt halon végeztem. A kilépési nyilas 1 mm széles volt az ¢lhang szimuldcidkhoz
hasonldan, a vizsgalt tartomanyban a cellaméret pedig 0.05 mm volt. Ez a tartomany 24 mm

tavolsagig tartott a kilépési nyilastol.

¥

L’.
0 0.02 (m) -
-

0.01

3. dabra A numerikus szimuldacié modellje

A peremfeltételek a kovetkezdk voltak: eldre megadott befljasi sebességprofil a fivoka
végén a kilépésnél (3. abra, piros nyil), surléddsmentes fal a flvoka széleinél, és nyomads
peremfeltétel (0. n. ,,opening”) a kdrnyezetben. Mint késébb lathato, kozel 1000-es Reynolds-
szam felett a stabilitasi tulajdonsagok fiiggetlenek Reynolds-szamtol, 4,3 érték alatt pedig stabil
marad az aramlas, ezért én egy koztes, 100-as Reynolds-szamon végeztem a vizsgalataimat. Ezt a

Reynolds-szamot Vaik Istvanhoz hasonléan definialva hasznaltam. Ekkor a jellemz6 sebesség az
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atlagsebesség, jellemz6 méret pedig a favoka szélessége. Az elénye ennek, hogy a
térfogataramok egyenlék lesznek a két kiilonboz6 esetben. Ezt a masfajta Reynold-szam
definiciot egyediil a kifuvas peremfeltételeinek megadasahoz hasznaltam, ezen kiviil késobb
semmilyen modon nem jelenik meg a szamitasokban. A szimulacioknal a folyadék 25°C-0s

levegb volt, igy a kdvetkez6k adddnak a sebességprofilra:

Vieveg6 25°C = 1,545 % 1073 (2.3.3)

Ustiag = R‘?ngf"m = 1_545[?] (2.3.4)
A ,top hat” profilnal a teljesen idealizalt esetet feltételeztem, hogy nyiréréteg

infinitézimalisan vékony, igy az atlagsebesség megegyezik a maximalissal. Parabolikus esetben a

kovetkezd kozismert dsszefliggést hasznaltam:
3 m
UMax,parabola =3 Uétlag = 2:3175[;] (2-3-5)

A szimulaciokat elészor idében allando (,,steady”) megoldoval végeztem, majd tranziens
megoldora valtottam. A tranziens megold6 id6lépését (At) ugy valasztottam, hogy a Courant-

szam egynél kisebb legyen.

Atmay = 2% = 3.23625 « 1075[s] (2.3.6)
At =3 %1075 [s] (2.3.7),

ahol Ax a legkisebb cellaméret, azaz 5 * 10> m volt.

Ezek utan az eredményeket idoben atlagolva a kovetkezo sebességprofilokat kaptam:
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¥ [m]
0.002}

[}.[}[}g >

— parabolikus
5- F [} [ 13 ) - X [mm], U[m/s] — egyenletes

—0.001

—0.002} :

4. abra A szabadsugar sebességprofiljai

A kapott sebességprofilokat ezutdn a sech?(y) profilhoz hasonléan dimenzidtlanitottam. A

jellemzé mennyiségekbdl pedig kiszamoltam a lokalis Reynolds-szamot, ami az adott

keresztmetszetben érvényes.

sech?(1) ~ 0,4199743 (2.3.8)

Umax (x) L(x)

Reqoranis(x) = -

(2.3.9)

ahol Rej,r4is a lokalis Reynolds-szam, x a keresztmetszet és a fuvoka tavolsaga, U,., @
maximalis x irdnyl sebesség a keresztmetszetben, L az a tavolsag a szimmetriatengelytdl, ahol
az aramlas sebessége eléri a maximalis sebesség kozel 0,42-szeresét.

A dimenzittlan sebességprofilok a kovetkezok lettek:
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yI[-]

parabolikus

egyenletes

b s ), U]
4 ] 8 sech‘?{}-']

5. dbra A szabadsugar dimenziotlan sebességprofiljai

Az 5. 4bran jol lathato, hogy a parabolikus profil sokkal gyorsabban alakul 4t a sech?(y)-hoz
hasonlé profilba, ehhez elegendd a kilépési nyilds nagysaganak 2-3 szorosanak megfeleld
tavolsag, mig ,,top hat” sebességprofila kilépés esetén ez a tavolsag 6-8 szorosa a nyilasnak. Ez
utobbi jol egyezik a korabban emlitett kisérleti tapasztalattal [5]. A sebességprofilokat ezért
parabolikus kilépés esetén x = {0; 0,5;1; 1,5; 2,5} mm , mig egyenletes sebességprofila kilépés
esetén x = {0; 1; 2; 3;4; 6} mm tavolsagra vizsgaltam.

Uax [m/s]

1.5¢

_ —— parabolikus
1ok —— egyenletes
0.5¢

T RS ISR U SR R ||.|..|. "I[m]
0.005 0.010 0.015 0.020

6. abra A maximalis (jellemzo) sebesség a szabadsugdrban
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L [m]

0.0016
0.0014
0.0012
—— parabolikus
—— —— egyenletes

0.0008

0.0006

- - - - x [m]
0.005 0.010 0.015 0.020

7. abra A sebességprofil jellemzd szélessége a szabadsugarban
Re[-]
110

100+

90 — parabolikus

80 — egyenletes

T0F

60

0.005 0.010 0.015 0.020

8. dabra A lokalis Reynolds-szam a szabadsugarban

Az éabrakon az is megfigyelhetd, hogy bar az atalakulas hamar lezajlik (5. abra), a két
kiilonbozd kilépési profili 4dramlasban a dimenzids sebességprofilok kilépéstdl tavol sem
egyeznek meg (4., 6-8. abra). A parabolikus kilépésii aramlas maximalis sebessége mindig egy
kicsit nagyobb marad a ,,top hat”-énél, mig a szélesség ez utobbinal marad nagyobb. A lokalis
Reynolds-szamok, igy mégis a két kiilonbozo esetben egymashoz kozelitenek (8. abra). Illetve
észreveheté a Reynolds-szam folyamatos ndvekedése tavolodva a Kkilépéstél, amit sik
szabadsugarak esetén a kilépéstdl tavol érvényes egyenstly sebességprofilokra teoretikusan is
igazoltak [9].

A szabadsugar sebességprofiljait az élhangban létrejovokkel is Osszehasonlitottam. Az
¢lhang egyike a legegyszerlibb aeroakusztikus aramlasi konfiguracioknak, melyben egy

favokabol kiaramld sik szabadsugdr az utjaba helyezett éknek iitkdzik. Az ¢k megzavarja a
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szabadsugar aramlésat, és a kialakulé nyomésingadozas akusztikus dipdlsugarzoként miikodik,
amely tovabb gerjeszti az aramlast a kilépés helyénél. A kilépés helyétdl tdvolodva ez a zavaras
feler6sodik, igy a kialakuld nyomasingadozas is fokozodik, és igy létrejon egy Ongerjesztett
aramlas. A f6 geometriai paramétere az élhangnak: a fivoka szélessége (6), a favoka és az ék
tavolsaga (h) és a kettd aranya (h/8). Ezek a Vaik Istvan altal végezett szimulacidkban [9],

melynek eredményeit én is vizsgaltam, a kdvetkezdk voltak: § = 1 mm, h = 10 mm, h/§ = 10.

9. dbra Az élhang aramlasi konfiguracioja [9]

¥ [m]
0.002}

0.001

— parabolikus élhang

% [mm], U [m/s] — parabolikus szabadsugar

—0.001

—0.002 F

10. dbra A parabolikus kilépésii szabadsugar és élhang sebességprofiljai
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vI-]

—— parabolikus szabadsugar
—— parabolikus élhang

sech’ (y)

x [mm], U[-]

\
/

Esssssssssssssssssslf=slcscscscssssssssssss=s===

11. abra A parabolikus kilépésii szabadsugar és élhang dimenziotlan sebességprofiljai

¥ [m]
0.002}

0.001

— 'top hat' éhang

—+ % [mm], U [m/s] — 'top hat' szabadsugar

—0.001

5
'

—0.002 F

12. dbra Az egyenletes kilépésii szabadsugar és élhang sebességprofiljai
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13. dbra Az egyenletes kilépésii szabadsugar és élhang dimenziotlan sebességprofiljai

Ezeken az abrakon (10.-13.) a kilépés tipusatol fiiggetleniil jol latszik, hogy kilépés helyéhez
kozel (~4 mm-ig) az azonos kilépésii sebességprofilok kozel megegyeznek mindkét
konfiguracioban. A kovetkez6 szakaszban (4-8 mm) el6szor kvantitativ eltérés tapasztalhatd. A
sebességprofilok alakja felveszi a Bickley-profilt (11., 13. abrak), azonban a maximalis sebesség
az élhangban kicsit alacsonyabb lesz a szabadsugaréhoz képest az ék zavard hatasa miatt (10., 12.
abrak), mig a szélesség nagyobb. Végiil az utolso6 szakaszban (8-10 mm), az ék éléhez (ami 10
mm-re volt a nyilastol) kozel, mar kvalitativan is kiilonboéznek (10., 12. abrak). Az élhangban itt

mar nem alakul ki az egyensulyi Bickley-profil az €k torzité hatdsa miatt.

2.4 A megoldas menete

A stabilitdsvizsgalat soran meg kell hatdrozni azokat a paramétereket, amelyek a
peremfeltételeket kielégitik. Az Orr-Sommerfeld egyenlet negyedrendi, tehat négy peremfeltételt

kell meghatarozni, amik a kdvetkezok lesznek:

(to) = ¥(£x) =0 (2.4.1)
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Behelyettesitve a (2.1.7)-es egyenletbe, ¢s kihasznalva a kontinuitast (2.1.18), illetve azt,

hogy e!(@¥+BYy=wo) nem |ehet nulla, a kovetkezd peremfeltételekhez jutunk:
®'(+00) = P(+0) =0 (2.4.2)

Ezek a peremfeltételek a CMM-ot hasznalva, barmelyik végtelenbdl kezdve a megoldast
automatikusan kielégiilnek a kiindulopontban, ha a (2.2.20) kezdeti értékeket hasznaljuk. Igy
adodik a lehetéség, hogy +oo-tdl inditjuk az integralast -co felé, Ggy, hogy az 7 valtozok
-0o-nél is (2.2.20)-as értékeket vegyék fel. Kozben figyelniink kell arra, hogy CMM moddszer
fliggvényei a pozitiv szamsikrol a negativra valtva megvaltoznak, azonban ez technikailag csak
eléjelcserét jelent a-n és Q-n. A végtelen numerikus megoldds sordn természetesen
értelmezhetetlen, ezért Senguptahoz [7] hasonléan, olyan y-r6l inditottam a megoldast ahol az
idében alland6 sebesség komponens elhanyagolhatéan kicsi. Ezért az analitikus megoldasok
esetén y = +12-t vélasztottam a +oo-nek, ahol a sech?(y) ~ 10719 A CFD szimulaciokbol
kapott sebességprofilok, a vizsgalt tartomanyon, a numerikus hibak miatt nem értek el ilyen
alacsony értéket, azonban a korabban ismertetett CMM moddszer esetén feltételeztiik, hogy a
sebességprofil értéke a végtelenben zérus. A tovabbi numerikus hibak csokkentése céljabol ezért
ablakfiiggvényt hasznaltam, amely az y = +4 —en kiviili tartomanyt levagta. Végtelennek pedig
y = +5-0t valasztottam, ez tdgabb mint az ablakfiiggvény altal meghagyott tartomany, azonban
igy biztosan 0 értékrdl inditjuk a megoldast, €s a megoldasi id6t sem befolyasolja jelentdsen,

mert adaptiv 1épéskdzzel dolgoz6 integratort hasznaltam.

Szorzofakior [-]

I—ﬁ” I 2 I 4I”ﬁl vl

14. abra A numerikus hibak csokkentésére hasznalt ablakfiiggveny
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A numerikus szimuldciobol kapott sebességprofilokkal tovabbi probléma volt, hogy a
megoldashoz sziikséges masodik derivalt rendkiviil zajos volt. Ennek csokkentésére Gauss-féle
szlrési modszert hasznaltam.

A dimenziétlan Orr-Sommerfeld egyenletben tobb paraméter is valtoztathatd, azonban ezek
kozil csak harom fliggetlen. Szamitasaim soran a kovetkezoket valasztottam: Re, w és a. Ezek
koziil a két utobbi komplex szam is lehet, azonban ez til sok kiillonb6z6é megoldast jelentene,
ezért két fO stabilitasvesztési lehetdséget kiillonboztetiink meg. Az elsé az ugynevezett idébeli
stabilitasvesztés, ekkor feltételezziik, hogy w = w, + w; komplex, mig a valos szam. Ekkor a
(2.1.7)-es megoldasi alak szerint a ndvekedési ratat u = —w; jelenti. A masik pedig a térbeli,
ebben az esetben az a = a, + a; komplex, mig w valos szam a ndvekedési ratat pediga u = —a;
jelenti. A valdsdgban természetesen eléfordulhat, hogy a stabilitasvesztés egyszerre idObeli és
térbeli, azonban a tapasztalat azt mutatja, hogy a tisztan térbeli stabilitasvesztés szabadsugarak
esetén jol kozeliti a kisérleti eredményeket [5]. A munkam soran ezért én is csak a térbeli
stabilitdsvesztéssel fogok foglalkozni.

Eszerint tetsz6leges Re, w valds szamok esetén kell meghatarozni azt a komplex a értéket,
amely esetén kielégitédnek a korabban ismertetett peremfeltételek. Definialjunk egy
D(Re,w,a) hatdimenzios fiiggvényt, amely adott Re, w és a paraméterek esetén a minusz

végtelenben kiszamitott, j(—o0) és az elvart, 7j, érték (2.2.20) kiilonbségét adja vissza:
D(Re,w,a) = 1(—0) — N (2.4.3)

Ekkor a feladat felfoghato tigy, hogy adott Re, w esetén kell meghatarozni D(Re, w, o), igy
mar egyvaltozos, hatdimenzios fiiggvény gyokeit. A probléma ezzel az, hogy nincs olyan altalam
ismert modszer, amivel egy valtozd valtoztatasaval egyszerre hat értéknél lehet a zérust
biztositani. Ezért els6 1épésben megvizsgaltam, hogy egy adott o komplex sikon, a D fiiggvény
elemei hol veszik fel a nulla értéket, majd kiilon-kiilon abrazoltam valos és képzetes résziiket (15.

abra).

20



Im(a)
0.4}

— Re(DI)

S — — Im(D1)
= : Re(a)
0.8 — Re(D2)

0.2

oal— —

15. abra A D fiiggvény zérusertékii szintvonalai

A jobb lathatosag kedvéért csak az elso elemet, illetve a masodik valds részét abrazoltam.
Bickley-profil esetén a tobbi valtozot is megvizsgaltam, és ugy talaltam, hogy kielégitd ezt a
harom filiggvényt megvizsgalni. Tovabbi matematikai vizsgdlatokat nem végeztem, de ugy
gondolom, annak az esélye, hogy harom igy definialt gorbe egy pontban metssze egymast, és az
adott pont ne egy sajat-hullamszamhoz tartozzon, nagyon alacsony. Késébb, az eredmények
ismertetésénél lathatoé lesz, hogy nagy Reynolds-szamok esetén megoldasom kozel azonos a
Rayleigh-egyenlet megoldasaval, ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a modszer mitkodéképes.

Az 15. abran sech?(y?) profil szintvonalai lathat6 lathatok Re = 100, w = 0.1 esetén. Itt az
A zéruspont egy fals talalat lenne, mert a D; zérus lenne, azonban a vektor tobbi eleme nem. A B
pont lesz az elsé ,sajat-hulldamszam”, mig C a masodik. (A hullamszamok sorrendiségét a
képzetes résziik szerint a legkisebbt6l haladva a nagyobbak felé¢ szamoztam, hiszen annak a
legnagyobb a novekedési rataja. A tovabbiakban csak az elsé sajat-hullamszammal fogok
foglalkozni.) Ezek utan, hogy pontositsam a megoldast, Newton-Raphson modszerrel végeztem
gyokkeresést, melyet a szintvonalak megfeleldé metszéspontjabol inditottam. A Re és w
paraméterek valtoztatdsa esetén mar nem végeztem el az a siknak a vizsgalatdt, hanem
feltételeztem, hogy kis paramétervaltozas esetén a sajat-hullamszam értéke is csak kis mértékben
valtozik. fgy egy pontbél kiindulva, és a tovabbiakban az el6zé pont eredményébdl inditva az

ujabb gyokkeresést, tudtam vizsgalni a kivant {Re, w} paraméter tartomanyt.
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Egy masik megoldas lehetne, hogy a vektor nagysagat |D| vesszik figyelembe, ekkor
minimum-keresést kellene végezni gyokkeresés helyett. Az ilyen algoritmusok azonban joval
lassabbak, és ebben az esetben sem biztositott, hogy az elsé ,,sajat-hullamszamot” talaljuk meg.
fgy a 15. abran is bemutatott, eldzetes keresést ebben az esetben sem tudjuk kikiiszobolni.

A feladat megoldasa soran még kiszamoltam az instabilitas soran létrejové hullamok fazis-,
illetve csoportsebességét. A fazissebességet (c) csak egyszerii harmonikus hullamok esetén lehet

fizikailag értelmezni. Ekkor erre a kdvetkez6 osszefliggés adodik:
c== (2.4.4),

ahol 4,, a dimenzidtlan hullamhossz, T pedig a dimenziotlan periddusidé. Tudjuk, hogy

2

Aw = 2R T =22 melyekbdl:
0

aRe w

c=2 (2.4.5),

ahol a, = Re(a).

Altaldban azonban egy hullam tobb, akar végtelen sok (Fourier-transzformacio) egyszerii
harmonikus hullambol allhat 6ssze. Amennyiben ezen OsszetevOk fazissebessége fligg a
korfrekvenciatdl, illetve a hullamszamtol, akkor ugynevezett diszperziv rendszerrdl beszéliink.
Ilyen esetekben, ha éliink a feltételezéssel, hogy ezen Osszetevok egymastol fiiggetleniil kiilon-
kiilon vizsgalhatok (linearis rendszer), akkor ilyen rendszerben is értelmezhetd a hullamszamtol,
illetve a korfrekvenciatol fliggd fazissebesség. Nolle is igy tesz, hisz 6 egyszerre csak egy adott
gerjesztési frekvencian vizsgalja a rendszert [5]. Ha azonban egyszerre jelen vannak a kiilonb6z6
sebességgel terjedd harmonikus OsszetevOk, a fazissebesség hasznalata jel-, informécidterjedés
szempontjabol értelmét veszti. Helyette a csoport sebességet érdemes hasznalni, amelyet
Brillouin szerint definidlva az energiaterjedési sebességét adja meg, és megegyezik a Rayleigh

altal definialt jelterjedési sebességgel [4]. Erre a kovetkez6 Osszefiiggést vezették le:

_
vy =12 (2.4.6)
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Mivel dolgozatomban térbeli instabilitasokat vizsgaltam, az eredményekben az a volt w
fliggvénye, illetve a terjedési sebességnek csak a valos része érdekelt, igy a kovetkezd

Osszefliggéssé alakitottam (2.4.6)-ot.

Vyre = Re (%) (2.4.7)

)

2.5 Eredmények és értelmezésiik

2.5.1. Az analitikus sebességprofilok stabilitasa

Els6 1épésben a sech?(y) profilon végzett stabilitisvizsgalat eredményeit hasonlitottam
Ossze az Nolle altal ugyanezen a profilon végzettel, ahol az Orr-Sommerfeld egyenlet helyett a

surlodasmentes Rayleigh egyenletet hasznaltak.

u-]

— Re=10
— BRe=100
Re=1000

--- Ravleigh

16. dbra A perturbdcié amplitidéjanak névekedési ratdja sech?(y) sebességprofil esetén

Az 16. 4bran az lathato, hogy kiilonb6zd Reynolds-szamok esetén mennyire fligg az
instabilitas a korfrekvenciatol. Az abran megfigyelhet6, hogy 1000-es Reynolds-szam esetén az
Orr-Sommerfeld egyenlet megoldasa a Rayleigh egyenlet megoldasaval egybevag. Ebbol azt a
kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy 1000-es Reynolds-szam felett a surlodds a rendszer
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stabilitasanak  szempontjabol elhanyagolhatd. Ez a teljes {Re,w} sikot lefedd
stabilitasdiagramokon (0. n. hiivelykujj-gorbéken) is jol latszik, melyek a fliggelékben elérhetok
(30.- 36. 4bra). Ezenkiviil megfigyelhetd az is, hogy mindharom sech?(y™) profil instabilitisa
csokkent a Reynolds-szam csokkentésével, tehat ezekben az esetekben a surlodés stabilizalo
hatasa. A Reynolds-szam csokkentésének masik hatasa, hogy maximalis novekedési ratahoz
tartozo korfrekvencia egyre alacsonyabb, illetve a kritikus korfrekvencia, mely felett az aramlés
nem vesziti el a stabilitasat, is csokken.

A kovetkez6 1épésben a dolgozat eredeti célja szerint megvizsgaltam a kiillonb6z6 profilu
szabadsugarak stabilitasat, megnézve hogy vajon né-e¢ az instabilitds a nyilas felé kozeledve.
Mivel a profilok egymésba torténd atalakuldsidra nincs pontos, analitikus kozelités, azonos
Reynolds-szamon hasonlitottam &ssze a profilokat, egyelére elhanyagolva azt a tényt, hogy a

Reynolds-szam a kilépést6l kezdve folyamatosan ndvekszik.

Re=50

— n=1
— n=1
n=3
- - - parabolikus
06
-ngf
~1ok

erer

A 17. abra illetve a Fiiggelék 38.-39. abrait tekintve, egyenletes sebességprofila kilépés
esetén jol lathatd, hogy a nagyobb n paraméterrel rendelkezd profilok, melyek kozelebb allnak a
kilépési nyildshoz, a tartomany nagy részén instabilabbak. Alacsony korfrekvencidk esetén
figyelhet6 meg, hogy a tavolabbi profilok elhanyagolhaté mértékben (,,vonalvastagsagon beliil a
kiilonbség) instabilabbak a kilépéshez kozeliekhez képest. Az analitikus, egyenletes profilok

esetén tehat sikeriilt magyarazatott talalni a fokozott érzékenységre. Fontos még megemliteni,
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hogy a szamitasaim alapjan a kritikus Reynolds-szam, ami az stabilitasvesztés als6 hatara, mind a
harom profil esetén kozelitéleg Rey,;; = 4,3 Volt. Ez viszonylag alacsony értéknek szamit, ami
alapjan kijelenthetd, hogy a szabadsugar viszonylag konnyen elveszti a stabilitasat. Ha azonban
az alacsony Reynolds-szamot a kis jellemz6 méret okozza, el6fordulhat az is, hogy a sajat-
hullamszam rendkiviil magas lesz, ami a kinetikus energia jelentds disszipacidjaval jar [4]. Ez a
jelenség pedig stabilizalo hatasu lehet, amit a szdmitasok soran nem vettiink figyelembe.

Az idealizalt parabolikus profilt vizsgdlva semmiféle instabilitdst nem tapasztaltam.
Lehetséges, hogy ez a profil talsdgosan idealizalt, és a kilépési koriilményeket stabilitds
szempontjabol nem jol kozeliti. Gondolok itt arra, hogy Rayleigh inflexids pont elmélete szerint,
surlodasmentes esetben az instabilitds sziikséges feltétele, hogy a sebességprofilnak inflexios
pontja legyen [4]. Kétségtelen tény, hogy az altalam figyelembe vett viszkozitas destabilizalo
hatast is lehet, azonban az inflexids pont hidnya eldjele lehet annak, hogy stabil marad az
aramlas. Ez az inflexios pont az idealizalt parabolikus profilbdl is hianyzik, mikdzben a tényleges

kilépés esetén lehetséges, hogy 1étrejon.

2.5.2. A numerikus szimulaciokbdl szarmazo6 sebességprofilok stabilitdsa

A CFD szimuléaciokbol kapott sebességprofilok vizsgéilata sordn meglepd eredmények is
sziilettek. Parabolikus profil esetén az analitikus profilndl kapott eredménnyel ellentétben, a
sebességprofil mar a kilépésnél is instabilitast mutat, s6t ez az instabilitas nagyobb a favoka
kozelében (18. abra). Ennek magyarazata lehet, hogy az analitikus és a numerikus sebességprofil
mar alakjaban is jelentésen eltér egymastol (1. abra, 4. abra). A numerikus szimulacié soran
elhanyagolhatéan vékony, surloddsmentes falu fuvokat feltételeztiink, €és igy az aramlas mar a
kilépéstdl kezdve jelentds mennyiségli folyadékot tud magaval ragadni (4. abra piros kor). Ez a
korabban emlitett inflexiés pont kialakulasdhoz vezet, ami magyarazat lehet az instabil
viselkedésre. Fontos megjegyezni még, hogy a fuvoka falvastagsaganak figyelembe vételével,
illetve megndvelésével ez a ,,magéval ragadas” csokkenthetd, ami tovabbi kutatasokat tesz

sziikségessé.
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18. abra A parabolikus kilépésii szabadsugdr perturbdcios sebességének novekedési ratdja

kiilonboz6 tavolsdagokra a nyildstol (CFD)

gl

— x=0
— x=1

— x=1

== x=d4

19. dbra Az egyenletes kilépésii szabadsugar perturbacios sebességének névekedési ratdja

kiilonboz6 tavolsdagokra a nyildstol (CFD)

Az eredmények jol egyeznek az elvartakkal, (19. dbra) ,,top hat” sebességprofillal kilépd
szabadsugar esetén. Ezen esetekben is megfigyelhetd, hogy a kilépésnél a sebességprofil az
alacsonyabb lokalis Reynolds-szam ellenére sokkal instabilabb a kilépés kozelében, hasonldan a
parabolikus kilépésii szabadsugarhoz (18. abra).

Frdemes megfigyelni még azt is, hogy amig analitikus profilok stabilitisanak
Osszehasonlitasa soran a kilépéstdl tavolabbi profilok perturbacids sebességének novekedési
rataja alacsony korfrekvencian kicsit nagyobb volt, addig ez, a CFD szimulaciokbol kapott

sebességprofilokra nem igaz, a kozelebbi sebességprofilok minden korfrekvencian instabilabbak.

26



Ekkor alacsony korfrekvenciakon a gorbék inkabb érintik, mintsem metszik egymast. Ez abbol
adodhat, hogy a CFD segitségével eldallitott sebességprofiloknal, ellentétben az analitikus
esetekkel, mar figyelembe vettiik a Reynolds-szdm megvaltozasat a kilépés helyétol 1évo tavolsag
figgvényében.

Az egyes sebességprofilokat Osszehasonlitottam a késObb kialakuld, egyensulyi Bickley-
profillal is azonos Reynolds-szam esetén. Ezek az abrak a B. Fiiggelékben megtekinthetok.
Ezeken jol latszik, hogy a sebességprofilok instabilabbak, mint Bickley-profil ugyanakkora
Reynolds-szam esetén. Azonban a kiilonbség a varakozasnak megfelelden folyamatosan csokken
mindkét esetben, ahogy tdvolodunk a kilépéstdl, és a sebességprofilok is egyre jobban
hasonlitanak egymasra.

A dimenzoétlanitas sordn a jellemzdé mennyiségek (sebesség, méret) folyamatosan valtoztak
(6., 7. abra), ezért érdemes megvizsgalni a stabilitdsgdrbék dimenzids alakjait is. Itt az egyes
gorbék mar mas-mas lokalis Reynolds-szamoknak felelnek meg. Ezeknek a gorbéknek az
eldallitasdhoz a kilépéshez kozel a CFD szimulédciok alapjan szamitott stabilitds diagramokat
hasznaltam, a kilépési helytdl tavolabb pedig az analitikus szamolasokbdl kapottakat hasznaltam.
Ezeket a vizsgalatokat elvégeztem mind a szabadsugarra, mind az élhangra. (A CFD szimulacios
sebességprofilok stabilitdsanalizisét csak szabadsugarra végeztem el. A kilépéshez kozeli
tartomanyon azonban, azonos sebességprofilu kilépés esetén a sebességprofilok hasonloak voltak,
ezért ezeket a stabilitds eredményeket hasznaltam fel az ¢lhangban is.) Az abrakon szaggatott
vonallal jeloltem az élhang alap modusanak korfrekvencidjat, mely parabolikus kilépés esetén

~371 rad/s, mig egyenletes profil esetén ~314 rad/s volt.
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20. abra A parabolikus kilépésii szabadsugar perturbacios sebességének novekedeési rataja
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200}

kiilonb6zo tavolsagokra a nyildstol

— CFD parabolikus x=10
— CFD parabolikus x=0.5
—— CFD parabolikus x=1
—— CFD parabolikus x=1.5
==+ CFD parabolikus x=2.5
- -+ Bickley x=4 élhang

- -+ Bickley x=6 élhang

_ - - - Bickley x=8 élhang
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21. abra A parabolikus kiléepésii élhang perturbdcios sebességének novekedesi ratdja kiilonbozo

tavolsagokra a nyilastol
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22. abra Az egyenletes kilépésii szabadsugar perturbdcios sebességének novekedési rataja

kiilonbozo tavolsagokra a nyilastol
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23. abra Az egyenletes kilépésii élhang perturbacios sebességének novekedési rataja kiilonbozo

tavolsagokra a nyilastol

A 20-23. abrakon lathato, hogy a dimenzids stabilitas diagramok még inkabb azt jelzik, hogy
az aramlas a kilépésnél a legérzékenyebb. Illetve megfigyelhetd az is, hogy az egyenletes profillal
kilépd aramlésok instabilitdsa kisebb, mint a parabolikus kilépésiieké, és a maximalis novekedési
ratahoz tartoz6 korfrekvencidk is alacsonyabbak adott tdvolsdgra a kilépéstdl. Az élhangot és a
szabadsugarat Osszehasonlitva is hasonld megfigyeléseket tehetiink, az ¢lhang azonos tavolsagra
a kilépés helyétdl kevésbé instabil, mint a szabadsugar, és a maximalis novekedési ratdhoz
tartozo korfrekvencia is alacsonyabb lesz élhang esetén. Ez a 2.3.2 alfejezetben Kkifejtett

jelenséggel magyardzhato, miszerint az élhang illetve az egyenletes profillal kilépé dramlésok
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jellemzd sebessége kisebb, jellemzd mérete pedig nagyobb, ebbdl kovetkezdleg jellemzo
id6allandoja is nagyobb, mint szabadsugar vagy parabolikus profilt kilépés esetén.

Utols6 Iépésben megvizsgaltam, mi torténik, ha minden korfrekvencian egységnyi
amplitadoju (A,—o = Ay = 1) perturbacios sebességhullamot inditunk el a kilépést6l. Ez a

crer

kiindulva szamithato.

1dA
u(x, Q, w) = adx (2.5.1),
ahol A az amplitadot jeloli. Ez az egyenlet a kovetkezd elsérendil, valtozo egyiitthatos

differencialegyenletre alakithato:

Z—i =ulx,a,w)A (2.5.2)

A szamitisaim soran stabilitds vizsgalatot, nem pedig ,,fogékonysag” analizist végeztem, igy
a szamitott keresztmetszetekben csak egy adott korfrekvencidhoz tartozd komplex sajat
hullamszamot, illetve novekedési ratat kaptam eredményiil, nem pedig egy spektrumot. A
novekedési rata hullamszam fiiggésétdl ezért eltekintettem, ami durva kozelités, de nagysagrendi
becslésekre, illetve a kiilonbdz6 aramlasok Osszehasonlitasara alkalmas lehet. A kilépéstol csak

bizonyos tavolsagokra szamitott novekedési ratakat pedig masodrendii 4. n. ,,spline” gorbék

illesztésével kozelitettem a kiszamitott pontok kozott.
A /Ay [-]

s0f
40r — @ssznivekedés 0<x<10
— gssrniveledés J<x=9

—— dssznivekedés Q<x<8

PR T E R SR RS S S R 'C:..'[I:"ﬂ.d_.'fsl
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24. abra A parabolikus szabadsugar perturbacios sebességének 6ssznovekedése
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25. abra A parabolikus élhang perturbdcios sebességének dssznévekedése
AfAdy [-]

a0}
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26. dbra Az egyenletes kilépésii szabadsugar perturbacids sebességének

0ssznovekedése
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21. abra Az egyenletes kilépésii élhang perturbacios sebességének dssznovekedése

A 24.-27. dbrdkon megfigyelhetd, hogy szabadsugarakban a perturbacios sebesség-hullamok
sokkal jobban feler6sddnek, mint az élhangban. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a szabadsugar
instabilabb lenne, hisz ott az élhanggal ellentétben, a zavaras nem jut vissza a kilépés helyéhez,
igy nem tud egy ujabb ciklusban tovabb erdsodni. A masik érdekessége az abraknak, hogy az
¢lhangban az ékhez kozel mar csak az alacsonyabb korfrekvencidju hullamok er6sdodnek, a
magasabbak alig, vagy csokkenek. Az abrakon lathat6 az is, hogy az élhangban az élhang sajat-
korfrekvencidjanak szamitott erdsitése kozel maximalis. Ebbdl, mivel az élhang kialakuldsa a
visszacsatolas miatt egy joval bonyolultabb jelenség, korai lenne komolyabb kovetkeztetéseket
levonni, de mindenképp jelzi, hogy szamitasok a sok kozelités és feltételezés (parhuzamos
aramlas az Orr-Sommerfeld egyenletben, par keresztmetszetbdl az egész tartomanyra levont
kovetkeztetések, hullamszam fiiggetlenség) ellenére kielégitd nagysagrendben maradtak.
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3.  Osszefoglalas

Munkdm sordn eldszOr ismertettem a stabilitdsvizsgalat egyik alapegyenletét, az Orr-
Sommerfeld egyenletet. Késobb bemutattam ennek egy lehetséges megoldasi modszerét, az
Osszetett matrix moddszert, amelyet adaptaltam szabadsugarakra. FEzek utan a
sik-szabadsugarakban el6forduldé analitikus sebességprofilokat ismertettem. A pontosabb
atalakulasi sebességprofilok elérése érdekében CFD szimulaciokat végeztem szabadsugarakra, és
a rendelkezésre allo élhang-szimulaciok sebességprofiljait is elemeztem.

Ezek utan elvégeztem a sebességprofilok stabilitadsvizsgalatat. A vizsgéalat f6 célja az volt,
hogy bizonyitsam, a szabadsugdr a kilépdnyilds kornyezetében érzékenyebb, mint az attol
tavolabb es0 részeken. Ezt a CFD szimulaciokbol kapott esetekben, a két kiillonbdzo
sebességprofilu (egyenletes és parabolikus) kilépés esetén, sikeriilt igazolni. Az analitikusan
eléallitott sebességprofilokon végzett vizsgalatok egy kicsit arnyaljak ezt a képet. Egyenletes
kilépési profil esetén a CFD-sekhez hasonl6é eredményeket kaptam. A parabolikus kilépés esetén
feltételezett, idealizalt analitikus sebességprofil azonban teljesen stabilnak tiint.

A stabilitds vizsgalat eredményeit végiil dimenziés mennyiségekké alakitottam, melynek
nyoman a fokozott érzékenység még inkabb megmutatkozott a kilépés helyénél. A dimenziositott
eredményekbdl az is kidertilt, hogy az dramlasok perturbacios sebességének maximalis erdsitése
kozel volt ahhoz a korfrekvencidhoz, amellyel az élhang a kisérletekben is lengett.

Az eddig ismertetett egyenletek, eredmények egy hosszabb kutatas elsd 1épései voltak. A
CFD modellek tovabb pontosithatok, hogy még jobban kozelitsék a valos kilépési viszonyokat
(favoka pontosabb modellezése). A CFD-s szamitasokat is érdemes lehet elvégezni tovabbi
Reynolds-szamokon, hogy az atalakulasi fazisok Reynolds-szam fiiggdsége is vizsgalhato legyen.
Ezeken kiviil az Orr-Somemrfeld egyenlet Osszetett matrix modszerrel torténd megoldasa
tovabbi, még kiaknazatlan lehetéségeket is kinal, mégpedig a ,,fogékonysag” vizsgalatot. Ennek
segitségével lehetdség nyilik kiillonbozd gerjesztések esetén vizsgdlni az aramlas valaszat, és

megallapitani, hogy milyen tipust gerjesztésekre érzékenyebb az adott d&ramlés.
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Fiiggelék

A. Analitikus sebességprofilok stabilitasa
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28. dbra A sech?(y)profil fazissebességei kiilonbozd Reynolds-szamok esetén
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29. dbra A sech?(y)profil csoportsebességei kiilonbozé Reynolds-szamok esetén
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30. dbra A sech?(y)profil stabilitasdiagramja, alacsony Re esetén

31. dbra A sech?(y)profil stabilitasdiagramja, teljes
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32. dbra A sech? (y*)profil stabilitasdiagramja, alacsony Re esetén
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33. dbra A sech?(y?)profil stabilitasdiagramja, teljes
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34. dbra A sech? (y®)profil stabilitasdiagramja, alacsony Re esetén
[
— p’:ﬂ.z
— p=0.1
— p’:ﬂ

Re

" 200 400 600 300 1000

35. dbra A sech?(y®)profil stabilitasdiagramja, teljes



L4}

LOf

0.8f

0.6

0.4

— p=—02
— p=—0.1
— p=—0.05

—

-~

1 1 1 1 Re
500 1000 1500 2000

36. abra Az idealizalt parabolikus profil stabilitasdiagramja
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37. abra A kiilonbozo profilok perturbaciojanak novekedési rataja Re=5
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38. abra A kiilonbozo profilok perturbaciojanak novekedeési rataja Re=100

Re=1000
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39. abra A kiilonbozo profilok perturbaciojanak novekedeési rataja Re=1000
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B. Szimulaciébdl szarmazod sebességprofilok stabilitasa
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40. dbra A parabolikus kilépésii szabadsugar stabilitasanak dsszehasonlitasa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=0 mm
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41. dabra A parabolikus kilépésii szabadsugar stabilitasdanak dsszehasonlitasa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=0.5 mm

Vil



Re=61.3048

— sech’(y)

— parabolikus x=1

' L w [-]

0.2 0.4 0.6 0.8 1\.0\1.:

42. abra A parabolikus kilépésii szabadsugdar stabilitasanak dsszehasonlitasa Bickley-profillal
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43. dbra A parabolikus kilépésii szabadsugar stabilitasanak dsszehasonlitasa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=2.5 mm
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44. abra A ,,top hat” kilépésii szabadsugar stabilitasanak sszehasonlitasa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=0 mm

Re=064.9722
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45. dbra A ,,top hat” kilépésii szabadsugar stabilitisanak dsszehasonlitasa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=1 mm
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46. dbra A ,,top hat” kilépésii szabadsugar stabilitisdanak osszehasonlitdsa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=2 mm
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47. dabra A ,,top hat” kilépésii szabadsugar stabilitisanak 6sszehasonlitasa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=3 mm
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48. dbra A ,,top hat” kilépésii szabadsugar stabilitasanak osszehasonlitasa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=4 mm
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49. dbra A ,,top hat” kilépésii szabadsugar stabilitisanak dsszehasonlitasa Bickley-profillal

ugyanakkora Re esetén x=6 mm
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