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1. BEVEZETES

A nem kor alaku fogaskerekek szamos teriileten hasznalatosak. A szokvanyosnal jobb
ergondémiaju kerékparok, a képlékeny alakitas gazdasagossagat javito, specialis présgépek, egyes
kilonleges hidraulikus motorok és szivattylk mellett a hadi- és drtechnika is sokhelyttt
alkalmazza ezeket a sajatos gépelemeket. Elterjedtségiiket azonban jelent6sen korlatozta
tervezésik és gyartasuk vitathatatlan bonyolultséga.

A nem koralaku fogaskerekek tervezésének altalanosan ismert és alkalmazott modszere a
hajtott és hajtd kerék szogsebességeinek aranyat definiald, dgynevezett attételi fliggvényre épul.
Az attételi flggvény, valamint a tengelytav eldirt értekének ismeretében meghatarozhatjuk a két
fogaskerék oszt6 vagy gordiilo gorbéjét. Az osztogorbék eldallitasanak maddszerét valamennyi, a
valtozo attételu fogaskerekekkel foglalkozo publikécié azonos mddon alkalmazza.

A gyakorlatban éltalaban csak az egyik osztdégorbe egyenlete fejezhet6 ki zart alakban. A masik
0sztdgorbét diszkrét pontokban kell meghatarozni. A szamitasok jellegzetes problémaja az igen
nagy mennyiségben elvégzendd, kellden pontos eredményt biztositd numerikus integralés.

A tervezes komoly feladata osztdgorbe megfelelo diszkretizalasa — annak eldontése, hogy
milyen suruséggel valasszuk a szamitési pontokat. Nyilvan torekedniink kell a minél kevesebb
pontbdl all6 osztdgorbére; am osztogdrbéket meghatarozé pontsorozatok roviditesenél figyelembe
kell venni a fogazat pontosségi kdvetelményeit is.

Dolgozatomban az osztdégorbék szamitasanak egy Uj algoritmusat dolgoztam ki. Az algoritmus
a megadott hibahatar mellett megadja az 0sztogoérbét meghatarozé minimalis sz&mu pontot.
fogaskerekeknél szamos egyéb probléméval kell megkiizdeni, mint a hagyomanyos
fogaskerekeknél. Vannak olyan fogazati hibalehetdségek, melyekre nem ismert altaldnos esetben
jobb megoldas, mint a megtervezett fogazat-geometria utdlagos ellendrzése. Emiatt nagyon fontos,
hogy a fogazat form4jat nagyon gyors algoritmussal allitsuk el6. Dolgozatomban bemutatok egy
algoritmust a fogazat gyors megtervezésére.

Kdszonetnyilvanitas

Els6ként szeretném megkdszonni hugomnak, Martinak, hogy megmutatta nekem azt a képet,
ami az Otletet adta a témavalasztashoz. Szeretném megkdszonni Laczik Balint tanar drnak, hogy
konzulensként rengeteget segitett, és tdmogatott a dolgozat elkésziltében. Kdszonom Poka
Gyorgynek azt a beszélgetést, ami hozzasegitett a fogazas elméletének atfogdbb megismeréséhez.
Szeretném megkdszonni Horvath Richardnak a bemutaté fogaskerékpar legyartasat. Koszéném
apamnak, hogy szamos kérdésben hozza fordulhattam. Es végiil készondm barataimnak a csillogo
szemeket, amikor az elsé eredményeket meg tudtam nekik mutatni.



2. ALKALMAZASI PELDAK

Miel6tt nekiallunk a fogaskerék tervezési modszerének nekiallni, nézziink meg néhany példat,
ahol nemkoaralakd fogaskerekekkel talalkozhatunk!

Mar Leonardo Da Vinci is foglalkozott nemkdralaku fogaskerekekkel [4]. Excentrikus kor
alakt fogaskerekekhez keresett megfeleléen kapcsolodo ellen-fogaskereket. A vazlatok alapjan
kidolgozott fogaskerék tervezése megtalalhato [6]-ben.

Az C(jkorban talalkozhatunk példaul o&raszerkezetekbe, illetve planetariumba épitett
nemkoralak( fogaskerekekkel [4]. Ezek a fogaskerekek nem minden esetben voltak
matematikailag tokéletesen kidolgozottak, hiszen a sziikséges matematikai apparatus késobb jelent
meg. A 19. szazadtdl jelentek meg matematikailag helyes gordiilégorbével rendelkezd
fogaskerekek. Ebben a korban még a fogazas nem volt tokéletesen megvalositva [4].

A 20. szazadban mar sok szerkezetben alkalmaztak valtozo attétell hajtasokat. Ezek leginkabb
az ellipszis, illetve bel6le szarmaztatott alak osztogorbékkel késziiltek, kevésbe gyakran pedig
logaritmikus spirédl alaku osztégorbével. A fogaskerekek gyartasahoz ugyanis célgépekre volt
sziikség, amelyekkel csak bizonyos tipust osztogorbével rendelkezé nemkoralaku fogaskereket
lehetett eldallitani. A fogaskerekek gyartoberendezéseirdl lathatunk példakat [7,10]-ben. Ezek a
célgépek rendkivil bonyolultak voltak, és nem terjedtek el széles kdrben. Az 1950-es évektdl
kezd6d6en Magyarorszagon Lévai Imre professzor kezdett el foglalkozni nemkdralaku

Elliptikus kerekeket alkalmaztak horonymar6 gépben az alternalé el6tolas biztositasahoz [4].
A maltai kereszt hajtasakor hirtelen szoggyorsulasok jonnének létre allandé attétel esetén. Ennek
a hatasnak csokkentése kedvéért alkalmaztak elliptikus kerékpart [2]. A Schmidt-Kranz-féle cég
alkalmazott fliggd szallitoszalag mozgatd szerkezetben elliptikus fogaskerekeket [2]. Az attételi
fuggveényt ugy sikerllt meghatarozni, hogy ezéltal quick-return szerkezetet hoztak létre. Ovalis
fogaskerekeket alkalmaznak egyes folyadékmérd berendezésben [2].

A logaritmikus spiral alaku fogaskerekeket alkalmaztak logaritmikus potenciométerekben
katonai-elektronikai berendezéseknél. Ezek k6zott el6fordult nem sikbeli fogazath kerék is [3].

Napjainkban lehetéségiinkre 4ll a szamitogépes tervezés, és a szamitogépvezérelt gyartas. Igy
nincs sziikség a specialis célgépekre a nemkoralaku fogaskerekek gyartasahoz. Emiatt szamos Uj
alkalmazasi otlet sziiletett.

Az trkutatdsban mitholdak napelemtablainak kinyitdsandl a kis energiamennyiséggel torténd
nagy tdmegek mozgatasara is specidlis osztogorbéjli kerekeket alkalmaztak [4]. Megjelentek
valtozo attételt biztositd bolygomiivek is [9]. Ezek kozott fellelhetiink nagy nyomés hatasara
forgbmozgast létrehozd szerkezeteket is. Kerékparoknal ismert, hogy az ember vizszintes
pedalkarallasnal tudja a legnagyobb erdt kifejteni, mig a fliggbleges pedalkar allas kozelében
nagyon nagy erd kell emelked6knél a hajtdshoz. A probléma egy megoldisa egy masodrendii
elliptikus fogaskerékpar beiktatasa. A motorokban alkalmazott dugattydk valtozé nyomatékkal
hajtjak meg a fotengelyt. Ennek kiegyenlitésére szintén nemkoralaku fogaskerékpar a
legalkalmasabb.

Szamos mechanizmus mozgéasa megvalosithatd egyszerli nemkdralaka fogaskerékparral. Ezek
nagy elonye, hogy kisebb helyen elférnek. Ha ismert a feladat, akkor altaldban egyszeriibb
nemkdralak( fogaskereket tervezni a probléma megoldasahoz, mint mechanizmst.



Nézzik példaul egy polcemel6 szerkezetet! A polc tul magasan van, igy nem érjiik el. Ennek
érdekében egy mechanizmusra van szukséglnk, ami a mozgatast biztositja. Egy ellensuly
segitségevel tehetjik konnyebbé a mozgatast. A polc témege azonban nem ismert, hiszen
kiilonboz6 tomegl targyakkal terhelhetjiik. Ezért az ellenstly mellett egy kalibralo nehezékre is
szlikséglink van. Azonban kialakithaté Ugy a szerkezet, hogy a kalibral6 témeg holtponttél vald
eltéritésével a polc automatikusan felmegy, illetve leereszkedik a helyzeti energidk valtozasanak
hataséra, melyek mozgéassa, illetve sirlddasi veszteséggé valtoznak. Ismert a ploc elvart helyzeti
energia-valtozasa, igy meghatarozhatd az ellenstly fliggéleges mozgasa a polc mozgasanak
fuggvényében. Az ellensily mozgatadsat mechanizmussal is elvégezhetnénk. Azonban jéval
egyszerlibb dolunk van, ha nemkdoralakt fogaskerékpart alkalmazunk. A megfelelé modell felirasa
utdn nem szlkséges Ujabb Otlet az attételi fuggvény meghatarozdsahoz, ahonnan megkaphato6 a
fogaskerék-geometria.

1. abra
Polc-mozgatd szerkezet

A szerkezet nyilvan miikédhet egyszerii fogaskerék-kapcsolddassal is, ekkor azonban nem
biztosithato a polc kivant sebességii mozgatasa, vagy emberi eré sziikséges a kiegyensulyozott
rendszer mozgatadsahoz. A mozgas optimalizalasdhoz fontos alkalmaznunk a nemkdralakd
fogaskerekeket. Azonban nagy tomegek esetén lassu a szerkezet mozgatasa.

Szamos szabadalmat talalhatunk a www.google.com/patents oldalon. Ezek kdz6tt rengeteg
tovabbi nemkdralak( fogaskereket alkalmazo gépet mutatnak be.



http://www.google.com/patents

3. NEMKORALAKU FOGASKEREKEK
TERVEZESENEK LEPESEI

A szakirodalomban publikaltak egy modszert nemkoralaku fogaskerekek tervezésére. A
gyakorlatban altalaban van egy adott i;,(¢) attételfliggvényiink, mely megadja, hogy az egyik
fogaskerék adott szoghelyzetben allva milyen attétellel hajtsa a masik fogaskereket. Ennek
ismeretében meghatarozhatjuk a két osztodgorbét. Az osztogorbe-generalds modszerét [2]-ben
Osszefoglaltak.

A hajto kerék osztogorbéje kiilso fogkapcsolodas esetén:

T

i12(p) +1 )

r(p) =

A képletben szereplé T érték a fogaskerekek tengelytavja. A hajtott keréknek a hajto kerék
tetszéleges ¢, elfordulasdnal megkaphatjuk az érintkezési pontban a sugarat, és az adott
elfordulasi szogét:

D1
o= - L g @
, i12(@)
(o) =T 80— T 1 (py) ®

Ahol ¢; a hajtdé fogaskeréken az elfordulds az aktualis érintkezési pontig, ¢, a hajtott
fogaskeréken az elfordulas, és r, (@) a hajtott kerék osztogorbéjét meghatarozo fuggvény. Ekkor
rendezés utan ¢, segitségével felirhatjuk a hajtott kerék osztogorbéjét:

P1 -1

1
r(p)=T—-n j
0

l12(9) 4 ®

A gyakorlatban nagyon ritkan fejezhet6 ki zart alakban a hajtott osztégorbe egyenlete, igy
numerikusan kell meghatarozni, osztépontok felvételével. Hiszen adott ¢, értékre mind a hajtott
kerék szdgelfordulasa, mind a sugara megkaphat6. Ezek a pontok meghatarozhatok, ha el tudjuk
vegezni a (2) integralast. Néhany atteteli fliggvény esetén viszont erre nincs lehetéségiink. Ekkor
Uj maddszerhez kell folyamodnunk.

Egy masik komoly feladat eldonteni, hogy mely ¢, értékekre szdmoljuk ki a hajtott osztogorbe
pontjait. Mint ahogy a késébbiekben latni fogjuk, torekedniink kell az osztogorbéket meghatarozo
pontsorozatok minél kisebb ertéken tartasara, hogy a fogazat geometrigjanak meghatarozasa
gyorsan elvégezhetd lehessen. Fontos azonban a kelld pontossag is. Nyilvan torekednink kell



mindkét fogaskeréken a gyarthatdsag hibaja alatt tartani a terveket, illetve, minél kozelebb maradni
a probléma elvi megoldasahoz, a valodi osztogorbékhez és igy az elvart attételhez.

TDK dolgozatom keretein belll az osztogorbéket meghatarozé osztdpontokat numerikusan
szamitdo modszert alkalmaztam, és a megfeleld hibakorlatok alatt tartottam a kapott osztogorbék
geometridjat az elvarthoz képest.

Az osztdgorbe meghatarozasa utan létre kell hozni a fogazatot a kerekeken. Ez a folyamat
torténhet Maag-féle foggyalulds [10] elven. A gyakorlatban a fogalaknak nincsen
gyartastechnologiai korlatja. Bar alkalmaztak bizonyos nemkoralakd fogaskerék-tipusokra
gyartéberendezéseket [7,10], ezek nem terjedtek el, és a CNC megmukalas szinte teljesen
kiszoritotta a hasznélatukat. Igy, nyugodtan véltoztathatjuk a fogaskerekek keriilete mentén az
alkalmazott modult, vagy a profileltolast, de akar a hagyomanyos, gyakorlatban hasznélt alapprofil
jellemz6it6l is eltérhetiink. Ritka ugyanis, hogy egy nemkoralaku fogaskerék tobb masikkal
kapcsolddik. Ez a helyzet a gyakorlatban a nemkdéralakd bolygomiivekre [9] korlatozodik. A
fogazoléc geometridjanak meghatarozasanal oda kell figyelniink par néhany hibaforrasra.

Az evolvens fogprofil Iétrehozédsa egy szamitogépen lassan elvégezhetd feladat. A
foggeometria megvaldsitasanak alapja fellelhet6 [4]-ben. Azonban nem elégséges fogazas brute-
force algoritmussal val6 megvaldsitésa, hisz akkor tobb dran-napon at tartana a fogaskerék
geometriajanak meghatarozasa. Ezért kiillon algoritmust irtam a futasidé minimalizalasara.

Ha megfelel6en meghataroztuk a fogaskerék korvonalat, akkor készen is vagyunk. Azonban
[8]-ban kitértek a szerzOk arra az érdekes helyzetre, hogy a fogaskerekek kiilonb6z6 pontjain a
fogak geometridja keresztiilmehet egyméason, mikdzben mas pontokon szépen goérdil a hajtés. Ez
nyilvan nem mikodik a legyartott fogaskerekek esetében. Ha nem tudjuk biztositani ennek a
probléménak elkeriilését a fogazoléc geometridgjanak meghatarozasakor, akkor iteracios
modszerrel kell meghatarozni a fogak pontjainak 0sztogorbét6l valé megengedhetd maximalis
tavolsagat. Ezért a fogazés végén az egyik fogaskereket, mint fogazoszerszamot le kell gérditeni
a masik fogaskeréken, hogy a fogakadas jelensege ne torténhessen meg. Az eredménytdl fliggéen
modositani kell a fogazélécet, és Ujra elvégezni a fogazast.

A fog-geometria meghatarozasa soran kell elvégezniink a szilardsagtani ellendrzéseket. Fontos
ellendrizni a kapcsoldszamot, a fogt6-szilardsagot, illetve a Hertz-feszlltséget [10].

A tervek AutoCAD rajzokkéa alakitasa utan legyarthatok. Erre a legjobb mddszer [4] szerint
jelenleg a huzalszikra forgécsolas, de lézervagassal is kialakithaté a geometria. Ezt koveti a
fogaskerekek sziikség szerinti hokezelése és kdszoriilése.



4. FIX TENGELYTAVU NEMKORALAKU
FOGASKEREKEK OSZTOGORBEJE AZ
EGYIK FOGASKEREK OSZTOGORBEJENEK
ISMERETEBEN

A kovetkezOkben feltehetjiik, hogy ismerjiik az egyik 0sztogorbét, hiszen ismeriink mind kiilso,
mind belsé kapcsolddas esetén az attételi fliggvény és az egyik fogaskerék osztdgorbéje kozotti
kdlcsonds megfeleltetést [2]. Tehat:

A feladat legyen a kivetkezo:

Ismerjik egy fogaskerék osztdgorbéjet. Ehhez az o0sztdgorbéhez keresink egy masik
osztogorbét, ami fix tengelytdv mellett csiszasmentesen legdrdil az adott osztogorbén. Az
osztdgorbék megadhatok polarkoordinatas alakban, ahol a sugar a sz6g fliggvénye.

2. abra
Adott 0sztogorbén legordiil6 kiilonbozo tengelytavi osztogorbék
fekete: eredeti osztogorbe, zold: kiils6 kapcsolodas, piros:belsé kapcesolodas

Az abran lathatd, hogy a belsd, illetve kiilsé fogaskerék kapcsolodas osztogorbéje hasonld
modszerrel kereshetd. Kiilsd kapcsolodas esetén a tengelytav nagyobb mindkét osztogorbe
legnagyobb sugarénal. Ezzel szemben, belsé kapcsolddas esetén a tengelytav kisebb mindket
osztogorbe legkisebb sugarandl is. Bels6 kapcsolddas esetén az osztogorbék kiszamitasi modszere
nem fiigg attél, hogy a megadott osztodgorbe lesz-e a kiils6-, vagy bels6 osztogorbe.

Fontos megjegyezni, hogy nem minden osztogorbe és tengelytav esetén létezik olyan masik
osztogorbe, amik sikban szépen legordiilnek egyméson. El6fordulhat, hogy a generalt osztogorbe
egy része a gordileés folyaman nekilitkdzik az érintkezési ponttdl kiilonb6z6 helyen is az eredeti
0sztogorbének. Ennek a hibanak a felismerésevel nem foglalkozom. A probléma megoldhat6, ha
az osztdgorbéket nem sikbeliként képzeljik el, hanem csavarvonalhoz hasonldéan. A térbeli
0sztogorbe sikra vetitett valtozatat szamithatjuk ki a kovetkezékben megadott modon, mig a

9



csavar-0szogorbe emelkedesét minden pontban ardnyosnak vehetjlk az osztoégdérbe addig a pontig
vett ivhosszaval. Természetesen mas modszerrel is neki lehet allni a probléma orvoslasanak.
Nézziik meg a feladatot Kicsit formalisabban!

4.1. AFELADAT

Legyen adott egy T > 0 konstans tengelytav, egy a > 0 szogérték és egy r, (@) : [0,a] —
(0, T) fuggvény, az osztogorbe alakja. Ekkor keressik azt az r,(¢): [0, 8] = (0,T) osztogorbét,
ami a t tengelytav mellett csiszasmentesen legordil a teljes r; (¢) osztogdrbén.

4.2. ELSO, KOZELiTO MEGOLDAS

A feladatnak van egy nagyon egyszerii, kozelitd megoldéasa. Legyen 77 (¢) 1€pcsds fiiggvény az
r (@) osztogorbe kozelitése. Ekkor a keresett 75 (¢) fliggvény egyenlete trivialisan adodik.
Vegylk az 71 (¢) fuggvény valamely két egymast kdvetd szakadasi helye kozotti szakaszt. A két
szakadasi hely kozotti kozponti szog legyen Ag. Ekkor ezen a szakaszon legordiilé fliggvény
értéke megkaphaté az 7(@) + 75(@) =T 0Osszefiiggésbdl, illetve Agp* kbzponti szdge a
megegyez0 ivhosszbol adododan:

71(p)
Ap* = — A
L=

(5)

Az egyes szakaszokat kiilon kezelve, majd 6sszeflizve az eredményeket megkaphaté a kozelitd
1épcsés fliggvénnyel tokéletesen kapcsolodo 75 () 1épesés fiiggvény.

N
\(/

3. abra
Konstans szakaszokkal kozelitett egymason legordiilé osztogorbék

A Iépcsds fiiggvény anndl jobban kozeliti a valodi fliggvényt, minél kisebb a legnagyobb
kozponti szogli szakasz hossza. Ezt a maximumértéket 0-ig kozelitve hatarertékben visszakapjuk
az eredeti fliggvényt, és igy megkaphat6 a rajta legordiil6 osztogorbe pontos alakja. Gyakorlatban
azonban véges szakadasi hellyel kozelitenénk az osztégorbét. Ebben az esetben a 1épcsds
0sztogorbén tokéletesen legordiil ugyan a fenti modszerrel eléallithatd 75, (@) 1épcsés fliggvény.
Azonban szamos probléma felmertil az igy kapott osztogdrbével kapcsolatosan. A 3. abran lathato
0sztogorbék bar elvileg tokéletesen gordulnek egymason, a gyakorlatban egymasba akadnanak,
amit csak a fogaskerék gyengitésével orvosolhatunk. A méasik problémat a fogazas jelenti. Ha az
0sztdgorbe minden egyes pontjan a fogaskerék kozéppontjaval egybeesd gorbiiletet alkalmazunk,
az olvaso azt gondolhatna, hogy a fogazas egyszeriien az allando¢ attételii, koralaku fogaskerekek
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fogazéasaval ekvivalensen torténhet. Azonban be kell latnunk, hogy attételvaltasokkor a kiilonb6z6
sugaron létrehozott foggeometridk akadalyoznak egymast a forgasban.

Felmertilhet az olvasdban egy otlet a probléma megoldasara. Kozelitsiik a 1épcsos fiiggvényt
altalanos szakaszokkal! Ekkor mindkét osztogorbébdl ivelt sokszog alaka kerék lesz. A probléma
megoldodott, viszonylag jol lehet fogazni a kapott kerekeket is. Hiszen kelléen sok osztopont
esetén az egyenesszoget tetszélegesen meg tudjuk kozeliteni az egymast kovetd szakaszok altal
bezart szogekkel. Belegondolva abba, hogy maga a lefejté fogazo technoldgia is igazabol egy
soksz0g-osztogorbét fogaz meg, ezzel a modszerrel tokéletesen fogazhatd osztogorbéket
kaphatunk.

Azonban felmeriil egy Gjabb probléma: A 1épcsds fiiggvények tokéletesen gordiiltek egymason.
De a ferde szakaszokkal valo kozelitésukre ez mar nem teljestl. Kdzelitsiik a 3. &brén lathato
1épcsOs fliggvényt az egyes tartomanyok kézéppontjait 6sszekotd ives szakaszokkal! A 4. abran
lathatjuk a kiilonbséget a fekete 0sztogorbén legordiild valddi (piros) osztogorbe, és a zold, 1épcsds
fliggveny kozelitésével kapott osztogorbe kdzotti kiilonbséget.

4. dbra
A masodik abran lathatd szakaszos konstans fliggvény linreéris szakaszokkal kozelitett
valtozata
fekete: eredeti fiiggvény kozelitése, piros: eredetin legordiild fiiggvény kozelitése, zold: a
fekete osztogorbén valdjaban legordiilé osztogorbe

A hiba oka, hogy egy (ives) szakaszon legordiilé gorbe nem (ives) szakasz. Az ilyen mddon
kozelitett fogaskerék par rendkivil pontatlan osztogorbével rendelkezhet, hiszen Oridsi
kulonbségek lehetnek az elvileg végig egymassal kapcsol6dd szakaszok ivhosszai kdzott. A hiba
halmozo6dhat, ami nagyon nem 0sszeilld osztogorbéket eredményezhet, és a halmozodas miatt a
hiba mértéke nem csokken jelentdsen az osztopontok szamanak novelésével.

Egy j6 megoldas, hogy az eredeti osztogdrbét nem Iépcsds fiiggvénnyel, hanem rogton
szakaszokkal kozelitenénk. Ekkor azonban a kapcsolodo fogaskerék alakjat nem trivialis
meghatarozni. Ennek a mddszernek a tovabbgondoldsdhoz eldszor nézziik meg a kapcsolddod
0sztdgorbe generalasanak analitikus megoldasat, és vizsgaljuk meg a moddszert gyakorlati
hasznalhatdsag szempontjabél!

4.3. ANALITIKUS MEGOLDAS

A szakirodalombol [2] ismert, hogy hogyan allitsuk el6 az osztogorbéket az attételi fliggvény
alapjan. Legyen adott az i;,(¢@) attételi fiiggvénylink, mely a hajtdé kerék tetszbleges ¢
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szogelfordulasndl kifejezi a hajtd és a hajtott fogaskerék szogsebességét. Innen meghatérozhaté az
r1(¢) hajtdé kerék sugara tetszéleges ¢ szogelfordulds esetén. Kiilsé kapcsolodas esetén a
kovetkez6 képletet alkalmazhatjuk:

T
r(p) = ) F1 (6)
A hajtott kerék sugara a kovetkez6 kifejezésbdl szamithato:
P41
1(02) =T = 11(py), ahol g = f —5 @)
Ennek alapjan felirhatjuk a ¢, szogelfordulas segitségével a hajtott kerék sugarat:
01 -1
) =T-n| [ —do ®)
; i12(9)
(6)-bol kifejezve az attételi fliggvényt, (8) a kovetkez6 format 6lti:
@1 -1
) =T—-n ! % de )

Kiils6 fogkapcsolodas esetén ismert, hogy 0 < r; (@) < T tetszbleges ¢ Sz0g esetén, igy az
integrandus pozitiv, tehat az integral monoton ndvekvd, létezik inverze a [0, a] intervallumon. Igy
j6l definialt 6sszefliggést kaptunk a hajtott kerék osztogorbejére. Termeészetesen, a hajtd kereket a
szoggel elforgatva a hajtott kerék g szdggel fog elfordulni:

-1

B
o _n@ _7_
R =T-n j sy | |=T-n@ (10)
Innen megkaphatjuk g értékét:
r1()
k= f —7"1(<P) (1)

Az analitikus megoldas nagy hibaja, hogy a keresend6 fiiggvény két nemtrivialis miiveletet is
tartalmaz: az integralast, és az inverzképzést. Sok konkrét esetben sikerllhet az integralas
analitikus megkeresése, de az inverzképzés szinte minden esetben csak numerikusan elvégezhetd
miivelet. Eppen ezért numerikus modszerekkel lehet csak meghatarozni altalanossagban a keresett
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0sztogorbét. Erre talalhatok interpolacios eljarasok, esetleg a fliggvény véges sok pontban torténd
meghatarozasaval is prébalkozhatunk. Ezzel szemben én egy méasik megoldast fogok javasolni.

4.4, OSZTOGORBEK ERTELMEZESI TARTOMANYANAK ARANYAI

Az attételi fliggvény ismereteben szintén meghatarozhatd g értéke (7) alapjan:

a a

1 .
b= 5 do= Of i1 (p) dy (12)

0

Nyilvan i,,(¢) Aétlagértéke a [0,a] intervallumon megadja, hogy a hajtott kerék g
szogelfordulasa a hajtd kerék a elfordulasa hatasara a-nak hanyszorosa lesz. Ha az atlagérték 1,
akkor teljesulni fog a f = a egyenléség.

A gyakorlatban a nemkoralak( fogaskerekek olyan helyen jonnek el6 a leggyakrabban, ahol
fogaskerekekkel akarunk 6sszekapcsolni két tengelyt, melyek azonos periédusu, nem allando
attétell elvart szogsebesség-fliggvennyel rendelkeznek, és az egyik tengely teljes korbefordulasara
a masik is korbefordul. Igy @ = B = 2m mar az attétel-fliggvény meghatarozasa elétt biztositott.
Ha a periddikus szdgsebesseg-fliggvények folytonosak is, akkor a két nemkoralaku fogaskerék
osztogorbéje garantaltan zért lesz. Hasonldan, ha az attetelfliggvény atlagértéke egész sz&m
(esetleg egész szdm reciproka), akkor a hajasban részt vevd nemkdoralaku kerekek megtervezheték
egyszerlien zart osztogorbéjlire.

B

Elképzelhetd, hogy olyan feladat all eléttiink, hogy az attételfuiggvény atlagértéke, azaz a p

szbgarany raciondlis. Ilyen esetekben nem feltétleniil, de sziikség lehet allando attételii hajtasok
beiktatasara, hogy a szogarany egész, vagy egész szam reciproka legyen.

4.5. AZ OSZTOGORBEK DERIVALHATOSAGANAK BIZTOSITASA

A fogazas szempontjabdl konnyebbséget jelent, ha az osztdégorbe folytonos, és derivalhato. Ezt
a feltételt nem teljesitd pontokban a fliggvényt modositani tudjuk, ha az alkalmazas ezt megengedi,
nincs sziikség hirtelen széggyorsulas-valtasokra. Nyilvan, ekkor az attétel is mdédosulni fog. Ha az
() eredeti osztogorbe derivalhatd, akkor a rajta legordiilére is nyilvan teljesiilni fog ez a
tulajdonsag. Tehat, elég megvizsgalnunk az r; (¢) flggvény nem derivalhat6 pontjait. Tegyuk fel,
hogy a fuiggvény folytonos. Ekkor ezeken a pontokon az eredeti fiiggveny pont korili adott sugard
kornyezetét kicserélhetjlik egy derivalhato fiiggvényre, melynek kezdd-, s végpontjaban a
fuggvényérték és a meredekség megegyezik a kapcsolodd r;(¢) fluggvény meredekségehez.
Formalisan:

legyen 6 € [0, a] szOgerték, amelyre r; € C{6}, de r; & D{6}. Ekkor vegyiink olyan 0 <
7, < 0 < 11 < a értékeket, amelyre , € C'{r,,1,}. EKkor keresiink egy olyan S:[7,,7,] =
(0,T) egyszeresen derivalhatd simité fuggvényt, melyre S(z;) = r(t1), S'(71) =1r1'(71),
S(ty) = 11(13), S'(1,) = r'(1,). Az Uj r{ (@) osztogorbe alakja:

S(@), @€ [r,1,]

(@) = {n(w)' @ € [0,a]\[71,77]

(13)
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5. abra
A fuggvény nem derivalhatd pontjanak egy lehetséges lekerekitése harmadfokd polinom
segitségével

A lehetséges fliggvényvalasztasok koziil célszerii olyat vélasztani, ami a lehetd legnagyobb
minimalis gorbileti sugarat eredményezi. A peremfeltételeket kielégitd legegyszerlibb ilyen
fuggveny egy harmadfoku polinom, de &ltaldnossagban nem mondhatd el, hogy ez lenne a legjobb
megoldas.

Megfelel6 14, T, valasztassal a koriv is megfelel6 kozelitd fiiggvény lehet. Ebben az esetben
T,,T, megvalasztasat az olvasdra bizom. Speciélis esetben, példaul, szimmetrikus esetben, ha
rn@—1)=r0+1), és r,'(0 — 1) = —1,"(6 + 1) valamely 0 < 7 < min{f, a — 6} értékre,
T, =0—1 és 1, =0+ 1 esetén konnyen meghatarozhatd a koriv képlete. Azonban néha
szlikségunk lesz azonos 0sztogorbéjli fogaskerekek esetén arra, hogy nyujsuk az osztogorbéket.
Ekkor a simit6 fliggvény alakja véltozik, és méar varhatéan més fuggveny lenne az optimélis.
Példaul, korivbdl ellipszisiv lesz, pedig kisebb sugaru koriv nagyobb minimalis gorbiileti sugarat
eredményezne. Ha igazan hatékonyan akarunk eljarni, akkor iteracios maodszerhez kell
folyamodnunk. Ha nyujtast alkalmazunk, néha jobban jarunk akkor, ha parabolaivet hasznalunk
simito fuggvenynek.

/N~ N o

6. abra
Szimmetrikus eset, kor, illetve parabola-kerekités kiilonb6z6 nyujtasok esetén
piros: koriv/ellipszisiv, kék: parabolaiv
A bal abra 1,5-sz06r6s zsugoritas, mig a jobb 1,5-sz6rds nyujtas mellett abrazolja a simito
fuggvényeket.

Ritkan el6fordulhat, hogy a megadott simité fiiggvény ertékkészlete atlépi a [0,T]
intervallumot. Erre figyelntnk kell.
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5. EGYFORMA OSZTOGORBEJU
FOGASKEREKEK

Miutan meghataroztuk egy osztogdérbén legordiillé masik osztogérbe képletét, nézziik meg,
hogy lehet egymason legordiild osztogorbéket 1étrehozni. Eldszor azonban vizsgaljuk meg az
egymason legordiild osztogorbék kozotti azonossagokat:

5.1. AZONOSSAGOK

Legyen 7 (¢):[0,a] = (0,T), és r,(¢):[0,8] = (0,T) egymason legordilé osztogorbék.
Ekkor tetszéleges pozitiv k valos szamra az (k- @) és az ry(k- @), illetve a k-r (@) és
k-r,(¢p) fuggvények is legordulnek egymason. Szintén igaz, hogy r(a — ¢) €s r(8 — @)
fuggvenyek is legordilnek egymaéson.

Szintén egyszerlien belathatd, hogy ha R;(¢):[0,a’] - (0,T) és R,(¢):[0,8'] = (0,T)
fliggveények, ha azonos tengelytavval legordiilnek egyméason, mint r; (@) és r, (@) flggvények,
akkor a kovetkez6 fliggvények is legordiilnek egymason:

. (@), 0<¢p<a
g((p) '_ {Rl(gaia), aS(p SCZ"‘CZ, (14)

R(¢—B) B<9o<p+p
Hasonldéan megadhatok azonossagok bels6 kapcsolodast osztogorbékre.
5.2. EGYFORMA OSZTOGORBEK

A fenti azonossagokat felhasznalva észrevehetjiik, hogy tetszéleges r;(¢): [0, @] = (0,T), €s
r,(9): [0, B] = (0,T) osztogodrbék esetén a

. (@), 0<¢p<a
9(p) = {rz(a+ﬁi<p), a<@p<a+f (16)
ésa
— Tz(ﬁo)’ 0< 4 < .B
G(p) = {rl(a+ﬁ—<p), a<p<a+p a7

0sztdgorbék szintén legdrdulnek egymason. Azonban észrevehetjik, hogy a két osztdgorbe
egybevago.
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7. abra
Az 6nmagan legordiilé fogaskerék 0sztogorbéje

A kapott osztdgorbének varhatoan lesz egypar szépséghibaja. Példaul, hogy nem folytonos. Ezt
a problémat konnyen kikuszobolhetjik az eredeti r; (¢) osztégorbén legordiilé masik osztogorbe
keresésekor a megfelelé tengelytdv megvélasztasdval. Célszeriien legyen a tengelytav T =
2r; (a)! Ekkor tejesiilni fog a folytonossag az @ pontban. Ezen kiviil a két gérbe meredeksége is
megegyez0 lesz, hiszen az a pontban a legordiilé ¢és az eredeti osztogdrbének is azonos lesz a
sugara. A 7. abran a feketével jelzett fliggvényt Ggy alkottam meg, hogy ez a feltétel teljesuljon.

Az eredményll kapott osztdgdrbe még nem biztos, hogy az altalunk vélaszott intervallumban
értelmezett. Ezt a problémat egyszeriien kikiiszobolhetjiik, hogy egy alkalmas k pozitiv szammal
megszorozzuk a fliggvényparamétert, azaz nem a g(¢), hanem a g(k - ¢) fliggvényt tekintjik. Ha

példaul teljes, kor alaki osztogorbét szeretnenk kapni, akkor legyen k = ;—”B! Ekkor nyilvan

valtozik a hajtads attételi fliggvénye is, amit sziikség esetén allandd attételii hajtassal
kompenzalnunk kell. Azonban nem garantalt a g(0) és g(a + B) értékek egyenlésége, igy ebben
a pontban a kapott osztogorbének szakadasi helye lesz. Ha kikdtjik, hogy r(a) = g azaz a

tengelytav kétszerese az r;(¢) flggvény mindkét végpontjan felvett értékének, akkor a kaptott
g(k - @) teljes osztogorbe az eredeti osztogdrbe mindkét végpontjan folytonos, és derivalhato lesz.
Ez nyilvan azt jelenti, hogy az attételi fliggvény értéke legyen 1 a 0, és az a sz6gértékeknél.

Az alkalmazas szintén garantalni tudja az egyforma fogaskerekek osztogorbéjének zartsagat.
Ha az el6irt elfordulas a két tengelyen a €s 3, melyekre a + 8 = 2w, majd megcserélodik a két
tengely szerepe, és az attételi figgvény az eddigi attételi fliggvény inverze lesz, akkor garantaltan
zart lesz a keresett osztdgorbe.

8. ébra
A 7. &brén lathatd osztogdrbe nyljtasa a [0,27] intervallumra
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6. AZ OSZTOGORBE
MEGHATAROZASANAK EGY NUMERIKUS
MODSZERE

A kovetkez6 fejezetben az 0sztogorbének egy numerikus kozelitését adjuk meg, hogy a
gyakorlatban is kiszdmolhaté osztogorbékkel foglalkozzunk. A fejezetben ritkdn ki fogok térni
arra, hogy azonos o0sztogorbéji fogaskerékpar esetén milyen hibaszamitassal végezhetjik el a
numerikus kozelitést.

6.1. A LINEARIS KOZELITES ALAPJAI

Tegyuk fel, hogy r; (@) fliggveny folytonos. Ha csak a szakaszonkénti folytonossag teljestil,
természetesen felbonthaté a fliggvény folytonos szakaszok vizsgdlatdra. Ekkor kozelithetd a
gorbén talalhatd véges sok pont dsszekotésével kapott vonalsorozattal. igy, az (@) fuggvény
felbonthat6 a pontok mentén linearis fiiggvényekre, melyeken a legordiilé osztogorbe végpontja
koénnyedén meghatarozhat6 analitikusan is.

Nevezzik polarkoordinatasan linearis fiiggvénynek a kovetkezé alaku fliggvényeket:

r(p) =me +>b (18)

Egy ilyen alaka fuggvényen bar nem tudjuk meghatarozni, pontosan milyen osztégorbe gordil
le, de analitikusan meghatarozhato a legordiild osztogorbe végpontja. Altalanosan felirva az
Osszefuggest az r(@) = me + b, @: [0,a] alakban megadott o0sztogorbén legordiild kiilsé
kapcsolodasu osztdgorbe végpontjanak értéke:

T T
—a——In(T—m-a—->b)+—In(T — b), m=# 0
B = " "oy (19)
m=20

T—p%

A kapott, polarkoordinatasan linearis fiiggvényekbdl allo osztogorbén legordiilé fliggvény bar
analitikusan nem meghatarozhaté, de a szakaszok veégpontjait a megadott képlettel
meghatarozhatjuk. Megfelelden kis kozponti szog esetén jol kozelithetd a linedris fliggvényen
legordiild osztogdrbe szintén linearis fliggvénnyel.

A késbébbickben feltessziik, hogy a fogazas szempontjabol kedvezObb, derivalhato ry(¢p)
0sztdgorbét szeretnénk kozeliteni lineéris fliggvényekkel.

Ezen a ponton megjegyezhetjiik, hogy az eredeti osztogorbe kozelithetd lehet szamos fajta
fliggvény segitségével, példaul masodfokd, vagy exponencidlis spline interpolécidval is. Ezek
esetén szintén konnyen meghatarozhatok a legordiilé osztégorbék egyes osztopontjai. Masodfoku
fliggvények, illetve a spline interpolacié esetén egyértelmiien jobban kozelithetd az eredeti
0sztogorbe, mint linedris fliggvények hasznélataval. Azonban a legordiilé osztdégorbe alakjanak
meghatarozasara csak exponencialis interpolacio esetén lenne jobb mddszeriink, hiszen ebben az
esetben analitikusan meghatarozhaté lenne a szakaszokon legordiilé osztogorbe. Kis kdzponti
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szogek, és viszonylag sima osztogorbe esetén tul nagy elényt nem jelent a hasznalatuk, hiszen a
linearis flggvény is nagyon jol kozeliti az eredeti 0sztégorbét. A késébbi fogazas szempontjabol
szintén nem lennénk boldogabbak a hasznalatukkal.

A fentiekben bemutatott modon sok, egymas végpontjaival kapcsolédd polarkoordinatasan
linearis fliggvénnyel kozelithetd az osztogorbe. Fontos megjegyezni, hogy ezeknek a
polarkoordinatasan linearis fuggvényeknek az alakja nem alkot egyenest. Ezek egyenessel valo
kozelitésének hibaja foként a kdzponti szogliktol és a meredekségiiktdl fiigg.

9. ébra
Az osztogorbe kozelitése polarkoordinatasan linearis fliggvényekkel
fekete: eredeti osztdgorbe, piros: linearizalt kdzelités 10 szakasszal

A 9. abran lathatjuk, hogy hogyan kozelithetjiik az osztogorbét polarkoordinatasan linearis
fuggvenyekkel. Ha szlikségunk van az eredeti 0sztogorbe alakjanak pontosabb kozelitésére, akkor
tobb alappontot kell felvenniink. A tovabbiakban nem az eredeti fliggvényen legordiilé osztogorbét
keressiik, hanem a kozelitésen legordiilot.

6.2. AKOZELITETT OSZTOGORBE HIBAJA

A kapott, polarkoordinatasan linearis fliggvényekbdl allo osztogorbén legordiilé fiiggvény bar
analitikusan nem meghatarozhatd, de a szakaszok végpontjait a megadott képlettel
meghatarozhatjuk. Emiatt minden osztoponthoz meghatarozhato az a pont a legordiild
0sztogorbén, amivel érintkezni fog. A legordiild osztogorbén kapott pontokat pedig szintén
Osszekothetjik példaul polarkoordinatésan linearis fliggvényekkel, hiszen ezek alakjat nem
ismerjilk, igy csak kozeliteni tudjuk. Igy belathatd, hogy a polarkoordinatasan lineéris
szakaszokkal meghatarozott 0sztogorbén legordiilé osztogérbére megalkotott numerikus eljaras
halmozddd szog-, és sugarhibat sem tartalmaz. Ezt lathatjuk is a 10. abran. Az abran a fekete,
eredeti osztogorbét felosztottuk 1, 2, 4, 16 polarkoordinatasan lineéris szakaszra egyenlé kozponti
szogek mellett, melyek nyilvdn mindig ugyanazt az osztogorbét eredményezik. A kiilonb6z6
szamu felbontas esetén lathatjuk zold, illetve kék szinekkel jeldlve a kiilonb6zd osztopontszam
esetén a szamolt kozelitd legdrdiild gorbét.

Ilyen moédon tetszéleges pontossaggal lehet kozeliteni a polarkoordindtasan linearis
szakaszokbol allo osztogorbén legordiilé osztogorbét, hiszen barmely polarkoordinatdsan lineéris
fiiggvény felbonthaté tetszéleges szogértéknél két polarkoordianatasan linearis fiiggvényre. igy
kaptunk egy 0j osztopontot a kozelitett eredeti osztogorben, igy egy 0j pontot egyszeriien
kiszamolhatunk a legdrdiild osztogdérbén is. Azonban érdemes az esetlegesen sziikséges Uj
osztopontokat nem a kozelitett fliggvényrdl, hanem az eredeti osztogorbérdl felvenni, hiszen akkor
kozelebb kerulhetink a vart attételi fliggvényi hajtashoz. Példaul, a 9. abran lathatd esetben
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nyilvan nem a piros, kozelitett szakaszokrol kell felvenni az (j osztopont koordinatait, hanem a
fekete, eredeti fiiggvényrél. Nyilvan, ha csak numerikusan ismerjiuk az osztégorbét, akkor a 10.
abrén lathatd modon az osztopont koordinatidkat a numerikusan kozelitett polarkoordinatasan
linearis szakaszokral kell venniink.

A 10. abran lathatd, hogy a numerikusan kiszamolt legdrdiil6 osztégorbe szakaszainak hibéja
foként a kozponti szogtol, és a fliggvény meredekségétol fiigg.

10. abra
A numerikus algoritmus hibaja m = 1,2 esetén
fekete: linearis gorbe, piros rajta legordiild fiiggvény.
z0ld-kék: a legordiild osztogorbe linearis fiiggvényekkel vett kozelitése 1,2,4,16 szakasz
eseten

Az elkészult osztogorbék polarkoordinatasan lineéris fliggvényeinek ha kis kdzponti szége van,
akkor az ives szakaszok egyenessel is jol kozelithetdek. gy, késdbbi fogazashoz nagyon kedvezd
tortvonalat (majd az osztogobe nyujtassal sokszoget) kaphatunk az osztogoérbékbdl, ahol a
szakaszok végpontjai az osztopontok. Ez a lehetdség nagyon jol fog jonni a fogazasnal, amikor
kénnyen meghatarozhatd lesz a fliggvénygorbe adott pontban vett meredeksége, illetve a fliggvény
konvex, es konkav szakaszai.

19



Most tekintsik példaul az r; (@) = e®,¢:[0,2] fliggvényt, és kozelitsiik kiilonb6zé szamh
osztopont segitségével, melyek egyenld kozponti szogekre osztjak az értelmezési tartomanyt.

11. abra
A generalt osztogorbék 6, 10,19 és 30 szakasz esetén
szlrke: exponencialis fliggvények, fekete: eredeti figgvény kozelitése azonos kdzépponti
szogekkel, piros: a legordiilé kozelitett gorbe.

A 11. abra sejteti, hogy nem az a legcélszeriibb, ha egyenld kozponti szogekkel dolgozunk.
Példaul, az intervallum elején lehetett volna nagyobb kdzponti szdgekre bontani az intervallumot,
mig az intervallum végén kisebbekre. A legordiilé osztogorbén keletkez6 hiba nem volt az eredeti
0sztogorbén annyira feltiind. A késdbbiekben fontos lesz fogazas szempontjabol, hogy minél
alacsonyabb értéken tartsuk a szlikséges osztépontok szamat adott hiba megengedése mellett.

6.3. HIBASZAMITAS, OPTIMALIS OSZTOPONT-FELVETEL

A kovetkez6 sorokban figyelembe vessziik, hogy az osztogorbe-generalds algoritmusa toébb
nagysagrenddel gyorsabb, mint a fogazés algoritmusa. Emiatt nagyon fontos az eldirt hibakorlatok
alatt maradva minimalizalni a szikséges osztopontok szamat. Ezt akéar az algoritmus nagy
futasid6-novekedése aran is meg kell tennink.

A kdzponti szdgek kezelése azonos kapcsolodo 0sztdgorbék esetén:

Azonos kapcsolddo osztogorbék esetén az eredeti, és a rajta legordiilé osztogorbe értelmezési
tartoményai hosszanak 6sszege pont 2w kell, hogy legyen. Azonban, elképzelhetdk olyan
helyzetek, amikor nem ismerjik az r;(¢) 0sztdgorbén legordiilé r,(¢) 0sztogorbe értelmezési
tartomanyanak hosszat. A hibaszamitasban sziksegiink lesz mind az eredeti osztogorbe, mind a
legordiild osztogdrbe egyes szakaszainak kozponti szdgeire, a teljes Onmagin legordiild
osztogdrbe [0,2] intervallumra nyujtasa utan. Altalanossagban csak annyit tudunk a legordiild
osztogorbe kozponti szogérél, hogy a [0,2m — a] intervallumba esik. Ertéke jol kozelithetd, bar
alsé hatar nehezen adhato ra. Ha a legrosszabb esetet tesszik fel, az eredeti r; (@) osztogorbet kell
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a teljes [0,27] intervallumra nydjtani. Ekkor a kdzponti szogek egy k = %" értékkel szorzddnak a
nyUjtas utan. Azonban a kozelitett 8* értékkel jo kozelitéssel megkaphatjuk k* = %;* értékét.
Ennek hasznalate elkeriili a tulzott felsd becsléseket a hibaszamitasnal, és a foloslegesen sok
osztépont alkalmazésat. A tovabbiakban azonos osztogorbék esetén igy kell erteni a kozponti

szogek értékét. Ez biztositja a fels6 becslést a hibakra.
6.3.1. AZ OSZTOGORBE KOZELITESENEK HIBAJA
Az eredeti 0sztogorbe polarkoordinatasan lineéris szakaszokkal vett kozelitésenek hibaja:

Ezen sorok utin nézzilkk meg, hogy milyen részekbdl is all az osztogorbe porlarkoordinatasan
linearis szakaszokkal vett kozelitésének hibaja. Els6 1épésben kozelitettiik az eredeti fliggvényt
polérkoordinatasan linearis fliggvényekkel. Ennek hibja meghatarozhatd. Ez analitikusan ritkan
elvégezheté miivelet. Helyette nézziik egyesével az osztopontokkal meghatarozott szakaszokat!
Két osztopont kozott felvehetlink még n Gjabb osztopontot. A legegyszeriibb esetben ezek egyenld
kdzponti szogekre osztjak az intervallumot. Ezek tavolsaganak maximumat vehetjik a
polarkoordinatasan linearis szakasszal. Ha az eredeti o0sztogorbét egy y szogig felosztottuk
osztopontokkal, a kovetkezé osztopont helyzete iteracios modszerrel meghatarozhato, hogy az
adott hibaértéket elérjuk.

Nevezzik a kapott kdzelitésben az 0j osztdépont szdgtavolsagat &;-nek! Nyilvan ez az érték az
adott helyzetben egy felso korlatja lesz az 0j osztopont altal meghatarozott kézponti szognek.

Az adott szakasz esetén a kozelités és az eredeti osztogorbe hibajaval a késdbbiekben nem
foglalkozunk.

A polérkoordinatasan linearis szakaszok, és a rajtuk legérdiilé osztogorbék szakaszokkal vett
kozelitésének hibaja:

A linearis szakaszok hib4ja kdnnyen meghatérozhat6. Belathatd, hogy minden lineéris
fliggvenyt egyenessel kdzelitve a hdrhiba kisebb, mint az egyenest meghatarozo két pont kézil a
kozépponttol kozelebbi sugaru kornek, €s a szakasz hosszaval megegyez6 hirnak a maximalis
tavolsaga. Tehat, (11, ¢1), és (r,, @,) pontok kozott a hiba egy felsé korlatja(feltételezhetjiik,
hogy Kis szdgeltérés miatt a gyok értelmezett):

Hi <R - \/Rz —%((7’2 —m)?+ (92 — 91)?), R = min{ry, r,} (20)

A képlet ismeretében a hurhiba tetszdlegesen lecsokkenthetd a kozponti szog csokkentésével.

A legordiil6 osztogorbe esetén arra gondolhatunk, a polarkoordinatasan linearis fuggvénnyel
valo kozelités nem lenne megfeleld. Belathatd azonban, hogy felsé becslést ad a
poléarkoordinatasan linearis figgvénnyel valo kozelités (lasd 10. abra). Ekkor egy, az eredeti
polarkoordinatasan lineéris szakasz esetén hasznalt hibaszamitasi eljarassal becsulhetjuk a
legordiil6 osztogorbe hibajat is. Ennek értéke legyen H,!

A végeredményben kapott osztogorbék egyenes szakaszokbdl allnak. Fix tengelytavolsag
esetén csak a csucspontok érnek Ossze, a szakaszok tavolsaga pedig a gordilés folyaman
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maximalisan H; + H, = AH lesz. Ennek a hibanak a nagysagat szintén a hibahatar alatt kell
tartani. Igy, kapunk egy Gjabb, &, felsé kozponti szog-hatért az 0j szakaszra.

= ===

12. abra
Az eredeti, és a végso kozelitett 0osztogorbék egymason vald legordiilése
Piros: eredeti 0sztogorbe, Fekete: szakasszal kozelitett osztogorbe
A kozéps6 abran jol latszik a AH tavolsag, mint a fekete szakaszok tavolsaga

6.3.2. AFOGAZAS SORAN FELLEPO HIBA FELSO BECSLESE

Az osztogorbe fogazasat a késdbb fogjuk targyalni. Azonban a fogak alakjat eldallito
algoritmus erdsen €pit arra, hogy hogyan vettiik fel az osztopontokat. Igy, a hibaszamitast az
osztépontok felvételénél kell elvégezniink.

A fogazas folyamata vazlatosan:

A fogazast Maag-féle foggyalulashoz [10] hasonl6an képzelhetjik el. Egy fogaslécet fogunk
az 0sztdgorbén legorditeni, és az eredményil kapott fogaskerék természetesen a gordités soran
fellépo belsd burkolo lesz. A fogasléc hossza (elvileg) megegyezik az osztdgorbe kertletével.

Esetilinkben az osztogdrbe szakaszokbdl all. Emiatt nyilvan kénnyen szamolhat6 a legérdiilés,
a fogasléc véges sok allasanak segitségével meghatarozhatjuk a teljes fogaskereket.
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13. &bra
Ellipszis alaku fogaskerék fogazasa fogasléccel

A folyamat el6tt azonban az osztopontokat megfelelden kell meghatirozni, hogy a kész
fogaskeréken fellépd hibak a gyarthatosagi kiiszob alatt legyenek. Ahogy azt a 13. &bran is
lathatjuk, az osztopontokat nem érdemes egyenletes kozépponti szoggel felvenni. Ekkor ugyanis
az abran lathato jelenség alakul ki: a kis gorbuleti sugard helyeken a fogazas pontatlan lesz, mig a
nagy gorbdileti sugard helyeken foldslegesen pontos.

Fogazas szempontjabol kétféle hiba alakul ki, amit a gyartasi kiiszb alatt kell tartanunk:

Halmozbédé hosszhiba:

Ennek a hibanak a megértése talan kicsit nehéz. Az eredményiil kapott osztdgorbének csak az
osztopontjai érintkeznek a legordiilés soran egymassal, az 6ket 6sszekotd egyenes szakaszok tobbi
pontja nem. Ha befogazzuk az osztogoorbét, akkor célszerii gy eljanunk, hogy a kapott
fogaskeréek ©nmagan valo legordillése sordn a fogak biztositsdk az elképzelt oszdpontok
talalkozasat. Azonban, két szomszédos, egymassal a gordiilés soran érintkezé osztopont-part
Osszekoto szakaszok hosszai nem feltétleniil egyformak. Emiatt halmozodo hiba jelentkezik.
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14. abra
A szakaszkiilonbségbdl adodo halmozdodé hiba

A 14. abrén lathatunk egy olyan esetet, hogy az 5-5 osztopont altal meghatarozott osztogérbék
esetében az osztopontok tavolsdga kilonbozé. Emiatt a fels6 osztogérbénél sokkal hosszabb
fogasléc kell a befogazashoz, mint az alsonal. A fogak kapcsolodasa biztositani fogja a hajtast,
azonban az osztépontok az egymason vald adott tengelytavu legordilésnél nem fognak talalkozni
egymassal. Akar annyira is eltavolodhatnak egymastol, hogy a fogak nem talalkoznak egymassal.
A hiba oka, hogy a polarkoordinatasan lineéris alaku fuggvényeket egyenessel kozelitettlk.

A halmozodd hiba sehol sem érhet el egy megadott hibahatart. Azaz, tetszéleges, egymason
legordiilé osztopontra igaznak kell lennie, hogy az eredeti, és a legdrdiilé osztogorbének az adott
osztopontig vett ivhosszanak kulonbsege kisebb a megadott hibakorlatnal. Ez az ellenérzési
lehetéség nehéz, ezért érdemes szakaszonkénti feltételt adni, amibdl kovetkezik a hibakorlat alatti
eredmény.

Ha ismernénk a kozelitett 0sztdgorbék keriletét, akkor meg tudnank mondani, hogy a hibahatar
mekkora relativ hibat jelent. Ekkor szakaszonként el6irhatnank, hogy az egymason legordiilo
szakaszok hosszanak relativ hibaja legfeljebb az adott érték lehet. Az osztégorbék hossza azonban
nagyon jOl becsiilhetd. Hiszen, n egyenld kozépponti szégli osztdopont esetén kiszamolhato a
becsiilt ivhossz mind az eredeti, mind a legérdiilé osztogorbén. Az osztopontok szama akar 1000-
10000 nagysagrendt is lehet. Miutin megkaptuk az I;,1, ivhosszakat, melyek kozelitéleg
egyenldk, a szakaszonként megengedhetd hiba konnyen meghatarozhato.

Egy Ujabb probléma, hogy a szakaszok hosszainak kulonbsége az osztogdrbék nyudjtasaval
valtozik. Emiatt, példaul azonos osztogorbéjii fogaskerekek esetében, az egymason legordiild
osztogorbek végso teljes kozponti szogevel kell szamolnunk. Ezt ugyanigy nem ismerjiik, mint az
0sztdgorbék ivhosszat, de ugyanugy meg is kaphatjuk.

A megengedhetd hiba nem a gyarthatésag hatara. Ennél nagyobb hibat is megengedhetiink,
hiszen nem torténik mas, csak az osztoégorbék kicsit eltavolodnak néha egymastol. Ennek ellenére,
egyszerliség kedvéért szdmoljunk a tovabbiakban a gyarthatosagi hibaval.

Tehat, a halmozd6doé hiba alapjan a szakasz megengedhetd legnagyobb kdzponti szoge legyen
553!
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Az evolvens fogprofil hibgja:

A fogazas soran fellépd evolvens iveket szakaszokkal fogjuk kozeliteni. Ezek miatt az
0sztdgorbe nem allhat egy bizonyos szognél kisebb széget bezard szakaszokbdl. A 14. abran a
fogalakok szabalytalan formajanak magyarazata, hogy tdl nagy széget zarnak be az osztogorbét
alkotd szakaszok egymassal.

/’\/\7\‘

sz0g

15. abra
Az 0sztogorbe két szakasza kdzotti szogkulonbség

Belathatd, hogy a fogazas soran a fogaslécek diszkrét helyeken felvett értéke, és az elvi
evolvens profil kozott 1étrejovo hibat a 16. abran lathatd modon feliilrél becsiilhetjiik:

‘__,_h'ba/—\
P ——

180°-s20g

16. abra
A szakaszok kozotti szogekbdl adddo hiba

Kis sz0gek eseten megengedett H,,., hibaértek melletti minimalis bezart ¥ sz6g érteke, ha
ismert az adott pontbeli h, fogfejmagassag:

H
9>m——2 (21)
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A képletben kihasznaltuk, hogy kis kdzbezart szogek esetén a tavolsag jol kozelithetd az abran
lathatd ivhosszal, azaz H, ~ (m — 9)h,. gy ezalapjan a hibalehetéség alapjan is kaptunk egy
maximalis &, szogérteket.

Ha az adott pontban még nem ismert felsd becslése a fogfejmagassagnak, akkor vehetjiik ezt az
értéket az adott pontban az eredeti, illetve az Uj oszt6gdrbe sugaranak minimumanak, esetleg ennek
egy skalarral vett szorzatanak.

6.3.3. UJ OSZTOPONT FELVETELENEL MEGADHATO LEGNAGYOBB KOZPONTI
SZOG MEGHATAROZASA

Ha megkaptuk a fentiekben meghatarozott §; értékeket (i = 1..4), akkor egyszeriien a
legkisebbet véve megkapjuk azt a kdzponti szdget, amivel tovabbléphetiink az eredeti osztégorben.
De, hogy hatarozzuk meg az egyes szogértékeket? Ehhez iteracios algoritmust kell hasznalnunk.

Az algoritmus legyen a kovetkez6: hatarozzuk meg elséként &, értékét! Ennek meghatarozasa
a kovetkez6 sorokban olvashatd. Ezt kdvetden, ha ennél sziikség van kisebb szogértékre, akkor a
&; (i = 1..3) értékeket 0 és 6, kozotti intervallum-felezéssel meghatarozhatjuk.

A 6, szOgérték meghatarozasat nem tehetjik meg intervallum-felezés modszerével. Hiszen,
elképzelhetd, hogy tl nagy 8, szogértékkel probalkozunk, azonban nem vesszik ezt észre, mert
épp Ugy gorbiilnek az osztogdrbék, hogy az el6z6 szakaszokkal a keletkez6 uj szakaszok nagy
szOget zarnak be. Emiatt, alkalmaznunk kell egy kis y szogértéket, melyet az osztdgorbék
alakjabol hatarozunk meg. Els6ként ekkorat 1épiink. Ha a szogérték esetén nagy a szoghiba, akkor
megtalaltuk 8, egy fels6 becslését. Ha nem nagy a szoghiba, akkor egy alsé becslését talaltuk meg
&,-nek. Ekkor tovabb kell Iépniink Gjra y-vel. E16bb-utobb talalunk egy olyan, k - y szdgértéket,
ami nagyobb lesz, mint a megengedhetd &, szOgértek. Ekkor intervallumfelezéssel
meghatarozhatjuk &, pontos érteket (k — 1) - y és k - y kozott.

A y lépéskoz értéke az o0sztogorbék eldzetes numerikus vizsgalatabol adodik. Kénnyen
meghatarozhaté sok osztopont felvételével kozelitGleg adott pontban az osztégorbék m
meredeksége és g minimalis gorbileti sugara. A gorbdleti sugar megadja, hogy az adott helyen
egy lépés soran legfeljebb mekkora lehet a tavolsag két osztopont kozott:

H
Amax = (77: - 19max) g = ;lneg g (22)
a

A meredekséget figyelembe véve adott pontban a megengedett 1épéskoz:

dmay - cos(arct H
y = dmax £ g(m)) — ;l”eg -%-cos(arctg(m)) (23)
a

A képletbe r jel6li a kdzepponttol valo tavolsagot. A képletben lathatd, hogy a gérbuleti sugarat
osztjuk a meredekséggel. Ennek a hanyadosnak a minimumat kénnyen meghatarozhatjuk. 1gy
kapunk egy Y min 1€péskoz-ertéket.
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Adott pontban a gorbileti sugar alsd becslésének szamitasa a kovetkezOképpen torténhet:
vegyuk a pont két szomszédjat, es a tavolabbi pont irdnyaban vegylnk fel egy, a kdzelebbi ponttal
megegyez0 tavolsagra 1év6 pontot. Ezutan a gorbiileti sugar egy also becslése a kovetkezéképpen
kaphatd meg, az egyes szakaszok felezOmerélegeseinek segitségével:

17. &bra
A gorbuleti sugar szamitasa

Belathato, hogy a fenti modon definialt gobuleti sugér alsd becslése a kovetkezd képlettel
szdmolhatd, ha ismert az egymast koveté harom pont d,, d,, d5 tdvolsaga, és kozullk a d4,d,
tdvolsagok az osztdgorbe szakaszainak hosszai, és d; < d,, ésd; — (dy +d,) > € > O:

4 Jdgz — (dy — dy)? 28)

2 J(dy +dy)?—d5?

Ha az utolsé feltétel nem teljestil, a gorbuleti sugar nagy, és a nevez6 nulldhoz kozeli érték.
A szamitogép 48-bites lebegbpontos aritmetikaja a tapasztalatok alapjan nem elégséges minden

esetben az adott kozponti szog melletti megfelel hibabecsléshez. Ilyenkor % értéknek vehetjik az
osztopontok kozti kdzponti széget. Ez varhatdan hibahatar alatti valasztas.

6.3.4. AZ OSZTOGORBE-GENERALAS ALGORITMUSANAK LEPESEI
1. A nyujtas kozelitésének meghatarozésa:

Az elsé 1épés csak akkor kell, ha végiil a teljes, [0,2r] periodusban szeretnénk kapni egy
onmagan legordiilé osztogorbét. Ha ez nem cél, akkor a figgvény nydjtasa k == 1, kilénben
pedig ki kell szamolnunk. Meg kell hataroznunk az osztogorbék kdzponti szdgét. Ehhez egy
adott n szamu osztopont felvételével meghatarozzuk az osztogorbéket. n értékének
megvalasztasa az 0sztogorbe ismeretében kell, hogy torténjen. Emiatt érdemes kirajzoltatni
néhany n értékre, hogy milyen osztogorbéket kapunk, mennyire jol kozeliti a vart
0sztogorbét. Végil megkapjuk kodzelitve az r; () osztogorbén legordiiléd r, (¢) 0sztogorbe
B* kozponti szogét. Innen kdénnyen meghatarozhatd a fliggvény nyujtasdhoz szikséges

egyutthato: k* := ;T”ﬁ. Az érték persze nem a pontos érték, a becslésekhez azonban ezt
fogjuk felhasznalni.

27



2. Az osztdgorbek ivhosszanak, és a lepésk6z minimumanak meghatarozasa:

Ha megkaptuk a nytjtas kozelit6 értékét, akkor egy Ujabb iteracidoval megvizsgalhatjuk az
0sztogorbének minden pontban az m meredekségét, g gorbileti sugarat, és az osztogorbék
1;, I, ivhosszat.

3. Az osztdgorbe generalasa:

Amint megvannak az osztdgorbe generalasahoz sziikséges adatok, meghatarozhatjuk az
osztogorbét alkotd osztopontokat. Egy ciklus segitsegével haladunk mindig méas-més
Iépéskdzzel az ry (@) figgvény pontjain, mig el nem értiik az a szogértéket. A ciklusmagban
meg kell hatarozni a kiilonb6z6 hibahataroknak megfeleld legnagyobb 1épéskozt.

4. A fuggvény nydjtésa a [0, 2] intervallumba:
A miiveletsorozat végén a kapott osztogorbét nytjtanunk kell, hogy az értelmezett legyen a
teljes [0,2m] intervallumban. Ezt korabban nem tehettiik meg, hiszen nem ismertiik
pontosan a nyujtas mértékeét.

6.3.5. KULONBOZO OSZTOGORBEKHEZ SZUKSEGES OSZTOPONTOK SZAMA

Ezt kovetéen nézzik meg, hogy adott hibahatar mellett mennyi osztopont szikséges az
0sztdgorbe numerikus szamitasahoz!

Felkor altal generalt osztdégorbe:

A legegyszeriibb 0sztdgorbe nyilvan a szabalyos kor. Esetiinkben 100 [mm] atmér6ji, 5 [mm]
maximalis modulu fogméretre szamitunk, és 0,01 [mm] gyartasi hibaval rendelkezett. Ekkor az
egyes félkoroket 1571 osztopont hatarozta meg.

A kovetkezokben vizsgaljuk meg, hogy mik lesznek az eredmények, ha jelentds meredekségek
vannak az osztogorbében!
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Exponencialis figgvény alaku osztdgorbe:

Legyen r; (@) = 12+0:ne"’ [mm] , ¢ € [0, 7], a tengelytav legyen 200 [mm], a fog modulja 5

[mm]! Az eredeti, és a kozelitett fliggvény kdzotti maximalis tavolsag legyen 0,001 [mm]. Ekkor
kiilonb6z6 gyartasi hibakra a kovetkez6 szamu osztopontok jottek ki az egyes osztogorbékre. A
harmadik oszlop jelzi a hibak jellegét. Az 6sszeg nem adja ki az osztopontok szamat, mert a gorbe
néhany ponton a szamitogép-aritmetika pontatlansdgdbdl nem lehetett meghatarozni a
hibaszamitassal a kovetkez6 osztopont optimalis helyét.

Nyilvan teljes Gnmagaval kapcsolodd osztdgorbék kétszer ennyi osztopontbdl allnak eld.

Gyartasi hiba [mm] | Osztépontok szama Hiba
1 249 5,:245,8,: 2
0,5 249 61:242,8,4:5
0,1 311 5,:193,8,:116
0,05 503 5,:60,8,: 441
0,01 2494 5,: 2488
0,005 4990 84:4965
0,001 25004 64: 24904

1. tablazat

Az exponencialis osztogorbéhez sziikséges osztopontok szama
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7. A LEGORDULO FOGASLEC
GEOMETRIAJA

7.1. A MAXIMALIS FOGMERET MEGHATAROZASA

A fogazas a Maag-féle lefejtd eljaras [10] elvén torténik. Mivel a nemkoralakd fogaskereket
altalaban parban gyartjak, igy lehetdségiink van nem szabvanyos modult fogakat alkalmazni. Akar
az is megtehetd, hogy valtoz6 modulu fogasléccel valositjuk meg a fogazast. E10szor azonban meg
kell vizsgalni, hogy a fogasléc melyik szakaszan mekkora maximalis modult alkalmazhatunk!

A kovetkez6kben minden pont esetén meghatarozzuk a maximalis fogméretet. Az osztdgdrbék
minden egyes pontja kapcsolodik egy masik osztogorbével, dmagan legordiild osztogorbék esetén
az osztogorbe egy masik szakaszaval. A két kapcsoldédo ponton nyilvan meg kell egyeznie a
modulnak, igy a maximalis fogméret meghatarozasakor mind a két pont tulajdonsagait meg kell
vizsgalnunk, és ezalapjan meghatarozni a méretet.

7.1.1. GORBULETBOL ADODO KORLATOZAS

A fogak méretét a gorbuleti sugar is meghatarozza. Ismert, hogy a hagyomanyos fogaskerekek
esetén evolvens fogazas mellett az alametszés [10] miatt nem érdemes egy fogaskereken adott
fognal tdbbet alkalmazni, csak, ha profileltolast [10] alkalmazunk. Azaz elemi fogazat, és
tetszéleges atmér6jii fogaskerék esetén meghatarozhaté a legnagyobb modul. Evolvens fogazat
esetén a hatarfogszam megkapat6 a kovetkez6 képletbdl [10]:

2k,
max = (sin(a))?

(25)

A képletben a a profilszdg, illetve h, a fejmagassag-tényez6, ami megadja, hogy a fejmagassag
a modulnak hanyszorosa. A tovabbiakban a profilszdg értéke legyen @ = 20°! Ismert a fogszam
képlete is [10]:

g
=2— 26
z=2 (26)

A képletben g a gorbuleti sugar, és m a modul. Az egyenletet rendezve kijon, hogy adott
pontban a maximalis fejmagassag:

h,-m < g - (sin(a))? (27)
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A tovéabbiakban a gorbiileti sugarat az egymast kovetd harom osztopont altal meghatarozott
haromszog kore irhato kor sugaraval kozelitjuk. 1gy, ismerve a hAromszdg a, b, ¢ oldalat, akkor a
Héron-keéplet, és a haromszdg koré irhato kor sugaranak képletébol [13] megkaphatjuk a gorbileti
sugarat:

abc a+b+c
g=—, Ta=+s(s—a)(s—b)(s—c), s=——7r1— (28)
4T, 2
18. abra
Egy 6nmagan legordiilé fogaskereken gorbiileti sugar miatt megengedhetd fogfej-, illetve
labmagassagok

piros-fekete gorbe: osztdégorbe

A 18. 4bran jol lathatd, hogy az egymason legordiild osztogorbe-szakaszoknal a megengedhetd
fogfejmagassdg megegyezik. JOl latszanak a gorbilet-valtozasok is. Inflexiés pontokndl a
fogfejmagassag értéke nagyon nagy is lehet.

A fogfejmagassag nagy lehet, ha nagy a gorblleti sugar. A feltétel nem zérja ki, hogy a
maximalis fejmagassagot a fogaskerekek sugarahoz kozeli méretnek vegyuk, hiszen a gorbuleti
sugar akar veégtelen is lehet adott pontokon. Emiatt van sziikség az adott pontban az
anyagvastagsagtol fliggd fogméret maximumanak meghatdrozasara.

Ha Fellows-féle metszékereket [2] haszndlunk fogazoszerszamnak, akkor nagyobb fogmeretek
is alkalmazhatok az aldametszés elkeriilése érdekében. Ennek pontos képlete [2]-ben olvashato.
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7.1.2. ANYAGVASTAGSAGBOL ADODO KORLATOZAS

A gorblleti sugarral valé fogmaximalizalas biztositotta, hogy az adott ponton meghatarozzuk a
legnagyobb fogfejmagassagot, ami mellett elkeriilhetd az alametszés. Azonban nem-koralakd
fogaskerekek esetén masfajta korlatozast is figyelembe kell venniink.

19. abra
Kozel végtelen mindkét osztogorbén a gorbileti sugar a csatlakozé pontnal

20. &bra
A fogak geometridjanak also €s felsd burkoloja
Az 0sztogorbe a piros-fekete gorbe

Amint lathatjuk a 19-20. abran, a gorbuleti sugar alapjan igen nagy fogméretet hasznalhatunk.
Azonban az anyagvastagsag miatt tovabb kell korlatoznunk a fogméretet.
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21. abra
Egy masik osztogorbe, és a gorbiiletbél adodd maximalis fogfej-, és lAbmagassagok

Lathato a 21. abrdn, hogy ha csak a gorblleti sugar alapjan vennénk a maximalis
fogfejmagassagot, akkor egyes esetekben a fogaskerék nemcsak meggyengiilne, hanem metszheti
is magat az ilyen mdédon befogazott kerék geometriaja, akar az anyagban (kék-kék metszéspontok),
akar az anyagon kiviil (z6ld-z6ld metszéspontok).

Tovabbi kutatasokat igényel, hogy milyen modon lehet ezt a hibat kikiszébolni. TDK
dolgozatomban egy felsé korlatot alkalmazok a fogméretre, ami biztositja, hogy ne fordulhasson
el6 olyan fogméret, ami hasznalhatatlan fogaskereket eredményezne.

22. &bra
A 21. abrén lathat6 fogfejmagassag korrigalasa egy konstans korlat bevezetésével.
Nyilvén, ennél erésebb korrigalasra is sziikség lehet.
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7.1.3. AZ OSZTOGORBEK ERINTOIRANYU RELATIV MOZGASA

Léteznek olyan osztdgorbek, amelyek ugyan a felallitott differencidlegyenletnek eleget tesznek,
de gyakorlatban nem hasznalhatoak. Egy ilyen esetet mutat be a 23. abra:

23. dbra
Az osztdgorbek Utkdzése egymassal

Lathatd, hogy a két osztogorbe szépen gordil egymason, csak egy masik ponton egymasba
mennek. Ez nyilvan nem fogazhat6 sikban. Azonban, elképzelhetd, hogy a két osztogdrbe nem
megy egymasba a forgads soran, csak nagyon megkodzelitik egymast a csaklakozasi ponttol
tavolabb.

K K

24. dbra
A két osztdgorbe nagyon kdzel megy el egymas mellett

A 24, abran lathato helyzetben a két osztogorbe nagyon koézel megy el egymashoz, és relativ
mozgasuk az osztogorbe érintdjéhez kdzeli iranyd. Természetesen itt a tul nagy fogak egymésba
akadnanak. Az abran lathaté jelenséggel kiils6 fogaskerék-kapcsolodas esetén minden konvex
(homora) szakasznal szdmolni kell, igy kevésbé latvanyosan, de el6jon a probléma valos
helyzetekben is.
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A feladatunk az lenne, hogy az egyes pontokon meghatarozzuk az osztégdrbék érintdiranyu
relativ mozgasabdl adédé maximalis fogfejmagassagot. Azonban ez a feladat nem trividlis, hiszen
az érintkezesi pontban is megkdzelitik egymast az 0sztdgorbék. Miben mas ez a jelenség?

Ismert, hogy ha rogzitjiik az egyik osztogorbét, €s a masikat legorditjiik rajta, akkor a legordiilo
0sztogorbe pontjai altalanositott ciklois palyan mozognak. A legordiild osztogorbe tetszleges két
pontja altal leirt cikloisivek metszeni fogjak egymast. Kisérleteim alapjan a metszéspont konvex-
konkav kapcsolddasnal egymashoz viszonylag kozeli pontok esetén nagyon kozel taldlhatd a
rogzitett osztégorbéhez. A kozbezért szogik pedig nagy is lehet (= 90°). Valosziniileg a
cikloisivek metszéspontjainak, és kozbezart szogliknek ismeretében szép megoldast lehet talalni a
problémara. Hiszen az egyik iv tekinthet6 a legordiilé osztogorbe fogai mozgasiranyanak, a masik
iv pedig a rogzitett osztogorbe fogalakjanak.

Jelenleg nem sikerult j0 mddszert taldlnom a maximalis fogfejmagassdg meghatarozasara.
Néhany esetben az osztogorbék és a pontokban vett maximalis fogfejmagassagok kirajzolasaval
¢szlelhetd a hiba, hiszen a 24. abran lathatd helyzetben az érintkezési ponton megjelend
fogkapcsolat biztosan megsziinik, a maximalis fogfejmagassagok gorbéje eltavolodik egymastol,
majd Ujra metszik egymast a hibas fogfejmagassag miatt. Ezt korrigalni fix modult fogazas esetén
egyszeriien lehet, akar kisérletezéssel, akar algoritmussal. Azonban el6fordulhat, hogy nem
ennyire szembet(ind a jelenség. A legbiztosabb védekezés, hogy fogazas soran olyan modszert
valasztunk, ami biztositja nekunk, hogy a két fogaskerék ne tudjon egymasba akadni. A
fogprofilokon egyértelmiien latszodni fog a jelenség, ha tdl nagy fogfejmagassdgokat
valasztottunk.

25. dbra

A tal nagy modulok alkalmazasa miatt a fogiiregbe érkez6 fogazoszerszam kijovetkor legyalulta
a fogiireg melletti fogak bels6 oldalat. Kisebb fogméret mellett egyértelmiien latszik, hogy nem
csak alametszésrdl van szo.

7.2. A FOGMERET-FOGALAK OPTIMALIZALASA KULONBOZO
SZEMPONTOK ALAPJAN

Amint az el6zo abrakon lattuk, elég gyakori, hogy nagy megengedheté fogmagassag-
kilénbségek jelentkezhetnek az osztdgorbéken. Nem feltétlendil az a legjobb szdmunkra, ha a
legkisebb megengedett modult hasznaljuk az egész fogazas soran. Ha le akarjuk csdkkenteni, vagy
meg akarjuk szlintetni a fogmodul-ingadozast, de a minimalis megengedheté modul tal kicsi,
akkor profileltolassal [10] segithetiink a helyzeten. Ahogy a modult is valtoztathatjuk, Ugy a
profileltolast sem kell fix értéken tartanunk az osztogorbén.

Ha ismerjlik a szerkezet felépitését, ahol a fogaskerekeket hasznalni fogjuk, kiszamolhato egy,
példaul a hajt6 fogaskerék elforduldsi szogétdl fiiggd nyomaték terhelés fiiggvény. Nevezziik el
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ezt M (¢p)-nek! EKkor a hajto fogaskerek osztogorbéjének egyes pontjain fellép6 erék a kovetkezd
képlettel szamolhatoak:

_ M(p)

Fo) =21

(29)

Természetesen a fogprofil befojasolja a keriileten megjelend erék megengedett maximumat.
Elemi fogazat esetén a nagyobb fogméret biztositja a nagyobb terhelhetéséget. Elképzelheték
olyan esetek, amikor az eldz6kben targyalt megengedhetd maximalis fogfejmagassagok nem
elegendoek a terhelés atvitelére. Ilyenkor profileltolast kell alkalmazni.

A profileltolasok vizsgélata tulmutat TDK dolgozatomon. A fellép6 nyomatékra valo
optimalizalast ugy oldottam meg, hogy az esetlegesen fellépd hibak nélkiil elérhetd lehetd
legnagyobb modult vélasztottam. Ez garantalja korlatozasok mellett elérhetd legnagyobb
terhelhetdséget.

7.3. A LEGORDULO FOGASLEC GEOMETRIAJA

Miutan megkaptuk az osztogorbe egyes pontjain felveheté maximélis fogfejmagassagot,
hatarozzuk meg a fogasléc geometridjat, amely osztégorbéken val6 végiggordilése segitségével
létrejon a fogaskerekek végleges alakja. Ugyanazt a fogaslécet kell legorditeni az egymason
legordiilo fogaskerekeken. Ebbol adodik, hogy a fogasléc geometridja azonos o0sztogorbéji
fogaskeréken kdzéppontosan szimmetrikus kell, hogy legyen. Emiatt ebben az esetben is elég
példaul az osztogorbe r;(¢) fuggvénnyel meghatarozott szakaszara kiszamolni a fogasléc
geometriat, a tobbi tikrozessel létrehozhatd.

A kovetkez6 sorokban adott fogfejmagassag-fliiggvény alapjan kiszamithaté valtozé6 moduld
fogasléc kiszamitasi mddjat olvashatjuk. Természetesen, allandé modul esetén a fogasléc
geometridja trividlisan adddik. A fogazés algoritmusa kihasznélja, hogy a fogasléc szakaszokbol
all, igy mas maédon létrehozott fogasléc esetén is ilyen alakban kell megadni az alakzatot.

7.3.1 EGY FOG-FOGUREG GEOMETRIAJA

Els6 lépeskent létre kell hoznunk egy fog(x) : R = [—1,1] fog-geometria fuggvenyt. Ez a
fuggvény megadja, hogy adott x pontban a fog geometridjat leird fuiggvények mennyi az értéke.

Ha az altalunk valasztott gorbe nincs a fuggvény értékkészlet-hatarai kozott, egy konstans
szammal val6 megszorzassal, vagy aranyos zsugoritassal megkaphat6 a fog-geometria fuggveny.
Ertelmezési tartoméanya pedig legyen akkora, hogy ez a fogazas soran elegendd legyen.
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A 26. &brén lathato egy fog-foglireg geometriaja, amelyet én is alkalmazni fogok a fogazashoz:
20°

1.25m

26. abra
Egy fog és egy foglireg geometriaja

Esetemben m := 0,8 valasztassal kaphatunk meg egy megfelelé fog-geometria fliggvényt.

Természetesen mas fogalak is alkalmazhato lenne. A fogprofil fontos aranyszama a
, o , ;s . . JI . 7 1.25
szélességenek és a magassaganak a aranya, ami az abran lathato esetben a = —

7.3.2. AFOGASLEC KIALAKITASA

A 26. abrén lathato fogalak ciklikus ismétlésével el6all a fogasléc. Azonban néha valtoztathatd
modult szeretnénk alkalmazni, ami mellett a fogasléc fogai az adott osztdgorbére kiszamolt
fogfejmagassag-értékektol fligg.

TN TS~ N e T T
W
27. &bra
A 22. abran lathatd osztogorbe fogfejmagassag-maximumai kiegyenesitve.

A fogaslécnek ezek kdzé a vonalak kdzé kell esnie.

A tovabbiakban tekintsiink olyan, tetszéleges uton kiszamolt fogfejmagassag-fuggvényeket,
amelyek végig pozitivok, azaz sohasem lesz az értékik 0. Ebben az esetben meghatarozhat6 a

valtoz6é moduld fogaslécen a fogak szama.
Ismert az osztdgorbe K ivhossza, amely megegyezik a fogasléc hosszaval. Ennek minden

pontjaban a 27. abran lathatd modon értelmezhetjik a hs,,4(x) flggvényt, amit ivhossz szerint
paramétereztiink. Ekkor a fogak szama a kdvetkez6 képlettel hatarozhato meg:

—fK S 30
" 0™ G0

37



Az integralds konnyen meghatarozhatd, hiszen a fogfejmagassag-fliggveny lineéris
fliggvényekbdl all. Azonban nem biztos, hogy az eredmény egész szam. Ezt azonos 0sztdégorbejii
fogaskerekek esetén feltétlentil korrigalni kell. A fogak szamara tetsz6leges 0,5-tel oszthat6 szam
megfeleld. Egy ilyet, ha mas korlatozas nincs, megkaphatjuk gy, hogy n helyett n'-t vesszik,
amely a legkisebb olyan érték, amire n’ > n és n’| 0,5. Hasznaljunk egy masik fogfejmagassag-
fliggvényt, amit a kovetkezOképpen definialhatunk:

rag” () = = hyoq () (31

Ekkor a kapott (j fogmagassag-fiiggvény esetén az integralas megadja n' értékét.
A kovetkezd 1épés a léc(x) fogasléc-fiiggvény meghatarozasa. Ismert, hogy tetszéleges X
pontig meghatarozhaté a fogak szdma (tort szam):

X
Ny = fL*dx (32)
o hfog (x)

Az X pontban meghatarozhatjuk konnyen a megengedhetd legnagyobb fogmagassag-ertéket.
Ezt megszorozva a fog-geometria fliggvény adott pontban felvett értékével, megkapjuk a fogasléc
geometridjat.

X

* 1 *
166(X) = hyoy (X) - fog (- 1x) = hyog () fog | |

0

mdx (33)

A fog-geometria fliggvényben lényeges a paramétert az % aranyszammal beszorozni. Ez
biztositja, hogy a fog-geometria fiiggvény 1 szerint legyen periddikus. igy, periodikus fog-
geometria fuggveény esetén megkaphaté a fogasléc geometriaja. A 28. abran lathatjuk azonos
osztogorbeéjii fogaskerekek esetén a fél fogasléc geometridjat kiillonb6zé fogfejmagassag-
fliggvéenyek mellett.

ANFANANANYANYANYANFANYANYANYANYAWA
IVEVIEAVIRVIRVIRVIAVIRVIAVIRVIRVIRVEE

28. abra
Kiilonb6z6 osztogorbék esetén alkalmazhatdo maximalis fogméretek alapjan kiszamolt (fel)
fogaslécek.
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A fogasléc-generalas soran oda kell figyelniink a lépéskdzok megvalasztasara. Nem elégséges
az osztopontoknal felvenni a fogasléc értékét, mert elképzelhetd, hogy az osztopontok ritkan
helyezkednek el. Ehelyett javasolt beéllitani valamilyen minimalis 1épéskdzt, példaul a gyartasi
hiba 10-szeresét. Ennél kisebb lépéskdz esetén foldslegesen sok pontbol allna a fogprofil.

N
v

29. abra
A egymastol tavol 1év6 osztopontok miatt hibas fogasléc jott 1étre

Hibajelenség lehet meg, hogy a javitott fogfejmagassag-fliggvényben talalhato % hanyados
halmoz6d6 hibat tud eredményezni. A miiveletek végrehajtasanak megfeleld sorrendjével a hiba
elkeriilheto.

A fogak alakja nem mindig fog emlékeztetni a hagyomanyos fogalakokra (28. abra). A
fogazolécen az osztégorbe inflexids pontjain néha nagyon nagy lesz a fogmagassag, mely
kihegyesedést eredményez a fogazolécen (28. abra, alsé fogazoléc). Ez nem megengedett, hiszen
ilyen fogazdszerszammal torténd fogazas soran a szakaszonként megfigyelt legordiilés hatasara
érdes fogaskerék-profil jon létre a foglreg aljan. A hiba ilyen esetekben korrigalhatd a maximalis
fogfejmagassadg modositasaval. A tokéletes megoldast a folytonosan derivalhatd fogfejmagassag-
fliggvények eredményeznék. Azonban ekkor is jelentkezhetnek furcsa formak a fogazélécen. Ezt
a szépséghibat ha ki akarjuk javitani, akkor a fogasléceket Ugy kell 1étrehoznunk, hogy a fog-
geometriat szakaszokra bontjuk, megkeressiik az egyes szakaszok végpontjait, és csak annak a
helyét keressiik meg a fogaslécen. Ha megtaldltuk két szomszédos pont helyzetét, akkor egy
egyenessel Osszekdthetjiik Oket. Hasonldan, az esetleges lekerekitéseket is a mar elkésziilt
fogaslécre lehetne rarakni.

Meg kell jegyezniink, hogy a fogaslécnek megfelel tetszbleges léc(x) fliggvény, melyre igaz,
hogy —hgoq(x) < léc(x) < hgoq(x) Vx € [0,K].

A gyakorlatban ritkan talalkozunk akkora fogméret-kilonbségekkel, mint a 28. abran. Elemi
fogazatok esetén célszerii megoldas lehet tobb nemkoralakt fogaskerékpar sorba kotése [2]. Ezzel
a modszerrel elkeriilhetéek a nagy gorbiilet-kilonbségek, igy a fogmeéret hullamzésa is
csokkenthetd.
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8. A FOGAZAS

8.1. FOGAZASI LEHETOSEGEK

Nemkoralaku fogaskerekek esetén &ltalanos esetben bonyolultabb probléma a fogaskeréken a
fogazat geometrigjat megvaldsitani, mint sima, koralaku fogaskeréken. A legtobb esetben egy
fogazdléc geometridjanak segitségével alakitjak ki a fogazatot a Maag-féle foggyalulas [10] elvén,
igy evolvens fogazat képzddik.

8.1.1. EVOLVENS FOGAZAS MAAG-FELE FOGGYALULAS ELVEN

A probléma a konvex (homor() szakaszok fogazatanak megvalositasa. Erre [4]-ben
olvashatunk egy modszert, ami az egész fogaskeréken evolvens fogprofilt biztosit. A szerz6 a
fogaskerék forméajanak kialakitasat testek kozott értelmezett Boole-algebrai miiveletekkel végezte
el. A fogazdlécet az osztogorbe dombort részein kivonta a fogaskerékbdl, mig a homoru részeken
hozzavette az ini6 muvelettel.

A mddszer hibaja, hogy a fogaskerekek egymasba akadhatnak (5.1.3. rész). Ha az egymaésba
akadas elkertlését garantélni tudjuk, akkor nyugodtan alkalmazhatjuk a modszert. Ha az egymasba
akadas jelensége fennallhat, akkor ellendrizniink kell az elkésziilt fogaskerekeket. Ez
megvaldsithatd az egyik fogaskerék masikon valo legorditésével. Legyen a vagoszerszam az egyik
fogaskerék, és igy modositsuk a legordilés soran a masik fogaskerék geometriajat! Az eredeti €s
az 1j fogalak kiilonbségébdl jol lathato lesz, hogy hol hasznélunk az egyik fogaskeréken tul nagy
fogméretet. A masik fogaskerék esetén is elvégezhetjik a vizsgalatot. Ezt kovetéen modositanunk
kell a fogazdszerszdm alakjat, és Ujra megprobalni létrehozni a fogazatot.

30. abra
A fogaz6 mddszer hibaja tul nagy fogak esetén

TDK dolgozatomban a fogalakok kialakitasat nem testek kdzotti Bool-algebraval végzem el,
hanem torottvonalak metszéspontjainak keresésével. Az altalam alkalmazott fogazasi modszer is
ezalapjan torténik, a végén ellenbrzéssel. A kovetkez6kben leirt modszer igényes megvalodsitasa
ugyanis joval bonyolultabb, és elényeit nem minden osztogorbe esetén elvezhetjik.

8.1.2. MODOSITOTT EVOLVENS FOGAZAS

A nemkoralaku fogaskerekek homoru szakaszainak befogazasat mas modon is elvégezhetjuk.
Mivel az osztogorbék minden homor( szakasza domborl szakasszal kapcsolddik, igy az
osztogorbék kertletének felén garantaltan alkalmazhatjuk a fent bemutatott modszert. A
fogaskerekek fogazatit az osztogorbéjiik keriiletének masik felén pedig eldallithatjuk a mar
befogazott o0sztogorbe-szakaszok legorditésevel, hasonléan a Fellows-féle metszOkerekes
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eljarashoz [2]. Nyilvan elképzelhetd, hogy mindkét fogaskeréken vannak homort és dombort
szakaszok. Emiatt az osztdgorbéket tobb szakaszra kell bontanunk, melyek kozul egyes
szakaszokat a fogazdléccel, mig a tobbit a mar megfogazott szakaszok segitségével alakitjuk ki.
A legtdbb osztogorbe-par esetén kivalaszthatjuk ugy az egyes szakaszok végpontjait, hogy a
modszer garantélja, hogy a két fogaskerék akadas nélkil legorduljon egyméson (31. &bra).

31. abra
A fels6 fogazat fogazoléc segitségével, mig az also fogazat a felsé fogazat legorditésével jott
létre.

Azonban nem minden osztogodrbe-parra adhat6 az akadas megsziintetését biztositd szakaszokra
bontas. Hiszen, elképzelhet6 olyan osztogorbe, amelyek legordiilése soran két domborti szakasz
kozeliti meg egymast, amelyek mindketten homorU szakasszal kapcsolédnak. Ebben az esethen
mindkét szakasz fogainak geometriajat a fogazoléccel allitjuk eld. A legtobb nemkdralaku
osztogorbe-parra megvalaszthatok olyan szakasz-végpontok, melyek mellett garantaltan nem
akadnak egymasba a fogak.
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32. abra
A fogaskeréknél nem garantalt, hogy a maddszer altal létrehozott fogak sehol sem akadnak
egymasba.

Ha megfelel6en sikeriilt felvenniink a szakasz-végpontokat, akkor a fogakadasok megsziinése
ellenére ennél a mddszernél is oda kell figyelniink az osztogorbék érintdirany relativ mozgasabol
adodo hibajelenségekre. Hiszen a fogazoléccel létrehozott fogazaton alkalmazott tal nagy
fogmeéret hatasara a keriilet masik felén eltinhetnek a fogak. Emiatt itt is sziikséglink van a hibak
ellendrzésére, ¢s ezalapjan a fogmagassagok modositasara.
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8.1.3. TISZTA FELLOWS-FELE METSZOKEREK-MODSZER ALKALMAZASA

A 31. &brén lathato, hogy a fogaskerék fogazoléccel kialakitott részein tdl nagy fogszam esetén
alametszés jon létre (fels6 fogaskerék). Azonban az alametszésnél megerdsithetjiik a fogazatot.
Hiszen, a legordilés folyaman nincs sziksegunk ekkora alametszesre. Erre egy modszer, hogy a
fogazatot tisztan fellows-féle metszékerekes eljarashoz hasonldan alakitjuk ki.

Toroljik az el6z6 pontban 1étrehozott fogazatban a fogazoléccel ellatott szakaszokat! Ezt
kovetden gorditsiik le az osztogdrbe ezen szakaszain a megmaradt megfogazott szakaszokat,
hasonléan az el6z0 pontban ismertetett modszerhez. Az alametszések eltiinnek, igy batrabban
hasznalhatunk nagyobb méretli fogakat kis gorbiileti sugarak esetén is. Példaul a 31. abran
¢rezhetd, hogy a fels6, alametszett fogprofil fogtove joval szélesebb is lehet. Az algoritmus
azonban bonyolult, és a fentiek miatt nem minden osztégorbére alkalmazhato.

Mukodoképes, de nagyon lassu megoldds, ha minden egyes pontban -eldallitjuk a
metszOkereket, adott gorbiileti sugarral, és a fogazoléccel, majd ezzel a geometridval hozzuk létre
az osztogorbén a fogazatot.

8.1.4. CIKLOIS FOGAZAT

Fontos megjegyeznink, hogy ahogy hagyomanyos, Ugy nemkoralaki fogaskerekenél is
alkalmazhatunk ciklois fogazatot. TDK dolgozatom keretein talmutat a ciklois fogazatl kerekek
tervezése, de néhany szot érdemes sz6lni errdl a lehet6ségrol is.

A gépészetben szinte kizarolag evolvens fogazatokat hasznélnak. Vizsgéljuk meg ennek az
okait [1,5]!

1. Az evolvens fogazat olcson eldallithatd, hiszen egyszerii a fogazdszerszam geometridja, €s
kiilonboz6 atmérdjii fogaskerekek is kialakithatok egy szerszammal.

2. Nem érzékeny a szerelési hibakbol adodo tengelytav-valtozasra.

3. A fogazati normaler6 irdnya a kapcsolddas soran allandd, igy nyugodt jaras jon 1étre.

Az els6 pont esetlinkben nem érdekes, hiszen altaldnos osztogorbéjii fogaskerekeket CNC
technoldgiaval fogunk eléallitani, nem specialis fogazogépekkel. A masodik pontban olvashato
érv nem teljesiil nemkdoralaku fogaskerekek esetén. Altalaban ugyanis az osztogérbe adott pontban
vett érintdje, és a pont, illetve a fogaskerék tengelye altal meghatarozott szakasz nem merdleges
egymasra (33. abra). Ebbdl adéddan a fogak kapcsolddo fellletei a legkilonfélébb szégekben
allhatnak a kozépponthoz képest. Emiatt a tengelytavot minden esetben fontos pontosan beéllitani
nemkoralak( fogaskerekek esetén, kimondottan nagy attétel-ingadozasok esetén. A normalerd
irdnya nemkoralaka fogaskerekeknél nem allando, bar valdsziniileg jobb, mint ciklois hajtasok
esetén. Ezt részletesebben nem vizsgaltam.
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33. abra
Az osztogorbe adott pontban vett érintdje, és a tengely kapcsolata

Ezzel szemben az evolvens fogazat hatranyai jelentkeznek a nemkoralakd fogaskerekek eseten
is. Peldaul az alametszeés.

A ciklois fogazatok hatranyait-elényeit szintén ismerjiik [1,5]. Koltségesen gyarthato, illetve
érzékeny a tengelytav-valtozasra. Emellett kevésbé kopik, nagy a kapcsolészdm, nem jelentkezik
az alametszes.

Tovabbi kutatdsokat igényel, de valoszintlinek tartom, hogy a ciklois fogazatok alkalmasabbak
nemkoralak( fogaskerekeknél, féleg nagy attétel-ingadozasok esetén.

8.2. AFOGAZAS MEGVALOSITASA

A kovetkez6 sorokban bemutatom az 0sztégorbék fogazatanak megvalositasat. Az alkalmazott
modszerben a két osztogorbe fogazadsa egymastdl fliggetlendl torténik, persze ugyanazzal a
fogaz6szerszam-geometriaval.

8.2.1. AFOGAZAT GEOMETRIAJANAK MEGHATAROZASA

Els6 1épésként a fogazoléc geometrigjat kell modositani. Azonos osztogorbéji fogaskerekek
esetén a fogasléc csak a kerillet egyik felén értelmezett. A keriilet masik felén ugyanazt a fogaslécet
kell legorditeni, csak megforgatva. Igy, azonos geometriaju fogaskerekek esetén kézéppontosan
szimmetrikus fogazolécet hasznalhatunk. Ha a fogaskerekek teljes korulfordulast végeznek, akkor
a fogazoléc végeit ki kell egésziteni periddikusan a megfelel6 fogalakokkal.

Tekintsilik példaul a kdvetkezd azonos osztogorbéjii fogaskerékpart:

34. &bra
A befogazand6 fogaskerékpar (a masik minta-osztogorbe a 32. abra)
A piros osztogorbe-szakasz legordl a fekete 0sztogorbe-szakaszon
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A fogaskerékparnak a fekete szakaszon kiszamoltuk mar az alkalmazott fogazélécét. Ezt ki kell
egésziteniink a kdvetkezdképpen:

mmmm
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35. abra
A 34. ébran lathato osztogorbék fekete szakaszan legordiilé fogazoléc

36. abra
A kozéppontosan szimmetrikus teljes fogazdléc

A 36. abran lathaté a piros, illetve a fekete osztégOrbe-szakaszokon legordiilé fogazodléc-
szakasz, illetve a periddikus folytatddas. A kék szakaszok nem zart osztogorbék esetén nem
szlikségesek.

Miutan a fogazd6lécunk ismert, a sokszog alaku osztogorbén le kell gorditeniink a fogazolécet.

- 37.4bra
A fogasléc-legordités folyamatanak egy pillanata
jobboldalt allandé modulu fogak alkalmazasa esetén

Az algoritmus, ami legeneralja a fogaskerék alakjat, megkilonbdzteti a homort és dombora
szakaszokat. A folytonosan derivalhatd osztogorbék esetére [2]-ben talalhatunk képletet, ami az
0sztdgorbe adott pontjardl eldonti a konvexitast. Esetlinkben azonban szakaszok hatarozzak meg
az osztdgorbét. Legyen az osztopontok bejarasi sorrendje pozitiv! Ha egy P; osztépontban el
akarjuk donteni, hogy a gorbe ott homoru-e vagy domboru, akkor kell vennink av, = BP,_, ésa

v, = PP, vektorokat. Ezek a vektorok az (x,y) sikban vannak. igy, a v; X v, vektornak csak
z iranyl komponense lesz. Mivel v4, v,, €s v; X v, vektorok jobbrendszert alkotnak [12], a

keresztszorzassal létrejétt vektor z iranyl komponensének eldjele megadja a pontban, hogy a
gorbe homoru-e, vagy dombord. A pozitiv bejards miatt a keresztszorzat negativ értéke esetén
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dombord, mig pozitiv értéke esetén homoru az osztogorbe a P; osztopontban. Nulldhoz kozeli erték
esetén az osztopont inflexios pont. Ezesetben nincs is szilkseg az osztopontra, hiszen ket
szomszédjat 6sszekotd szakaszon talalhato.

Fogazasnal els6sorban szakaszokon szeretnénk értelmezni a domborusagot. Ez megtehetd
minden szakasz esetében az 6t meghatarozo két osztopont domborusdgdbol. Ha mindkét pontban
domborl az osztogorbe, akkor a szakaszon is dombordnak vessziik. Hasonléan, ha mindkét
pontban homord, akkor a szakaszon is homoru. Ha az osztépontok kozil az egyik dombord, mig
a masik homord, akkor a szakaszt inflexios pontnak vesszilk. Igy az osztogorbét feloszthatjuk
domboru és homort részekre, melyek egymast kdvetd azonos tulajdonsagu szakaszokbol allnak.
Minden egymast koveté homoru és dombora szakasz kozétt van egy inflexids szakasz. Ritkan, tul
kevés osztopont, vagy pontatlan osztopont-hely meghatarozas esetén el6fordulhat, hogy tobb
inflexios szakasz kdveti egymast.

o

b\) P

38. abra
Az 0sztdgorbe homora és domborl szakaszai kevesebb, illetve tébb osztépont esetén
Fekete: domboru szakasz, kék: homoru szakasz, piros: inflexios szakasz

Ezt kovetden két inflexios szakasz kdzotti részen egy egyszerll algoritmussal meghatarozhatjuk
a fogazat geometriajat. Végil ezeket a fogazatokat fogjuk 6sszekotni egy teljes fogazatta.

Egy szakaszon a fogazas torténhet a teljes fogazdszerszam téréttvonalon valo legorditésével. A
fogazdszerszam minden egyes allasaban eldszor megnézziik, hogy a mar elkészult fogazatot hol
metszik. A metszéspontok ismeretében meghatarozhaté a fogazat 0j alakja.

A fogazas soran fel kell készulni egypar nehézségre. Elképzelheté domboru részeknél, hogy a
fogazas korbeér. Ez nem zavar minket csak domboru szakaszokbdl allé osztogorbénél. Azonban
mas esetben problémaés lehet (39. abra). Erre a problémara van egy egyszer(i megoldas. Toroljuk
azokat a metszéspontokat, amelyek nem kellenek nekiink. Ezutdn a program ugy fogja hinni,
mintha az adott ponton nem metszenék egymast a szakaszok. Ezzel a modszerrel 1étre lehet hozni
nyilt szakasz-sorozatot, mint amit a 39. abran is lathatunk.
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39. abra
A dombor0 szakasznal alkalmazott fogazas soran dsszeérd fogazat-végpontok

Egy masik jelenséggel is taldlkozhatunk fogazas soran. Elképzeletd, hogy az osztogorbe hosszl
egyeneshez kozeli részt tartalmaz, amelyet rengeteg osztopont ir le. Egy ilyen tipusi osztogorbét
lathatunk a 40. &bran:

40. &bra
Hosszl egyeneshez kozeli osztogdrbe-rész sok osztoponttal

Az abran lathatjuk, hogy a kozel egyenes o0sztdgorbe-rész egy nem egyenes 0sztogorbe-résszel
kapcsolodik, igy alakult ki a helyzet. A kdzel egyenes rész fogazasa soran, mivel sok szakaszbdl
all, rengeteg metszéspont keletkezik, melyek nagyon sok szakaszbol all6 fogazatot eredményez.
Az abran lathatd esetben elég gyorsan megtelt a memoria a fogazas miatt.

A probléma megoldasa, hogy a fogaz6szerszam legorditése soran az osztogdrbének ne minden
szakaszandl “vagjunk” vele. Helyette csak azoknal a szakaszokndl, amelyek egy bizonyos szognél
nagyobbal térnek el egymastdl. Nagyon kis szégeknél nem is érdemes kiilén foglalkozni a homoru-
domboru szakaszokkal. A 40. abran lathato osztogorbében van egy alig észreveheté homorulat.
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N 41 éra
Az osztogorbe homoru-domboru részeinel kilon-kulon kiszdmolt fogazatok

Az osztdgorbe egyes részeinek Osszeflizése
kék: osszefiizott fogazat, piros: egyes homord és domboru részek befogazva

Az 0sztdgorbe homora és domborl szakaszainak megfogazasa utan egyesiteni kell a fogazatot
meghatarozé torottvonalat. A kapott gorbe a kovetkez6 alakot olti:

43. dbra
A majdnem kész fogaskerék
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A korbeérés sordn maradt még egy kis hiba a fogazatban. Ezért, metssziik a fogazatot
onmagaval! Nyilvan a szakaszok énmagukkal parhuzamosak. Ha kizarjuk egymassal parhuzamos
szakaszok metszését, megkaphatjuk a keresett kis szamua metszéspontot, amelynek a segitségével
megadhato a fogaskerék geometrigja.
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44. dbra
A kész, de még ellendrizetlen fogaskerekek valtozo, illetve allandd modul esetén
Fogaskerék Osztdgorbe Fogazoléc Fogaskerék Generalasi id6
Bal felso 630 pont 9641 pont 8768 pont 32s
Jobb fels6 630 pont 10689 pont 9998 pont 35s
Bal also 630 pont 9001 pont 8640 pont 31ls
Jobb alsé 630 pont 9001 pont 8734 pont 31ls
2. tablazat

Fogaskerekek geometrigja eléallitasanak futasideje
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8.2.2. AZ ELLENORZES FOLYAMATA

A fogazas végén ellendrizniink kell a kapcsolodd fogaskerekeket, hogy a fogaik nem
akadalyozzak-e egymast. Hiszen, az alkalmazott algoritmus, ha megengedettnél nagyobb modult
alkalmazunk, akér a “levegdbe” is eredményezhet alametszést.
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45. &bra
Hibas fogprofilok a fogaskerék homorud szakaszan

Ellenérzésképpen le kell gorditenink a fogaskerekeket egyméason. Az eredményil kapott
fogaskeréken a kapcsoldszam [10] sok esetben lecsokkenhet. Az ellenérzé algoritmus eltavolit

evolvens iveket a fogazatro, ezaltal megsziinik egyes fogak kozotti kapcsolat. Az eredeti, és az
ellendrzott fogaskerék kozotti kiilonbségbdl lathatd, hogy hol kell csokkenteni a modult.
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46. dbra o
Az ellendrzés folyamata, illetve a végeredmeény
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8.2.3. AZ ALKALMAZOTT FUTASIDO-CSOKKENTO MODSZER

A fogaz6 algoritmus rendkiviil idéigényes. Hiszen, két nagyon egyszerii geometriaju, legalabb
200-200 szakaszbol allo fogazéléc eseten a fogazoléc egyik allasanak minden szakaszat meg kell
vizsgalnunk, metszi-e a fogazoléc masik alldsanak tetszéleges szakaszat? Igy Gsszesen 40000
miuveletet kell elvégezniink a fogazoléc két allasanal a metszéspontok meghatarozasdhoz. Az
0sztogorbe parszaz-parezer osztopontbdl &ll, 12 millio-120 millié miiveletre biztosan sziikség van.
Ennyi miiveletet a mai szamitogépek nem végeznek el masodpercek alatt. Tapasztalataim alapjan
egyszerii algoritmussal 324 szakaszbo6l all6 fogazdléc egy 556 pontbol &ll6 0sztdgorbét 20 percen
at fogazott (=58 millio miivelet). Ha a fogaskereket nagy pontossaggal szeretnénk gyartani, esetleg
lekerekitést alkalmazunk a fogazdszerszamndl, akkor mind az o0sztogorbét, mind a
fogazoszerszamot tobb pontbol kell dsszeallitanunk. Az utolagos ellendrzések is sziikségesek,
hogy a fogak nem akadnak-e egymasba. Tehat, nem mindegy, milyen gyorsan kapjuk meg a
fogazat geometriajat. Ezért optimalizalni kell a programot.

A fogazlléc két allasaban tetszéleges szakasz nem metszheti a masik allisban a masik
tetszéleges szakaszt. Ezért, felbonthatjuk a fogazoszerszdmok A&ltal meghatarozott teriletet
darabokra, és a tartomanyokban kilon-kilon elvégezhetjik a metszéspontok meghatérozasat. Az
algoritmusomban rekurzivan hatarozom meg a futdsidé szempontjabol optimalis tartoméanyokat.
Ha egy tartomanyban tal sok a fogazolécek szakaszai szdmanak szorzata, ami a futasidovel all
egyenes aranyban, akkor felbontom a tertiletet négy részre, és kilon-kilon dolgozok veliik tovabb.
Természetesen vannak olyan tartomanyok, amelyeket tobbszor fel kell bontani kisebb
tartomanyokra, mig vannak olyanok is, amelyek egyaltalan nem tartalmaznak szakaszokat.

i y \ / \

50. abra
A fogazoléc kiilonbozo allasai altal meghatarozott teriilet, és felbontasa kisebb részekre

8.3. UTOMUNKALATOK

Az elkésziilt fogaskerék-geometridbdl AutoCAD fajlt kell 1étrehozni, hogy gyarthatd legyen.
Erre a feladatra egy kdnnyen programozhaté maddszert adott Laczik Balint [4]-ben.

A program jelenlegi verzidjaban a fogazatnak elméleti geometriajat adja meg. Ezt korrigadlnunk
kell, a fogaskerék konturjat normaliranyban adott mérettel el kell tolni. Ez biztositja, hogy a
gyartasi hibak esetén se szoruljanak dssze a fogaskerekek, illetve kicsit nagyobb szabadsagot
enged meg a tengelytavolsagra. A korrigalas AutoCAD-ben elvégezheté az OFFSET paranccsal.
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9. EGY FOGASKEREKPAR TERVEZESE

9.1. AMEGOLDANDO FELADAT

A fejezetben egy egyszerli robotmozgat6 szerkezetet tervezésének lépéseit mutatom be. Egy
hengerkoordinatas robot [14] hajtomiivét szeretnénk megvalositani. Ennek a robotnak adott ket
tetszéleges szogallas k6zotti mozgasanak idosziikségletét szeretnénk csokkenteni el6irt maximalis
szOggyorsulas, és maximalis szoggyorsulas-valtozas mellett. A robot hajtasanak vazlata lathato az
51. dbran. A kar mozgatasa soran a bemené fordulatszam allando (z6ld motor). Ezt koveti a
tervezend6 nemkoralaku fogaskerékpar, melynek feladata, hogy a robotkar forgasa kozben
novelje, majd csokkentse a szogsebességet, hogy a lehetd legkevesebb 1d0 alatt megérkezzen a kar
az Uj allasdba. A fogaskerékpar csak egy adott szogeltérést biztosit, amely nekiink nem elegendd,
igy szukséges egy fokozatmentes lassitas beépitése a hajtaslancba (piros). Ez torténhet
bolygomiivet felhasznalo fokozatmentes sebességvaltd segitségével [15]. A megfeleld attétel
biztositja, hogy a nemkdralaku fogaskerékpar fix szogelfordulasara a robotkar a megfelel6 szoggel
mozduljon el.

51. abra
A robot felépitése

Ha a fogaskerekek osztogdrbéje zart gorbe, akkor a hajtas tobb, egymast kovetd elfordulést is
a lehetd leggyorsabban tesz meg. Ha az 0sztdgorbék szimmetrikusak, akkor a visszafele forgas is
ugyanugy optimalisan torténik.

Ha a bemend fordulatszdm rogzitett érték, akkor a hajtomii tetszéleges szogeltérés esetén
azonos ideig fogja mozgatni a robotkart. igy csak adott szdgeltérés esetén fog a robotkar az eldirt
maximalis szoggyorsulassal mozogni. A kovetkez6kben bemutatott fogaskerek tervezésekor a
teljes, 2m szogelfordulas esetén fellépd maximalis szoggyorsulassal szamoltam.
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9.2. AZ ATTETEL-FUGGVENY

A kovetkez6 sorokban eltekintek néhany képlet kozlésétol. Az egyszeriibbeket barki konnyen
felirja. A késobbieket pedig kdnnyen meghatarozhatja valamilyen analitikus szamitasokra képes
matematikai programmal, példaul Maple-lel. Az igy kiszamolt képletek tdbbsége rendkiviil
bonyolult.

A robotkar mozgasa soran a megadott feltételek alapjan elséként a szoggyorsulas-fliggvényt

kell meghatarozni az id6 fiiggvényében. A fliggvény jellegre a kovetkezOképpen néz ki (&4 =

1 . 1
6s_zr£max = 105—3)

'
X
.

52. &bra
Az ¢(t) gyorsulas-fliggvény

A tervezés ezen pillanatdban nem ismert a fliggvény értelmezési tartomanyanak T' hossza. Csak,
annyit tudunk, hogy a fogaskerekek a mozgas soran 2m szoget fognak fordulni. igy, felirvaa T
paramétert6l szintén fiiggd @ (t) elfordulds-fliggvényt az (t) széggyorsulas-fliggvény kétszeri
integralasaval a [0,T] intervallumon, megkaphaté a T id6pont pontos értéke a kovetkezd
egyenletbdl:

¢(T) =2m (34)

Ezt kovetden keressiik a szogsebességet az elfordulas fliggvényeben, hogy majd megkapjuk az
attetel-fliggveényt. Ismert a @(t) elfordulas-fiiggvény, ami természetesen monoton novekvo
fuggvény a [0, T] intervallumon. gy, létezik inverze. Legyen az inverz fiiggvénye t(¢)! Az w(t)
szogsebesség-flggvényt az idé szerint megkapjuk az elfordulas-fiiggvény derivalasaval. Igy az
elfordulastol fiiggd w(t((p)) szogsebesség-fliggveny.

Az i(p) attételfuggvényt definidlhatjuk hajtott kerék szOgsebességének és a hajtd kerék
szOgsebességének hanyadosaként. Mivel alland6é bemend fordulatszadmot szeretnénk elérni, igy a
szukséges attétel megkaphato i(¢) = C - w(¢) alakban, ahol C egy, bemend fordulatszamtol
fiiggd konstans érték.

Az elvart attétel-fliggvény sikban fogaskerekekkel megvalosithatatlan, hiszen a fliggvény
lecsokken nullara. Ezért megvaltoztattam a szogsebesség-fliggvényt. A tartomany két végén
parabolaval kozelitettem (54. abra). Ez a modositas a robotkar mozgasanak indulésakor elvileg
hirtelen szogsebesség-valtozast eredményez, hirtelen sz6ggyorsulas-valtozast nem. Gyakorlatban
a meghajtas szogsebessége nem tekintheté konstansnak, a motor gyorsulésa,illetve lassulasa
kompenzélja a kerekités miatt fellépé hirtelen szogsebesség-valtozast. Ha a kisebb intervallumon
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kozelitjik a szogsebesség-fliggvenyt, akkor a fogaskerekek egy pontjan a gorbileti sugar nagyon
kicsi lesz. A fogazas korlatai miatt az ilyen helyzetekben t6bb fogaskerékparral kell megoldani a
mozgas atvitelét.

z = 3z n iz 3m Jn I=m
4 2 a4 4 3 4

53. &bra
Az w(¢) eredeti szogsebesség-fliggvény

T 5

= n 3 imo Em Fm Iwm
4 4

z 2T
4 2 4
5268

54. &bra
A parabolékkal médositott w*(¢) sz6gsebesség-fliggvény.

A kovetkez6 1épés az attétel-flggveny meghatdrozasa. Ha az érték tetszblegesen
megvalaszthatd, azaz a bemend fordulatszamra nincs korlatozés, akkor érdemes ugy
megvalasztani a C eértékét, hogy a hajtd fogaskerek osztogorbéje is zart legyen. Ez akkor teljesil,
ha fennéll a kovetkez6 Osszefliggés:

2T 2T
j *(p)dg = j C- ' (p)dg = 2n 35)
0 0

A konstans tag meghatarozasa utdn megvan a keresett i*(¢) attételfiiggvény.
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9.3. AZ OSZTOGORBEK MEGHATAROZASA

T-i*(¢)
i*(p)+1
0sztdgorbéje az dolgozatban bemutatott algoritmus alapjan.

55. &bra
A modositott, illetve az eredeti attétel-fliggvénybdl kapott osztogorbe-parok
fekete: hajtd, piros: hajtott kerék osztogorbéje

A hajtd kerék osztogorbéje adodik az r (@) =

Osszefliggésbol, mig a hajtott kerék

9.4. A FOGAZOLEC-GEOMETRIA MEGHATAROZASA

Els6ként hatarozzuk meg a fogasléc-geometriat! A fogméreteket befolyasolja a fogaskerekek

gOrbuleti sugara.

56. abra
A gorbiileti sugartdl fliggd megengedhetd fogméret
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Az abrén lathat6 fogméret-ugrasok oka, hogy a szdggyorsulas-fliggvény nem differenciélhato.
fgy, lathatjuk az abran a gyorsulas-fuggvény harom szakaszat, illetve, a parabolaval torténd
lekerekités tartomanyat.

A fogak szikséges méretét a rajuk hatd erék befolyasoljak. A keriilet mentén fellépé er6k
ardnyosak a fogaskerekekre hatd nyomatékokkal és igy a hajtott kerék, illetve a robotkar
szoggyorsulasaval, és forditottan aranyosak a kerék sugaraval. A hajtd kereken felirhatd az
Osszefliggeés:

M(p) & (¢)

n(@) ()

F(p)~ (36)

A képletben szereplé szoggyorsulas-figgvényt analitikusan is meghatarozhatjuk a modositott
szOgsebesség-flggveny derivalasaval, mely az osztopontok szdg-, €s sugar-értékeibdl is
megkaphato.

A kertilet mentén fellépo erd és a sziikséges fogmodul kozott linearis 0sszefliggést feltételezve
szintén kaphatunk egy fogméret-fliggvényt a kerllet mentén.

57. abra
A sziikséges fogméret a kertilet mentén fellépd erébol
A jobboldali abran lathatunk egy 6sszehasonlitast a kétféleképpen meghatérozott
fogmagassag-fuggvényre.

Lathato, hogy az erdatvitelhez sziikséges fogméret és az alametszés nélkiil megvaldsithatod
fogmeéret kz0tt nincs nagy kiilonbség. Ennek megfelelden a fogazoléc geometridjat az erd alapjan
kiszamolt értékek alapjan hozhatjuk létre.

Legyen a fogaskerekek tengelytdvja T = 100 mm, és irjunk el minimalisan m = 2 mm-€s
modult! A modul valasztasa az osztdgorbe minden pontjan megfelel a gérbuleti sugarbdl addédd
korlatozasnak. Ekkor a fogazoléc geometriaja a kovetkez6képpen néz ki:
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58. abra
A fogazdléc geometridja

9.5. AFOGASKEREK GEOMETRIAJANAK MEGHATAROZASA

Ezt kovetéen a fogaskerekek geometridgja az bemutatott algoritmus segitségével
meghatarozhatd. A fogak profiljat modositottam, hogy a fejmagassdg mindenhol kisebb legyen,
mint a labmagassag. Jelen esetben nincs sziikség a fogazat ellenérzésére, mert egyik fogaskerék
0sztdgorbéje sem tartalmaz homoru részt.

100

59. dbra
Az elkészult fogaskerék-geometridk

60. abra
A gyorsprototipusgyartassal elkészilt bemutaté fogaskerekek
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10. OSSZEFOGLALAS

TDK dolgozatomban nemkdralaku fogaskerekek tervezési lehetdségeit vizsgaltam, és
megvalositottam egy altalanos nemkdoralakt fogaskerék tervezé keretrendszert. Az 0sztogorbék
eléallitdsdnak egy 0 modszerét fedeztem fel. Az elméleti osztogdrbét kozelitd sokszog alaka
0sztogorbe osztopontainak a szamat minimalizaltam adott hibatiirés mellett. Adtam egy maddszert
a fogaskerekek adott pontjain megengedheté maximalis alkalmazhaté modul felsé becslésére,
illetve valtozd6 modulu fogaslécek eldallitasara. Végiil, megvaldsitottam a fogazast a
szakirodalomban is ismert mddon, és elvégeztem a fogazat ellendrzését, hogy valoban megfeleld
geometriat allitottunk-e¢ ¢l6. Dolgozatomban igyekeztem felhivni a figyelmet a tervezeskor
el6forduld hibakra.

10.1. TAPASZTALATOK

A programban a tervezés soran rendkivil sok numerikus szamitasbol adddo hiba 1ép fel. Emiatt
nem sebességkritikus részeknél, példaul az osztogorbe-generalasnal, illetve a fogazoléc-
generalasnal érdemes analitikus szamitasokat biztositd programozasi kérnyezetet, példaul Maple-
t hasznalni. Ennek hijan minden egyes lebegdpontos szamokkal torténé miiveletet nagyon
alaposan meg kell vizsgalni, okoz-e problémat, vagy sem.

A programomban a foggeometria meghatarozasat torottvonalak segitségevel hoztam létre. Ha
alaposabban belegondolunk, ezen torottvonalak belsé burkoldjat nagyon bonyolult programozasi
feladat meghatarozni. Ha csak arra az esetre térlink ki, hogy két toréttvonal metszéspontja egy-egy
szakaszuk metszéspontja lehet, akkor szamos varatlan meglepetésben lesz részink (pl, elvileg
paros szamu metszéspontra szamitunk, ehelyett paratlan szdmi metszéspontot kapunk). Ezen
problémak tébbsége korrigalhato.

A fix tengelytavl, valtozo attételli, valtozo modulu fogaskerekek TDK dolgozatomban
bemutatott szint{i altalanos eldallito-, és ellenérz6 programja legalabb 3000 soros. Az altalam
megvaldsitott generalé program C# programozési kdrnyezetben jott Iétre.

10.2. TOVABBFEJLESZTESI LEHETOSEGEK

A nemkoralaku fogaskerekek témakore rendkivil szines. A jelenlegi szamitogépes tervezés
mellett mar kénnyen megvalosithatok ezek a ritka gépelemek. Dolgozatom keretein belil
leginkabb a geometriai tervezéssel foglalkoztam. Azonban a gyakorlati hasznalhatésaghoz
tapasztalat, vagy komoly szilardsagi méretezések kellenek. Komoly tovabbfejlesztési lehetdséget
jelent a pontonként vett kapcsoloszam, illetve fogtdszilardsdg vizsgalat. Ezeket lehetdleg
méretezéskor kellene meghatarozni. Ha ez nem lehetséges, akkor iteracios modszerrel ellendrizni
kell, majd esetlegesen modositani a foggeometriat. Az egyenesfogazat helyett alkalmazhatd
ferdefogazat is, melyek geometriai és szilardsagi méretezése tovabbi kutatasokat igényel.

A fogazat generalasa tobbféle modon is torténhet. Ezeket a lehetéségeket dolgozatomban csak
emlités szintjén irtam le. Jelentds lehetdségeket latok a ciklois fogazatokban, azonban ezek
vizsgalata is tovabbi kutatasokat igényel.

A gyakorlati hasznalhat6sag szempontjabol fontos lenne egy j6 6sszefoglal6 létrehozasa, amely
Osszeveti a tiszta csuklds mechanizmusokat és a nemkdralakd hengeres fogaskerekeket alkalmazo
szerkezeteket.
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