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Jelolések jegyzéke

Egy termék gyartasi koltsége [Ft/darab]
Egy termék eladdsi ara [Ft/darab]

A ki nem elégitett rendeléseknél felmeriil6 biintet6 koltség termékenként
(penalty cost) [Ft/darab]

A tulkindlat esetén megmaradd aruk kezelési koltsége (handling cost)
[Ft/darab]

Valdszin(iségi valtdzo, amely a termék iranti keresletet fejezi az adott idé-
szakra [darab]

Az adott peridédus elején legyartott vagy rendelt termék mennyisége [darab]
min(a, b)

max(a, b)

min(a—b,0)

max(a—Db,0)



LAkl a matematikdt nem érti,
méghozzd egyre magasabb szinten,
annak akkor sincs objektiv fogalma, véleménye a vildgrol,

ha ag dsszes humdn milvet szdzszor olvasta, ldtta, hallotta.”

Gyarmati Istvan

1. fejezet

Bevezetés

Ha a vallalatok nem megfelel6 készletgazdalkodasi mdédszereket alkalmaznak, akkor
ez jelentds veszteségeket okozhat, egyrészrdl a soha fel nem haszndlt alapanyagok, el-
adatlan késztermékek, mdsrészrél a nem teljesitett megrendelések okozta bizalomvesztés
miatt.

A dolgozatban ismertetett "jsagarus modell" altaldnossagban olyan szerzédéses vi-
szonyban all6 beszallité és értékesitd szervezett kapcsolatat vizsgdlja, ahol az értékesitod
hosszu tavu igény elorejelzésekkel latja el a beszallitot és elére rogzitett meghatarozott
id6kozonként termék-lehivasokat kezdeményez. A jelen tudomanyos didkkéri munkaban
az optimdlis raktarszint folyamatos vezérlése, a megfeleld kiszolgdldsi szint biztositasa,
valamint az el6re tervezhet6 kielégitetlen rendelések mértékének kezelése lesz a cél.

El6szor a legegyszer(ibb esetet, az egyperiddusu modellt vizsgalom, amely azt feltéte-
lezi, hogy a periédus kezdetén ugy készleteziink, hogy a bizonytalan vasarldsi igényt
maximalis profit mellet elégitsiik ki. Megkiséreljiik ezt a modellt ugy kiterjeszteni, alta-
lanositani, hogy képes legyen az optimalis szamu egylittgyartasi ciklus meghatarozasdra.

A modszer helyességét matematikai levezetések részletes bemutatdsaval fogjuk iga-
zolni. A fejezetek végén egy-egy szampélda segitségével bemutatjuk az elért eredménye-
ket, ezutan pedig Maple szoftverben fejlesztett szimulacidval ellendrizziik a szamitasok
helyességét. A készitett programok a http: //progmat.hu/~krisz/TDK helyen elérhetéek.

A kutatas a Miskolci Egyetem Alkalmazott Informatikai Intézeti Tanszékének korabbi
készletgazdalkodasi témdju munkdira tdmaszkodik, amelyek az djsagarus modell koltség
optimalis vizsgalatat dolgozta ki [1]. A jelen dolgozatban egyfajta folytatasként a profit

optimalizalas szemsz0gébdl vizsgalom a problémat.



1. BEVEZETES A KESZLETGAZDALKODASI MODELLEKROL

1.1. A készletgazdalkodasi modellekrol

Készletgazddlkoddsi modellekkel az alkalmazott matematika tudomdnydgai, az opera-
cidkutatas és a valdszinliségszamitds egyiittesen foglalkozik. A modellek feladata, hogy
meghatarozza egy adott célfiiggvény vagy tgynevezett haszonfiiggvény esetén az opti-
malis rendelési/gyartasi politikat [2].

Hasonldan a természeti jelenségekhez, a készletezési modelleknek is két nagy csoport-
ja létezik. Attol fiiggéen, hogy meghatarozott feltételek teljesiilésénél az adott esemény
sziikségszertien bekovetkezik-e vagy sem, lehetnek determinisztikusak illetve véletlensze-
riiek, azaz sztochasztikusak [3]. Ennek alapjan ennél a témateriiletnél is beszélhetiink de-
terminisztikus, illetve sztochasztikus modellekrol. Az el6bbi esetben minden adat elore
adott a gydrtdssal, kereslettel, koltségekkel kapcsolatban, mig az utédbbindl csak statiszti-
kai kimutatasok alapjan becsiilhetiink. A valés vildgban az utébbi modellek domindlnak,
mivel a keresletet el6re nem tudjuk pontosan meghatarozni, igy a gazdasagi életben egy
terméki irdnti sziikségletet valdszinliségi valtozdval szoktuk jellemezni. Megjegyezziik,
hogy nem minden olyan jelenség becsiilhet6 valdszintliségszamitasi modszerekkel, ame-
lyeknek a jovobeli alakuldsat nem ismerjiik. A matematikai statisztikaval egyiitt viszont
nagy segitséget jelent azokban az esetekben, amikor a vizsgalt jelenséggel azonos tipu-
siaknal mar tortént megfigyelés [4].

Madsik csoportositasi szempont az, hogy az optimadlis készletezés egy vagy tobb pe-
riddus egymasutanjara vonatkozik-e. Ezek alapjan az el6bbit statikus-, mig az utdbbit
dinamikus modelleknek nevezi a szakirodalom.

A jelen tudomdanyos munkaban vizsgalt jsagarus modell a sztochasztikus modelleken
beliil, a dinamikus készletgazdalkodasi modellek csalddjaban tartozik, tehat a keresletet
valészintiségi valtozdként fogjuk kezelni. Az tjsdgdrus modellt el6szor 1888-ban kezdték
el vizsgalni. Az alapgondolat a kdvetkez6: van egy djsdagarus, akinek azt kell eldontenie,
hogy mennyi djsagot rendeljen naponta a kiaddtél. Ha tul sok ujsagot rendel, akkor
rajta marad, ami az eladott Ujsdgokbdl szarmazd profitot csokkenti, ha keveset, akkor
pedig profitvesztés éri. A kérdés: ismert kereslet eloszlds alapjan, hdny lapot rendeljen
az Ujsagarus a haszonfiiggvény optimumanak meghatarozasa érdekében?

A kovetkez6 fejezetben az egyperiddusos esetet vizsgdljuk, ami azt jelenti, mintha az
Ujsagarus napilapokkal dolgozna és az optimumot minden napra kiilon-kiilon kell meg-

hataroznia.




2. fejezet

Az egyperiodusos modell

2.1. Bevezetés

Egy termel6 egységben, egy arucikk el6dllitasi koltsége c,, valamint eladdsi dra c,
és keressiik azt az optimdlis (q) gyartdsi mennyiséget, amely a kereslet (D) kielégitése
mellett az elérhetd profit maximalizdlasara torekszik. A modellben a kereslet sztochaszti-
kus jellemz6kkel bir, ezért egy olyan valdszinliségi valtozéként kezeljiik, amely dltaldban
egyenletes vagy normalis eloszlasd. Tegyiik fel azt az esetet, hogy a termék iranti keres-
let nagyobb, mint a megtermelt mennyiség, azaz D > g, ekkor nem tudjuk kielégiteni a
megrendeléseket. Viszont, ha a megtermelt mennyiség nagyobb, mint a kereslet, azaz
q > D, akkor eladatlan 4ru keletkezik. A modellben kielégitetlen rendeléseket "biinte-
té koltséggel" (p) terheljiik, a tulgyartast viszont "kezelési koltséggel" (h) sudjtjuk, azért
hogy elérjiik a profit szempontjabdl optimalis gyartasi mennyiséget. A p és h modell-
paraméterek ellentétes hatdst kivaltd korlatként viselkednek. Ha nem alkalmaznank a
p korlatot, akkor a h paraméter 6nmagaban is dlland¢ tulgyartdst eredményezne, ezzel
ellentétben a h paraméter figyelmen kiviil hagyasa folyamatos kielégitetlen megrendelé-
seket okozna.

Tovabba a p paramétert "elmaradt haszonként" is értelmezhetjiik, mivel abban az
esetben keletkezik, amikor az igény nagyobb, mint a rendelkezésre allé6 mennyiség, ezért
a profit maximalizalas szempontjabodl ez az eset elonytelen.

Egy termékre vett h kezelési koltség azt is jelentheti, hogy az eladatlan termékek ta-
roldsa egységenként h 6sszegli, példaul hiitési koltséget jelent a gyartonak. Mas példaval
élve, egy eladatlan romlandé termék teljesen elveszti az értékét, amit a h = ¢, egyenld-
séggel fejezhetiink ki.

A matematikai modell felallitdsa utan, ahol kiilon-kiilon vizsgalni fogjuk a tulkereslet
illetve a talkindlat esetét, levezetjiik az optimalis gyartdsi darabszamot meghatdrozo kép-
letet folytonos illetve diszkrét esetekre egyarant, valamint egy mintafeladaton keresztiil

bemutatjuk az elért eredményeket.



2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL MATEMATIKAI MODELL

2.2. Matematikai modell

A kovetkezokben vizsgaljuk meg a bevezetében leirt két esetet, azaz amikor a kereslet
tobb, illetve kevesebb, mint a rendelkezésre allé legyartott mennyiség (q). Ezutan irjuk
fel a periddus profitjat meghatdrozé osszefiiggést, amelyet analitikus mdédszerekkel op-
timalizalni fogunk. A modell felallitdsa soran a konnyebb érthetéség miatt a vizsgdlatot
abrdkkal illusztraljuk.

2.2.1. A profit elemzése tulkereslet esetén

Ahogy a 2.1. &bran lathatjuk, a profit tobb részbdl tevodik Gssze. Az els6 részét, az
eladott arukbdl szarmazod profitot az eladdsi ar és a gyartasi koltség kiilonbségének a
raktaron 1évé legyartott termékmennyiséggel vald szorzata adja. Ilyenkor a raktaron 1évé
mennyiséget teljes mértékben eladjuk, tehat ezutdn adddik profitunk. Az dbra alapjan

lathato, hogy ezt a nyereséget a balra sraffozott téglalap teriilete adja, azaz

1, =q(c, —c). 2.1)

mennyiség
N nyereség
N p 7] elmaradt haszon
q ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
>
Cy C, ar

2.1. abra. A profit alakuldsa tulkereslet esetén

Talkereslet esetén a profit tovabbi részét az "elmaradt haszon" adja meg, amely a minima-
lizaldsara bevezetett biintetd koltség fliggvényében valtozik. Tehat az elmaradt haszon a

ki nem elégitett darabszam és a biintetd koltség szorzata, azaz
My =(D—qp. (2.2)

Ujra megjegyezziik, hogy ez a biintet koltség csak egy virtualis szam, ami arra kénysze-

riti a modellt, hogy a lehet6 legtobb profitot hozhassuk ki termelési-eladési folyamata-




2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL MATEMATIKAI MODELL

inkbdl. Ezért az elmaradt haszont le kell vonnunk a nyereségbdl. Tehdt tulkereslet esetén

a haszon
My(Q) = I, — M5, =4q(c. —c,) = (D—q)p. (2.3)

2.2.2. A profit elemzése tulkinalat esetén

Talkinalat esetét a 2.2. abran lathatjuk. Hasonldan az el6bbi esethez, a periédus alatti
profit tobb részbdl tevodik ssze. Jobban belegondolva, hogy ha tulkinélat van, akkor az
azt jelenti, hogy a legyartott mennyiség tobb, mint a periddus alatti vasarldi igény, azaz
g > D. Tehat profitunk az eladott termékekbdl keletkezik, azaz

I3 = D(c. —c,). (2.4)

mennyiség
N nyereség
ql— h [~~~ kezelési kéltség
D ,,,,,,,,,,
>
CV Cr ér

2.2. dbra. A profit alakuldsa tulkindlat esetén
Tovabba kezelési koltségiink keletkezik az el nem adott termékekbdl, mégpedig
I, = (g —D)h. (2.5)

A kezelési koltség az eladott druk mennyiségébdl szarmazé profitot csokkenti, tehat tul-

kinalat esetén a periddusra juté haszon

Mpy(q) = I, — Tl = D(c, —¢,)— (g — Dh. (2.6)




2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL MATEMATIKAI MODELL

2.2.3. A periddus 0Osszes profitja

Jeloljiik I1,(q)-vel az egy id6szakra esé Gsszes profitot, ekkor a (2.3) és (2.6) alapjan a
kovetkezot irhatjuk:
D(c,—c,)—(g@—D)h, haD<
Mm(g) = ! T 2.7)
Q(Cr_cv)_(D_Q)p: haDZq
Megjegyezziik, hogy a diszkrét esettel vald szdmitds miatt ¢ = D fenn dlldsa esetén a
(2.6) képlet szerint szamolunk.
Matematikai kezelhet6ség szempontjabdl célszerli a képletet révidebb alakra irni. Ve-
gylk észre, hogy a ¢, — ¢, tag mindkét feltétel teljesiilése esetén jelentkezik, mégpedig
pont azzal a szorzoval, amely a feltételben kisebb értékben van jelen. Ezért a min()

fliggvény segitségével irhatjuk a kovetkezot:
min(Da Q)(Cr _Cv)' (2.8)

Kovetkezé 1épésként azt szeretnénk elérni az el6z6 képletet kiegészitésével, hogy p és h
paraméterek is megjelenjenek benne, de nem megfelel6 feltételek esetén zérus legyen
az értékiik. Mivel kezelési koltség csak D < g esetben jelentkezik ¢ — D darabszamu
termékre, illetve biintet6 koltség csak D > q allapotnal g— D darabszamra, ezért a max()

fliggvény segitségével irhatjuk a kovetkezét:
—max(q—D,0)-h—max(D—gq,0) - p. (2.9)
Tehat a (2.8) és (2.9) alapjan a kovetkez6t kapjuk:
I1,(q) = min(D, q)(c, —c¢,) —max(q—D,0) -h—max(D —q,0) - p, (2.10)
vagy rovidebb alakban
,(q) =[D,q]" - (¢, —¢,)—[q—D]"-h—[D—q]" - p. (2.1D)

Megjegyezziik, hogy a modellnél val6jaban egy feltételes optimalizalasi feladat megolda-
sat kell meghatdroznunk. Tekintsiik a kovetkez6 optimalizalasi feladatot, ahol g a dontési

valtozo:

I1,(q) = min(D,q)(c, —c,) — max! (2.12)
g§1(@=(D—-qp < O
8(qQ)=(@—D)h <

10



2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL AZ OPTIMUM MEGHATAROZASA

A feltételes optimalizaldsi feladatok megoldasanak egyik modja a biintetéfiiggvényes
modszerek. Ezek alapgondolata, hogy a feltételes optimalizaldsi feladatot visszaveze-
tik feltétel nélkiili optimalizalasi feladat sorozatos megoldasara. Mivel most numerikus
modszer helyett analitikus moédszerrel hatdrozzuk meg az optimumot, ezért egy adott
pontbdl kiindulva az optimalis megolddshoz valé konvergencia helyett egy 1épéssel ha-
tarozzuk meg azt. Tehat a célfiiggvény a kdvetkezOképpen irhatéd:

I1,(q) min(D,q)(c, —c,)— max((D —q)p, O) — max((q —D)h, O) (2.13)

min(D, q)(c, —c,)—max(D —q,0)-p—max(q—D,0)-h.

Ha a feltétételek egyenlétlenségeket tartalmaznak, mint ebben a feladatban is, akkor a
max fiiggvényt hasznaljuk, mivel két argumentuma koziil a nagyobbikat kapja eredmé-
nyll, igy csak akkor van biintetés ha g;(q) >0 (i =1, 2).

2.3. Az optimum meghatarozasa

Elméletileg széls6értéke ott lehet egy f (x) egyvaltozds fliggvénynek, ahol az elsé deri-
véltja zérus, azaz f'(x) = 0. Ezeket a pontokat staciondrius pontoknak nevezziik. Vegyiik
észre, hogy ezek a pontok éppen a fliggvény derivaltjdnak zérushelyei. Tovabbi feltétel,
hogy a x; staciondrius pont, akkor a mdsodik derivaltjandl ez a pont ne legyen zérushely,
azaz f”(x) # 0. A maximum pont létezéséhez azt kell vizsgdlni, hogy a fliggvény az
adott intervallumon konkav legyen, azaz f”(x;) < O teljesiiljon. [10].

Kovetkez6 1épésként meg kell hatdrozni azt a q értéket, ahol a varhaté profit maxi-
malis. Ehhez el6szor fel kell irnunk a (2.11) fiiggvény varhaté értékét. Valdszin(iség-
szamitdsi ismereteink alapjan a sztochasztikus valtozék harom csoportban tartozhatnak:
lehetnek diszkrétek, folytonosak, illetve kevertek. Ennél a modellnél a diszkrét és folyto-
nos esettel fogjuk megoldani a fenti problémat. Mindkét esetnél elészor felirjuk a varhato
értéket, és analitikus mddszerekkel meghatarozzuk ennek a varhato értéknek a széls6ér-
tékeit, és megprobdljuk beldtni, hogy a talalt szélséérték maximumpont, valamint hogy
csak egyetlen egy ilyen pont létezik. [5], [6],[7].

2.3.1. Folytonos eset

Az optimum kiszamitdsahoz tekintsiik at a folytonos esettel kapcsolatos 0sszefiiggéseket,
melyeket a levezetések soran haszndlni fogunk [1], [5], [6], [7].

11



2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL AZ OPTIMUM MEGHATAROZASA

A levezetésben hasznalt 6sszefiiggések

1. Ha D folytonos valdszin(iségi valtozo, f(x) sriiségfiiggvény és

J |x|f (x)dx

véges, akkor a varhato érték

oo

E(D) = J xf(x)dx. (2.19)

—0Q

2. A varhato érték linearis leképezés a véges varhatd értékkel rendelkezé valdszind-
ségi valtozok linedris terén, tehat két tulajdonsdg teljestil:

(a) additiv: ha E(D,) és E(D,) véges, akkor E(D; + D,) is véges, és
E(D, + D,) = E(D;) + E(D,), (2.15a)
(b) homogén: ha E(D) véges, és c € R, akkor E(c - D) is véges, azaz
E(c-D)=c-E(D). (2.15b)

3. Ha D folytonos valészintiségi valt6zé és q, D > 0, akkor

(a) max(q— D,0) varhato értéke a kovetkezo:

(o)

E(g—D)" = J(q—x)Jrf(x)dx(:l)Jmax(q—x,O)f(x)dx (2.16)
0

0

q o0
@ J max(q —x,0) f (x)dx +J max(q —x,0) f (x)dx
0 =q—X q =0

-~

=0

q p ;
2 J(q—x)f(x)dx@qjf(X)dX_JXf(X)dX'
0 0 0

Megjegyzés: A fenti egyenletet a (2)-es atalakitasndl két intervallumra bon-
tottuk ¢ mentén. Mivel ¢ > 0 minden esetben, ezért a [q; oo ] integralasi
intervallumon, (ahol értelemszertien x > q) a max(q — x,0) fliggvény min-

dig zérus értéket vesz fel. Ezzel ellenkezbleg a [0; q] intervallumon pedig a

12



2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL AZ OPTIMUM MEGHATAROZASA

max(q — x,0) esetében mindig az g — x teljesiil, ezért a max fliggvényt el-

hagyhatjuk, ahogy a (3)-as atalakitdsnal meg is tettiik.
(b) max(D —q,0) varhaté értéke a kovetkezd:

oo

E(D—q)" = J(x —q) f(x)dx = J max(x —q,0)f (x)dx (2.17)
0

0
q o]

= Jmax(x—q,O)f(X)dX-i-JmaX(X—qjo)f(X)dX
D — A
N ;6 —
= J(x—q)f(x)dx=JXf(X)dX—QJf(X)dX,
q q q

(¢) min(D, q) varhaté értéke az alabbi:

oo oo

A
E(D,q)” = ) (D,q) f(x)dx =Jmin(x,q)f(x)dx (2.18)

0 0
q o]

¢
= min(x,q)f(x)dx+Jmin(x,q)f(x)dx
J ——— —
0 =X q =q

q
r

= xf(x)dx+qu(x)dx.
q

J
0

4. Aslrlségfliggvény integraldstartomdnyanak transzformdcidja esetén fennall6 egyen-

16ség:

oo q
Jf(x)dx =1 —Jf(x)dx. (2.19)
q 0

5. A str(iségfliggvény, a valdszinliség és az eloszlasfiiggvény kapcsolata

q
Jf(x)dx =P(D <q)=F(q). (2.20)
0

13



2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL AZ OPTIMUM MEGHATAROZASA

6. A strlségfiiggvények, illetve e fliggvények g-val szorzott integraltjainak a derivalt-

jai bizonyos intervallumokon:

d

q
d ,
Ejf(x)dx = E(F(q))=f(q) és
0

q q

d d d

ﬁjq-f(X)dx = q-EJf(X)dx=q-E(F(q))=q-f(q), (2.21)
0 0

valamint
(o) q
d d d ,
- J foodx = 4| 1- J FOdx | =—2-(F@) =~ (@) &
q 0
(o) q
4 radx = Lo | gfdx | = =0 (F (@) = —af (@). 2.22)
dq q dq q qdq q qr\q). (&
q 0

Az optimalis ¢ meghatarozasa

Ekkor a (2.11) képletet behelyettesitve, az egyperiédusi modell varhaté értéke folytonos
esetben

E(M,(q)) =E([D,q]" - (c,—c,)—[q—DI]*-h—[D—q]" - p). (2.23)

A (2.15a) valamint a (2.15b) alapjan irhatjuk, hogy

E(T,(q)) = E([D,q] -(c,—c,))—E([q—DI*-h)—E([D—ql*-p) (2.24)
= (¢,—c¢,)-E(D,q)”—h-E(@q—D)"—p-E(D—q)*".

A (2.16), (2.17) és (2.18) osszefiiggéseket behelyettesitve a kovetkezé adddik:

q (ee]

E(L(q) = (¢—c,) JXf(X)dX+qu(X)dx (2.25)
q

0

~ J

E, (I (q))

oo

— h qu(x)dx—fo(x)dx —p fo(x)dx—qu(x)dx

q

Ey(ITy (q)) Ey(IT1(9))

14



2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL AZ OPTIMUM MEGHATAROZASA

aE(Hl(CI))

aq
cialis derivaltat [8], [9]. Mivel a kifejezés elsére bonyolultnak tlinhet, ezért harom részre

bontottuk az 6sszeget, E;(I1,(q)), E,(I1,(q)) és E5(I1,(q))-ra, ahogyan a (2.25) képlet-

nél jeleztiik is. A hdrom derivaltat kiilon-kiilon kiszamithatjuk, majd a végén egyesit-

Kovetkez6 1épésként venniink kell a maximum hely meghatdrozdsdhoz a par-

juk, mivel a derivalas additiv, azaz ha f(x) és g(x) differencialhaté fliggvények, akkor
az 0sszegfliggvény (kiilonbségfiiggvény) derivaltja megegyezik a tagok derivaltjainak az
osszegével (kiilonbségével) [10]. Képletben:

(fO)£g(0) = f/(x) £ g'(x) (2.26)

Tovabba homogén is, ami azt jelenti, hogy egy fliggvény konstansszorosanak a derivaltja
megegyezik a fliggvény derivaltjanak a konstansszorosaval [10]. Tehat, ha ¢ konstans,
akkor

(c -f(x))/ =c-f'(x). (2.27)

Szorzat esetében a kovetkez6képpen differencidlunk [10]:

(o) 8()) = F/(x)- g(x) + f(x) - g'(x) (2.28)

Az els6 tag derivalasandl c, — c, konstans, tehat a (2.27) szabdlyt alkalmazzuk, mig a
zardjelben taldlhaté integrdlosszegnél a (2.26) alapjan differencidlunk, ahol a masodik

717 o 1

meghatdrozasaikor a (2.21) és (2.22) szabalyok alapjan jarunk el, azaz

q
aEl(Hl(q)) 0 (. —c)
aq aq G 6

xf(x)dx +qu(x)dx (2.29)
q

0

= (¢—¢) qf(q)+Jf(X)dx—qf(q) =(Cr—cv)Jf(X)dx
q q

A maradék két derivaltjat is hasonldképpen hatarozzuk meg, ahol h és p konstansként

viselkednek. Az integralosszegek elsé tagjaindl a (2.28) szabalyt hasznaljuk fel, azaz

0E(L() ‘

q
- 2 |n qu(x)dx—fo(x)dx (2.30)
% & 0 0

q
:
h CZf(CI)+Jf(X)dX—CIf(CI) =hJ f(x)dx,
0 0

15



2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL AZ OPTIMUM MEGHATAROZASA

valamint

M = 9 Jf(x)dx qu(x)dx (2.31)
aq aq

p| —af(q)— Jf(X)dX+qf(X) =—pJf(X)dx

A harom derivaltat a (2.25) képlet alapjan 6sszef(izve kapjuk, hogy

aE(Hl(Q)) aEl(H1(Q)) aEz(H1(Q)) aEg(H1(Q))
= — - (2.32)
q aq aq aq

00 q 00
= (Cr_cv)Jf(x)dx_th(x)dx_ —PJf(X)dx
q 0 q

A (2.19) képlet alapjan behelyettesitve kapjuk, hogy

aE(Hl(Q))

q q q
74 = (¢, —c,) 1—Jf(x)dx —th(x)dx+p 1—Jf(x)dx
0 0 0

A (2.20) 6sszefiiggést haszndlva adédik a kévetkezo:

aE(Hl(CI))

3q = (c,—¢,)(1—F(q))—hF(q)+p(1—F(q)) (2.33)

= ¢, —c.F(qQ)—c,+c,F(q)—hF(q)—pF(q) +p.

A fenti egyenlet zérushelyét megkeresve megkapjuk a lehetséges stacionarius pontot,
tehat

0 = ¢,—c¢F(@Q)—c¢,+¢,F(qQ)—hF(q)—pF(q)+p
hF(q)+pF(q)+ ¢ F(g)—¢c,F(q) = p+ec.—g,
F(Q)(h"‘P +Cr_cv) = p+cr_cv
p + ¢ —¢C
F = — 2.34

(@) h+p+c.—c, ( )

egyenlet megoldasat adé g* helyen. Mivel F(q) eloszlas fiiggvény és feltevés szerint foly-

tonos, ezért szigorian monoton névekvd, valamint 0 és 1 kozé esik, ezért az egyenletnek

egy megoldasa van. Mar csak azt kell bebizonyitani, hogy q* helyen a fiiggvénynek ma-
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2. AZ EGYPERIODUSOS MODELL AZ OPTIMUM MEGHATAROZASA

ximuma van. Ehhez képezziik a mdsodik derivaltat, azaz

82E(H1(q))

EPe —hf (@) —pf (@) —c.f(qQ)+c,f(q) (2.35)

= (c,—¢,—p—h)f(q) <0,

Megvizsgédlva a masodik derivaltat, konnyen lathatjuk, hogy (¢, —c, —p —h)f(q) < 0
minden esetben, mivel az gyartdsi ar (c,) és az eladasi 4r (c,) kiilonbsége negativ, amelyet
tovabb csokkentenek a p és h koltségek, valamint a periddushoz tartozo stirtiségfiiggvény

pedig pozitiv. Igy tehdt a mésodik derivélt konkav az adott intervallumon.

2.3.2. Diszkrét eset

Hasonldan a folytonos esethez, el6szor irjuk fel a diszkrét valdszintiségi valtézokkal kap-
csolatos, levezetések sordn haszndlt dltaldnos Osszefliggéseket.

A levezetésben hasznalt 6sszefiiggések

1. Ha D diszkrét valdszinlségi valtozo, és lehetséges értekeinek szdmossaga meg-

szamlédlhatéan végtelen, azaz a lehetséges értékek
Xo>X1,X9,..., €s t,=P(D=x;) (k=0,1,2,...),
akkor a varhaté érték -
Z Xty (2.36)
k=0

ha ez véges.

2. Legyen D diszkrét valdszintiségi valtozoé, F(x) eloszlasfiiggvény, valamint g, D > 0,
akkor

(a) max(q— D,0) varhato értéke a kovetkez6:

E(g-D)" = Y (a—k)‘'t, = ) max(a—k0)t, (237)
k=0 k=0

q—1 [e%e)
@ E max(q—k,0)t;, + E max(q —k,0) t,
S—r S—
k=0 k=q -0

=0

q—1 qg—1 qg—1

) Q)

= Z(q_k)tk = qz tk_zktk-
k=0 k=0 k=0

:q—k

J

17
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Megjegyzés: Ahogy a (2.16) levezetésnél lathattuk, a (2)-es atalakitdsnal szét-
szedtiik a [0; 0o ] Osszegzési intervallumot g mentén két részre. Hasonl6 gon-
dolatmenettel mint ott, a [g; oo ] intervallum Osszegzésénél a max(q — k, 0)
fliggvény mindig zérus értéket ad, tehdt igy elhagyhat6. Viszont [0;q — 1]
Osszegzési intervallumon a max(q — k, 0) pedig mindig a ¢ — k értéket fogja
adni, tehat itt is elhagyhatjuk a max fiiggvényt, helyette q — k kiilonbséget

irva. Ezeket mind a q, D > O feltevés miatt tehetjiik meg.

(b) max(D —q,0) varhaté értéke az alabbi:
E(D—q) = Z(k Q) t = Z max(k —q,0)t, (2.38)

= E max(k q,O) t,+ E max(k —q,0) t;
—_————
k=0 - k=q

= =k—q

~ /

0

= Z(k_Q)tk = Zktk_qz L.
k=q k=q k=q

(¢) min(D, q) varhaté értéke

E(D,q)” = Z(D, Q= Z min(k,q)t, (2.39)
k=0 k=0

q—1 e
= > min(k,q) te+ Y min(k,q) te
=

=k k:q =q
q—1 e3¢}
k=0 k=q

3. Az eloszlas egy részének az 6sszege kiszamithaté a maradék részbol, azaz

q—1

(2.40)

M

4. Az eloszlas egy részének az 6sszege, a valdszinliség és az eloszlasfiiggvény kapcso-

lata:
q—1

> t.=P(D <q)=F(q). (2.41)

k=0

18
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Az optimalizalas ¢ meghatarozasa

Felhaszndlva a (2.11) képletet, az egyperiodusi modell varhato értéke diszkrét esetben
E(T,(q)) =E([D,q] - (c,—¢,)—[g—D]*-h—[D—q]" - p). (2.42)

Atalakitva a jobb oldalt hasonléan a folytonos esetnél latottakhoz a (2.15a) alapjan ir-
hatjuk, hogy

E(11,(¢)) = E([D,q] - (c, —¢,))—E([q—DI*-h)—E([D—q]" - p), (2.43)

valamint (2.15b) Osszefiiggés szerint, azt, hogy
E(M(q)) =(c,—¢c,)-E(D,q)—h-E(q—D)*—p-E(D—q)*. (2.44)

Helyettesitsiink be (2.37), (2.38) és (2.39) alapjan, igy

q—1 [e%e)
E(Hl(q)) = (cr—cv)(Zktk +thk) (2.45)
k=0 k=q

E, (I (q))
g1 g-1 e s
_ h(qztk_zktk)_p Skt—a> e |-
. k=0 k=0 /| k=q k=q
Ey(IT1(q)) E5(ITy (q))

A fenti egyenletet g szerint parcidlisan derivalva megkapjuk a lehetséges szélséérték he-
lyet, és ha a masodik parcidlis derivalt konkdv lesz az adott tartomdnyon, akkor ez egyben
maximum pont is lesz. Az egyenletet hdrom részre bontottuk a konnyebb derivalds miatt,

mely el6szor bonyolultnak tlinhet. Kezdjiik az els6 tag derivalasaval, ekkor

aEl(Hl(q)) 0 — S
—% " % (c,—c,) (;ktk+qétk (2.46)
= (Cr - CV)Z Cr-
k=q

Mivel ¢, —c, konstans, ezért (2.27) szabdlyt alkalmazzuk. A zardjelekben taldlhaté tagok
derivalasanal a (2.26) Osszefiiggést kell hasznalunk, viszont az elsé tag nem fiigg g-tdl,

igy derivéltja zérus. A mdsodik tagndl pedig a szummas kifejezés konstans, ezért ijbdl a
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(2.27) szabalyt hasznaljuk. A kévetkezo két tag derivaltja g szerint
aEz(Hl(Q)) 0 = =
———— = —|h|q) tp,— ) kt (2.47)
54 3 kZ:(; ¢ kZ:(; ¢
q—1
== h Z tk’
k=0

valamint

aEg(qul(q)) _ iq (Zktk qZ%) =Pt (2.48)

k=q
Egyesitve a harom tagot, megkapjuk, hogy

aE(Hl(Q)) aEl(Hl(q)) aEz(Hl(CI)) aES(Hl(q))

_ _ _ 2.
aq aq aq aq (2.49)
e3¢} q—1 (o)
= (e CV)Z tk_hz fk‘(‘PZtk)

k=q k=0 k=q

Helyettesitsiik be a (2.40) Osszeftiggést, ekkor

JE(11,(q) i ! ]
% = ( tk) thk+p 1-> ¢t ] (@50

Kovetkez6 1épésként a (2.41) Osszefliggést felhasznalva a kovetkez6 egyenldség fenn all:

9E(I1,(q))

3q (c; —e,)(1—F(9)) —hF(g) +p(1—F(q)) (2.51)

= —¢,F(q)+c,F(qQ)—hF(q)—pF(q@)+p+c,—c,

Analiziselmélet szerint a vizsgalt fiiggvénynek ott lehet széls6értéke, ahol ez a derivalt

zérus, azaz

0 = —hF(Q)—pF(q)—cF(qQ)+c,F(@)+p+c.—c,
hF(q)+pF(q)+c,F(q)—c,F(q) = p+c,—c,
F(Q)(h+P+Cr_CV) = p +Cr—CV
p+c.—c,
F = — 2.52
@ h+p+c.—c, (2.52)
egyenlet megoldasat ad6 g* helyen. Hasonldan a folytonos esetnél leirtakhoz itt is csak

egy megoldas létezik. Az, hogy ez maximum pont, a masodik derivalt segitségével belat-
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hatjuk.

J2E(1I
% = —hf(@—pf (@ —c.f(@+c,f(q) (2.53)

= (c,—¢,—p—h)f(q) <0,

Maximum pont bizonyitdsa a (2.36) leirtakhoz szerint anal6g moédon igazolhato.

2.4. Mintapélda

A kovetkezokben tekintsiink egy mintafeladatot annak érdekében, hogy az elért ered-
mény gyakorlati felhaszndlasdval az olvasé dolgat konnyebbé tegyiik. Ebben a feladatban

egy profit szempontjabdl optimalis készletezési politikat fogunk meghatarozni.

Feladat

Karacsony kozeledtével feny6fdkat arulunk évrél évre. Minden év december 15-én egy-
szer rendeliink, és az el6z6 éves tapasztalatokbdl kiszdmitottuk, hogy a feny6fdink irdnti
kereslet egy olyan normalis eloszlast valdszinliségi valtozd, amelynek varhat6 értéke
220, szérasa pedig 40. (Erdekességképpen megjegyezziik, hogy az tjsagarus modellt né-
hol kardcsonyfa modellként is szoktdk emlegetni.) A feny6 beszerzési koltsége 750 Forint
darabonként, eladasi dra pedig 1350 Forint. A biintet6 koltség legyen 500 Forint, mig a
tulkészletezési koltség pedig 550 Forint termékenként, mert az el nem adott arukat még
200 Ft-ért felvasarolja egy kozeli ismerdsiink. Hany fat rendeljiink a beszallit6tdl, ha ka-
racsony alkalmabdl maximalis profitra szeretnénk szert tenni a gazdag iinnepi vacsora

reményében?

Megoldas

El6szor a bevezet6ben megismert jelolésekkel vazoljuk fel a fontosabb tényezoket.
¢, =1350, c¢,=750, p=500, h=550, m=220, o =40

Az optimalis megoldast a (2.52) szerint szamoljuk, tehdt az

1350 — 750 + 500 23
F(q) = =22 _0,69696
(@) =1350 750+ 5001550 _ 33 96969

egyenletb6l meghatdrozhatd. A kapott fliiggvényérték inverz eloszlasfiiggvényébdl vissza-

szamolva kapjuk hogy
q—220

F(q)=® ( ) = 0,696969.
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A standard normdlis eloszlés tdblazatabdl kikeresve kapjuk, hogy

q—220
40

=0,515704794

melybdl
q = 240,6282 — 241 darab

Tehat a rendelend6 mennyiség, vagyis a fliggvény ily paraméterek mellett felvett opti-

muma g* = 241 mennyiség esetén van.

2.5. Mintapélda helyességének igazolasa szimulacioval

Feladat

Szimulaljuk karacsonyi fa eladdsunkat 10000 alkalommal, hogy meglathassuk, hogy az

analitikus modszerrel optimumunk mennyire kozeliti meg a szimulalt kornyezetét.

Megoldas

1. Generaljuk 10000 elem( normadlis eloszldsti mintdt 220 varhato értékkel, 40 szd-

rassal.

with(Statistics):
N:=10000:
X:=Sample (Normal (220,40),N):

2. Nézziik meg, hogy a generalt véletlen szamok valéban normadlis eloszlastiak-e a
fentebb megnevezett paraméterekkel. Ehhez készitsiik el az eloszlas stirtiségfiigg-
vényét, ezutan hisztogramon dbrazoljuk a generdlt szamokat, majd rajzoljuk ki egy-

masra a két alakzatot.

P := DensityPlot (Normal(220, 40), color = "Niagara Red"):

Q := Histogram (X, averageshifted = 4, style = polygon,
color = "LightBlue"):

plots[display ](P, Q)

3. Szamoljuk ki mennyi lenne a profit, ha g € [241 — 100; 241 + 100] mennyiséget
gyartatank, majd jelenitsiik meg. Ehhez 141-t6l 341-ig szamitsuk ki a profitot a
generalt szamok alapjan, atlagoljunk, és rajzoljuk ki.

P := Vector(N): T := Vector(201):

for j from 141 to 341 do
for i from 1 to N do
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0.009+

0.008+

0.0074

0.006

0.0054

0.0044

0.0034

0.0024

0.0014

=

IIDD EEIPD SIDD -I-EIPD
2.3. dbra. A generalt eloszlasbdl jol latszik a kivant varhato érték a kivant szordssal

P[i] := 600xmin(j, X[i])—500«max(j—X[i], 0)
—550xmax(X[i]—j, 0)

end do:

T[j—140] := Mean(P)
end do:
R := Vector(201);
for i from 141 to 341 do

R(i—140) := i
end do:
plot(R, T, style = point, symbol = asterisk, color = blue)

100000+
90000
30000
70000
60000

300004

H
;
H
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160 130 200 220 240 260 280 300 320 340

2.4. 4dbra. A profit alakuldsa kiilonb6z6 termelési mennyiségek esetén
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4. Keressiik meg, hdny kardcsonyfa rendelés esetén lesz maximadlis a profitunk, és
mennyi profitra szamithatunk!

T maxIndex := 141:
T maxValue := T(1):
for i from 142 to 341 do
if T(i—140) > T(T_maxIndex—140) then
T maxIndex := 1i:
end if:

end do:

A ciklus lefutdsa utdn T_maxIndex értéke 241, melynél 108.709 Forint a varhaté profi-
tunk.
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3. fejezet

A kétperiodusos modell

3.1. Bevezetés

Az egyperiédusos modell targyaldsa utan térjiink rd a kétperiédusos séma vizsgalatdra,
amellyel tovabb alapozzuk a modell n periédusra vald kiterjesztését. Tekintslink egy
olyan iizemet, ahol egy arucikk el6allitasi koltsége c,, valamint eladési ara c, és keressiik
azt az optimalis (q,,) gyartdsi mennyiséget, amely a két periddus alatti felmeriil6 egyiit-
tes kereslet (D,, = D; + D,) kielégitése mellett a profit maximalizaldsara torekszik. Tehat
a kétperiédusos modell azt jelenti, hogy csak az els6 periddus elején torténik gyartas,
és a masodik periddusban az els6b6l megmaradd termékekbdl gazdalkodhatunk. Fel-
tessziik, hogy a periédusonkénti keresletek fiiggetlen valészintiségi valtozék. Hasonléan
az egyperiddusos esethez, tulkindlat esetén itt is h egységgel sujtjuk a kezelési koltséget

termékegységenként, valamint p biintet6 koltséggel a tulkeresletet.

3.2. Matematikai modell

Az els6 periddusndl latottakhoz 1jbdl bontsuk két esetre a modellt, attél fiiggden, hogy

tulkinalat vagy tulkereslet 1épett fel.

3.2.1. Profit elemzése tulkinalat esetén

Ahogy a 3.1. dbran lathatjuk, ha az elsé gyartasi periédusban D, igény keletkezik, akkor
a periédus végéig max(q,, — D;,0) mennyiség utan kell taroldsi koltséget fizetni. Latni
kell, hogy a max() fliggvény tulajdonsaga miatt ez a darabszam zérus lesz, amennyiben
az igény nagyobb, mint a rendelkezésre all¢ legydrtott mennyiség, azaz Dy, > qq,. A
masodik periédusban D, igény kielégitése esetén tovabbi max(q,, — D;,,0) darab utan
kell tarolasi koltséget fizetni, de kordbban ismertetett okok miatt csak abban az esetben,
ha Dy, <qy,.
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mennyiség
T OO0 kezelési koltség
D,
D12
q12
periédus
1. periédus 2. periédus

3.1. dbra. A profit abban az esetben mikor a két periédusra sokat rendeltiink

Tehat a két periodus alatt 6sszes kezelési koltség

H(_lz)(chz) = max(q,, —D;,0) - h+ max(q;, — Dy,0) - h. (3.1)

Mivel ebben az esetben a két periddus alatt az 0sszes terméket eladtuk, ezért e mennyiség

utdn termel6dik nyereségiink, azaz

Haz)(qlz) = Dyy(c, —¢,), (3.2)

melybdl a (3.1). képletnél kiszamoltakat le kell vonnunk, hasonléan, ahogy az elsé peri-

60dus modellezésénél tettiik. Azaz ekkor a periodus alatt profit:

H(lz)((hz) = Dyy(c, —¢,) —max(q;, — D;,0) - h—max(q,, —D;,,0) - h, (3.3)

vagy rovidebb alakban
H(lz)((hz) = Dyy(c,—c¢,)—h-[qy— D1]+ —h-[q;,— D12]+- (3.4)

3.2.2. Profit elemzése tulkereslet esetén

Biintet6 koltséget a modellben azért alkalmazunk, hogy a ki nem elégitett megrendelé-
seket ellensulyozzuk ezzel. Olyan ez, mintha a modellt 6szténdznénk az igények pontos
kielégitésére. Ha nem haszndlndnk biintet6 koltséget, akkor a modelliink a taroldsi kolt-
ség minimalizdldsa miatt optimumként, a rendelések ki nem elégitésére ,,allna be”. A két
periddus 0sszevondsa miatt lehet olyan eset, amikor olyan keveset gyartunk, hogy mar az
els6 periddusban lesz ki nem elégitett rendeléstink, ekkor a 3.2. dbra alapjan sraffozott

téglalap magassaganak a max(D; — q;,,0) adodik.
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3. A KETPERIODUSOS MODELL MATEMATIKAI MODELL

mennyiség
A O] kezelési koltség
D,
,,,,,,,, D12
D,
q12
periédus
1. periédus 2. periddus

3.2. dbra. A profit tulkereslet esetén, amikor mdr az els6 periédusban hidny van

A masodik periédusban maga D, adja a ki nem elégitett rendelések szamat, ami az dbrardl
is leolvashaté. Viszont lehet olyan eset a 3.3. dbra szerint, amikor még az els6 héten
nincsen biintetés a kielégitetlen rendelések miatt, ilyenkor viszont a mdsodik periddus
képlete nyilvan helytelen. Hogy feloldjuk ezt a problémadt, olyan képletet kell keresniink,
ami egyszerre kielégiti a két lehetséges esetet. Ha a masodik periédusban max(D, +

min(D; — q4,,0),0) képlet alapjan szamolunk, akkor a korabbi esetet is tudjuk kezelni.

mennyiség

‘ o0 kezelési koltség
777777777777777777777777777777777777777777777 D,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, D12
q12
D,
periédus
1. periédus 2. periodus

3.3. abra. A profit tulkereslet esetén, amikor hiany csak a masodik periédusban 1ép fel

Feltételezésiink szerint az elsé és masodik peridédusban két kiilon képlet hatarozza meg a
biintet6koltséget, viszont az abrakbdl az is latszik, hogy a képletek hibas eredményt ad-
nak, ha az egyiittes igény kisebb, mint az egytittesen legydrtott darabszam, azaz akkor,
ha D;, < q;,. Illyenkor a mdsodik periddus mindenképpen D, mennyiségli kielégitetlen
rendelést mutatna, mivel D, g;,-t6]l nem fligg, ami természetesen hibas szdmitashoz ve-
zetne. Viszont a két dbra azt is megmutatja, hogy az Osszevont feladatban nem kell a
koztes periédusokban kiadédé biintetéseket szdmba venni, hiszen az utols6 periddusban
ez mindenképpen a max(D;, —q,,,0) képletbdl adddik.
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3. A KETPERIODUSOS MODELL OPTIMUMKERESES

Tehdt abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy belattuk, hogy az 6sszevont peri-
o0dusokban nem kell figyelni az egyes periddusokban kialakulé hidnyra, hanem az utolsé
periédust elég figyelembe venni. Igy a max(D;, — q,,0) az alapadatokbdl szolgéltat-
ja a periddusok végén kialakulé hidnyt. Ezen a felismerésen felbuzdulva viszont hidba
megylink vissza a tarolasi koltség dbrdjara, ott sajnos a koltséget periédusonként kell sza-
molni, ott nem lehet ilyen médon leegyszertisiteni a modellt. Osszefoglalva, tilkereslet

esetén a peridodusra jutd profit a kévetkezo:
H(lz)((hz) = qio(c, —¢,)—p - [D1— 11" (3.5)

3.2.3. A periddusok Osszes profitja

Az el6zbekben leirtak alapjan 6sszefoglalva az id6szak alatt keletkezé Osszes haszon a

kovetkezoképpen adodik:

IT15(qq2) = min(qy,, Dy,)(c,—c,)—max(q,,—D;)-h—max(q,,—D;,)-h—max(D;,—q;,)p,
(3.6)

vagy révidebb alakban

I1,5(qq2) = (¢, —¢,)[q12, D12 ] —hlq1, — D1]+ —h[q,— D12]+ —p[Dyy — CI12]+- (3.7)

3.3. Optimumkeresés

Az egy periédusos modellhez hasonldan itt is levezetjiik mind folytonos, mind diszkrét

esetbe az optimalis gyartasi mennyiséget meghatdrozé kifejezést.

E(Hu((hz)) = E([‘hzaDlz]_'(cr_cv)—[Q12_D1]+'h—[Q1z_D1z]+‘h—[D1z_Q12]+'P)- (3.8)

A (2.15a) 0sszefiiggés alapjan irhatjuk, hogy

E(Hu((hz)) = E([‘hzaDu]_ (e, — Cv)) - E([‘hz —D,]"- h) (3.9)
- E([Chz —Dy,]"- h) - E([Du —qp2]" 'P),

valamint a (2.15b) tulajdonsdg miatt a kovetkezot:

E(H12(CI12)) = E[q;, Dlz]_‘(Cr_cv)—E[CI12_D1]+‘h—E[CI12_D12]+ 'h_E[D12_CI12]+ D.
(3.10)
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3. A KETPERIODUSOS MODELL OPTIMUMKERESES

3.3.1. Folytonos eset
Haszndlva a (2.16), (2.17) és (2.18) levezetéseket, kapjuk az alabbit:

q12

E(H12(CI12)) = (¢,—¢,) Jx12f12(x12)dx12+Q12 fra(x12)dxq, (3.11)

0 d12
q12 q12

h| qu, rf1(x1)dx1 _J x1.f1(x1)dx,

0
q12 q12

— h|qp flz(xlz)dxu_Jflz(x12)dx12

0

ot

ot
R

(ee]

— P JX12f2(x12)dx12_q12 fr2(x12)dx

12 q

Differencialva q,, szerint megkapjuk a stacionarius pontokat. Az els6 és utolsé sorban
1év6é mdsodik integral, valamint a médsodik és harmadik sorban taldlhaté elsé integrdlok
derivalasanal a (2.28) pontndl leirt szorzasi szabalyt kell alkalmaznunk, tovdbba a sorok
kozott pedig a (2.26) képletben vazolt additivitdsi tulajdonsdg érvényesil. Az integrdlok
derivalasanal figyelembe vessziik a (2.21) és (2.22) 6sszefliggéseket, azaz

aE(le(%z))

7q (cr—¢) Q12f12(Q12)+Jf12(x12)dx12_Q12f12(Q12) (3.12)
12

d12
q12

:
— h ) f1(x1)dxy + q121(q12) — q12f1(q12)
0

q12

— h Fr2(x12)dx 15 + q12f12(012) — Q12f12(q12)

— p| —Qaf12(q12) — | fra(x12)dx1s + q12f12(q12)

q
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3. A KETPERIODUSOS MODELL OPTIMUMKERESES

Egyszer(sitve kapjuk, hogy

3E(H12(q12))

oo qd12
P (Cr_CV)qu(Xlz)dxu_hJf1(x1)dx1
q12
q12 0

qd12 oo
- thlz(xu)dxlz +PJf12(X12)dx12-
0 q12

A (2.19) 6sszefiiggés alapjan a kovetkezo6 egyenletté irhatjuk at:

3E(H12(q12))
941>

q12 q12
(c,—c,) 1_Jf(x12)dx12 _thl(xl)dxl
0 0

q12 q12
- thlZ(xlz)dxu +p 1_Jf12(x12)dx12
0 0

A (2.20) szabaly alapjan a kovetkez6 adddik:

aE(le((hz))

7 (c, _Cv)(l - F12(‘112)) —hF;(q;3) —hF15(q;,) +P(1 - F12(‘112)),

azaz

aE(le((hz))

= ¢, — ¢ Fi5(q10) —c¢, +¢,F15(qq2) (3.13)
9q;,

—hF,(q13) —hF15(q12) + p — pF15(q12)-

A vizsgalt fliggvénynek ott lehet széls6értéke, ahol a derivaltja zérust vesz fel, azaz

0 = ¢, —¢Fip(qi2) — ¢, +¢,Fr2(qs2)
—hF,(q12) —hF15(q12) + P — PF15(q12)
¢, F12(q12) — ¢, F12(q12) + hF15(q12) + PF12(q12) = ¢, —c,—hFi(q2) +p
Fi5(q:5)(c,—c, +h+p) = c¢,—c,—hF(q;;)+p

Cr_cv_hF (q )+p
Fio(qa) = ———— +1hjjp (3.14)

A profitfiiggvény masodik derivaltja igazolhatja a maximum pont létezését, azaz

azE(le((hz))
aq3,

= —C.f12(q12) + ¢, f12(q12) —hf1(q12) — hf12(q12) — Pf12(qa2)-

= (¢, —¢, —h—p)fi12(q12) —hfi1(q:2) <O. (3.15)
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3. A KETPERIODUSOS MODELL OPTIMUMKERESES

A ¢,—c, mindig negativ, mert az eladdsi 4r mindig kevesebb mint az eladasi ar, ezt tovabb
csokkenti a h és p paraméterek. Az f;,(q;,) az adott intervallumon mindig pozitiv, igy
a (¢, —c, —h — p)fi,(qq,) rész mindig negativ. Hasonléan a masik taghoz, h mindig
pozitiv megszorozva a f;(q,,) strlségfiiggvénnyel, ami az adott intervallumon mindig
pozitiv. Negativ szdmbdl levonva egy pozitiv szadmot tovdbbra is negativot kapunk, tehat
a maximum pont létezik.

3.3.2. Diszkrét eset

A (2.37), (2.38) és (2.39) egyenlOségeket behelyettesitve a (3.10) 0sszefiiggésbe kapjuk,
hogy

qi2—1
E(le(chz)) = Cv)(z kiatr, +q12 Z tku) (3.16)

k12=0 k12=q12
q1o—1 q1o—1
— h| qs, E : b, — E :kﬂfk1
k1=0 k1:0
q12—1 q12—1
— h| ¢z E : b, — E : k12tk12
k12=0 k12=0
() oo
- D E: klztku_%z E: r, |-
k12=q12 k12=q12

Differencidlva q,, szerint meghatdrozzuk a lehetséges stacionarius pontokat, azaz azokat,
ahol a fiiggvénynek széls6értéke lehet. Tehat

9E(T1 & &
M = (¢,—c,) Z te, — hztk _hZ ty, TP Z Chyy -(3.17)
9445 Sp— ky5=0 k12=q12

A derivalas soran az elsé és utolso sor masodik, valamint a masodik és harmadik sor els6
szummads tagok derivaldsanal a (2.27) szabalyt alkalmaztuk. A maradék szummas tagok
derivéltja q,, szerint zérus, mivel konstansok.

A (2.40) osszefiiggés alapjan irhatjuk, hogy

3E(H12(q12)) e e
— = (cr—cv)(l— >t _hk; e (3.18)

k1,=0
q1o—1 qi1o—1
— h Z tk12+p 1— Z tklz
k12=0 k12=0
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3. A KETPERIODUSOS MODELL MINTAFELADAT

Tovabba a (2.41) alapjan atalakithatjuk, ekkor

aE(le((hz))

2 = (¢ — Cv)(l - Flz(‘hz)) —hF;(q12) —hF15(q;) +P(1 - Flz((hz)):
di2

azaz

3E(H12(q12))

2 = ¢, —¢.F5(q15) —c, +¢,F15(q12) (3.19)
q12

—hF,(q13) —hF15(q12) + p — pF15(q12)-

Ott lehet széls6érték, ahol ennek a fiiggvénynek zérushelye van, azaz

0 = ¢ —c.Fp(qiz)—c, +¢,F12(q12)
—hF;(q12) —hF15(q12) + p — PF12(q12)
¢, F15(q10) — ¢,F15(qq2) + hF15(q15) + pFi5(q1,) = ¢, —c,—hFi(qy,) +p

F5(q2)(c,—c,+h+p) = c¢,—c,—hF(q,)+p

Cr_cv_hF (q )+P
Fio(@n) = ———— +1hfp : (3.20)

A masodik derivalt konkavitdsa az adott intervallumon igazolja a maximum pont létezé-
sét, tehat

82E(H12(q12))
aq3,

= —¢,f12(q12) + ¢, f12(q12) —hf1(q12) — hf12(q12) — Pf12(q12)-

= (¢, —¢, —h—p)fi2(q12) —hfi1(q:2) <O. (3.21)

A (3.15) alapjan a maximum pont létezése analég modon igazolhatd.

3.4. Mintafeladat

Feladat

A kovetkezékben a két periddusos egylittes gyartas profit maximalizdldsara mutatunk
példa feladatot. Adott egy gyar, ahol egy termék elballitasaval foglalkoznak. Tegyiik fel,
hogy a periédusok hetenként vannak, és statisztikai adatokbdl tudjuk az elkévetkezend6
két hét eloszlasat. Az els6 hét és a masodik hét rendre 220 és 280 varhato értékkel, va-
lamint 40 és 60 szodrassal leirhaté kereslet varhatd. A termék elédllitdsa ara legyen 450
Forint, eladdsi ara pedig 850 Forint termékenként. A megmaradt termékek kezelési kolt-

sége periddusonként legyen 150 Ft, a biintet6 koltség pedig 180 Ft termékegységenként.
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Megoldas

Mivel a feladat bonyolultabb megoldani, mint egyperiédusos esetben, ezért a megoldast
Maple segitségével fogjuk meghatarozni. A 1épések a kovetkezok:

1. Inicializaljuk a feladat adatai alapjan a valtozdinkat.

with(Statistics):

E 1 := 220:
E 2 := 280:
D 1 := 40:
D 2 := 60:
c r := 850:
c_v := 450:

X := RandomVariable (Normal(0, 1)):

2. Helyettesitsiik be ¢* helyére a szdmokat 0-t6l kezdve egyesével, és ha Fy,(q},) ér-

téke nagy kozelséggel éppen q* lesz, akkor megtalaltuk az optimumot.

Van_Talalat := O0:

q := 0:

while Van Talalat != 1 do:
F1 := CDF(X, (g—E_1)/D 1, numeric):
t := (—Flxh+c r—c _v+p)/(c_r—c_v+h+p):
RIGHT := 1-t:
RIGHT := Quantile (X, RIGHT):

F := —(D_14D 2)%RIGHT+E_1+E 2:

if ¢ = floor(F) then
Van_Talalat := 1:

end if;

q := q+1:

end do:

A lefuttatott program g* = 522 eredményt adott.
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3.5. Mintapélda szimulacidja a helyesség igazolasara

Feladat

Készitsiink szimuldciét az el6z6 feladathoz Maple segitségével!

Megoldas

1. Generaljuk 10000 elemi A4(220,40) valamint 4 (280, 60) eloszlasu véletlen sza-

mokat.

with(Statistics):

N:=10000:

X1:=Sample (Normal(220,40),N):
X2:=Sample (Normal (280,60),N):

2. Nézziik meg, hogy a generalt véletlen szamok valéban normalis eloszlastiak a fen-
tebb megnevezett paraméterekkel. Ehhez készitsiik el az eloszlasok strlségfiigg-
vényeit, valamint hisztogramokon abrazoljuk a generdlt szamokat, majd rajzoljuk

ki egymasra a két alakzatot eloszldsonként.

0.006+
0.0034
0.0044
0.0034
0.002+

0.0014

=

IIDD 260 3IDD -I-IDD iEPD
3.4. abra. A4(280,60) paraméter(i eloszlas

P1 := DensityPlot (Normal(220, 40), color = "Niagara Red"):

Q1 := Histogram (X1, averageshifted = 4, style = polygon,
color = "LightBlue"):

plots[display J](P1, Q1)

P2 := DensityPlot(Normal(280, 60), color = "Niagara Red"):

Q2 := Histogram (X2, averageshifted = 4, style = polygon,
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color = "LightBlue"):
plots[display ] (P2, Q2)

3. Mivel lathatjuk, hogy az optimum 522, ezért vizsgaljuk meg a [322;721] tarto-

manyt, azaz, hogy itt hol helyezkedik el a maximum pont.

P := Vector(N); T := Vector(400);
T maxIndex := 322:
for i from 322 to 721 do:
for j from 1 to N do
P[j] := (c_r—c v)smin(i, XI1[j]+X2[j])—
hxmax(i—X1[j], 0)—hsmax(i—X1[j]—-X2[j], 0)—
psmax(X1[j]+X2[j]—i, 0):

end do:

T[i—321] := Mean(P):

if T[T maxIndex—321] < T[i—321] then T maxIndex := 1i:
end if:

end do:

Szimulédcionk futtatdsa utdn a T_maxIndex értéke 516, ahol a varhatd profitunk
137.669 Forint.

4. Szemléltessiik a vizsgalt intervallumon a profit alakuldsat! Ehhez egészitsiik ki

programunkat!

R := Vector(400); for i from 322 to 721 do R(i—321) := i end do;
plot(R, T, style = point, symbol = asterisk, color = blue)

1300004
1200004
1100004
100000+

20000+

100 500 600 700

3.5. dbra. 4(280, 60) paraméter(i eloszlas
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4. fejezet

A modell kiterjesztése n periddusra

4.1. Bevezetés

Az el6z6 fejezetben bemutattuk a két periédust modellt, melynek segitségével megpro-
béljuk a modellt n periédus egylittes kezelésére kiterjeszteni. Legyen adott egy termeld
tizem, ahol ismert fogyasztdsi szokasok alapjan n darab peridédust egyiitt akarnak gyarta-
ni. Jeloljiik egyes periddusok alatti keresleteket D,, D,, ..., D, valészin(iségi valtozokkal,
melyek paronként fliiggetlenek egymastdl. Tovabba az n periddus alatt felmeriilé igény
legyen Dy, ,,azaz D;, , =D;+D,+---+D,. Alegydrtandé mennyiséget jelolje q;, ,. A
kérdés tovabbra is a kovetkezé: mennyit gyartsunk a n periédus lefedésére, hogy profit

maximalis legyen?

4.2. Matematikai modell

Ahogy a kétperiddusos modell esetén lathattuk, tulkinalat esetén a veszteséget periddu-
sonként, tulkeresletnél a biintet6 koltséget az 0sszes periddust egytittvéve kezelhetjiik.

Tehat az n periddusra jutd 6sszes haszon a kovetkezo6féleképpen szamithatd:

g, . (D1y.n) = min(qyy n D1 y) - (¢, —c,) —max(qyy. ,—D;)-h (4.1)
— max(qyy. ,— D) -h—---—max(qyy ,— Dy ) +h
— max(Dyy_, —q12..4)" P (4.2)

vagy rovidebben

n
quzmn(DIZ...n) = min(qyy. n D12 ) (¢, —c,)— Z max(qqy. ,—D1a.i)-h

i=1

— max(Dyy n—q12.4) " P- (4.3)
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4.3. Optimumkeresés

A fenti egyenlet varhato értéke, valamint e varhaté érték (2.15a) és (2.15b) képleteknél
targyalt Osszefliggése alapjan, irhatjuk, hogy

E(HIZ...n(qIZ...n)) = E[q12.n,D12.n] - (e, —¢,) (4.4
- Z E[q13.n—Di12.i]" *h.—E[D13 n—qi2.n]" P
i=1
aE(H12.4.n(q124.4n))

9q12..n
hol lehetnek széls6értékei. Ehhez el6szor tekintsiik a folytonos esetet.

Kiszamolva a parcidlis derivaltat, megkapjuk, hogy ennek a fliggvénynek

4.3.1. Folytonos eset
Hasznalva a (2.16), (2.17) és (2.18) levezetett 6sszefiiggéseket, irhatjuk a kovetkezot:

q12..n

E(H12...n(q12...n)) = (c,—¢)) X19.nf (12 2)dX15 5+ Q100 J f(xlz...n)dX12...n

0 q12..n
q12..n q12..n

n
- Zh Qiz.n | Sro.i(Xr2 )dxip ;= X12..if12..i (%12, )d X712
i=1
0

oo

o
— p J X129, nf12..0(X12. 2)d X195 — 1. 0 J fro.n(X12, )dx 1,

12..n q12..n

(4.5)

Ennek a q,, , szerinti parcialis derivaltjat a (2.21) és (2.22) egyenléségek alapjan sza-

moljuk, azaz

aE(le...n(CIu...n))
0q12..n

= (¢, —¢)| Q12.nf12.0(Q12.0) + J f(x1o 2)dX 12 0 — Q12 nf12..0(Q12.0)

d12..n
q12..n

- Zh Q12..nf12..1(Q12. ) + J fro..i(x12. )dX 15 — Q1o nf12..1(Q12.0)
i=1

0

— p| Q2 nfr2.2(Q12.0) — J fro..n(X12.2)dX 15 0+ Q1o nf12..2(Q12.0)

q12..n
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Egyszer(sitve kapjuk, hogy

q12..n

aE(H12...n(q12...n))
0q15..n

q12..n

+ p J f12...n(X12...n)dX12...n-

q12..n

A (2.19) osszefiiggést kihaszndlva irhatjuk, hogy

q12..n

JE(I15 , .
( 1201, )) = (c,—¢c,)|1— J f(xqo p)dxiy p
94120
0
n q12..n
- Zh J f12...i(X12...i)dX12...i
i=1 o
q12..n
+ p|1-—- fr2.n(X12. n)d X125
0

Tovabbiakban a (2.20) egyenlet alapjan behelyettesithetiink, tehat

aE(le(%z...n))
0412,

+ p(l - F12...n(q12...n))
azaz

aE(le...n(Chz...n))
0q12..n

= C— CrF12...n(q12...n) —C,+ CvF12...n(q12...n)

n
- ZhFlz...i(%z...n) +p _PF12...n(Q12...n),

i=1

= (c,— Cv)(]- - F12...n(q12...n)) - Z hFy, (q15.0)
i=1

= (¢,—¢,) J f(x12...n)dx12...n_zh J fra..i(x12 ddxy
=1

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Hasonldan az eddigi széls6érték szamitdsokhoz, a vizsgalt fiiggvénynek ott lehet széls6-

értéke, ahol ez a derivalt zérus, azaz

0 = ¢ — CrF12...n(qu...n) —C + Cv}—"12...n(qu...n)

n
- Z hFlZ...i(q12...n) +p _PF12...n(Q12...n), .

i=1

(4.12)
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Rendezziik gy az egyenletet, hogy bal oldalt csak F;, ,(q;5 ,) legyen, ehhez el6szor

bontsuk szét a szummas kifejezést, azaz

0 = ¢— ch12...n(q12...n) —C,+ CvF12...n(q12...n) (4.13)

n—1

— h Z Fry..i(@ha..n) = hF15 n(Q12..0) + P = PF12 n(Qa2. ),
i=1
melybdl adddik, hogy

n—1
—c,—h 2121 Fiy (q12..) D
c,—c,+h+p '

Cr
Fi3.2(q12.0) = (4.14)
Tehat az egyenlet megoldasat ado qj, , helyen lehet, hogy van maximum pont. Mi-
vel F eloszlasfiiggvény, ennek értéke 0 és 1 kozé esik, valamint egyik tulajdonsdga az,
hogy szigortian monoton novekvé. Ebbdl kovetkezik, hogy csak egy széls6értéke lehet a
vizsgalt fliggvénynek. Hogy ez maximumpont, meg kell vizsgadlnunk a masodik parcialis

derivaltat, amely

azE(le((hz...n))
aq%z”.n

= _Crf12...n(q12...n) + Cvle...n(qIZ...n) (415)

n—1
— h Zflz...i((hz...n) —hfis. 2(q12.0) —Pfr2.2(Q12..0)

n—1
= (¢, —¢,—h—=p)fi12. n(qr2. ) —h Zflz...i(qlz...n) <0.
i=1

Hasonléan az eddigi elemzésiinkh6z, a ¢, — ¢, mindig negativ lesz, amelyet tovabb csok-
kentenek a h és p paraméterek. Ezt szorozva a pozitiv f;, ,(q;, ,) strlségfiiggvénnyel
az eredmény tovabbra is negativ lesz. Ezenfeliil a szummads kifejezésben 0sszeadott sii-
rliségfiiggvények szintén pozitivak, mely végiil a pozitiv h kezelési koltséggel szorozva
ismét nemnegativ eredményt kapunk. A kapott eredményt levonva az elészor szamolt
negativ szambdl, tovabbra az érték tovabbra is negativ, tehat a kapott pont maximum-
pont.

El6fordulhat a (4.14) szamitdsakor, hogy a szdmldl6 negativ értéket vesz fel, azaz
amikor a periddusonként szamolt kezelési koltségek Osszege meghaladja a ¢, —c, + p

értéket. Ebben az esetben nincs optimalis megoldas.
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4. A MODELL KITERJESZTESE n PERIODUSRA OPTIMUMKERESES

4.3.2. Diszkrét eset

A kovetkezbkben a (4.4) fliggvény szélséértékét fogjuk meghatdrozni diszkrét esetben.
Ehhez helyettesitsiik be a (2.38), (2.37) valamint a (2.39) pontokban levezetett képlete-
ket, ekkor kapjuk a kovetkezot:

q12.n—1 o
E(H12...n(q12...n)) = (Cr_cv)( Z k12...ntk12mn+q12...n Z tklz,,,n) (4.16)

k12.,=0 k12..n=q12..n
n q12.2—1 q12.n—1
- E :h d12..n E : by — E : ko, nti, .
i=1 kqz..:=0 ki12..n=0
() oo
- P E : kiz. ntk, , —q12..n E : .
k12.n=q12..n k12.n=q12..n

Differencialjunk q;, , szerint, ekkor adédik, hogy

aE m oo n q12.n—1
( 12...n(Q12...n)) = (c,—c,) Z tklzmn_zh Z thyy 4.17)

a "
di12..n K12 n=12..n =1 ki ;=0

00
+ p Z tklz.“n :

ki2..n=q12..n

A (2.40) osszefiiggést felhaszndlva irhatjuk a kovetkezo6t:

OE(TI q12..n—1 n q12.n—1
( 12...n(q12...n)) = (Cr—cv)(l— Z tklz...n)_hZ( Z tklz...i) (4.18)

aqu...n -1 k1o =0 i=1 \(kyz. ;=0

q12.n—1
+ p 1-— Z tklz.“n .
ki2...=0

A jobb oldalt F eloszlasfiiggvénnyel is kifejezhetjiik a (2.41) alapjdn, tehat

8E(H12(Q12...n))
12,1

(c, — Cv)(l - FlZ...n(qlz...n)) —h Z Fi5 (q12..0) (4.19)
i=1
+ P(l - FlZ...n(qIZ...n))

E(le(fhz.‘.n))

a
A vizsgalt fliggvénynek ott lehet zérusértéke, ahol a kapott I =0, tehat
0 = (c— Cv)(]- - F12...n(q12...n)) —h Z Fiy. i(d12..0) (4.20)
i=1

+ P(l - F12...n(q12...n))
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Rendezziik az egyenletet ugy, hogy bal oldalt csak F;, ,(q;, ,) legyen. Ehhez el6szor
bontsuk fel a szummads kifejezést, azaz

n—1

0 = (c,— Cv)(]- - F12...n(q12...n)) —h Z Fiy (Q12.0) —hF1y (g2 ) (4.21)

i=1
+ P(l - F12...n(‘112...n)),

majd a zarojeleket is, tehat
n—1

0 = ¢ —¢Fip n(@ia.n) —¢,+¢,F15 n(q12.n)—h Z Fis.:(q12..0) (4.22)

i=1

— h(Fi5..(q12.2) + P —PF1a 1(q12..0))-

Kifejezve Fiy_,(q12..n)-t ad6dik, hogy

n—1
Cr—C— hzi:1 Fiy (q12..)tD

4.23
¢,—c,+h+p ( )

Fiy n(q12.0) =

Széls6értéke a fenti egyenletet kielégit6 g7,  helyen van. Hasonléan a (4.14) pontban
leirtakhoz, anal6g mdédon igazolhatd, hogy a fenti fliggvénynek egy legfeljebb egy szél-
s6értéke lehet, és hogy ez a széls6érték maximumpont.

4.4. Mintafeladat

Feladat

Legyen adott egy termel6 lizem, ahol minden hét elején szoktak gyartani, és a kovetkezo
hérom hét keresletének az eloszldsa ismert. Ezek legyenek normadlis eloszldsu valdszi-
nliségi valtozok és kovetkezd tablazat megadja a kovetkezé harom hét varhato értékét
és szorasat. A termék el6allitdsi, eladasi ara, kezelési koltsége, bilintet6 koltsége legyen
rendre 450, 850, 100, 160 Forint termékenként. Hany darabot gyartsuk, hogy profitunk
maximalis legyen?

Hét | Varhato érték | Széras
220 40
280 60
260 80
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Megoldas

A feladatot oldjuk meg Maple segitéségével, ahogyan a kétperiédusti modellnél is tettiik.

A g* optimumot a kovetkezd algoritmus adja meg:
q op g g g

with(Statistics);

E 1 := 220; E 2 := 280; E 3 := 260;

D1 := 40; D2 := 60; D3 := 80;

cr := 850; c v := 450; p := 160; h := 100;

X := RandomVariable (Normal (0, 1));

Van_Talalat := 0;

q = 0;

while Van Talalat << 1 do
F1 := CDF(X, (q—E_1)/D_1, numeric);
F2 := CDF(X, (q—E_1-E 2)/(D_1+D_2), numeric);
t := (—Flxh—F2xh+c r—c_v+p)/(c_r—c_v+h+p);
RIGHT := 1-—t;
RIGHT := Quantile (X, RIGHT);

F := —(D_14D_2+D_3)«RIGHT+E_1+4E_2+E_3;
if q = floor(F) then Van Talalat := 1 end if;
q = g+l

end do;

A program lefutdsa utdn az optimadlis mennyiség 780 darab.

4.5. Mintapélda szimulacidja a helyesség igazolasara

Feladat

Generaljunk 10000 elem( normalis eloszldsokat, és nézziik meg, hogy a szimuldcié alap-

jan mennyi terméket kellene gyartanunk, és ez esetben mennyi lenne a profitunk!

Megoldas
Tekintsiik a kovetkez6, Mapleban irt algoritmust.

with(Statistics);

N := 10000; c_ r := 850;

c v := 450; p := 160;

h := 100;

X1 := Sample(Normal(220, 40), N);
X2 := Sample(Normal(280, 60), N);
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X3 := Sample (Normal(260, 80), N);

T := Vector(200);
T maxIndex := 681;
FT := 0;
for i from 681 to 880 do
for j to N do
P[j] := (c_r—c v)smin(i, XI1[j]+X2[j]+X3[jD—
hxmax(i—X1[j ], 0)—hsmax(i—X1[j]—-X2[j], 0)—
hxmax(i—X1[j]—X2[j]—-X3[j], 0)—
pxmax(X1[j]+X2[j]+X3[j]—i, 0)
end do;
T[i—680] := Mean(P);
if T[T maxIndex—680] < T[i—680] then
T maxIndex := i;
FT := T[i—680]
end if
end do;

A szimuldci6 lefutdsa utdn q = 775 adddott, amely esetben 196276 Ft profitunk ter-

melddne.

1840004
1920004
1900004
188000
186000

1840004 3&

‘ii'
gt

700 720 740 760 780 200 820 840 60 8

==

0

4.1. dbra. A profit valtozasa q fliggvényében
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5. fejezet

A fajlagos profit szamitasa

5.1. Bevezetés

Mikrookonémidban fajlagos profit alatt egy kibocsatott jészagegységre jutd profitot ne-
vezziik. Legyen adott egy termel6 {izem, ahol el6re ismert n periédusra a varhato6 vasar-
lasi igény. Hatarozzuk meg azon egylitt gyartasi periddusok szamadt, ahol a fajlagos profit

maximalis. Ehhez a

(E(Hl(ql)) E(T15(q12)) E(Hu...n(%z...n)))
max , e,

q1 q12 B q12..n

értéket kell meghatdroznunk.

5.2. Mintapélda

Adott egy gyar, ahol elérejelzési adatok alapjan tudjak az elkovetkezendd 6 hét forgal-
manak jellemzdéit. Megallapitottak, hogy az ezzel jellemezhetd valdsziniiségi valtozd nor-
malis eloszlast kovet, melyek fiiggetlenek egymastél. A termék gyartasi koltsége 4500 Ft,
eladési ara 9500 Ft, biintet6 koltsége 3000 Ft, hiitési (kezelési) koltsége periddusonként

100 Ft . Hany periodust vonjunk 6ssze, hogy az egy termékre jutd profitunk maximalis

legyen?
hét | varhaté érték | szords

1. 50 5

2. 90 10
3. 110 12
4. 120 17
5. 105 20
6. 108 25
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Megoldas

A kovetkezbékben a n periédusndl levezetett képlet segitségével végigszamoljuk egyesével
Osszevonva a periodusokat, és megdllapitjuk, hogy a fajlagos profit hol volt a maximadlis.

Ehhez segitségiil a kovetkez6 Maple programot hasznaljuk:

with(Statistics);
N := 6; h := 100; p := 3000;
cr := 9500; c_v := 4500;
E := Vector([50, 90, 110, 120, 105, 108]);
D := Vector([5, 10, 12, 17, 20, 25]);
SUM E := Vector(N);
SUM D := Vector(N);
for i to N do
s e :=0; s .d:= 0;
for j to i do s e := s e+ E[j]; s d := s d+ D[j] end do;
SUM E[i] := s e; SUMD[i] := s_d
end do;
X := RandomVariable (Normal(0, 1));
Q := Vector(N);
for i to N do
q := 0; Van Talalat := 0;
F := Vector(i—1);
while Van_Talalat << 1 do
for j to i—1 do
F[j] := CDF(X, (qg—SUM E[j])/SUM D[] ], numeric)
end do;
H sum := O0;
for j to i—1 do
H sum := hxF[j]+H sum
end do;
RIGHT := 1—(c_r—c_v—H sum+h)/(c_r—c_v+h+p);
F LAST := Quantile (X, RIGHT);
F LAST := —F _LAST*SUM D[ i]+SUM E[i ];
if q = floor (F_LAST) then
Van Talalat := 1
end if;
q := q+l1
end do;
Q[i] := q—1; end do
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Az algoritmus lefutdsa utdn a kovetkezé optimumértékek adéddnak:

Els6 X hét 0sszevondsa | Optimadlis gyartasi mennyiség (q*)
51
2. 144
3. 257
4. 380
S. 487
6. 598

Magyarazat: Ha egy hetet akarunk 6sszevonni, akkor 51 darabot kell gyartanunk. Két
hét 6sszevondsa esetén pedig 144 darabot.

Ezutdn szimuldljuk az egyes heteket, és nézziik meg, hogy ez alapjan mennyit ér-
demes gyartani, ekkor mennyi lesz a hasznunk, valamint a fajlagos profitunk. Ehhez

tekintsiik a kovetkez6 algoritmust.

M := 10000; X := Vector(N); Y := Vector(N);
for i to N do
X[i] := Sample(Normal( E[i], D[i]), M);
Y[i] := Vector(M)
end do;
for i to M do
Y[1][i] = X[1][i];
for j from 2 to N do
YOjI[i] = Y[j—1][i]4X[]j ][ 1]
end do

end do;

FT := Vector(N); T MAX := Vector(N);
for i to N do
P := Vector(M); DB := 200; T := Vector(DB+1);
DB := (1/2)«DB; T maxIndex := Q[i]-DB; Max FT := O0;
for j from Q[i]-DB to Q[i]+DB do
for k to M do
PROFIT := min(Y[i][k], j)*(c_r—c v);
for n to i do
PROFIT := PROFIT-hsmax(j—Y[n][k], 0)
end do;
PROFIT := PROFIT—psmax(j—Y[i][k], 0);
P[k] := PROFIT

end do;
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T[j—Q[i]+DB+1] := Mean(P);
if T[j—Q[i]+DB+1] > T[T maxIndex—Q[ i]+DB+1] then
T _maxIndex := j;
Max FT := T[j—Q[ i]+DB+1]
end if
end do;
T MAX[i] := T _maxIndex;
FT[i] := Max FT;

end do;

Az algoritmus lefutdsa utan a kovetkezo értékek adodnak:

Els6 X hét | Gyartdsi mennyiség Profit Fajlagos profit
0sszevonasa [darab] [Ft] [Ft/darab]
1 52 234.475,64 4509,14
2 143 656.028,03 4587,60
3 254 1.167.439,19 |  4596,21
4 375 1.708.606,60 4556,28
5 481 2.165.911,18 4502,93
6 588 2.620.867,98 4457,25

Lathatjuk, hogy a fajlagos profit maximumahoz harom hét 6sszevondsaval jutunk.

43804
43560+

45404

43004

4480

4460

5.1. dbra. A fajlagos profit alakuldsa a hetek 6sszevondsdnak fiiggvényében
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