i )
W

MISKOLCI EGYETEM
GEPESZMERNOKI ES INFORMATIKAI KAR

Gép- és Terméktervezési Tanszék

TUDOMANYOS DIAKKORI DOLGOZAT

A vezikulumok mozgasat leiré differencidlegyenlet-rendszer
vizsgalata

Csati Zoltan
I. éves MSc gépészmérnok hallgaté

Konzulens:
Vadaszné dr. Bognar Gabriella
egyetemi docens
Gépészmérnoki és Informatikai Kar

Miskolc
2013



Tartalomjegyzék

. Bevezetés
. A feladat modelljének szarmaztatasa

. A matematikai modell analitikus megoldasa

3.1. Egzakt megoldasok specidlis esetekre . . . . . . . . .. .. ... ... ..
3.2. Egzaktmegoldasaféazissikon . . . . . . . ... ... L Lo

3.3. A megoldés 1étezése és egyértelmiisége . . . . . . .. ...

. A matematikai modell kvalitativ vizsgalata fazisdiagramokkal

. A fazisdiagramokat bemutato szamitogépes program

. Osszefoglalas, tovabbi cél

. Fiiggelék

7.1. PhasePlaneRAnalySisS . . . v v v v v v i i it et e

7.2, 1iconRead . . . . . .

. Hivatkozasok

12
12
14
15

18

25

36

37
37
52

54



1. Bevezetés

A fizikdban és a biol6gidban gyakran el6fordulnak olyan jelenségek, amelyek folyadék-
ba meritett kis részecskék mozgdsdnak megismerését teszik sziikségessé. Einstein 1905-ben
megjelent cikkében folyadékban mozgd gomb alaku szildrd részecskére alkotott matematikai
modellt [4]. Jeffrey 1922-ben ellipszoid alaku részecskét tekintett [9], elméleti eredményeit
kés6bb Taylor kisérletileg igazolta [17]. El6szor Taylor vizsgalt olyan esetet, amikor a folya-
dékban nem szilard test, hanem egy folyadékcsepp mozog [18]. A mozgasegyenlet felirdsa
sordn hirom feltételezéssel élt. A folyadékcsepp olyan kicsi, hogy kozel gomb alaku marad,
nincs csuszds a csepp feliiletén €s a csepp feliiletén a csusztatéfesziiltségek folytonosak és a két
folyadék hatdran nem ébred normalfesziiltség. Késobb ezeket a modelleket fel tudtdk hasznélni
vezikulumok és vorosvérsejtek vizsgélatara is.

A vezikulum egy zart foszfolipid membran (a foszfolipidek kett6s lipid réteget képesek
alkotni), amely a belsejében 1€vo folyadékot elvélasztja a membranon kiviil 1évd folyadéktol. A
kettds hartya vastagsaga koriilbeliil 5 nm, a hatarolt térrész jellemz6 sugara ennek ezerszerese,
de léteznek 10-100 pm nagysdgi 6rids vezikulumok is [20]. A vezikulum alapvetéen kiilon-
bozik mas membran 4ltal hatédrolt testektdl, példaul a polimer kapszuldktdl. A vezikulumoknak
tobb egyensilyi helyzete van és kiilsé dramlds hatdsara komplexebb nem-egyensulyi dllapotok
alakulnak ki. Kiilonbség a kapszuldk €s a vezikulumok kozott az, hogy a vezikulumok fesziilt-
ségi éllapota foleg hajlitasbol szdrmazik, mig a polimerizdlt membranok jellemz6 igénybevétele
nyirads és huizds. Ezen kiviil a lipid membranok kiils6 er6 hatdsara ugy végeznek alakvaltozast,
hogy a feliiletiik 4llandé maradjon. Tovdbb4 a h6hatis is befolydsolja a vezikulumok dinamikéa-
jat, mivel a testek mikrométeres nagysdgiak. A lipid hartydk bioldgiai jelentsége miatt egyre
novekszik a fizikai érdekl6dés irantuk: oxigén transzport, anyagmintak és gének célzott testbe
juttatdsa. Fontos szerepiik van a vorosvérsejtek vizsgdlatdban és a membranok biofizik4jaban.
Viszko6zus dramlasban elhelyezett vezikulumok dinamikdjanak tanulményozasa kiilondsen je-
lentds, mert mas — bonyolultabb viselkedésii — sejtek, mint példaul a vorosvérsejtek viselkedése
megérthetd ezen keresztiil [13]. A modell és a szamitas helyessége dsszehasonlithatd mérések-
kel (lasd pl. [13], [19]). Ezen kiviil a vezikulumok deformdci6jara vonatkoz6 modell 1épésrol
1épésre finomithatd, igy fokozatosan megkaphatjuk a valddi sejtek tulajdonsagait. Megfigyel-
ték, hogy viszkézus dramlas hatdsdra a vezikulumoknak hdrom alapvetd mozgédsformdja alakul
ki [8]. Az egyik az tgynevezett "tank-treading", amikor a vezikulum ellipszoid alakiva defor-
malddik és fétengelye az dramlds irdnydval © szoget zér be, ahol 0 < © < 7/4. A masodik
mozgéastipus a "tumbling", amikor a membran merev testszerli forgdmozgast végez — kivéve,
ha a vezikulum gomb alakd. A fentebbi két mozgés ellipszoid alakui vezikulumokra érvényes
és eloszor Keller és Skalak irta le [10]. Létezik egy koztes éllapot is, melyet "vacillating-
breathing"-nek neveznek és Misbah szdrmaztatta [14] cikkében. Ilyen tipusti mozgdsnal a ve-
zikulum az dramlds irdnya mentén rezgd mozgést végez, mikozben alakja 1€gz6 mozgashoz
hasonldan véltozik. A tovdbbiakban ezzel a pontosabb modellel fogunk dolgozni.

Jelen dolgozat célja a Misbah-féle modellbdl szdrmaztatott csatolt kozonséges nemlinedris
differencidlegyenlet-rendszer vizsgdlata és egzakt megoldasok keresése a vezikulumok alakja-

nak meghatdrozdsdra.



2. A feladat modelljének szarmaztatasa

Helyezziik a vezikulumot kétdimenzids viszkdzus dramldsba, newtoni kozeget feltételez-
ve. Az aramlds irdnydban vegyiik fel a koordindta-rendszer = tengelyét, rd merdlegesen az y
tengelyt. A zavartalan dramldsi sebesség Ug = (7,0, 0), ahol 4 a deformacié sebesség. Az
aramlast a vezikulumon kiviil és beliil a Stokes-egyenletek irjak le, mert Re < 1. A Reynolds-
szam akkor lehet kicsi, ha nagyon rovid palyéan, vagy kis sebességgel mozognak a folyadékré-
szek, illetve ha nagy a viszkozitasuk. Jelenleg az utobbi két eset ll fenn. Ekkor a Navier-Stokes
egyenletbdl a sebességmezd id6 szerinti teljes derivdltja elhanyagolhaté a viszk6zus er6khoz
képest. Tehat a Stokes-egyenlet és a kontinuitdsi egyenlet:

pwAu — Vp =0, (2.1)
V-u=0, (2.2)

ahol p az draml6 kozeg nyomadsa, u a sebességmezdje, 1 pedig a dinamikai viszkozitdsa. Ha-
sonldan frhatok fel a vezikulum belsejében 1évS folyadékra a Stokes-egyenletek, ahol megkii-
lonboztetésiil az u, p €s 1) mennyiségeket hasznaljuk.
A Stokes-egyenleteknek Lamb-féle analitikus megoldasa a kovetkez6képpen allithaté eld.
A (2.1) divergencidjat véve és felhaszndlva a (2.2) kontinuitdsi egyenletet, a nyomdsmezdre
vonatkoz6 Laplace-egyenletet kapjuk:
Ap = 0. (2.3)

A vezikulumok ellipszoidhoz kozeli alakja miatt a (2.3) differencidlegyenletet gombi koordiné-
ta-rendszerben érdemes vizsgélni. A Descartes-féle (x,y, z) és a gombi (r, ¢, ) koordinatak

kozotti kapesolat:

X = T Cos psind,
y = rsin@sin v,

z = rcos?.

Ezzel (2.3)-bdl kapjuk a kovetkezb egyenletet:

10 ([ ,0p 1 0 (. ,0p 1 p
r2or <T E) * 2 sind 00 <s1n19%) * r2sin? 9 dgp? !

A z-tengelyre val6 szimmetria esetén az utolso tag 0, azaz

0 ( ,0p L o (. 0p\
E (7” E) + Sin'ﬂ% (Slnﬁ%) =0. (24)

Keressiik a (2.4) megolddsat szétvalaszthaté alakban [5]:

p(r,0) = R(r)O(9),



mellyel két kozonséges differencidlegyenletet kapunk:

r*R"+2rR —n(n+1)R =0, (2.5)
0" + ctg¥®' + n(n+1)© =0, (2.6)

ahol n allandé. A (2.5) egy Euler-tipusu differencialegyenlet, melynek két linedrisan fiiggetlen
megoldasa

Rl = T’n, R2 = T_(n+1).

A (2.6) differencidlegyenletben az x = cos ¥ Uj fiiggetlen véltoz6t bevezetve, majd O () =
w(cos ¥)-t felhasznélva az
(1 )d2 2 dw +nn+1w=0, 0,1,...) (2.7)
—27)— — 20— +n(n n = . .
de d ? ? ?
n-edfoki Legendre-féle differencidlegyenletet kapjuk. A megolddsokat végtelen sor alakjdban
keresve a w(z) = P,(x) Legendre-féle polinomokat nyerjiik:

Po(l'):]_,
1-2-...-2n—=1) [ , nn-1) ., ,
Pn(a:): o T _—(Qn—l)Qx +...+
e nn—1)...(n—2m+1) |

2n—1)2n—3)...2n—2m+1)2-2-...-2m
han # 0.

Igy mir felirhat6 a nyomads a vezikulum belsejében

Z a,r" P, (cos )

és azon kiviil -
— Z bpr " P_,_1(cos ).
n=0
A p illetve p nyomdsbdl kiszdmithat6 az u és u sebességmezd is, amelynek Lamb-féle megol-
dasa [12]:

- n-—2 n+1
=N "V Vépt— —— = P2+ — rp_ay,
" ; Xonot X T Voono = 5o gy VPt o gy P
- ~ n—+3 n
u = V~7‘L>< v n 2v~n_ NTL?
" nZ:O Xn X THVY +2(n—|—1)(2n+3)r P (n+1)(2n+3)rp

ahol Yy, Gn, Pn n-edfoki, X_n_1, O_n_1, Pn_1 pedig —n — 1-edfokd gombi harmonikusok,
amelyek mdr tartalmazzdk az a,, és b, egyiitthatokat. Ezek a peremfeltételekbdl hatdrozhatok
meg: a sebességmezd folytonossdgabodl és a membranra hatd er6kbdl. A megoldasban az elsé
tag dllandé nyomdst térben 6rvényld dramlést fejez ki. A mdsodik tag az 4llandé nyomadsra

és orvénymentes dramldsra utal. Az utolsé két tag a nyomdseloszldssal kapcsolatos, ahol a



nyomdsmez6t gombi harmonikusokkal irtuk fel:
n=0

El6szor roviden a bevezetGben emlitett Keller-Skalak modell szdrmaztatdsat mutatjuk be
[10] alapjan. Ez a modell a linearis anyagegyenletli viszkézus dramldsba helyezett ellipszoid
alakd membrén és az azon beliil 1évo folyadék mozgasat irja le.
Jelolje Yx; a kezdeti, ; a pillanatnyi, ; pedig a referencia koordinéta-rendszer koordindta ten-

gelyeit (i = 1,2, 3) és . a membranra (azaz 0 E-re) vonatkozé jellemzdket (1asd 1. dbra).
L2

T A
VT2 o

|

St

0E

1. dbra. Viszkézus dramldsba helyetett ellipszis alaki membran

Sikbeli dramldsrdl 16vén sz6 *x3 = x3 = #3. A vezikulum x5 tengely koriili forgdsét a ©(t)
fliggvény adja meg. Feltéve, hogy az ellipszoid feliiletének "tank-treading" tipusi mozgésa van,

a membran sebessége az egyiitt mozgo6 koordinita-rendszerben

ay a2

=v|—-—— =z vt =v—x vat =10

1 2, 2 1, 3 )
a2 a1

ahol v frekvencia mértékegységgel rendelkezik és dltaldnos esetben fiigg az id6tSl. A membran

mozgésegyenlete Lagrange-féle leirdsi modban:

aq . a2 .
z1(°x,t) = "z cos w—— Ozysinw, x5(°x,t) = "oy cos w—l—a— Ozisinw, x1(°x,t) = a3,
2 1

t

aholw = [v(t')dt'.

0
A peremfeltételek a kovetkez6k: a membrannal kiviilrdl és beliilrdl érintkezd folyadékrészecs-



kék sebessége megegyezik a membran sebességével és az ellipszoidtdl végtelen tavol 1€vé fo-

lyadék dramldsi sebessége azonos a zavartalan dramldsi sebességgel. A membrédnon kiviili fo-

lyadékrdl a membranra hat6 erék és nyomatékok vizsgélatdval a © szogelfordulasra a kovetkezd

differencidlegyenlet adddik:

ahol

A membran belsejében 1évé folyadék esetén kihaszndlhaté az energia-megmaradasi tétel, az-

az a kiilso folyadék altal a membrdnon végzett munka megegyezik a membranon és a belsd

folyadékban bekovetkezd energia disszipacidval. A szamitasok utdn a
© = A+ Bcos 20,
differencidlegyenletet kapjuk, ahol

= —1/27,

B33+ fngzAfl)} ()

A B-ben szerepld paraméterek jelentése:

_ a2 _ as \ = K
ry=—,  r3=—, ==
ay ay 2
~1/3 —1/3 2/3 ~1/3 ~1/3 2/3
1 /1
_ _ 2 2
=z ——T2], 22—93(041"‘042)7
2 T2

1\?2 9 2 z1
fi={re——), f=4(1-—), fs=-4—
T2 22 22

(2.8)

és g} az ellipszoid alakjatdl fuiggd integrdl. A fenti Osszefiiggésekbdl latszik, hogy a membran

mozgdsit a B-beli A = y//p viszkozitédsi hdnyados és az ellipszoid f6tengelyeinek as /a4, illet-

ve ag/a; ardnya befolydsolja.

A (2.8) differencidlegyenlet megolddsa B > — A esetén

B+A Dexp(2VB?— A%) +1

O(t) = arct
(1) = arctg \/BQ—AQDeXp(Q\/BQ—AQt)—l

)

alakban adhat6 meg, ahol

VB? — A’tg©y+ A+ B

D= ,
VB? — A%g@, - A— B

(2.9)



A (2.9)-bdl levonhat6 az a kovetkeztetés, hogy

. .1 A
tlggo o) =0"= 5 arceos (_E) ,

Mivel 0 < —A/B < 1,ezért 0 < ©* < /4.

A (2.8) differencialegyenlet megolddsa B < — A paraméterérték esetén:

O(t) — arctg [\/%tg ((t —Tto)ﬂﬂ ,

ahol ¢y a © = 0-hoz tartozé idSpont és 1" a 180°-o0s atfordulds periddusideje:

T = (rA? — B?)71/2,

A "vacillating-breathing" esetre a Misbah-féle modellt [14] ismertetjik. A membranra

hat6 er6k normédl komponense ekkor az
F, = [k [2H(2H? = 2K) +2AgH]| — 2(H|n
modon, mig a tangencidlis komponense az
F,=(I—-non)-V(¢

moédon hatdrozhaték meg, ahol x a membran hajlité szilardsaga, H = (1/R; + 1/Ry)/2 a
kozepes gorbiilet, K = 1/(R;R2) a Gauss-féle gorbiilet, ((r™,t) a Lagrange-multiplikdtor,
ami a membran helyi 6sszenyomhatatlansagat biztositja, Ap a Laplace-Beltrami-operator, ami
igy irhaté: .

Ap = —0; (¢7/390;) .
B \/g (g \/EJ)

ahol g = det(g;;). Tovabba R; a gorbe vonali koordindta-rendszer bazisvektorait adja meg
indexes jelolésmoddal és g/ a metrikus tenzor kontravaridns komponensei, mig n az eré normal
komponensének egységvektora, I az egységtenzor. A feliileti 6sszenyomhatatlansigot kifejezd
egyenlet: (6;; — n;n;)0;u; = 0, ahol n; a membran feliileti normdlisdnak i-edik komponense.

Mostant6l a hosszméreteket a vezikulum ry egyenértékli sugardra (az a sugar, amely sugard
gémb térfogata megegyezik a vezikulum V' térfogatdval, azaz ro = (3V/4m)'/3), az id6t pedig
a deformdcio sebesség reciprokdra vonatkoztatjuk. Keressiik az r értékét (amely a gombtdl valo

eltérés mértékét mutatja)
[ee]

r=1+e€Y fu, (2.10)

n=1
perturbacids sor alakjaban, ahol € egy kis paraméter. Az Uy alakja miatt az egyensulyi egyenle-

tekben a gdmbi harmonikusok sorai csak médsodfokkal bezarélag tartalmaznak tagokat. Péld4ul

2
f2 = Z F2my2ma

m=—2



ahol ), gobmbi harmonikusok. A végsd differencidlegyenlet szarmaztatdsa bonyolult, a szerz6

nem is kozolte cikkében. Az Fis-re vonatkozoé differencidlegyenlet
4 —1 2 2
—ZEatFQQ = F22 —h + 2hA <|F22| - FQQ) N (211)

ahol A a vezikulum gémbhoz képesti feliileteltérése: A = (A — 4nr2)/r2 és a h paraméterre
fenndll: h = 60+/27/15/(32423\). A (2.11)-ben Fhy-t Re~?"-nek vessziik fel. A (2.11) val6s
és képzetes részét tekintve megkapjuk a bdvitett modellre vonatkozé evolicids egyenleteket,

amelyek kis alakvaltozdsra igazak:

OR R*7

ea =h [1 — 4K] sin 20, (2.12)
00 1 h

EE = ——+ﬁC052@ (213)

A (2.12) a membran alakvaltozasat, a (2.13) pedig a vezikulum dramlé kozegben bekdvetkezd
szogelfordulasat irja le. Erdekesség, hogy folyadékeseppekre ([2], [6]) és kapszuldkra [3] vo-
natkoz6 modellnél, a perturbécids sorfejtésbdl ugyanakkora fokszamu tagokat megtartva mint
(2.10)-ben, a differencidlegyenletek linedrisak lesznek, mig vezikulumokra nemlinedris rend-
szert kapunk. Ez a nemlinearitds a lokalis feliilet-6sszenyomhatatlansagi feltételbdl adddik.
Tovébbi érdekesség, hogy a (2.12) és (2.13) nem fiigg a C, kapillaritdsi szamt6l (C, = pirs/k
és x a membran hajlitdsi merevségét jeloli). Misbah elmélete a C, — oco-nek felel meg. Ha
a sornak tobb tagjat vessziik figyelembe, akkor megjelenik a C, tényez6 is. "Tank-treading"

esetben a Keller-Skalak-egyenletek megoldésa:

1 VA
Oy = :i:§ arccos <%> )

Ebbél kovetkezik, hogy vA/(2h) < 1, vagy A < A, ahol

y - 32+120
© 923 23 V 15A

n ’ n

a kritikus viszkozitdsi ardny, amely elvdlasztja egymastdl a "tank-treading” €s "tumbling" régiot.
Ha A\ < ). — vagy ami ezzel egyenértékli: h < h. = v/A/2 —, akkor a "tank-treading" és
"vacillating-breathing" mozgastipus egyszerre van jelen. Ekkor linedris stabilitdsvizsgalattal
kimutattdk, hogy a ©y = 0, Ry = h kritikus pont kdrnyezetében zart fazisgorbék vannak, tehat
(2.12), (2.13)-ra periodikus megoldas létezik. Ha A > \., akkor nyeregpont tipusu bifurkacié
utdn egy masik mozgés, a "tumbling" alakul ki. A hdrom tipus kialakuldsat a 2.4bran lathat6

A — C, diagram szemlélteti.



Tumbling

Vacillating-breathing

Tank-treading

Viscosity Contrast

05 L0 15 20
Capillary Number

2. dbra. A harom mozgas kialakuldsanak feltételei a A és C, tekintetében [20]

A (2.12), (2.13) helyett vizsgéljuk az 4ltalanosabb
dr

T (o — BR?) sin 20, (2.14)
de q «

i, = 2 2.1
T 5 + o7 cos 20 (2.15)

differencidlegyenlet-rendszert, ahol «, 3, ¢ € R*. A tovdbbiakban a deriviltak a ¢ valtozé

szerinti derivaltat jelolik. Bevezetve az 4j x(t) és y(t) véltozdkat az

x(t) = Rcos 20,
y(t) = Rsin20

alakban, a (2.14), (2.15) differencidlegyenletekbdl az

w/ =y(q — pz) 2 2.16)
Yy =a—qr— Py

differencidlegyenlet-rendszert nyerjiik.
Ahhoz, hogy a "vacillating-breathing" mozgast tudjuk vizsgalni, fenn kell allnia az

egyenlGtlenségnek, azaz — felhaszndlva a bevezetett « €s 3 paramétereket — a kovetkezo feltétel

10



adodik:

vyt < = (2.17)

™|

A (2.16) csatolt kozonséges nemlinedris differencidlegyenlet-rendszerre egzakt megoldast
keresiink, melynek szdmos elonye van a numerikus megoldassal szemben. Az egzakt megoldds
az adott fizikai probléma mélyebb megértését teszi lehetové, amely igy bonyolultabb model-
lek kiinduldsaként szolgdlhat. Tovdbba az egzakt megoldds ismeretében a paraméterek hatdsa
egyszeriibben vizsgédlhatd. Végiil pedig tesztproblémaként szolgalhat a kozelitd analitikus vagy

numerikus sémak teszteléséhez.

11



3. A matematikai modell analitikus megoldasa

3.1. Egzakt megoldasok specialis esetekre

Keressiik a (2.16) megoldasat az
y=ar+b 3.1

egyenes mentén. A (3.1)-et behelyettesitve (2.16)-be, az alabbi két egyenletet nyerjiik:

7' = qb+ (aq — Bb)x — afBx® (3.2)
1
v’ == (a—Bb — (q+2abB)x — Ba’z?). (3.3)
a
A (3.2) és a (3.3) jobb oldala csak akkor lehet egyenld, ha a megfelel6 egyiitthatok megegyez-
nek. Ezért
— Bb?
=" d ;
a
2ab
ag — Bb = _M7
a
melyekbdl g-ra
_a-— Bb?
ab
B abp
1= Ty
A q paramétert kikiiszobolve kapjuk az
a b
B 1+a?

Osszefliggést. Ennek segitségével a (3.2) differencidlegyenlet az alabbi médon irhato:

012
2 = —afz® + (% - 2b6> z4 2 aﬁb . (3.4)

A (3.4) differencidlegyenlet egy dltaldnos alakd Riccati-tipust differencidlegyenlet, amelyre
egzakt megoldds éltalaban nem adhat6. Viszont a paraméterek megfeleld megvdlasztiasdval
elemi médszerekkel megoldhaté differencidlegyenletre tudjuk visszavezetni. Az aldbbiakban
négy esetet kiilonboztetiink meg:

1. Ha o = f3b*
Ekkor a (3.4) egyenletbdl a kovetkezd Bernoulli-tipusu differencidlegyenletet nyerjiik:

z + pbr = —afz?. (3.5)
Ennek megoldésa:

x(t) = (Ceﬁbt — %>_1. CeR
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2. Ha o = 23b®

Most a (3.4) egyenlet az
py?

v’ = —afr? + —
a

valtozoiban szétvalaszthatd tipusu differencidlegyenletté egyszertisodik. Ennek megolda-

sa:
b
x(t) = —th(pbt + M). M eR
a
3.Hap =0
A 2. esethez hasonl6an egy szétvalaszthato differencidlegyenletre jutunk:
o =2z 2
b a’

Ennek megoldésa:

ap b
x(t) = Nev' ——. NeR
a

4. Az a, b, o, [ tetszbleges, a (2.17)-nek eleget tevd konstansok
Bér az dltaldnos 2/ (t) = P(t)z*+Q(t)z+ R(t) Riccati-egyenletnek éltaldban nincs egzakt
megolddsa, hacsak nem taldlunk hozzd egy partikuldris megoldast. A (3.4) egyenletben
szerepl egyiitthatok dllandok és az R(t) tag is konstans. Ebben az esetben transzforméci-
6val a Riccati-egyenlet egy dllandé egyiitthatds mdsodrendi linedris differencidlegyenletté
transzformalhaté (1asd [15]). Tekintsiik az

v =Pr*+Qr+ R (3.6)

specidlis esetet, amely a (3.4), ha P = —af3, Q) = = 205 és R = O%W Alkalmazzuk az

helyettesitést. Igy az

kifejezést behelyettesitve (3.6)-ba egy linearis mdsodrendi differencidlegyenletet nyeriink:
w” — Quw' + PRw = 0. (3.7)
Ezaltal a (3.7) egyenlet a kdvetkezd alakba irhato:

w” — (% = 2b5) w + B(Bb* — a)w = 0,

amely éltalanos megoldasa
w(t) = Cle(%_ﬁb)t + 0267ﬁbt. Cl, CQ eR

Legyen w(0) = 1, ekkor Cy = 1 — (Y. Visszatérve az eredeti x(t) fiiggvényre, az dltalanos
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megoldas igy irhato:

0= LG =80 LI+ (G - e
z(t) = — .
a3 C'1€<%_ﬁb)t + (1 —Ch)e Bt

3.2. Egzakt megoldas a fazissikon

Redukadljuk a (2.16) differencidlegyenlet-rendszert egy elsérendii differencidlegyenletre.
Legyen az x(t) fiiggvény invertalhat6. Ekkor a lancszabély és az inverz fiiggvény derivéldsi

szabdlya szerint

dy(t(x) dydt dy/dt y a—qv— By’
de dtdr dz/dt 2 y(qg— Bz)

(y#0, z # %% (3.8)

mely az
(oc —qr — 6y2) dx + Y (Bx — quy = 0. (3.9)

-~

U(a,y) V(zy)

alakba irhat6 fel. Megmutatjuk, hogy a (3.9) egzakt tipusu differencidlegyenletté alakithato at.
Ahhoz, hogy a (3.9) bal oldala teljes differenciél legyen, azaz legyen olyan G(z, y) figgvény,
melyre 0G /0x = U és 0G /Jy = V teljesiil, a

ou_ov
oy  Ox
egyenldségnek kell fenndllnia. Mivel

ou

oV
—_— —2 _— =
9 By # e By,

ezért (3.9) nem egzakt. Keressiink egy k(z,y) integrdl szorzot, amellyel (3.9) mar egzakttd

tehetd, azaz
oUk) 9(Vk)

dy oxr ’
melybdl
ok ok ou oV
Ua—y—V%—kk(a—y—%)—O. (3.10)

A (3.10) elsGrend linedris parcidlis differencidlegyenlet egyszeriisodik, ha k(x,y) speciélis

alakud. Keressiink egy csak x-t0l fiiggd integral6 szorzot. Ekkor (3.10)-bol kapjuk:

dk ou oV
—Va—i-k(a—y—%) —O,

melybdl

ouU _ oV

k(x) = ef %<67_W)dx.
Ez akkor teljesiil k-ra, ha a jobb oldalon az integrandusz csak x fiiggvénye. Jelenleg

1<8U aV)_ 33

vy "ar) = oar
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12y
38 4z 1

k(x) = ef =B = (3.11)
) g pap
A (3.9) és (3.11) felhaszndlaséval keresett G(x, y) fiiggvényre
oG o —qr— [y?
_— = 3.12
6r ~ Jq—BaP G
0G _ y(Bz —q)
= _ A" 4/ (3.13)
Oy g —pBz/?
Legyen q > [z. Ekkor a (3.13) egyenletbdl kapjuk, hogy
y?
G(z,y) = ———— + H(x). (3.14)
= oty )

Derivdlva G(z, y)-t y szerint és felhasznélva (3.12)-t:

! . o — g
B = =By
Innen )
1) = (55— o) (0= o+ e

Ezt behelyettesitve (3.14)-be, majd (3.15) alapjan a (3.9) éltalanos G(x,y) = C megolddsa

implicit alakban:
¢ 1  af-¢-Fy 1
B2q— Bz 25 (q — Bx)?

Konnyen ellendrizhet8, hogy ¢ < [x esetén szintén a (3.15) megoldast kapjuk.

C. (3.15)

3.3. A megoldas létezése és egyértelmiisége

Ebben az alfejezetben a (2.16) differencidlegyenlet megoldhat6sagat vizsgéljuk adott kez-
deti feltételek mellett. Az

z' =y(q — pz), z(0) = g

/ , (3.16)
Yy =a—qz— By’ y(0) = vo

kezdetiérték-feladatot matrix alakban irjuk fel:

" To _ 0
T _ q| |x n ﬁxg n
Y —q Of |y —By a
\/,./ T/v ——

Bontsuk fel az A matrixot egy diagondlis D és egy mdsik B métrix 6sszegére. Majd legyen
F = Bz + n, amellyel a
z =Dz+F+m (3.17)
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matrix differencidlegyenletet kapjuk, ahol

-1 1
1 p=|' Y F-
g -1 0 1

A (3.16) kezdeti feltétele a

B = ;
—qr —y— By Yo

—T+qy - ﬁfcy] 2o — [xo] .

2(0) = zg (3.18)

modon irhato.
El6szor megmutatjuk, hogy a (3.17),(3.18) kezdetiérték-feladatnak egy megoldédsa van [11].

Legyen I € [0,7], T < oo ésjeldlje C(I) az I-n folytonos fiiggvények halmazét, a normat a
t

|z|| = max |z;] médon értelmezve. Olyan z megoldést vesziink figyelembe, amelyre a [ - ds
€ 0

t

operdtor korldtos: 37" > 0, hogy || [zds| < T|/z|. Tartozzon a z korldtos fiiggvény a B
0

Banach-térhez: B = {z € R?, ||z|| < d}.

1. Lemma. A (3.17)-ben lévé D linedris operdtor korldtos, ¥ nemlinedris operdtor pedig

Lipschitz-folytonos.

Bizonyitds. D korlatos ha 3K > 0, hogy ||Dz|| < K||z||. Mivel a D egy egységmatrix, ezért
D valéban korldtos K = 1 legkisebb felso korlattal. Az F eleget tesz a Lipschitz-feltételnek az

L > 0 Lipschitz-konstanssal, ha fenndll a |F(z1) — F(z2)|| < L||z1 — 22||, azaz
—x1 + qy1 — Briyy — (=22 + qy2 — Bray2) T — 2
—qr1 =1 — By — (—qr2 — 42— By3) ||~ ||vi — v
Ezzel egyenértékii ha belatjuk, hogy az alabbi négy eset teljesiil:
|Fi(z1) — Fi(z2)| < Lifzr —2af, (|21 — 22 > [y1 — 32]), (3.19)
|F1(z1) — F1(2z2)| < Loz — 2, (lzr = 22| <ly1 — w2l), (3.20)
|Fy(z1) — Fa(z2)| < Ls|oy — a9, (|71 — 22| > |y1 — 2l), (3.21)
|Fy(z1) — Fa(22)| < Lyloy — a9, (|71 — 22| < |y1 — 12l). (3.22)
A (3.19) fenndll L; = 1 4 g + 2dp allanddval, ugyanis
|Fi(21) — Fi(z2)| = | — 21+ qy1 — Bays — (=22 + qy2 — Braye)| <

< w1 — @2 + qlyr — yo| + Bllwallye — yil| + [yllze — 21]] <
S |I1 — $2| + q|x1 — l’g’ +ﬁ2d’$1 — ZI}2| =
= (14 q+2dp)|z1 — x| =

= L1|CL’1 — l'2|.

A (3.20) teljesen hasonld, de ott |21 — 3| < |y1 — yo| haszndlhat6 fel, igy (3.20) isigaz Ly = Ly
konstanssal. Ebbdl a megfontolasbdl a (3.21) és (3.22) koziil csak a (3.21)-et nézziik, amelyre
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szintén igaz az egyenlStlenség L3 = L;-re.

|Fy(21) — Fa(22)] = —qa1 — i1 — Byi — (—qwa — y2 — By3) <
< glvr — ol + [y1 — vl + Blyr — vallyr + yo| <
< qlzy — zo| + |21 — x| + B2d|71 — 23] =
=(14q+2dB)|xy — xs| =

= L1|I1 — $2|.

Azaz teljesiil a globalis Lipschitz-feltétel. [

1. Tétel. A (3.17),(3.18) kezdetiérték-feladatnak pontosan egy z megolddsa létezik, ha 0 < v <
1, ahol v = (K + L)T.

Bizonyitds. Irjuk 4t a (3.17) differencidlegyenletet integralegyenletté a (3.18) kezdeti feltételt

alkalmazva: ,

— /[Dz(s) + F(z(s)) + m(s)] ds.

0
Definidljuk az F : C(I) — (C(I))? operétort az aldbbi médon:

t

F(z) =20+ /[Dz(s) + F(z(s)) + m(s)] ds.

0

| F(z) - (z—2") + F(z) - F(z')] ds|| <

IID(z = z")[| + [F(2z) — F(z")||]ds <

o'k
/!Dz—z )+ F(z2) = F(z)]| ds <
g

/K|| 72— 2| + Lz — 2*||] ds <
0
t
<(K+1) [ 2= <
<(K+L)T|z—-2z"|| =
=9z —z*|.

Az egyenlGtlenség két végét Osszehasonlitva: (1 —7)||lz—z*| <0 = |z—2z||=0 =
z = z*. Tehat F kontrakcié I-n, ezért egyetlen fix pontja van, igy pontosan egy z megoldas
létezik. —
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4. A matematikai modell kvalitativ vizsgalata fazisdiagramokkal

Az (2.16) differencialegyenlet-rendszer vizsgdlatdhoz fazistér analizist végziink. Vegyiink

egy altalanos autoném differencidlegyenlet-rendszert vektoros alakban:
y' =1(2), 4.1)

aholf : D — R", D C R". A vektoregyenlet megolddsa az a ®(t) fiiggvény, amely differenci-
alhato, és kielégiti (4.1)-t. Ennek geometriai képe egy egyparaméteres gorbesereg (trajektorik).
A gorbék novekvo 1dd szerint irdnyitottak, nem metszhetik egymadst €s kiilonbozd kezdeti fel-
tételekhez més-méas ponton athaladé gorbe tartozik [1]. A (4.1) egyensilyi/kritikus pontja az
a pont D-ben, ahol az f(z) vektormezs zérus értéket vesz fel: f(z) = 0. Két egyenletbdl dllé

autonom differencidlegyenlet-rendszer skaldris alakja:
4.2)

Ebben az esetben jol alkalmazhat6 a fazistér analizis, amikor az x(t) és y(¢) megoldast egymds
fiiggvényében dbrazoljuk. Ekkor kapjuk meg a fazisportrét. Legyen P(x¢,yo) a (4.2) kritikus
pontja. Az f(z) vektor-vektor fiiggvény P = zg pont koriili Taylor sora linedris kozelitésben:

f(z) ~ f(z0) + V £(2)],—,, (2 — 20),

ahol Vf = J a Jacobi-madtrix, amely a J = [0f;/ azj];szl modon szamithatd, a gradiens értel-

mezése alapjan. Mivel P kritikus pont, ezért a fentebbi kozelités:
f(z) ~ J(zo)(z — 20). 4.3)

A (4.1) nemlinedris rendszer csak strukturdlis stabilitds esetén jellemezhet$ a z’ = Az linea-
ris differencidlegyenlet-rendszerrel. Egy rendszer akkor strukturdlisan stabil, ha megfelel6en
kicsiny perturbacio hatdsara a perturbdlt differencidlegyenlet ekvivalens az eredeti differencidl-
egyenlettel [7]. Ekkor a kritikus pontok az alabbiak koziik az egyik csoportba esnek: fokusz,
csomoépont, nyeregpont. Ezek megéllapitdsa a Jacobi-matrix sajatértékeinek alapjan torténik.
Ha a sajatértékek

* valdsak és ellentétes el§jeltiek: nyeregpont (instabil)
* valésak, kiilonbozbek és azonos eldjelliek: csomdpont

— mindkettd negativ: nyeld csomopont (aszimptotikusan stabil)

— mindkettd pozitiv: forrds csomépont (instabil)
* komplexek, valds résziik nem nulla: fékusz

— a val6s rész negativ: nyel6 fokusz (aszimptotikusan stabil)

— a valds rész pozitiv: forrds fokusz (instabil)
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A forrds azt jelenti, hogy a megolddsok a kritikus ponttdl tdvolodnak, a nyeld pedig, hogy
kozelednek. A nyeld minden esetben aszimptotikusan stabil kritikus pontot eredményez, mig
a forrds instabil, mds néven labilis pontot. Ha a fenti feltételek nem teljesiilnek (ezt nevezik
elfajul6 esetnek), hanem a sajatértékek

* egyenlbek és

— két linedrisan fiiggetlen sajatvektor van: nem elfajulé csomépont
x a sajatértékek negativak: nyeld (aszimptotikusan stabil)
x a sajatértékek pozitivak: forras (instabil)
— egy linedrisan fliggetlen sajatvektor van: elfajulé csomépont
* a sajatértékek negativak: nyel6 (aszimptotikusan stabil)
% a sajatértékek pozitivak: forrds (instabil)

* tisztdn képzetes komplex szamok: centrum (stabil)

Ilyenkor a linearizdlt differencidlegyenlet-rendszerb6l nem kovetkeztethetiink a nemlinedris
differencidlegyenlet-rendszer viselkedésére. Létezik egy szemléletes mddszer a stabilitds vizs-

gdlatara. Ez az dgynevezett determindns-nyom diagram, ami konnyen szdrmaztathat6. Hata-

Sy

madrix sajatértékeit. A karakterisztikus polinom p(r) = det(A — rI) médon irhaté (I az egység-

rozzuk meg az

matrix), melybdl
p(r) =71 —(a+d)r + (ad — bc) = r* —rtr A +det A,

ahol tr A az A matrix nyoma, det A pedig a determindnsa. A kovetkez6kben elvégezziik a
fazistér vizsgalatot, melynek menete a kovetkezd.

1. Meghatdrozzuk az egyensulyi/kritikus pontokat
2. Kiértékeljiik a Jacobi-maétrixot az egyensulyi pontokban

3. A linearizilt differencidlegyenlet-rendszert sajatérték feladatra vezetjiik vissza és a sajat-

értékek €s sajatvektorok segitségével vazoljuk a fazisportrét.

1. Kiritikus pontok
Megoldandé a kovetkezd egyenletrendszer:

y(qg —pzr) =0

(4.4)
a—qr— By*=0.
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Innen hdrom kritikus pont adddik, Py, P, és Ps, melyek koordinatai:

A(2). (3 ), () s

so 2 2

g | 7By a=pr
—q  —2Py

Ide behelyettesitve a P, P» és P pontokat:

J|p1=[° q_o‘ﬁ/q],

A Jacobi-matrix:

—q —2v/aB — ¢
=

Jp, = |
—q 2v/af —q?

A mitrixok elemeibdl az vehetd észre, hogy az a3 = ¢2, az a8 < ¢* és az a3 > ¢°

| =VaB—¢ 0
J|P2— )

esetek a lényegesek. A (4.3) szerinti linearizdlt egyenletrendszer, bevezetve a z := z — zg

jelolést: z' = Jz. Keressiik a megoldast a
z=ve" (4.6)
alakban, ahol v € R? konstans vektor és r € R. A (4.6) Osszefliggést alkalmazva, a
(J—rI)iv=0 4.7)

homogén linedris egyenletrendszert kapjuk, melynek a trividlist6l eltéré6 megolddsa akkor
lehet, ha az egyiitthaté matrixa szinguldris: det(J — rI) = 0. A 3. pontban a 2 X 2-es

matrix sajatértékeit, a 4. pontban a sajdtvektorait hatarozzuk meg.
. Sajatértékek meghatdrozasa
(a) Ha aff > ¢?

Vezessiik be a af — ¢ = € jelolést.

i. a P; pontban

:O_>7a1:\/gar2:_\/E

- —€/q

Mivel rq és 5 valos és eltérd elgjeld, ezért P, egy nyeregpont.

ii. a P, pontban

=0 = 1= e, rg =2/

—e—r 0
—q —2\/e—r
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Mivel rq és ry valos és negativ, ezért P, egy aszimptotikusan stabil csom6pont.

iii. a P3; pontban

Ve—r 0
=0 = r1 =€ 19 =24/€
U R
Mivel ry és ry val6s és pozitiv, ezért P5 egy labilis csomépont.

(b) Ha aff = ¢*

A P, és P3 pontok ordinatai (1asd (4.5)) ilyen paraméter értékek esetén nulldk, és a

harom pont abszcisszdja is megegyezik, ugyanis

a_q_af-¢

0,

q B qB

tehat ekkor a hdrom pont egybeesik. Jelen esetben o3 — ¢ = € = 0, ezért r, =

ro = 0. Ez a det J — trJ diagram origdja, igy perturbacié hatdsara barmely fentebb

s

irt stabilitdsi pont elddllhat. Ilyenkor az dbrdzolds sem egyszeri, a 4. fejezetben

bemutatott programmal oldottuk meg.

(c) Ha aff < ¢?
Vezessiik be az el6z6ekhez hasonléan ¢ —1-szeresét: € = ¢> — af5. A (4.4) egyetlen

valés megolddsa a P -et adja.

i. a P; pontban
rr+e=0 — 7‘1:\/52', Tog = —V€1

Mivel R(r;) = R(re) = 0, ezért a P, pont egy stabil centrum.

4. Sajatvektorok meghatarozdsa
Mivel nem a linearizalt differencidlegyenlet-rendszer dltaldnos megoldésat keressiik, ha-
nem a 4brdzolés a célunk, ezért a sajatvektorokat csak az o3 > ¢* és a a3 < ¢* esetben
hatdrozzuk meg, a o3 = ¢° esetben nem segitene a fazisportré vdzoldsdban. A sajatérté-
keket beirva a (4.7)-be, 2-2 sajatvektort kapunk.

(a) Ha af8 > ¢?
i. a P; pontban

oV

—qoy” — Veu) =0 =—

a masik sajatvektor:
o= 1
—q? + el =0 0 o = [ ]

ii. a P, pontban
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a masik sajatvektor:

vf) Z:07U§2)t6t82.
_—

Ve + v =0

iii. a P3 pontban

1 v{V:i=1 1
—QU1 —Vey) =0 —— oV = q 1,

a masik sajatvektor:
1)(2)::07 v(2> etsz. 0
—Va? 4 opl? =0 LT B @) 2 H

(b) Ha a3 < ¢*

i. a P; pontban

melybdl

melybdl

5. Fazisportrék vazoldsa
A fentiek segitségével mar vazolhat6 a fazisporté az o8 > ¢ (3. dbra) és a o8 < ¢* (4.
abra) esetén. A 3. és a 4. abrakbol észrevehetd, hogy a (2.16) megoldasai a fazissikon az
x-tengelyre szimmetrikusak. A kovetkez6 fejezetben szamitégépes grafikus dbrazolasbol

lathatjuk, hogy az a8 = ¢ esetén is fennall a szimmetria.
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v

3. dbra. A fazisportré a8 > ¢ esetén

<

v

:

4. dbra. A fazisportré a8 < g2 esetén

Vizsgaljuk most azt, hogy 1étezik-e hatarciklus. Erre egy elégséges feltételt ad a Dulac-kritérium

[7].

2. Tétel. Ha létezik egy h : R? — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény tovdabbd V - (hf)

(f : R? — R?) folytonos és nem zérus egy egyszeresen dsszefiiggd D tartomdnyon, akkor nem
létezik hatdrciklus D-n.
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Az (2.16) differencidlegyenlet-rendszerre igaz a kovetkez allitas:

3. Tétel. Ha 3 # 0, akkor nem létezik hatdrciklus D C R?-n.

Bizonyitds. Legyen g(z,y) = 1 és vegyiik a (4.2), mint vektortér divergencdjat.

f:[ ylg — Bz) ]

a —qr — Py
. Of 9dg
lef—% G_y_ 30y,

amely csak akkor O, csak ha y = 0, de az z-tengely nem egy 2D-s tartomany.

]

A kovetkezbkben vizsgdljuk meg a (2.17) masodik feltételét, amely szerint a megoldasok-

nak egy origé kdzéppontd /« /3 sugard korlapra kell esnitik. Ha a kritikus pontok is ezen a

koron beliil vannak, melynek sugara 1-nél nagyobb (o > f3), akkor az aldbbiaknak kell fenn-
allni. Ahhoz, hogy P, a koron beliil legyen, «/q < +/a/[3 kell teljesiiljon, melybdl a3 < ¢>.
Tehat csak a paraméterek szempontjabodl vizsgalt harmadik eset tartozik ide. A P, és P3 pontok

— fiiggetleniil ¢g-t6] — mindig a kor keriiletén vannak, mert

¢ af-¢ _ Ja
N2 _\/;

a kor sugara.
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5. A fazisdiagramokat bemutat6 szamitéogépes program

A (4.2) differencidlegyenlet-rendszer fazisképének elemzésére a MATLAB® numerikus
programcsomag felhaszndldsdval egy PhasePlaneAnalysis nevii programot irtunk.! A
MATLAB-ben nincs beépitett eszkoz ilyen céld vizsgélatra. A készitett program egy grafikus
felhasznal6i feliilet (GUI), amelynek futtatasdhoz az alap MATLAB-en kiviil a Symbolic Math
Toolbox (SMT) sziikséges, azért, hogy a kritikus pontokat ne a felhasznédlénak kelljen megad-
nia. Kiilon figyelmet forditottunk arra, hogy a program kompatibilis legyen kordbbi MATLAB
verziokkal, ezért nem hasznéltunk bedgyazott fiiggvényeket, €s a save utasitdst is ugy adtuk
meg, hogy az el6z6 verzidk is be tudjdk tolteni a sziikséges adatokat. A program az aldbbi
funkcidkra képes:

* A (4.2) kritikus pontjainak megkeresése

* A (4.2) differencidlegyenlet-rendszer fazisképének dbrazoldsa a kritikus pontok kdrnyeze-

tében
* A vonalelemek szdmanak novelése vagy csokkentése
* Kritikus pontok osztdlyozdsa a Jacobi-métrix sajitértékei alapjan

* A (4.2) differencidlegyenlet-rendszerhez tartozé kezdeti feltételeket a felhaszndlé adhatja
meg egérkattintdssal. Az igy kapott kezdetiérték-feladatot a MATLAB beépitett megoldoéi
oldjak meg

 Bedllithaté a megoldé tipusa, az integrdldsi tartomdny, €s egy biztonsagi opcié is. Ez
utébbi biztositja, hogy a megoldési folyamat fejez6djon be, ha a szdmitési idStartam meg-
haladja az 6t médsodpercet. A hosszi szdmitasi id6 leggyakrabban akkor 1ép fel, ha tdl
nagy az integrdldsi tartomény, vagy ha a differencidlegyenlet merev. Ilyen esetben tehét

nem kell kilépni a programbdl, elég a megoldasi feltételeken valtoztatni.

» Az integralgorbék kirajzoldsakor véltoztathat6 a vonal stilusa, sz€lessége, szine és a kisza-

mitott pontokat jel6l6 alakzatok (marker)

* A készitett grafikdt elmenthetjiik

//////

ra a MATLAB-ben. Az egyik a GUIDE (Graphical User Interface Development Environment),
ami egy interaktiv elrendezést segitd alkalmazds. A mdsik médszer az, hogy a feliiletet ma-
gunk programozzuk. Mi az utdbbit vélasztottuk, mert nagyobb szabadsigot tesz lehet6vé. A
MATLAB-ben létrehozhatunk lokalis, globdlis vagy persistent-nek nevezett valtozot. A lokélis
valtoz6t csak az a fiiggvény latja, amelyikhez tartozik. Ha persistent tipustinak deklaraljuk a
valtozot egy fiiggvényen beliil, akkor — a lokalis valtozéhoz hasonléan — csak az a fiiggvény
latja, amelyikhez tartozik, de az djabb fiiggvényhivasokkor emlékszik az el6z0 értékére, mert

a memoéridban marad. Igy alkalmas id6zit6k létrehozdsdra. Ha egy véltozét globélisnak dek-

lardlunk, akkor minden fiiggvény munkalaprdl, s6t a parancssorbdl is lathatd. Ez veszélyes,

"Ezentuil a sajat MATLAB fiiggvényeket t ypewriter stilussal, a MATLAB utasitdsokat és a beépitett fiiggvényeket dlt betiivel szedjiik.
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ezért ennek hasznalatét elkeriiltiikk. Az egyes fliggvény munkalapok kozott tobbféleképpen le-
het adatokat megosztani. Tovabbithatja egy masik fliggvény argumentumként, alkalmazhatunk
bedgyazott fliggvényeket, persistent vagy pedig globdlis véltozokat. A GUI-k — a szamos call-
back fiiggvény miatt — sok fiiggvényt tartalmaznak. A callback azt adja meg, hogy mi torténjen
akkor ha valamilyen esemény kovetkezik be az adott objektumon. Specidlisan a GUI-k ese-
tén hasznalhaté a setappdatalgetappdata paros, valamint a guidata parancs is adattirolasra-és
kinyerésre. Az Osszes grafikus objektum handle-jét egy S-sel jelolt struktaraban raktirozzuk.
A handle segitségével lehet egy fiiggvényt indirekt médon — nem a fiiggvény nevével, hanem
azonositdjaval — hivni. A kovetkezd részben a program édltalanos bemutatasa kovetkezik.

Ha a PhasePlaneAnalysis fliggvényt paraméterek nélkiil hivjuk meg, akkor a SMT meg-
probélja megkeresni a kritikus pontokat. Ha a SMT nem taldlja meg a kritikus pontokat, akkor
lehetdség van arra, hogy manudlisan adjuk meg. Ilyenkor két bemeneti paramétert adunk meg.
Mindkét paraméter egy n dimenzids vektor (n a kritikus pontok szdma) — a pontok x és y ko-
ordinatdi. Ha megtortént a fiiggvény meghivasa, akkor a 5. 4bran lathaté grafikus feliiletet
lathatjuk.

Phase Plane Analysis = | B |
File  Help ~
=
DE Syst:

dx/dt = f(x,y)

dy/dt = g(x.y)

f(x,y)= Provide f(x,y)

g(x,y)= | Provide g(x,y)|Type the right hand side of the first equation of the system

Note: see the edit box below

Draw Clear Classify

Modify Direction Field

Refine

Coarsen

5. dbra. A 6 ablak kozvetleniil a megnyitas utdn

A haszndlatban segit a Help — Usage meniipont és a kurzorndl megjelend szovegbuboré-
kok, ha azt a kérdéses hely felé mozhatjuk. Az eszkoztaron 1évd floppy ikonnal az dbrat ment-
hetjiik el CurrentFigure.bmp névvel a MATLAB pillanatnyilag hasznélt konyvtiraba. Ha mas
névvel, mas formdtumban vagy masik mappdba akarjuk menteni, akkor azt a File — Save as...
meniinél tehetjik meg. A File — Options... helyen a (4.2) rendszerhez tartoz6 kezdetiérték-
feladatot megoldo6 fiiggvény bedllitdsai adhatok meg, amelyek akkor 1épnek érvénybe, ha meg-
nyomtuk a Save nyomogombot. A bedllitdsokat két részre vdlasztottuk. A Solver panelen a
numerikus megoldoéra, mig a Line Style panelen a kapott kozelité megoldds dbrdzoldsara vonat-

koz6 jellemzok adhatok meg.
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Az aldbbi dbrak a programbdl keriiltek kivigasra.

ru Options ==
Solver
Integrator oded§ i Stop integration after 5 seconds
Timespan Stop the solution process after 5 seconds
[0.1. ™= E and return the solution calculated so far
I
Line Style
LineStyle solid i Caolor red v
LineWidth 0.5 | Marker | none v
6. dbra. Az Options ablak
[l Phase Plane Analysis =R A
Se Help
OF St T I ' N abili €
dedt=f(X,y) 5 ’I i { ’ { ‘ . l l { § { § \5 |1 | = Wammguc;yrt;
dy/dt = 15 { j IR \\\\ 7
e oz ' RRRE= 71
gix,y)=  -5'y+3x \ \ \ \\_\Z/ // B Warning Dizlog = B4
NN\ FZ S
05 \ \ ™ . / / / | & A waining ocousd during the symbolic solution
/// ? ? ? ? ‘ 'E'?dl”b':pf::jﬁ“é"'fﬂ‘”
Draw  |Clear )Classify o ///// / / /
AN AN
8 NN AN
— \ NN NN
ol AL
WS
e s

7.

abra. Figyelmeztetés, ha nincs egyértelm{i megoldas
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n How to use = X

1. "/rite the function into the editbox near the test fxy]=

2. Provide funchion glx.y] in the zame way

3. Press button Draw

4. Prezs button Clazszify

A. Modify the denszity of arrows with Befine and Coarzen, if needed
E. Click on the figure to set the initial values far the VP

which iz zolved numerically

Step 3 and step 4 are interchangeable first time, then there
iz hio specific arder at all.

To clear the graph, press Clear.

To zave the figure, click on the zave icon. To save it with
a different name, puzh File menu and then Save as...
Other zettings can be given by zelecting File -» Options. ..

Hald pour mouse aver an entry ta dizplay toaltip help

8. abra. Hasznalati utasitas

u Error during saving E=1 X

9 Y'ou have no writing permizzion into £:\PredPreytodel. prg

9. abra. Hibaablak mentés esetén

Bar a program j6l dokumentdlt, a jellegzetességeit az 1. tdblazatban mutatjuk be. A bal oldali
oszlopban a Fiiggelékben taldlhat6 PhasePlaneAnalysis .m fjl soraira utalunk, mellette

a leiras lathato.

Sorok szdma Megjegyzések

1 Fiiggvény definicid.

2-24 A program éaltaldnos leirésa.

28-60 Altalanos hibaellen6rzés. A MATLAB hibaval tér vissza, ha nincs telepitve a

Symbolic Math Toolbox. Ezutdn a bemend paramétereket vizsgélja. Vagy 0
input van, vagy pedig 2. Ez utébbi esetben két azonos méretti vektornak kell

lenniiik.
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63-84

86-155

157-167

169-187

189-194

196-209

211-220

A GUI alapjét ad6 dbra és tengelyek 1étrehozdsa. A szokdsos meniiket letilt-
juk, kezeljiik hogy mi torténjen, ha bezarjuk az ablakot, bedllitjuk a méretet
és a hattérszint. A tengelyeket egyeldre lathatatlannd tessziik, mert jelenleg
még nem 4ll rendelkezésre adat ahhoz, hogy az dbrédba kattintva a program
elvégezze a kivant muiveletet, igy a callback hibat jelezne. Ezutén az S struk-
turdba tessziik az egyensilyi pontok koordinatdit, feltéve hogy a felhasznal6
paraméterekkel hivta meg a PhasePlaneAnalysis fiiggvényt.

Panelek, nyomégombok, statikus és szerkeszthetd szovegdobozok 1étrehoza-
sa. Itt még csak a pozicidjukat, a méretiiket, megnevezésiiket és a gyermek-
sziil6i viszonyt allitjuk be. Késébb fogjuk megadni azt, hogy mi torténjen
akkor, ha valamilyen esemény kovetkezik be az adott objektumon. Erre szol-
gdl a callback fiiggvény megaddsa. A szovegbuborékokban a szoveg, illetve
a tablazat fejléce hagyomanyos médon nem formézhato, ezért HTML forma-
zast hasznaltunk. Minden esetben a szovegek méretét és az objektumok pozi-
cidjat relativ moédon (a sziilé objektumhoz képest) adtuk meg, igy barmilyen
felbontdson a felhasznal6i feliilet ardnyos.

A meniisorban létrehozunk két meniit — a File és Help meniit — és ezek alme-
niijeit.

Azt a tablazatot hozzuk létre — egyeldre nem lathaté — amelyben a kritikus
pontok stabilitasat, tipusat és koordinétait jelenitjiik meg.

Az eszkoztdron létrehozzuk az dbra mentésére szolgald ikont. Ahhoz, hogy
a mentés ikon képe megjelenjen, a MATLAB Product Help-jében példaként
bemutatott iconRead fliggvényt hasznaljuk.

A grafikus objektumokhoz callback fiiggvényeket éllitunk be. Ezeknek a
fliggvényeket kés6bb definidljuk. Egy callback-et meg lehet adni sztring-
ként, function handle-ként, cella tombként vagy ezek kombindcidjaként.
Nézziink r4d példakat a programbdl. A set(S.mainWindow, ... ’Dele-
teFen’,close(”all”)’); esetén azt éllitottuk be, hogy az S.mainWindow hand-
le-lel rendelkezd objektum (a f6 ablak) ha megsziinik (bezérjuk), akkor az
Osszes ablak zarédjon be. Ilyen egyszer esetben elegendd sztringként meg-
adni a callback fuiggvényt. A set(S.FileMenu_saveAs, 'Callback’, @saveAs);
beallitasnal function handle-t alkalmaztunk. A bonyolultabb eseményekre
példa: set(S.edit_g, 'Callback’,{ @obtain_g,S});. A cella els6 eleme az ob-
tain_g figgvény function handle-ként megadva, a masodik elem a callback
figgvény harmadik bemend paramétere. Az elsd két paramétert akkor is meg
kell adni, ha nem hasznéljuk, ezek gyakori neviikkon hObject és eventdata. Az
hObject a callback tiiggvényt meghivo objektum neve, az eventdata pedig az
esemény, amit opciondlisan el6idéz.

Egy struktirdt hozunk létre hét mezdnévvel, melyek az alapértelmezett
kezdetiérték-feladat megoldasi €s dbrazoldsi bedllitdsokat tartalmazzdk. A
struktirat options néven .mat f4jlként mentjiik el ugy, hogy 6-os verziéju
MATLAB is meg tudja nyitni.

29




226-317

319-340

342-730

343-346
348-374

376-488

Egy masik ablakot hozunk létre Options névvel és 1étrehozzuk rajta a 6. ab-
rdn lathat6 grafikus kezel6ket. Kordbban mér bemutattuk, hogy melyik mire
szolgdl, igy azt nem részletezziik.

Az Options-ben megadott bedllitdsokat a Save nyomdgombra kattintva lehet
elmenteni.

A {6 GUI-hoz tartozo6 callback fiiggvények megaddsa. A fiiggvényeket kiilon
részletezziik a lentebbi sorokban.

Engedélyezi az edit_g szovegdobozba val6 karakterbevitelt.

Osszegyfijtjiik a (4.2) jobb oldalét az eq_f és eq_g valtozékba. Ha létezik az
S struktaranak solution nevli mezdje (a PhasePlaneAnalysis fiiggvény-
nek két bemeneti paramétere van), akkor azt hasznaljuk fel, ha nincs, akkor
a solveSystem filiggvénnyel megkeressiik a kritikus pontokat. A koor-
dindtdkat és az esetleges figyelmeztetést egy struktirdba rakjuk, amelyet az
S.edit_g UserData mezGjébe tesziink. Minden grafikus objektum rendelkezik
a UserData mezd6vel. Itt tetszbleges véltozo tipust tarolhatunk, de egyszerre
csak egyet. Ezek utdn engedélyezziik a Draw és a Classify gombokat.

A Classify gomb lenyomdsara a classifyPoints fiiggvény végzi az
egyensulyi pontok osztilyozasit. A data = get(S.edit_g,’UserData’); beol-
vassa a data valtozdba a fentebb emlitett UserData-ban tarolt strukturat. Ha
ennek a warning mezgje iires sztring (azaz nem lépett fel figyelmeztets tizenet
a szimbolikus megoldas sordn), akkor végrehajtja a legkiilsé if utasitdsmag-
jat. Itt el6szor meghatdrozzuk a Jacobi-mdtrixot a computeJac segitségé-
vel, majd 1étrehozzuk a J-vel jelolt 3 dimenzids tombot, amely nroSolution
darab (kritikus pontok szdma) 2 x 2-es matrixként foghat6 fel. Ebben taroljuk
a Jacobi-matrix egyensulyi pontokban felvett helyettesitési értékeit. Lefog-
lalunk még egy pointType nevl nroSolutionx4 méretl cellat is, ezt fogjuk
feltolteni a for-ciklusban, majd pedig kiiratni a 7. dbra jobb oldalan lathat6
vildgoskék tablazatba. Az tdbldzat elsé oszlopdba keriil a harom lehetséges
stabilitasi eset, a mdsodikba a kritikus pont tipusa, a harmadik és negyedik
oszlopdba pedig az adott pont x €s y koordinatdja. Elvégezziik pontonként
a kritikus pontok besoroldsat, végiil pedig lathatova tessziik a tdblazatot. Az
elsd elseif akkor 1€p életbe, ha a Jacobi-métrix nullmétrix. Ha hiba 1épett
fel a szimbolikus megoldds sordn, de a hibaiizenet azt jelzi, hogy a matrix
szinguldris, igy nincs egyértelmi megoldas, akkor a kiilonboz6 elfajulé ese-
tek besoroladsat végzi el a fliiggvény. Ha egyéb hiba keletkezik, akkor a kiilsd
else magja fut le és egy figyelmeztetd lizenetet kapunk, ahogy ezt a 7. dbra

mutatja.
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490-553

555-560
562-585

587-606

608-663

665-686

688-691

A  Draw gomb lenyomdsdval és felengedésével aktivalodik a
sketchDirfield fiiggvény. Ha van kordbbi d4brazolas, akkor azt
torli, hogy egyszerre ne legyen tobb siiriségii irdnymezd. Beolvassuk az
egyensulyi pontokat. Ha a warning mezd nem iires (tehat nem kaptunk egy-
értelml megoldast az algebrai egyenletrendszerre), akkor az alapértelmezett
(x,y) € [-2,2] x [-2, 2] tartomdnyban dbrazoljuk az irinymez6t. Ellenkez
esetben a tartomanyt igy vélasztjuk meg, hogy a legkisebb és legnagyobb
x illetve y koordinatdju pontok koré egy 2 szélességli savot tesziink. Utdna
elhelyezziik a kritikus pontokat jelold tomor karikdkat, majd pedig a (3.8)
szerint elGallitjuk dy/ dz-et, majd a dirfield-del elvégezziik az irdnyme-
76 4brazolasat. Ha nem fordult el hiba az egyenletrendszer megoldasakor,
akkor elérhet6vé tessziik a Refine és Coarsen nyomégombokat €s az eddig
lathatatlan tengelyeket.

A restoreBlank végzi az dbra torlését.

Az increaseDensity avonalelemek szaimdnak novelésével az irdinymez6
pontosabb dbrazolasat biztositja. Az otlet amire €épiil: nilnterval = dataFrom-

7 s

drawDirectionField.nInterval + 2;, tehat az eddig jelenlévd stiritést noveli.
A decreaseDensity hasonl6 felépitési az increaseDensity-vel,
azonban ez a vonalelemek szdmét csokkenti.

A initializeIVP a (4.2)-hez tarsitott kezdetiérték-feladat megoldasat
rajzolja az abraba. LegelOszor betolti az options.mat fajlba mentett struk-
turat, amiben a sziikséges adatokat taroljuk, majd a sziikséges adatkiolva-
sés/hibaelharitas utdn lekérdezziik, hogy melyik pixelre kattintottunk. Ezzel
megkapjuk a kezdeti feltételt. A numODE fiiggvény kimeneteként a (4.2)
rendszert nyerjik function handle formaban. Ennek el6nye, hogy igy nem
kell minden véltoztatds utdn kézzel moédositani egy kiilsd fliggvényt, ami a
differencidlegyenlet-rendszert adja meg. A kovetkezd utasitassal azt dontjiik
el, hogy a beolvasott struktira Abort mezdje milyen értékl. Ha 0, akkor az
azt jelenti, hogy nincs id6korlat a numerikus megolddsra. Ha 1, akkor legfel-
jebb 5 masodpercig dolgozhat a megoldé a kezdetiérték-feladaton. Ezutdn a
megoldé tipusat valasztjuk ki. Az munlock és clear beépitett fliggvényekkel a
memoriabdl toroljiik a hive fiiggvényt, ugyanis anélkiil folyamatosan halmo-
z6dna az eltelt id6 és igy rovidesen nem tudnédnk célunk szerint haszndlni az
1dozit6t. Végiil a megoldds dbrazoldsa kovetkezik a kivant stilusok és szinek
alkalmazdasaval.

A File — Save as... lenyomasara aktivalodik. Megnyitunk egy parbeszédab-
lakot, ahol megadhatjuk a mentett kép elérési utjat. Beépitettiink egy hiba-
kezeld részt, ami akkor 1ép életbe, ha olyan helyre akarjuk menteni az abrat,
ahol nincs irasi engedélyiink. Egy ilyen esetet mutat a 9 4bra.

A floppy ikonra kattintva a saveDefault fiiggvény a MATLAB éppen
hasznélt konyvtaraba menti el a képet .bmp formatumban CurrentFigure né-

ven.
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693-718 Gyors haszndlati utasitdst jelenit meg egy ablakban (l4sd 8. dbra).

720-730 Informécié a fejlesztérdl.

733-736 A (4.2) differencidlegyenlet-rendszerbdl az 2 = 0, 3’ = 0 alkalmazasaval
kapott algebrai egyenletrendszerre probal egzakt megoldast taldlni.

738-744 A Jacobi-métrixot hatdrozzuk meg a definicids 6sszefiiggésbdl.

747-774 A dirfield hdrom bemend paramétert var. Az elsd kettd egy-egy vektor,

ami a tartomanyt alkoto racsot adja meg. A harmadik paraméter egy function
handle, amely a dy/ dx fiiggvényt jellemzi. A meshgrid-del 1étrehozunk a két
vektorbdl egy-egy matrixot, ami a generalt derékszogti halét alkotja. Vessziik
a harmadik paraméterként megadott kétvaltozos fiiggvény helyettesitési érté-
két az emlitett két matrixban. fgy rendelkezésiinkre 4llnak a fiiggvényértékek
a csomépontokban.? A vonalelemeket a guiver fiiggvénnyel rajzoljuk a kép-
ernyore, de el6bb normalizaljuk a szakaszok hosszat (euklideszi normat vé-
ve), hogy egyenld hossziak legyenek, ne pedig a vektormezd meredekségét
jelezzék. Ennek dbrdzolasbeli szerepe van.

776-805 A numODE feladata az, hogy az f(z,y) = és g(z,y) = melletti mezkben
megadott sztringekbdl egy function handle-t készitsen, ami a kezdetiérték-
feladat numerikus megoldasdhoz sziikséges. A szorzds, osztds €s a hatvanyo-
zés elemenkénti megfeleljét hasznaljuk, tovdbbd a z(1) = x, 2(2) = y je-
161€ssel elérjiik, hogy a MATLAB vektoregyenletként értelmezze a két skalar
egyenletet.

807-837 A stopInt fiiggvény a biztonsag kedvéért lett beépitve. Miikodése a kovet-
kez6. A MATLAB beépitett megoldoi a bedllitdsokat egy struktira megadasa-
val fogadjak. A struktdra az odeset-tel adhaté meg. A struktura egyik mezdje
az OutputFcn. Ha ehhez a tulajdonsdghoz hozzéarendeliink egy fiiggvényt,
akkor a megoldds sordn minden egyes sikeresen végrehajtott integraldsi 1épés
sordn a numerikus megoldé végrehajtja a fliggvényt. A célunk az, hogy egy
integralgorbe meghatdrozasaval ne toltson 5 masodpercnél id6t a program,
igy nem fog komolyabban lelassulni. Hirom valtozét — kordbbi idSpontot, je-
lenlegi idGpontot és az eltelt id6t — persistent tipussal deklardlunk és minden
hivas sordn az eltelt id6t ugy kapjuk meg, hogy a jelenleg leolvasott id6bdl ki-
vonjuk az eggyel azel6tti fliggvényhivas idejét. Ezek Osszegzésével az dsszes
eltelt id6t mérjiik. Amikor ez meghaladja az 5 masodpercet, a megoldé leall
és visszatér az addig kiszadmitott kozelitd értékekkel.

840-867 Az egyes verziok valtoztatdsai.

1. tdblazat: A PhasePlaneAnalysis program leifrdsa

Tekintsiik a 4. fejezet 5. pontjaban kézzel vazolt fazisportrékat €s hasonlitsuk Ossze a

programmal készitett abrakkal.

2Meg lehetne oldani kettds for-ciklusal is, de a MATLAB egy interpreted nyelv, gy gyorsabb ha vektorizalunk.
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B Phase Plane Anaiysi x

File  Help

DE System Y4 Stability Type xCoord yCoora‘
dx/dt = f(x.y) / ? ; | unstable  sadde 2 o0
dyldt = g(x.y) 177 Timae - sowmerete 1
f(x,y)= y*(1-x) ? ? ?
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Draw Clear Classify
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10. dbra. A fazisportré o« = 2, f =1, ¢ = 1 esetén
[ Phase Plane Analysis b (=]
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11. dbra. A fazisportré « = 1, =1, g = 1,1 esetén

A 10. 4brdn a paraméterek egy olyan varidcidjat vettiik, amikor o8 — ¢ < 0. Ugyanazt a
jelleget kaptuk, mint ami a kézzel vazolt 3. abran l4that6. A 11. 4dbran azt az esetet mutatjuk,
amikor a3 — ¢> < 0. Ahogy midr frtuk a 4. fejezet 3.(c) pontjdban, itt csak egy kritikus pont
van (P;). Az dbraba egyszer kattintottunk, azaz egy kezdeti feltételt adtunk meg (koriilbeliil a
(0,0) pontot). Ugy tiinik a képrdl, hogy hatarciklust kaptunk. Viszont ez nem lehetséges a 3.
Tétel értelmében, tovabba a kritikus pont osztidlyozdsa is azt mutatja, hogy itt stabil centrumrol
van sz0. Azaz az integralgorbék periodikus megoldésra utalnak [16]. Ha felhaszndljuk a (3.15)
egzakt megold4st, akkor lathatjuk a Mupad?-del készitett 12. 4brdn, hogy valéban centrumot

3 A Mupad a Mathworks® része.

33



kapunk. Ez is mutatja az egzakt megoldas fontossagat és a numerikus megolddsok esetenkénti

tokéletlenségét.

y 10T
08T
0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0
-0.2 7
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-0.6

-0.8 T
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12. dbra. Az egzakt megoldés az (zg,yo) = (0, 0) kezdeti feltétellel « =1, 8 =1, ¢ = 1,1 esetén

Végiil tekintsiik az o3 — ¢> = 0 paraméterek kozotti dsszefiiggést. A program dltal készitett

iranymez0 a 13. 4brdn, az egzakt megoldasbdl nyert gorbék a 14. abran talalhatok.

u»m:\mm,,i, Py e ﬁ,

DE Syste z\\\\\\\ Stabili Type Coord | yCoord

dx/dt = f(x,y) N §§§§§ i ’ 5/ Z Z Z 2 2 2222% l\asymp.s?;ble degenerate node 1 0‘
saa N S\ 7
wr o0 N7
ax,y)= 1-x-yr2 e\ { VLTI L7777 777
=\
LA TN L
—— OO
R

s RS

R { AN VANANA R\ NNV
mei | E——7 [N
Coarsen "5;:;;;//??7 \ \\\\\ssssss
=7 H§W§\\\\\\

A 05 0

13. dbra. A fazisportré « = 1, § =1, ¢ = 1 esetén
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14. dbra. Az egzakt megoldas koliinb6z6 kezdeti feltételek mellett o = 1, 5 =1, ¢ = 1 esetén

Ebben az esetben nem volt probléma a numerikus megoldas soran.
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6. Osszefoglalas, tovabbi cél

A vezikulum egy zdrt foszfolipid membrén, amely a belsejében 1€v6 folyadékot elvdlasztja
a membranon kiviil 1év6 folyadéktol. A lipid hartyak bioldgiai jelent6sége miatt egyre novek-
szik a fizikai érdekl6dés a vezikulumok irdnt. Viszkézus dramldsban elhelyezett vezikulumok
dinamikdjdnak tanulmédnyozdasa kiilonosen jelentds, mert mas — bonyolultabb viselkedésii — sej-
tek, mint példaul a vorosvérsejtek viselkedése megérthetd ezen keresztiil. A vezikulumoknak
tobb egyensulyi helyzete van, vizsgilatuk a nemlinearitds miatt bonyolult.

A dolgozatban vezikulumok mozgdasat leir6 autoném differencidlegyenlet-rendszer vizs-
galataval foglalkoztunk. Egyes paraméter értékekre egzakt megoldast kerestiink, majd bizonyi-
tottuk a megoldédsok 1étezését €és egyértelmiiségét. A differencidlegyenlet-rendszer kvalitativ
vizsgélatdra linedris stabilitdsvizsgélatot végeztiink a fazissikon, amelybdl megmutathatd, hogy
milyen esetekben 1étezik periodikus megoldds, tovabba dltalanos megoldast adtunk barmely pa-
raméterre.

A fazisgorbék megjelenitésére egy — a Fliggelékben lathat6 — sajat készitésii dltalanos cé-
Idt MATLAB programot adtunk, amely — egyéb funkcidkon kiviil — kirajzolja az irdnymezdt, a
sajatértékek alapjan elvégzi az egyensulyi pontok osztdlyozdsat és megallapitja a stabilitdst. A
program felhasznalhato oktatasi célra is.

Tovébbi cél, hogy elkészitsiik a programnak egy olyan valtozatat, amelyhez nem sziiksé-
ges a Symbolic Math Toolbox, lemondva igy arrdl az elonyrdl, hogy automatikusan keressen
kritikus pontokat. Ebben az esetben a MATLAB Compiler segitségével 1étrehozhaté egy MAT-
LAB fiiggetlen grafikus feliilet, ami olyan gépeken is hasznalhat6, amelyeken nincs MATLAB
telepitve (elegend? letdlteni az ingyenes MATLAB Compiler Runtime-ot).

Koszonetnyilvanitas: A kutatas az Eurépai Uni6 és Magyarorszdg tamogatdsaval, az Eur6-
pai Szocidlis Alap tarsfinanszirozéséval a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 azonosité szamud
,Nemzeti Kivalésdg Program — Hazai hallgat6i, illetve kutatéi személyi tdmogatést biztositd
rendszer kidolgozasa és miikodtetése konvergencia program” cimi kiemelt projekt keretei ko-

zott valosult meg.
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7.

Fiiggelék

7.1. A PhasePlaneAnalysis fiiggvény
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function PhasePlaneAnalysis (xCoord, yCoord)

$PHASEPLANEANALYSIS is a GUI tool for visualizing the direction field of
$two coupled first order nonlinear autonomous differential equations.

% PHASEPLANEANALYSIS without input uses the Symbolic Math Toolbox to

% obtain the critical points.

% PHASEPLANEANALYSIS (XCOORD, YCOORD) takes the provided x and y

o

coordinates of the critical points instead of invoking the Symbolic

o

Math Toolbox to compute the roots.

o

There are no output arguments.

ol

In order to obtain usage, click on the Usage submenu within the Help

o

menu and read the informative tooltips.

o

o\

See also: dquiver

o

Input data must be provided in the DE System panel. Provide the

o

functions using the usual MATLAB conventions (point before a

o

multiplicative operation sign is not needed). Output data (equilibrium

o

points) are displayed on the right. The Draw pushbutton sketches the

o

direction field, the Classify pushbutton classifies the calculated

o\

equilibrium points according to their behavior. If you want a new blank

o

canvas press Clear. Within the Modify Direction Field panel there are

o

two pushbuttons. With these buttons you can change the number of line

o

elements displayed on the figure. Other setting are available through

o

File -> Options

o

% Check input

% Symbolic Math Toolbox is required, determine if we have
installedSMT = hasSMT;

if ~installedSMT

error ('Symbolic Math Toolbox is needed for the program.');

end

% Verify input arguments
switch nargin
case 0O
% do nothing
case 2
if ~isvector (xCoord) || ~isvector (yCoord) ||
length (xCoord) ~=1length (yCoord)
error ('Vectors xCoord and yCoord must have the same size.');
else
% enforce the input to be symbolic vectors
xCoord = sym(xCoord); yCoord = sym(yCoord);
end
otherwise
error ('The number of inputs must be either 0 or 2.');

end

function answer = hasSMT

% Identifies the presence of Symbolic Math Toolbox
v = ver;

answer = 0;

for 1 = 1l:length(v)
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56 if strcmp (v (i) .Name, 'Symbolic Math Toolbox');
1

57 answer = H
58 end

59 end

6 end

61

62

63 %% Initialize main figure and axes
screenSize = get (0, 'ScreenSize');

65 S.mainWindow = figure;

o

6 % Menu bar is not necessary, prevent the user draw into the figure

67 set (S.mainWindow, 'Resize','on', 'MenuBar', 'none', 'NumberTitle','off',
68 'Name', 'Phase Plane Analysis', 'Units', 'pixels', 'Color', 'white',
69 'Position', [1 1 0.6*screenSize(3) 0.6xscreenSize(4)],

70 'Visible', 'off', 'DeleteFcn','close(''all''")");

71 moveguil (S.mainWindow, 'center');

72 set(gcf, 'InvertHardCopy', 'off', 'Visible', 'on');

73  S.canvas = axes;

74 % Set the axes invisible so that the interval of interest is available for

75 % function "initializeIVP"

76 set (S.canvas, 'Parent',S.mainWindow, 'HandleVisibility','callback',

77 'Units', 'normalized', 'XLim', [-1 1], 'Interruptible', 'off',

78 'YLim', [-1 1], 'Visible','off',

79 'Position', [0.25 0.1 0.45 screenSize(3)/screenSize(4)*0.45]);

80 1f nargin == 2

81 xCoord = xCoord(:); % enforce xCoord and yCoord to be column vectors
82 yCoord = yCoord(:);

83 S.solution = [xCoord yCoord];

84 end

85
86 %% Create user interface controls for input

87 % Define background color

88 darkgrey = [0.86 0.86 0.86];

89 lightgrey = [0.9 0.9 0.9];

90 % Create control buttons, textboxes and static text fields

91 S.ODESystemPanel = uipanel ('Parent',S.mainWindow, 'FontUnit', 'normalized', ...
92 'Title', 'DE System', 'Units', 'normalized', 'Position',[0.02 0.6 0.2 0.3],
93 'TitlePosition', 'centertop', 'BackgroundColor',darkgrey);

9 systemString = sprintf ('%$s\n%s','dx/dt = f(x,y)','dy/dt = g(x,y)");

95 S.text_ODESystem = uicontrol ('Parent',S.ODESystemPanel, 'Style', 'text',

96 'Units', 'normalized', 'FontUnits', 'normalized', 'FontSize',0.4,

97 'String', systemString, 'Position', [0.05 0.65 0.5 0.31],

98 'HorizontalAlignment', 'left', 'BackgroundColor',darkgrey,

99 'TooltipString', ['<html><font size="5"> The program illustrates ',

100 'the phase portrait <br />of this <b>autonomous<b> system</font></html>']);

o1 S.text_f = uicontrol ('Parent',S.ODESystemPanel, 'Units', 'normalized',

102 'Style', 'text', 'String','f(x,y)=', 'FontUnits', 'normalized',

103 'Position', [0.05 0.4 0.3 0.15], 'HorizontalAlignment','left',

104 'BackgroundColor',darkgrey, 'FontSize',0.8);

105 S.text_g = uicontrol('Parent',S.ODESystemPanel, 'Units', 'normalized',
106 'Style', "text', 'String','g(x,y)="', 'Position', [0.05 0.2 0.3 0.15],
107 'FontUnit', 'normalized', 'BackgroundColor',darkgrey,

108 'FontSize',0.8, 'HorizontalAlignment', 'left');

109 S.edit_f = uicontrol('Parent',S.ODESystemPanel, 'Units', 'normalized',
110 'Style', 'edit', 'String','Provide f(x,y)', 'FontUnit', 'normalized',
11 'FontSize',0.8, 'Position',[0.35 0.4 0.6 0.15],

112 'BackgroundColor', lightgrey, 'TooltipString',

113 ['<html><font size="5" <b>Type</b> the right hand side of the '
114 'first equation of the system</font><br />',

115 '<font size="5" color="red"><b>Note: </b></font><font size="5">"',
116 'see the edit box below</font></html>']);
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S.edit_g = uicontrol ('Parent',S.ODESystemPanel, 'Units', 'normalized',
'Style', 'edit', 'String','Provide g(x,y)', 'FontUnit', 'normalized',
'FontSize',0.8, 'Position',[0.35 0.2 0.6 0.15], 'TooltipString',
['<html><font size="5" <b>Type</b> the right hand side of the '
'second equation of the system</font><br />',

'<font size="5" color="red"><b>Note: </b></font><font size="5">"',
'the callback belonging to this edit box performs<br />',

'the calculation, therefore you must press <b>Enter</b> ',

'here <br />every time the content of the above exit box changes',
'</font></html>"]);

S.drawDirectionField = uicontrol ('Parent',S.mainWindow, 'Style', 'pushbutton',

'String', 'Draw', 'Units', 'normalized', 'FontUnit', 'normalized’',
'FontSize', 0.3, 'Position',[0.02 0.45 0.05 0.1],
'TooltipString', ['<html><font size="5"> <b>Displays</b> the ',
'direction field</font></html>']);

S.clearScreen = uicontrol ('Parent',S.mainWindow, 'Style', 'pushbutton',
'String', 'Clear', 'Units', 'normalized', 'Position', [0.09 0.45 0.05 0.1],
'FontUnit', 'normalized', 'FontSize',0.3,

'TooltipString', ['<html><font size="5"> <b>Clears</b> the entire ',
'axes</font></html>"']);

S.classify = uicontrol ('Parent',S.mainWindow, 'Style', 'pushbutton',
'String', 'Classify', 'Units', 'normalized', 'FontUnit', 'normalized',
'FontSize',0.3, 'Position',[0.16 0.45 0.06 0.11],

'TooltipString', ['<html><font size="5"> <b>Identifies</b> the '...
"type of critical points</font></html>"']);

S.modifyDirectionField = uipanel ('Parent',S.mainWindow, 'Units', 'normalized',

'Title', '"Modify Direction Field', 'Position',[0.02 0.1 0.2 0.25],
'FontUnit', 'normalized', 'TitlePosition', 'centertop');

S.refine = uicontrol ('Parent',S.modifyDirectionField, 'Style', 'pushbutton',
'FontUnit', 'normalized', 'FontSize', 0.7, 'String', 'Refine’,
'Units', '"normalized', 'Position',[0.35 0.6 0.35 0.2],
'TooltipString', ['<html><font size="5"> <b>More</b> line elements',
' are drawn</font></html>']);

S.coarsen = uicontrol ('Parent',S.modifyDirectionField, 'Style', 'pushbutton',
'FontUnit', 'normalized', 'FontSize', 0.7, 'String', 'Coarsen',
'Units', 'normalized', 'Position',[0.35 0.3 0.35 0.2],
'TooltipString', ['<html><font size="5"> <b>Less</b> line elements',

' are drawn</font></html>"']);

%% Create menus

S.FileMenu = uimenu('Parent',S.mainWindow, 'Label','File');

S.FileMenu_saveAs = uimenu('Parent',S.FileMenu, 'Label', 'Save as...');
S.FileMenu_Options = uimenu('Parent',S.FileMenu, 'Label', 'Options...");
uimenu ('Parent',S.FileMenu, 'Label', 'Close’,
'Callback', '"close('"'all"")");
S.HelpMenu = uimenu('Parent',S.mainWindow, 'Label', 'Help');

S.HelpMenu_usage = uimenu('Parent',S.HelpMenu, 'Label', 'Usage',
'Callback', @howtouse) ;

S.HelpMenu_about = uimenu('Parent', S.HelpMenu, 'Label', 'About',
'Callback', @developer) ;

%% Create user interface objects for output

o

Here the characteristics of the equilibrium points are displayed. The
% table is filled in with values when the Classify button is pressed.
columnWidth = cell (1,4);

columnWidth{1l} = 0.08*screenSize(3);

columnWidth{2} = 0.105*«screenSize (3);

columnWidth{3} = 0.03%screenSize(3);
columnWidth{4} = 0.03*screenSize(3);
lightblue = [200 225 255]/255; % RGB colors normalized
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178 S.criticalPoints = uitable('Parent',S.mainWindow, 'Units', 'normalized',6 ...

179 'Position', [0.72 0.1 0.26 0.8],

180 'ColumnName', {'<html><font size="5"> Stability </font></html>"',
181 '<html><font size="5"> Type </font></html>"',

182 '<html><font size="4"> xCoord </font></html>"',

183 '<html><font size="4"> yCoord </font></html>"'},
184 'ColumnFormat', { 'char', "numeric', 'numeric'},

185 'ColumnWidth', columnWidth, 'FontUnits', 'normalized',

186 'ColumnEditable', [false false false false], 'FontSize',0.03,

187 'BackgroundColor',lightblue, 'Visible', 'off');

188
189 %% Create save and load icons
199 S.toolbar = uitoolbar ('Parent',S.mainWindow) ;
191 % This declaration is from the Product Help
192 S.saveFigure = uipushtool ('Parent',S.toolbar, 'CData',...
193 iconRead (fullfile (matlabroot, 'toolbox\matlab\icons\savedoc.mat"')),
194 'TooltipString', '<html><font size="5">Save the current figure</font></html>");
195
196 %% Create callbacks and default options
197 % For better perspicuity most callback functions are declared in a separate
198 % section
S.edit_f, 'Callback', {Qobtain_£f,S});
.edit_g, 'Callback', {Qobtain_g,S}, 'Enable','off');
.drawDirectionField, 'Callback', {@sketchDirfield,S}, 'Enable',6 'off');

199 set
200 set
201  set
202 set (S.clearScreen, 'Callback',{@restoreBlank,S});
203 set(S.classify, 'Callback',{QclassifyPoints,S}, 'Enable',6 'off');
.refine, 'Callback', {@increaseDensity,S}, 'Enable',6 'off'");
205 set
206 set(S.canvas, 'ButtonDownFcn', {@initializeIVP,S});
207 set saveFigure, 'ClickedCallback',@saveDefault);

208 set

S
S
S
S
S
S.coarsen, 'Callback', {@decreaseDensity,S}, 'Enable',6 'off');
S
S
S.FileMenu_saveAs, 'Callback',@saveAs);

S

(
(
(
(
(
204 set (
(
(
(
(
200 set (S.FileMenu_Options, 'Callback', {@options,S});
210

211 % Save the default settings for options

212 optionsStruct.timeSpan = 100;

213 optionsStruct.solverType = 'ode4d5';

214 optionsStruct.lineStyle = '-';

215 optionsStruct.lineWidth = 0.5;
216 optionsStruct.Color = 'red';
217 optionsStruct.Marker = 'none';

218 optionsStruct.Abort = 1;

219 % Save the structure as a .mat file that can be loaded from MATLAB R8 or later
220 save ('options.mat', 'optionsStruct', '-v6');

221

222

223 end % main function ends here

224

225

26 %% Create Options submenu

227 function options (varargin)

o

228 Open Options GUI where you can adjust several settings

229 S = varargin{3}; % get the structure

230 % Initialize main figure and axes

231 S.0ptionsGUI = figure;

232 set (S.OptionsGUI, 'Resize','off', 'MenuBar', 'none', 'NumberTitle',6 'off',

233 'Name', 'Options', 'Units', 'pixels', 'Color', 'white', 'Visible', 'off');
234 moveguil (S.0OptionsGUI, 'center');

235 set (S.OptionsGUI, 'Visible', 'on');

236 % Define background color

237 darkgrey = [0.86 0.86 0.86];

238 lightgrey = [0.9 0.9 0.9];
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% Create control buttons, textboxes and static text fields
S.OptionsSolverPanel = uipanel ('Parent',S.OptionsGUI, 'Title', 'Solver',
'Units', 'normalized', 'Position',[0.05 0.6 0.9 0.3],
'TitlePosition', 'centertop', 'BackgroundColor',darkgrey);
S.text_SolverType = uicontrol ('Parent',S.OptionsSolverPanel,
'Units', 'normalized', 'Style','text', 'String', 'Integrator’',
'Position', [0.05 0.68 0.15 0.15], '"HorizontalAlignment', 'left',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey, 'TooltipString',
'<html><font size="5"> Select the numerical solver </font></html>"');
integratorString = {'oded5';'ode23';'odell3';'odelbs"'; 'ode23s"'; 'ode23t'};
S.popup_SolverType = uicontrol ('Parent',S.OptionsSolverPanel,
'Units', 'normalized', 'Style', 'popupmenu', 'String',integratorString,
'Position’', [0.2 0.7 0.15 0.15], 'HorizontalAlignment', 'left',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);
timespanString = {'Timespan';'[0,T], T='};
S.text_Timespan = uicontrol ('Parent',S.OptionsSolverPanel,
'Units', 'normalized', 'Style','text', 'String',6 timespanString,
'Position', [0.05 0.2 0.15 0.3], 'HorizontalAlignment', 'left',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey, 'TooltipString',
'<html><font size="5"> Set the integration timespan </font></html>"');
S.edit_Timespan = uicontrol ('Parent',S.OptionsSolverPanel,
'Units', 'normalized', 'Style','edit', 'String','100',
'Position', [0.2 0.2 0.15 0.15], 'HorizontalAlignment', 'center',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',lightgrey);
S.text_Abort = uicontrol ('Parent',S.OptionsSolverPanel,
'Style', '"text', 'String','Stop integration after 5 seconds',
'Units', 'normalized', 'Position',[0.5 0.68 0.4 0.15], 'FontSize',b10,...
'HorizontalAlignment', 'left', 'BackgroundColor',darkgrey,

'TooltipString', ['<html><font size="5">Stop the solution process ',

'after 5 seconds <br /> and return the solution calculated so far</font></html>']);

S.check_Abort = uicontrol ('Parent',S.OptionsSolverPanel,
'Style', 'checkbox', 'Units', 'normalized', 'Value',1l,

'Position', [0.92 0.68 0.03 0.15], 'BackgroundColor',darkgrey);

S.OptionsLinePanel = uipanel ('Parent',S.OptionsGUI, 'Title','Line Style',
'Units', 'normalized', 'Position',[0.05 0.2 0.9 0.3],
'TitlePosition', 'centertop', 'BackgroundColor',darkgrey);

S.text_LineStyle = uicontrol ('Parent',S.OptionsLinePanel,

'Units', 'normalized', 'Style','text', 'String', 'LineStyle’',
'Position', [0.05 0.68 0.15 0.15], '"HorizontalAlignment', 'left',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);

lineStyleString = {'solid'; 'dash'; 'dot'; 'dash-dot'; 'none'};

S.popup_LineStyle = uicontrol ('Parent',S.OptionsLinePanel,

'Units', 'normalized', 'Style', 'popupmenu', 'String',lineStyleString,
'Position', [0.2 0.7 0.15 0.15], 'HorizontalAlignment', 'left',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);

S.text_LineWidth = uicontrol ('Parent',S.OptionsLinePanel,

'Units', 'normalized', 'Style','text', 'String', 'LinewWidth’',
'Position', [0.05 0.18 0.15 0.15], '"HorizontalAlignment', 'left',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);

lineWidthString = {'0.5";'2"';'3";'5"};

S.popup_LineWidth = uicontrol ('Parent',S.OptionsLinePanel,

'Units', 'normalized', 'Style', 'popupmenu', 'String',lineWidthString,
'Position', [0.2 0.2 0.15 0.15], 'HorizontalAlignment', 'left',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);

S.text_Color = uicontrol ('Parent',S.OptionsLinePanel,
'Units', 'normalized', 'Style','text', 'String', 'Color’',
'Position', [0.69 0.68 0.11 0.15], 'HorizontalAlignment', 'left',
'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);

colorString = {'red'; 'green'; 'blue'; 'magenta'; 'cyan'; 'black'};

S.popup_Color = uicontrol ('Parent',S.OptionsLinePanel,
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300 'Units', 'normalized', 'Style', 'popupmenu', 'String', colorString,

301 'Position', [0.8 0.7 0.15 0.15], 'HorizontalAlignment', 'left',
302 'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);

33 S.text_Marker = uicontrol ('Parent',S.OptionsLinePanel,

304 'Units', 'normalized', 'Style', 'text', 'String', 'Marker’',

305 'Position', [0.69 0.18 0.11 0.15], 'HorizontalAlignment', 'left',
306 'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);

307 markerString = {'none';'+';'o';'x'; . 'k ;s ;A "p;'h )

308 S.popup_Marker = uicontrol ('Parent',S.OptionsLinePanel,

309 'Units', 'normalized', 'Style', 'popupmenu', 'String',markerString,
310 'Position', [0.8 0.2 0.15 0.15], 'HorizontalAlignment', 'left',
311 'FontSize',10, 'BackgroundColor',darkgrey);

312

313 S.saveSettings = uicontrol ('Parent',S.OptionsGUI, 'Style', 'pushbutton',

314 'Units', 'normalized', 'Position', [0.85 0.1 0.1 0.05],

315 'String', 'Save', 'Callback', {@saveOptions,S}, 'TooltipString',
316 '<html><font size="5"> Save settings </font></html>");

317 end

318

319 function saveOptions (varargin)

320 S = varargin{3}; % get the structure

21 optionsStruct.timeSpan = str2double (get (S.edit_Timespan, 'String'));
32 value = get (S.popup_SolverType, 'Value');

323 integratorString = {'oded5';'ode23';'odell3';'odelbs'; 'ode23s"'; 'ode23t'};
324 optionsStruct.solverType = integratorString{value};

325 value = get (S.popup_LineStyle, 'Value');

326 lineStyleString = {'-'";'-——";"':';"'"—.";"none'};

327 optionsStruct.lineStyle = lineStyleString{value};

28 value = get (S.popup_LineWidth, 'Value');

329 lineWidth = {0.5;2;3;5};

330 optionsStruct.lineWidth = lineWidth{value};

331 value = get (S.popup_Color, 'Value');

332 colorString = {'red';'green'; 'blue'; 'magenta'; 'cyan'; 'black'};

333 optionsStruct.Color = colorString{value};

334 value = get (S.popup_Marker, 'Value');

1 Tt 1o

335 markerString = {'none';'+';'0';"x"; " 'x"; s ;A 'p"; "h' ),
336 optionsStruct.Marker = markerString{value};

337 optionsStruct.Abort = get (S.check_Abort, 'Value');

333 % Save the structure as a .mat file that can be loaded from MATLAB R8 or later
339 save ('options.mat', 'optionsStruct', '-ve');

30 end

341

342 %% Define callback functions

43 function obtain_f (varargin)

34 S = varargin{3}; % get the structure

45 set(S.edit_g, 'Enable','on');

36 end

347

ug function obtain_g(varargin)

39 S = varargin{3}; % get the structure

350 eq_g = get(S.edit_g, 'String');

351 eq_f = get(S.edit_£f, 'String');

352 % Both equations are available now, solve them symbolically

353 if isfield(S, 'solution') % if the user provided the solution, use it

354 xSol = S.solution(:,1);

355 ySol = S.solution(:,2);

356 structure.xSol = xSol; structure.ySol = ySol;

357 lastwarn(''); % up to now there is no warning

358 structure.warning = lastwarn;

359 else

360 lastwarn(''); % reset lastwarn to indicate warning of "solveSystem"
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solution = solveSystem(eq_£f,eq_g);
% Obtain the warning message when the solve command fails to provide an
% explicit solution
if isempty(lastwarn)
xS0l = solution.x; ySol = solution.y;
structure.warning = lastwarn;
structure.xSol = xSol; structure.ySol = ySol;
else
structure.warning = lastwarn;
end
end

set (S.edit_g, 'UserData',structure);

set ([S.drawDirectionField, S.classify], 'Enable','on');
end
function pointType = classifyPoints (varargin)

o

% Calculate the Jacobian to linearize the system and classify the critical

o

% points

S = varargin{3}; % get the structure
data = get (S.edit_g, 'UserData’);
eq_g = get(S.edit_g, 'String');

eq_f = get(S.edit_£f, 'String');
Jacobian = computedac(eq_f,eq g);

if isempty(data.warning)

xSol = data.xSol; ySol = data.ySol;
nroSolution = numel (xSol);

syms x y;

J = zeros(2,2,nroSolution);
pointType = cell (nroSolution,4);

o

% Determine the Jacobian at the critical points

for k = l:nroSolution
J(:,:,k) = subs(Jacobian, [x,y], [xSol (k) ySol(k)]1);
eigenValues = eig(J(:,:,k));

o

% Perform the classification in view of the eigenvalues
pointType{k,3} = eval (xSol(k));
pointType{k,4} = eval(ySol(k));

o

% If the solver could find a solution then he Jacobian matrix can
% not be singular

if isequal (eigenValues (1l),eigenValues(2)) % repeated eigenvalues
if isequal(J(:,:,k),diag(eigenValues))

if eigenValues(l) > 0

pointType{k,1} = 'unstable';
pointType{k,2} = 'star node';
else
pointType{k,1l} = 'asymp. stable';
pointType{k,2} = 'star node';
end
else

if eigenvValues(l) > 0

pointType{k,1} = 'unstable';

pointType{k,2} = 'degenerate node';
else

pointType{k,1l} = 'asymp. stable';

pointType{k,2} = 'degenerate node';

end
end
else % distinct eigenvalues
if isreal (eigenValues)
if eigenValues (l)xeigenValues(2) < 0 % opposite sign
pointType{k,1l} = 'unstable';
pointType{k,2} = 'saddle';
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else % same sign

if eigenvalues(1l) > 0

pointType{k,1l} = 'unstable';
pointType{k,2} = 'source node';
else % negative eigenvalues
pointType{k,1l} = 'asymp. stable';
pointType{k,2} = 'sink node';

end
end
else % complex eigenvalues
if real (eigenValues) ==
pointType{k,1l} = 'stable';
pointType{k,2} = 'center';

else % non-zero real part

if eigenvValues(l) < 0

pointType{k,1l} = 'asymp. stable';

pointType{k,2} = 'spiral sink';
else

pointType{k,1l} = 'unstable';

pointType{k,2} = 'spiral source';

end
end
end
end
end
elseif isequal (Jacobian, zeros (2,2))
% If we provide f(x,y)=9g(x,y)=0, the Symbolic Math Toolbox returns with

% a warning: "Could not extract individual solutions. Returning a MuPAD

% set object."

pointType{l,1} = 'unstable';
pointType{l,2} = 'everywhere fixed';
pointType{l,3} = "'';

pointType{l,4} = '';

elseif strcmp(data.warning(l1:13), 'The solutions')
% Assume that "Warning: The solutions are parametrized by the symbols:"
% warning message occurred during the solution of a linear system,
% which means that the Jacobian matrix is the coefficient matrix and is
% singular.
if ~isempty (get (S.drawDirectionField, 'UserData'))
structure = get (S.drawDirectionField, 'UserData');
structure.warning = true;
set (S.drawDirectionField, 'UserData', structure)
end
eigenValues = eig(Jacobian);
pointType{l,2} = '';
pointType{l,3} = '';
if isequal (eigenValues, zeros(2,1)) % both eigenvalues are 0
pointType{l,1} = 'unstable';
else $ only 1 eigenvalue is O
if eigenValues (eigenvValues~=0) < 0 % extract the non-zero eigenvalue
pointType{l,1} = 'stable';
else $ the other eigenvalue is positive
pointType{l,1} = 'unstable';
end
end
pointType{l,2} = 'line of equilibria';
else
% Other type of warning
warningstring = {'A warning occurred during the symbolic solution';...
'of the system. Perhaps the Maple kernel could';...

'not find an explicit solution. Classification ';
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483 'can not be performed.'};

484 warndlg (warningstring);
485 pointType = {'', 'Warning occurred','','"};
486 end

47 set(S.criticalPoints, 'Visible', 'on', 'Data',pointType);

488 end

489

490 function sketchDirfield(varargin)

491 [handle S] = deal(varargin{[1;3]}); % get the calling handle and structure

o

42 % Check if a former direction field is on screen (important if we modified
493 % the density because failing this, the two fields would overlap each other)
494 formerData = get (S.drawDirectionField, 'UserData');

495 1f ~isempty (formerData) % check if formerData exists or not

496 if ishandle (formerData.quiverHandle) % check if quiverHandle exists or
497 delete (formerData.quiverHandle); % not (important for the first

498 end % button press when quiverHandle does not exist, so there is

499 % nothing to delete

500 end

500 equilibriumPoints = get (S.edit_g, 'UserData');

500 1f ~isempty(equilibriumPoints.warning)
503 x = =2:0.2:2;
= -2:0.2:2;

Do not enable the density controls because they would not provide

504

=

o

505

o

506 more information about the phase portrait.

507 set ([S.refine, S.coarsen], 'Enable','off');

s08 else

509 xS0l = eval (equilibriumPoints.xSol);

510 ySol = eval (equilibriumPoints.ySol);

511 structure.plotCriticalPoints = line(xSol,ySol);

512 set (structure.plotCriticalPoints, 'Marker', 'o', 'MarkerSize',38,
513 'MarkerFaceColor', 'black', 'LineStyle', 'none'); hold on;
514 nInterval = 20;

515 xInterval = [min(xSol)-2 max (xSol)+2];

516 yInterval = [min(ySol)-2 max(ySol)+2];

517 structure.xInterval = xInterval;

518 structure.yInterval = yInterval;

519 x = linspace (xInterval(l),xInterval (2),nInterval);

520 y = linspace (yInterval(l),yInterval (2),nInterval);

521 structure.nInterval = nInterval;

522 set (S.canvas, 'XLim',xInterval, 'YLim',yInterval,

523 'XLimMode', 'manual', 'YLimMode', 'manual');

524  end

525 % With the use of "matlabFunction" the user does not need to rewrite the

o

52 % function to be plotted by hand

527 eq_g = get(S.edit_g, 'String');

528 eq_f = get(S.edit_f, 'String');

529 equation = matlabFunction (sym(eq_g)/sym(eq_£f));

o

53 % If a constant function is returned, the function handle does not contain

o

531 % the independent variables. However the "dirfield" function needs it.

532 1f isempty(strfind(func2str(equation), ',')) % search for a , representing
533 equation = func2str (equation); % (x,V)

534 closePar = strfind(equation,')"'); % find ")" in the string

535 equation = horzcat ('@ (x,y)',equation(closePar+l:end));

536 equation = str2func(equation);

537 end

533 % A handle to the quiver plot is needed so that it can be deleted when a

539 % new quiver plot is displayed. An other method would be: set (S.canvas,

540 % 'NextPlot', 'replacechildren') and set the critical points and the
541 % integral curves to 'HandleVisibility', 'off'

542 structure.quiverHandle = dirfield(x,y,equation);

o

543 % FIXME: after this line sometimes get (S.canvas, ButtonDownFcn) = []
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set (structure.quiverHandle, 'Color', 'blue', 'AutoScaleFactor',0.9);
set (handle, 'UserData', structure) ;
if isempty(equilibriumPoints.warning)
% Since the phase portrait is drawn, enable the density controls
set ([S.refine, S.coarsen], 'Enable',6'on');
end
% Set the axes visible because now the interval of interest is available
% for function "initializeIVP"
set (S.canvas, 'Visible','on');

end

function restoreBlank (varargin)

o

% Clears axes and make Refine and Coarsen buttons unclickable.
S = varargin{3}; % get the structure

cla;

set ([S.refine, S.coarsen], 'Enable','off');

end

function increaseDensity (varargin)
% Functions "increaseDensity" and "decreaseDensity" get the necessary data
% from a structure stored in the UserData field of "sketchDirfield"

S = varargin{3}; % get the structure

dataFromdrawDirectionField = get (S.drawDirectionField, 'UserData');

xInterval = dataFromdrawDirectionField.xInterval;
yInterval = dataFromdrawDirectionField.yInterval;
nInterval = dataFromdrawDirectionField.nInterval + 2;

delete (dataFromdrawDirectionField.quiverHandle) ;

x = linspace (xInterval (1),xInterval (2),nInterval);
y = linspace (yInterval (1l),yInterval (2),nInterval);
structure.nInterval = nInterval;

o

% Since the nInterval field of the structure changes, we must overwrite the

o

% elements of UserData, therefore the other - unchanged - data must also
% be adjusted

structure.xInterval = xInterval;

structure.yInterval = yInterval;

eq_g = get(S.edit_g, 'String');

eq_f = get(S.edit_£f, 'String');

equation = matlabFunction (sym(eq_g)/sym(eq_£f));

structure.quiverHandle = dirfield(x,y,equation);

set (structure.quiverHandle, 'Color', 'blue', 'AutoScaleFactor',0.9);

set (S.drawDirectionField, 'UserData', structure);

end

function decreaseDensity (varargin)

% Similar to "increaseDensity".

S = varargin{3}; % get the structure
dataFromdrawDirectionField = get (S.drawDirectionField, 'UserData');
xInterval = dataFromdrawDirectionField.xInterval;
yInterval = dataFromdrawDirectionField.yInterval;
nInterval = dataFromdrawDirectionField.nInterval - 2;
delete (dataFromdrawDirectionField.quiverHandle) ;

x = linspace (xInterval (1),xInterval (2),nInterval);

y = linspace (yInterval (1l),yInterval(2),nInterval);
structure.xInterval = xInterval;

structure.yInterval = yInterval;

structure.nInterval = nInterval;

eq_g = get(S.edit_g, 'String');

eq f = get(S.edit_£f, 'String');

equation = matlabFunction (sym(eq_g)/sym(eq_f));
structure.quiverHandle = dirfield(x,y,equation);

set (structure.quiverHandle, 'Color', 'blue', 'AutoScaleFactor',0.9);
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set (S.drawDirectionField, 'UserData', structure);

end

function initializeIVP (varargin)
% Solve and display the associated IVP numerically with the selected solver
S = varargin{3}; % get the structure

load('options.mat'); % load data from Options menu

eq_f = get(S.edit_£f, 'String');

eq_g = get(S.edit_g, 'String');

dataFromdrawDirectionField = get (S.drawDirectionField, 'UserData');

try
xInterval = dataFromdrawDirectionField.xInterval;
yInterval = dataFromdrawDirectionField.yInterval;
catch

% If xInterval does not exist (since the solve command returned an

% error), use this predefined domain

xInterval = [-2 2];
yInterval = [-2 2];
end
set (S.canvas, 'XLim',xInterval, 'YLim',yInterval, 'XLimMode', 'manual',

'YLimMode', 'manual');
selectedPoint = get (S.canvas, 'CurrentPoint');
fHandle = numODE (eq_f,eq_g);
switch optionsStruct.Abort
case 0 % no time limit for numeric integration
opt = []; % use default settings
case 1 % time limit for numeric integration
opt = odeset ('OutputFcn',@stopInt);
end
switch optionsStruct.solverType
case 'odedb5'

% We do not need the argument "t" however MATLAB introduced the

o

ability to use the tilde operator instead of an argument name in

o

R2009b, so we retain "t" for a backward compatibility issue.

[t x] = ode4d5 (fHandle, [0 optionsStruct.timeSpan],
[selectedPoint (1,1) selectedPoint (1,2)], opt); %#ok<+xASGLU>
case 'ode23'
[t x] = ode23(fHandle, [0 optionsStruct.timeSpan],
[selectedPoint (1,1) selectedPoint (1,2)], opt);
case 'odell3'
[t x] = odell3(fHandle, [0 optionsStruct.timeSpan],
[selectedPoint (1,1) selectedPoint (1,2)], opt);
case 'odelbs'
[t x] = odel5s(fHandle, [0 optionsStruct.timeSpan],
[selectedPoint (1,1) selectedPoint (1,2)], opt);
case 'ode23s'
[t x] = ode23s(fHandle, [0 optionsStruct.timeSpan],
[selectedPoint (1,1) selectedPoint (1,2)], opt);
case 'ode23t'
[t x] = ode23t (fHandle, [0 optionsStruct.timeSpan],
[selectedPoint (1,1) selectedPoint (1,2)], opt);
end
munlock ('PhasePlaneAnalysis'); % allow clearing function from memory
clear ('PhasePlaneAnalysis'); % clear function from memory

% Plot the y(x) function and keep the former ones
hold on; line(x(:,1),x(:,2), "Marker', optionsStruct.Marker,
'LineStyle', optionsStruct.lineStyle,
'Color', optionsStruct.Color, 'LineWidth', optionsStruct.lineWidth);

end

function saveAs (varargin)
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prompt = 'Filename (extension recommended)';

dialogTitle = 'Save';
numberOfLines = 1;
defaultAnswer = {'CurrentFigure.bmp'};

fileName = inputdlg(prompt, dialogTitle, numberOfLines, defaultAnswer);
if ~isempty (fileName)
try
set (0, 'DefaultFigurelInvertHardcopy', 'off');

o

saveas (gca, fileName{l}); % somehow it does not save the axes,

o

% 1t captures the whole figure
catch exception $ if an error occurs
if (strcmp(exception.identifier, '"MATLAB:saveas:invalidFilename'))
errorstring = sprintf('%s’,
'You have no writing permission into ', fileName{l});
errordlg (errorstring, 'Error during saving');
else
rethrow (exception) ;
end
end
end

end

function saveDefault (varargin)
% Saves figure to current directory with extension .bmp
saveas (gcf, 'CurrentFigure.bmp');

end

function howtouse (varargin)
% Quick user's guide

message = {'l. Write the function into the editbox near the text f(x,y)="';

'2. Provide function g(x,y) in the same way';

'3. Press button Draw';

'4. Press button Classify';

'5. Modify the density of arrows with Refine and Coarsen, if needed’';

'6. Click on the figure to set the initial values for the IVP';

'which is solved numerically';

'Step 3 and step 4 are interchangeable first time, then there';
'is no specific order at all.';
'To clear the graph, press Clear.'

'To save the figure, click on the save icon. To save it with';
'a different name, push File menu and then Save as...';

'Other settings can be given by selecting File -> Options...';

.
’

'Hold your mouse over an entry to display tooltip help'};
msgbox (message, 'How to use');

end

function developer (varargin)
% About the creator and the terms of use
message = {'Phase Plane Analysis';
'Copyright 2013';
'Zoltan Csati';
'University of Miskolc, Hungary';

LI R
’
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'Use and distribute freely for non-commercial purposes,';
'but give appropriate credit to author Zoltéan Cséati'};
msgbox (message, 'About Phase Plane Analysis');

end

%% Define subfunctions

function sol = solveSystem(f,q)

% Get the string and solve the system

sol = solve (horzcat (f,'=0"),horzcat(g, '=0"),'x","'v");

end

function J = computedac (f,qg)

o

Compute the Jacobian matrix to linearize the nonlinear system

f = sym(f);

g = sym(g);

J = [diff(f, 'x') diff(f,'y');
diff (g, 'x") diff(g,'yv'")]1;

end

%% Define functions for the numerical solution of the system of ODEs
function handle = dirfield(x,y, fund4dirfield)
HANDLE = DIRFIELD (X,Y,EQUATION) creates the direction field at points

o

o

determined by X and Y to the autonomous differential equation system
provided by FUN4DIRFIELD and returns its handle HANDLE.

o

o

Let us take the differential equation system y'=F(x,y) where function

o

F: R x R®n -> R"n. In the neighborhood of (x,y) the system can be

o

described with a line element with slope y'=k where k is the quotient of

o

the opposite(v) and the adjacent (u) sides. Let us choose u to 1. Then

o

v=F(x,y). Here, u and v can be regarded as components of a vector and so

o

we may use MATLAB's quiver function.
[Xmesh Ymesh] = meshgrid(x,y);
v = fun4dirfield (Xmesh, Ymesh) ;

% If function handle fun4dirfield is a scalar, evaluating it at Xmesh, Ymesh

o

results in a scalar value. To have a field, this value must be
% concatenated as a mesh.

if isscalar (v)

v = v*ones (size (Xmesh));
end
u = ones(size(v));
% Set the length of the lines equal for better visualization
L = sgrt(u.”2 + v.”2); % L=norm(velocity,2)

% Return the handle of the quiver plot for later modifications
handle = quiver (Xmesh, Ymesh,u./L,v./L);

o

% Do not show the arrows since the do not represent the time dependency of
% the differential equation system because time is eliminated
set (handle, 'ShowArrowHead',6 'off');

end

function handle = numODE (f, g)
%$NUMODE Given strings f and g, NUMODE transforms them to a function handle.

% NUMODE is a function used for PhasePlaneAnalysis, it can only be used

% for two first order autonomous differential equations like
% x(t)' = £(x(t),y(t)), (1)
5 y(®)' = gx(),y(t)). (2)

o

It is much less flexible than function "odeToVectorField", however it

o

does not need Symbolic Math Toolbox and work for older MATLAB versions.

o

o\

HANDLE = NUMODE (F,G) returns the required function handle HANDLE of the

o

differential equation system (1)-(2) so that the user does not need to

o

edit an external function when the right hand side is changed.
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o

Replace multiplication, division and power with their element-wise form

f = strrep(f, "xx',"'x.x"'"); £ = strrep(f,'yv*",'yv.*x");
g = strrep(g, 'x+x','x.x"); g = strrep(g,'y*','v.x");
f = strrep(f, 'x/','x./"); £ = strrep(f,'yv/','v./");
g = strrep(g, 'x/','x./"'"); g = strrep(qg,'y/","'v./");
f = strrep(f, 'x"','x.""); £ = strrep(f,'v"','v."");
g = strrep(g,'x"','x.""); g = strrep(g,'y"','y."");

o

Replace dependent variables x and y with the first and second element of

o

a new vector, z

cellstring = strrep({f,g},'x"',"'z(1)");

cellstring = strrep(cellstring,'y','z(2)"');

% Perceive the string expression which describes (1)-(2) as a vector

% differential equation

finalString = strcat ('€ (t,z)"',"'[',cellstring{l},"';",cellstring{2},"']");
% Convert the string to the required function handle

handle = str2func(finalString);

end

function status = stopInt (t,y,flag)
$STATUS = STOPINT(T,Y,FLAG) provides a stopping criterion with the required
% syntax for the OutputFcn property in odeset.

% If the solution process takes more than 5 seconds, the solver
% automatically stops and returns the solution calculated to that time.
% See also: OutputFcn

timeBound = 5;
persistent elapsedTime currentTime_old currentTime_new

status = 0;

if isempty(elapsedTime)

time = clock;

minute = time (5);

second = time (6);

initTime = 60+*minute + second;

elapsedTime = 0; currentTime_old = 0; currentTime_new = initTime;
else

time = clock;

minute = time (5);

second = time (6);

currentTime_old = currentTime_new;

currentTime_new = 60+minute + second;

elapsedTime = elapsedTime + currentTime_new - currentTime_old;
end
if elapsedTime >= timeBound

status = 1;

return

end

end

%% Changelog

o

o

verl_0O: First release

o°

% verl_1: - Classification of critical points is done by using the

o

determinant-trace diagram instead of eigenvalues

o\
|

The user does not need to maintain an external function for the

o

numerical solution

o
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verl_2:

ver2_0:

final:

Options menu created to provide different settings
Error handling

Solved the problem when the solve command returned a warning

Options menu amended with linestyle control and a security
option to stop integration during a long process

Options menu need not to be open to use up altered settings
Use .mat file instead of guidata to store and retrieve options
No need for nested function -> backward compatibility

Included HTML-based tooltips and updated help

Instead of (hObject, EventData, varargin), varargin is used in
callback functions

Set fontsize to normalized, now fonts are enlarged when the

window is resized

Eigenvalue-based classification (again)
New column in the output table
Fixed grammar mistakes

Fixed some bugs
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7.2. Az iconRead fiiggvény

1 function cdata = iconRead(filename, guessalpha)

[N}
o

ICONREAD read an image file and convert it to CData for a HG icon.

w
o

4 % CDATA=ICONREAD (FILENAME)

5% Read an image file and convert it to CData with automatic transparency
6 % handling. If the image has transparency data, PNG files sometimes do,
7% the transparency data is used. If the image has no CData, the top left
8 % pixel is treated as the transparent color.

9 %

10 % CDATA=ICONREAD (FILENAME, FALSE)

n % Same as above but supress the usage of the top left pixel for images

2 % with no transparency data. This may require the caller to handle the

13 % transparency explicitly. View the contents of this m-file for an

4% example of how to handle transparency.

b
o

>
o

Example:

3
o\

icon = fullfile (matlabroot, 'toolbox', 'matlab', 'icons', 'matlabicon.gif"');

3
o

19 % uitoggletool('CData',iconread(icon));

o

20

o

21 See also IMREAD.

2

23 % Copyright 1984-2007 The MathWorks, Inc.
24

s if nargin < 2

26 guessalpha = true;

27 end

28

2 [p,f,ext] = fileparts (filename);

30 % if this is a mat-file, look for the varible cdata (or something like it)

31 1f isequal (lower (ext), '.mat")

32 cdata = [];

33 s = whos('-file',filename);

34 for i=1:length(s)

35 if ~isempty(strfind(lower (s (i) .name), 'cdata'))
36 data = load(filename, s (i) .name);
37 cdata = data. (s (i) .name);

38 end

39 end

40 return

41 end

42

4 [cdata,map,alpha] = imread(filename) ;

4 1if isempty (cdata)
45 return;

46 end

47

48 1f isempty (map)

49 if isinteger (cdata)

50 cname = class (cdata);

51 cdata=double (cdata) ;

52 cdata = cdata/double (intmax (cname)) ;
53 else

54 cdata=double (cdata) ;

55 cdata = cdata/255;

56 end

57 else
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59

60

62

63

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

cdata = ind2rgb (cdata,map);

end

if isempty (alpha)
if ~guessalpha
return;

end

% guess the alpha pixel by using the top left pixel in the icon

apl = cdata(1,1,1);
cdata(1,1,2);
cdata(1,1,3);
cdata(:,:,1)

~alpha;

ap2 =
ap3 =
alpha = == apl & cdata(:,

alpha =
end

o

% process alpha data

r = cdata(:,:,1);
r (alpha == 0) = NaN;
g = cdata(:,:,2);
g(alpha == 0) = NaN;
b = cdata(:,:,3);
b (alpha == 0) = NaNj;
cdata = cat(3,r,9,b);

2, 2)

== ap2 & cdataf(:,:,3)

== ap3;
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