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2. Bevezetés

2.1. Motivacio

Dolgozatomban a szamitogépes latas egy eddig megoldatlan problémajaval
foglalkozom: megmutatom, hogyan lehet kalibralt projektiv kamerak segitségével egy
fellleti ponthoz tartoz6 normalvektort megbecsllni, ha a két képen a régid
kozéppontjat és a vetuletik kozotti affin transzformacioét ismerjuk. Erre a problémara
eddig ugyanis szinte kizarélag az epipolaris geometrian alapuldé megoldasok
nyujtottak valamiféle megoldast, pedig a kilénbdzé rekonstrukcids, illetve klaszterezé
eljarasok a normalvektorok pontosabb ismeretében hatékonyabban és

robosztusabban mikodtethetdk.

Fontos szempont még a becsl6 eljaras optimalitasa is, ugyanis valés adatokon
a lehet6 legnagyobb mértékben ki kell kiisz6bdlni, minimalizalni kell a hibat — amely
az adatok pontos ismeretének hianyaban minden esetben lesz; a kiulonb6zé becslési
folyamatok soran is (pl. feature pontok megfeleltetése, affin transzformacié becslése)

hozzaadddik a rendszerhez.

2.2. Normalvektorok becslésének alaplépései

A valos adatokon alapuld tesztek esetén a detektalt feature pontokat [1], és
azok sztereo képparon valdé megfeleltetését [2][3] input adatnak tekintettlik, ugyanis

ezek meghatarozasara mar jo6 néhany jol mikodé algoritmus elérhetd.

Ezzel szemben j6l m(ikéddé és robosztus affin transzformaciot becslé
algoritmusra volt szikség — ezt nem vehettuk input adatnak, hiszen az eljaras
mikodése nagyban flgg az affin transzformacié min6ségétél. Ez az eljaras a

dolgozat egy késbbbi fejezetében kifejtésre kertil.

Az optimalis becsléhoz szikségesek a detektalt és megfeleltetett pontok
haromdimenziés koordinatai is, ezeket a Hartley-Sturm paros altal bevezetett
optimalis (legkisebb négyzetes értelemben) triangulacids eljaras [4] segitségével

szamoljuk ki.



Tehat az alapegyenleteket felhasznalé eljaras Iépései a kdvetkezék:
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1.1 Az alapegyenleteket hasznélo eljaras menete

Az optimalis becsld eljaras Iépései:
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1.2 Az optimalis becsl6 eljaras menete



2.3. Célkitizéseink

Célkitizéslink egy olyan optimalis normalvektor-becslé eljaras elméleti
hatterének megalkotasa, amely a szintetikus teszteken tul robosztusan alkalmazhat6
valos kornyezetben meért adatokon is. Tovabba célkitizések a kés6bbiekben a mar
letisztult algoritmusok GPU-ra valé megirasa — a real time feldolgozas érdekében -,

illetve a kinyert normalvektorok rekonstrukciéban valé alkalmazasa.



3. Elméleti attekintés

3.1. Fotometrikus sztereo

Miota Woodham kitalalta fotometrikus sztereo egy kozkedvelt témakor lett a
szamitogépes latasban. Az elmélet sok tovabbi finomitasa, illetve valtozata jelent
meg az évtizedek folyaman, de itt csak a Woodham altal kidolgozott elméletet
tekintjuk.

A fotometrikus sztereo eljaras f6 koncepcidja, hogy tobb olyan képbdl
hatarozzuk meg a felllet iranyultsagat (a fellleti normalist), ahol a kamera pozicidja
fix, de a megvilagitast valtoztatjuk. Altalanos esetben ilyenkor nincs informéacionk se
a kamerardl, se a fényforrasrol, se a visszaver6 fellletrél. Természetesen ebben az
esetben a fellleti normalist nem lehet pontosan meghatarozni, tehat megkotéseket

kell tennunk a kornyezetre vagy a feluletre a preciz eredményekért cserébe.

A legaltalanosabb megkotés, hogy a kamera és a fények kalibraltak, illetve a
felulet Lambert-féle felllet. Ekkor a feltleti normalisok kdonnyen szamolhatok egy
linearis egyenletrendszer megoldasaval. Az ennél komplexebb BRDF-el rendelkezd

fellletek a problémat sokkal bonyolultabba tehetik.

3.2. SIFT Feature detektor

Scale-invariant feature transform (vagy SIFT) egy algoritmus a képi jellegzetes
pontok detektalasara és leirasara. Az algoritmus David Lowe altal lett publikalva
1999-ben. Sok eljaras felhasznalja milkodése folyaman, példaul: objektum

felismerés; robotikaban a térképezeés, illetve navigacid; 3D modellezés; stb.

Az alapkoncepcio, hogy minden objektum, illetve képi jellemzd pont leirhatd
ugynevezett feature descriptor’-ok segitségével. Fontos szempont ekkor, hogy ezek
a meghatarozott deszkriptorok egymassal kdnnyen 6sszehasonlithatéak legyenek,
illetve robosztus legyen skalazasra, zajra és illumacio-valtozasra. Sok pont nagy
kontrasztu régioknal jelenik meg, példaul objektum élei mentén.



Fontos tulajdonsag még ezeket felll, hogy az parok kozti relativ tavolsag ne,
vagy csak minimalis meértékben valtozzon az elsé képen detektalthoz képest.
Altalanos esetben a SIFT detektor nagy mennyiségii feature pontot talal, amiket

aztan kulénb6z6 szempontok szerint (illesztési hiba, stb.) kiszdr. [8] [9]

3.3. SURF Feature detektor

A SURF (Speeded Up Robust Features) egy Herbert Bay altal kidolgozott
robosztus feature detektor, amit a tudomany sok teruletén alkalmaznak: gépi latas,
objektum felismerés, 3D rekonstrukcio. Részben SIFT deszkriptorokra épulé
deszktriptorokat hasznal. A SURF egy altalanos valtozata néhanyszor gyorsabb, mint

a SIFT algoritmus, és robosztusabb a kulonb6zd képi transzformacidkra. [10]

3.4. KLT feature tracker

A Kanade—Lucas—Tomasi (KLT) feature tracker egy olyan megoldas a feature
regisztracids problémara, ami az tradicionalis megoldasoknal sokkal kisebb szamitasi
koltséggel, illetve robosztusabban mikodik. A KLT a térbeli intenzitas informacidk

segitségével keresi a legjobban illeszkedd part. [5] [6] [7]

3.5. lterative Multi-View Plane Fitting

Ezen algoritmus alapkoncepcidja, hogy sztereo képparon proébalja
meghatarozni az egyes detektalt feature pontokhoz a hozzajuk legjobban illeszkedé
sikot. Ezt kétdimenzids projektiv leképezések (homografia) meghatarozasanak

segitségével. [11]

3.6. A surface-growing approach to multi-view stereo

reconstruction



Ez az algoritmus alapvetéen egy régid-ndvesztéses technikaval megkapott
siklemezekbdl torténd rekonstrukcios eljarast vazol fel. Az eljaras addig tart, amig a
kép teljes egésze le nincs fedve lemezekkel. Ekkor tovabb finomithatéak a régiokra

vonatkozo informacidk (pl. normalvektor, 3D-s pozicio). [12]



4. A normalvektor becslo

A Molnar Jozsef altal bevezetett alapegyenletek két kalibralt kamera esetén
(az i. index jelen esetben nem az i. derivaltra, hanem az i. képindexre vonatkozik) a

kovetkezok.

IV.1 Vetités sztereo képparra.

4.1. Definiciok és jelolések

A szintér a haromdimenzios euklideszi tér: R3, aminek ijk legyen az

egymasra kolcsondsen merbleges standard bazisa, és X,Y,Z-vel jeldljuk a



térkoordinatakat. Az objektumok legyenek fellletlikkel reprezentalva. Ezekrdl jelen

esetben paraméteres formaban beszéllunk:

X,Y,Z:R?* > R3

wv ER V.2
S(w,v) =X, v)i+ YW, v)j +Z(u,v)k

Itt az X,Y,Z fuggvények a megdfelel6 térkoordinatakra képzik le az u,v
paramétereket.0 A vetitési figgvény (S) ekkor a felllet minden (u,v) pontjahoz egy
[X,Y,Z]T térkoordinatat rendel. Ekkor az i. vetitési fliggvény altalanos alakja:

X',y iiR3 >R

x;, Vit R? > R v
x; = x1|(X(w,v), Y (w,v), Z(w,v)) = x;(u,v)
Vi = y,i(X(ul 17), Y(u: v),Z(u, 17)) = yi(u' 17)

Ekkor feltesszik, hogy a felilet megfigyelt pontja koruli kicsiny nyilt
koordinatakdrnyezet képei is léteznek a vetilleteken. Ez a flggvények
differencialhatosaganak a feltétele, illetve feltesszik a vetitési fuggvényekrdl, hogy
minden (u, v) pontban létezik inverzik.

4.2. Képrészletek megfeleltetése

Ekkor az egyenletekkel adott fUggvényeket (u, v)-ben sorba fejthetjuk. Innentdl
kezdve az i,j index a kilénb6z6 képek indexei. A sorbdl csak az elsérendl tagokat
tartjuk meg. A megfigyelt pont koruli differencialok ekkor:

dx; = x;(u + du,v + dv) — x;(u, v) V.4

dy; = yi(u + du,v + dv) — y;(u, v)

10



Ahol adott egy haromdimenziés objektum felllete,

IV.5: (u,v)-vel paraméterezett fellilet

illetve annak két kilonboz6 vetllete.

IV.6.: Els6 vetlilet IV.7.: Masodik vettilet

Ebben az esetben ha els6é rendben kozelitjlk a differencialok, akkor
megkapjuk a

d axi le-

Xi| su  ov |[du] _ . du

d}’i] B A7 [dv] =Ji [dv V.8
su  6v



egyenletet (J € R?*? a Jakobi matrix). Ezentul hagyjuk el a = jelet, legyen helyette

egyenléség. Kifejezve innen [ZZ]t adaédik, hogy

IV.9
[ ] Ji dyl]
Ezt behelyettesitve a masodik vetllethez tartoz6 egyenletbe
dx;
] i Ji 7t ] IV.10

A megjelend A;;(,J; J;~1) € R?*? matrixot nevezziik ezentul affin transzforméacionak.

Tehat a

dxf] —A.. dxi] V.11
dJ’j Y ldy;
egyenlet adédik. Ennek az A;; transzformacios matrixnak a komponensei jelenleg
paraméteres formaban adottak, célunk, hogy invarians formaban adjuk meg 6&ket.
Ehhez figyelembe kell venni, hogy a (IV.3) vetitési fliggvények a felllet pontjainak
térkoordinatai (IV.2) szerinti dsszetett flggvények, igy a differencialoperatorok kdzott
egy tetszéleges f fuggvényre alkalmazva a kdvetkez6 dsszefliggés all fenn:
Sf 6X6f 6Y6f SZSf _ 5, A
Su_ SudX  SudY  SudZ f
8f O6X58f 8YSf 6z8f V12
=5, * Af
Sv 6véX  SvéY  SvéZ
fe{xux, vy}
Az igy adddo J;, J; komponensek:
_ [Su *Ax; S, * Axi]
o= sy by Syx by, V.13
Sy xAx; Sy, * Ax; V14

]j = Su *ij Sv *ij]

. . . _ Q11 Qq2
Ezeket az Osszeflggéseket behelyettesitve az [1V.10-be az AU—[ ]

az1 Qz2
komponensei igy adédnak:

12



det(]i) = (Su * Axi)(sv * Ayi) - (Sv * Axi)(su * Ayi)
L e
dy] jJi dyl det(]l) S * Ay] S‘U * Ay] S * Ayl S * Axl dyl
()

@11 = gags * [(Su = 8) Sy * Ay) = (S, * Ax)(Su * A7) ]

1

%z = m *[- (Su * ij)(sv * Ax;) + (Sv * ij)(Su * Ax;) |

V.15
ayy = dt(ll % [(Sy * Ay; ) (Sy * Ayy) = (Sy * Ay;) (S, * Ay;) ]

1

a2 = Zot0 [- (Su * Ay;) (S, * Ax;) + (S, * Ay;)(Sy, * Ax;) ]

Ez és az Osszes komponens felirhatdo a fellilet normal egységvektoraval, igy a

determinans atalakitasa:

(S * Ax) (Sy * Ay;) — (Sy * Ax) (Sy * Ay;) =

Ax; * (SySy) * Ay — Ax; * (SySy,) * Ay =

—Ax; * (5,8, — SyuS,) * Ay; = IV.16
—Ax; * Ny * Ay; = —|N| * |Ax;nT Ay,

neRrs

a,, atalakitasa:

(Su * ij)(sv * Ay;) — (Sv * ij)(Su *Ay;) =
Axj * (S Sy) * By — Ax; * (SpSy) * Ay; = V.17
_ij * (SySy — SuSy) * Ay, =

—Ax; * Ny % Ay; = —|N| * |Ax;n" Ay

neRrs

13



a,, atalakitasa hasonléan
—Ax; * Ny * Ax; = —|N| * |Ax;nT Ax;|
n e R3
a,, atalakitasa hasonldan
—Ay; * Ny * Ay; = —|N| * |Ay;nTAy;|
n e R3
a,, atalakitasa hasonléan
—Ax; * Ny * Ay; = —|N| * |Ax;nT Ay;|
n € R3
Tehat az atalakitasok utan adodik, hogy
[|AxnTAy;|  |AxnTAx;|]
a1 a12] _ ! |Ax;nT Ay |AxinTAyi||

] |aynTAy;|  |AxnTAy;||
|Ax;nT Ay;]| |AxinTAyi|J

Aij - [a21 az,

)

|AxnAy;|  |AxinAx;| alz]

az;

] = 1axinAy| [,
|ijnAyi| |Axinij | az1

4.3. Gyorsbecsld

Feltételezések:

1. A;; komponensei ismertek. Ezek az affin transzformaciot becsl6 eljarasbol
adodnak.
2. A;; matrix rangja 2.

3. A gradiensek ismertek a vizsgalt pontok kérnyezetében.

14
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Kiegészitve ezt azzal a kritériummal, hogy normalvektor hossza egységnyi (

In| = 1(= yn2 +n,2+n,2) ) ez egy talhatarozott

Atrendezve az egyenletet adodik

n'(Ay; X Ax;) nT(Ax; X Ax;)
nT(Ayi X Ay]) nT(Ay] X Axl) B

A 2. feltételezésbdl kovetkezik, hogy a sorok, illetve oszlopok linearisan fuggetlenek
egymastol, ezért a sorok, vagy oszlopok komponenseinek egymassal val6é osztasaval

kiejthetjik a k6zos szorzot. Ezt a miiveletet haromféleképpen tehetjik meg

1.
n'(Ay; x Ax;)  ay
nT(Ay; X Ax;) Qa2
n'(Ay; x Ax;)  ayy
nT(Ay; X Ax;) @21
2.
n'(Ay; x Ax;))  ay
nT(Ay; x Ay;) T an
n'(Ax; X Ax;)  aqy
nT(Ay; x Ax;)  ap
3.

n’(Ay; x Ax;) _an

a1
= n'(Ay; X Ax)) [a21

azq

nT (Ax; X Ax;) " ag,

n' (Ay; X Ay)) _ Gz

n’(Ay; X Ax;) Ay

A kovetkezd levezetés mind a harom esetben ugyanazon lépésekbdl all, ezért csak

az 1. esetre irom le:

az,n” (Ay; X Ax;) — ayyn" (Ay; x Ax;) =0
azn”(Ay; X Ax;) — appn" (Ay; x Ax;)) =0

)

nT[azz(Ayi X AXJ) — all(ij X A.Xl')] =0

15
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n’[a,; (Ay; % ij) — alz(ij X Ax;)] =0

Tehat van két egyenletink (IV.26), hogy meghatarozzuk n-et, ami meréleges kell

legyen erre a két megadott vektorra:
p = ay(Ay; X Ax;) — ay; (Ay; X Ax;)
q = a21(Ayi X Ax]) - alz(ij X Axl)
V.27

U

_pXxq
n=
lp X q

4.3.1. Specializacié perspektiv kamerara

Kalibralt perspektiv kamera [13] esetén adott a kamera projekcios matrixa, ami

tartalmazza a bels6 paramétereket, illetve a rotaciot, transzlaciot:

PO = K@ 4 (R(i)lT(i)) = |m, T 21D P pys® p,, @ Iv.28

7T1(i)T‘ [Pn(i) Plz(i) P13(i) P14(i)
1-[3(1')T p31(i)

P32(i) P33(i) P34(i)
i €{1,2}

Egy adott V vektor homogénkoordinatas alakja V' =[x Y Z 1]7. A projekcid

specialis formaja ekkor racionalis figgveny:

DTV’ _ P11 DX +pOY +pi3 D7 +py, Y

ComsOTV py DX +p3OY + p33DZ + ps, @
. . , . , V.29
OV o OX +pp VY +pps V7 4 ppu®
i 3TV p3i OX + p3, OY + p33OZ + p3, @
i €{1,2}
Vezessiik be a s; = m3 PV’ kifejezést. Ekkor az x képkoordinatara:
6X'l' 1 , 1 , . 1 , .
oy Oy D OTyr = Z D — . @Dy,
5X s, P11 5.2 b317'T 5; (P11 P31-%;) V.30

16



5xi_1 0 _ 1

W—S—ilﬂu
ox 1 @_1
57 SiP13

i €{1,2}
Az y képkoordinatara:

6:)71' 1

. ) 1 ' '
;2 ps W, DTV = S, (P12® — p32Px))
t l

. ) 1 ' '
s5;2 pss W OV = S, (P13® — p33Px))
t l

) 1 . ) 1 . .
X = —P21(l) - S?Pmmﬂz(OTV' = S_z (P21(l) - P31(l)}’i)

Si

A @ _
5Y s P22
A @ _
57 s P23

i €{1,2)

Ezek az egyenl6ségek (1V.30, IV.31) a linearis vetités formulai. A gradiensek
csak a projekcios matrix baloldali 3 x 3-as részmatrixat hasznaljak. Ezeket az
eredményeket felhasznalva latszik, hogy a skala faktorok (s;) kiesnek az
egyenletekbdl. Ezzel a k6zods skalafaktorral felszorozva hasznalhatjuk a skalazott

vektorokat is (P = s;s,p Q = s;5,q9) a normalvektor meghatarozasahoz. Ekkor az

alabbi formaban adédik a normalvektor:

P = [a;,5:5,(Ayq X Ax3) — a11515,(Ay, X Axq)]

Q = [a31515,(Axy X Axq) — a12515,(Ay, X Ay;)]

U
PXxQ
"TiPxq]
A teljesség kedvéért:
P21t — P31V P11% — P31°X;

P212 - P312}’2

) ) 1 ) .
_2p32(l)ﬂ2(l)TV' = (Pzz(l) - P32(l)Yi)
Si Si

. ) 1 ) .
_2p33(l)ﬂ2(l)TV' =—- (P23(l) - P33(l)Yi)
Si Si

1 1
P11 — P31 X1

_ 1 1 2 2 2 2 1 1
P = ay; |p22” — P32 V1| X |P12” — P32“X2| — Q11 |P22” — D32°Y2| X [P12” — P32 X1

1 1 2 2
P23" — P33 Y1 P13~ — P33 X2
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P232 - P332}’2

1 1
P13~ — P33 X1

V.31

V.32

V.33



—P31 xz —p31 X1 —P31 }’1 —P31 V2
Q =ay P12 — D32 xz X P12 — p32xy | — A, pzz — P32 3’1 X p12 —P3223’2
— P33 xz P331x1 — P33 3’1 P332)’2

Itti € {1,2} esetben az (x;,y;) képkoordinatak az affin régidk centroidjait jeldlik.
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4.4. Pontositas

Ettdl a résztél kezdédik az én munkam. Tovabbhaladva az el6z6 fejezetben

ismertetett eljarassal a normalvektorok becslésének két modja valik nyilvanvaléva:

1. Vektor becslése ismert mélység (s;) segitségével (3.5-0s fejezet).

2. Vektor becslése ismeretlen mélység (s;) segitségével (3.6-0s fejezet).

4.5. Ismert mélység (s;) esetén

Az s; = 13OV = p3y DX + pa, OY + p3s D7 + ps, D projekcios mélységi értéket
abban az esetben tudjuk kiszamitani, ha ismert a projekcidés matrix, illetve a pontok
haromdimenzids koordinatai is. Két kép - sztereo probléma — esetén a megfeleltetett
pontok haromdimenzios koordinatainak Kiszamitasara megfelel6 a
képfeldolgozasban ismert Hartley-Sturm triangulacios eljaras [4], ami legkisebb

négyzetes értelemben optimalis megoldast ad erre a problémara.

Azt feltételezzilk, hogy az affin paraméterek zajosak, de a projekcids
matrixokat pontosan ismerjuk, akkor az alapegyenletekre az optimalis becslét olyan
modon allitiuk el6, hogy a normalvektorokra nézve minimalizaljuk az affin

paraméterekre kiszamitott hibat.

[nT * (Ay; X Axy) nT = (Ax, X Ax;)

aiq a12]
n' x (Ay; X Ay;) n' x (Ay, x Axy)

_ T
l = |Ax;n" Ay, | [a21 Ay

(i

a;1 Qaqo V.34
= n" « (8y, X Axy) | ]

n! « (Ay; X Ax,) nT * (Ax, X Ax;)
az1 Q4pzp

n' x (Ay; x Ay;)  n' x (Ay, X Axy)

(i

1
nx (Ay, X Axy)

n' x (Ay; X Axy) n' * (Axy X Axy)| [a11 a12]
n'x (Ay; X Ay,) nT x (By, X Axy)|

az1 QA

Ez (lll.1) a matrixokat tartalmazé egyenlet megfelel ekkor négy egyenletnek,

amiket az alabbi alakban tudunk felirni:

19



nT*pk

IV.35
n' xps U
k € {1,2,3,4}
ahol
a; = Qq1, Az = Qq2, A3 = A1, A4 = A2
p1 = Ayy X Axp, pa = Axy X Axy, p3 = Ayy X Ay, py = Ay, X Axy
Tehat az optimalis becsl6 feladata minimalizalni a kbvetkezé kifejezést,
4 T 2
arg min Z <n " Pk a ) V.30
n . %
] n' *ps
ahol csupan egyetlen ismeretlen mennyiségink van: az n vektor. Fontos
megjegyezni, hogy ez a kifejezés n hosszara érzéketlen, ezért erre megkotést kell
tenni.
A kovetkez6 4.5.1-es pontnal szamolt megoldasnal ebbdl az esetbdl kiindulva
a = 1 all fent. (Kés6bbi problémanal is visszahivatkozunk 4.5,1-es pontra, ezért kerul
felirasra a levezetés altalanosabb, a-t hasznal6 formaban).
4.5.1. A feladat megoldasa
Tehat adott az alabbi feladat:
4 T » 2
i Pk IV.37
arg min, Z <anT ¥ e ak>

k=1

A kifejezést n szerint kellene derivalnunk, azonban figyelnink kellene arra,
hogy n'n hossza egységnyi legyen, ezt altalaban Lagrange-multiplikator
segitségével szoktak megtenni, de ebben az esetben nagyon elbonyolédnanak az
egyenleteink. Ezzel szemben inkabb tételezzik fel, hogy n egyik komponense 1

(n; = 1,i € {1,2,3}). Ez értelemszerlien harom esetet vet fel, de az alabbi eljaras
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mindegyikre ugyanugy adddik, széval azt csak az n; = 1-re irjuk le. A harom
kilonbozé eset lefedése azért fontos, mert adédhat olyan eset, amikor a kivalasztott
koordinata értéke nem lehet 1 (pl. tegyuk fel, hogy n; = 1és adodik, hogy n =
[1,0,0]7), ezt azonban az Gsszes eset vizsgalataval konnyen lehet detektalni és

kisz{rni.

Tehat legyen n; =1, és a maradék két koordinatat pedig nevezzik el m
vektornak. Tehat n = [m”,1]". A p, vektorokat is ketté kéne bontani, ugy hogy
Pr = [qx pr 3], @hol q; kétdimenzios vektor, illetve a p, 3 pedig a py vektor harmadik

koordinataja. igy adédik behelyettesitéssel (1V.35-osba) az alabbi egyenlet:

4

T 2

. m’ * qy + Pi3

arg miny, —a V.38
] am’ x q5 + aps 3

Ebben az esetben kinyerhetbek a széls6értekek az egyenletek m szerinti

derivalasaval, ha megkeressuk a derivalt zérushelyeit:
4

2
f(m) = Z m Gt s _ a
am?qs + aps 3 ;

k=1

V.39

4
of _, z ( il e TR )(d (m"qs + ps3)pi — (M7 g + pk,3)p5> 0
P T - Yk 2 -
om £t am’qs + aps (amTq5 + aP5,3)

A bal oldali tagot hozzuk kdz0s nevezére, igy csak a szamlalonak kell majd nullanak

lennie.

4
Z ((mqu + Pk,s) — (amTqs + ap5,3)ak) ((mTq5 + Ps,s)Pk - (psmqu + Pspk,s)) =0

k=1

4

Z(mqu + Pz — amlqsay, — ap5,3ak) ((mTCIst + Ps,spk) - (mqu + Pk,3)P5) =0
k=1
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4
Z(mT(qk — aqsa) + pr3 — aps3a)(M' (qspr = qiPs) + Ps3Pr — PraPs) = 0
k=1
Két egyenletre bontva ezt a vektorokat tartalmazo egyenletet:

4
. m'(qspi1 — QuPs1) + Ps 3Pt — PieaPsi|
(m (qr — aqsay) + prz — “P5,3ak) T =0
P M (qsPk2 — qkPs2) + Ps,3Pk2 — Pk3Ps2

)

Ps,1Pk,1 — Pk,1Ps5,1
T ] + Ds53Pk,1 — Pk,3Ps,1

4 (mT P, — aP5,1ak] + _ apena ) M s 2Pk1 — Pr,2Ps _
z Pk2 — aps ax] T Pk3 T @Ps3k 7 [P5.1Pk2 — Pk,1Ds.2 -

Ps52Pk,2 — Pk,zps,z] + Ps;3Pkz2 ~ Pk3Ps,2

k=1
=0
¢
mT[ ° ] + Ds,3Dk,1 — Die3D
4 —apsqa — 53Pk,1 — Pr3Ps1
(mT Pk,1 B aps’lak] + Drs — aps 3ak) Ps2Pk,1 ~ Pk,2Ps,1 — V.40
Pk,2 — AP520k ’ ’ T [P5.1Pk2 — Pk,1Ps5,2
= m [ 0 ] + Ps5,3Pk2 ~ Pi,3Ps,2
=0
Ekkor amennyiben bevezetjik az m = [x,y]" jelolést a két egyenlet (1V.40) felirhato
az alabbi formaban:
4
2 2 2
) 1 ) [P17X + @2y + @3 l_
P1-7x + @y + @3 [ =0 Iv.41
;( ) 01Px + 9,y + 3

ahol
<P1,k(1) = Pk — APs5,1ax
§Dz,k(1) = Pr2 — @Ps5,20x
<P3,k(1) = Pk;3 — @Ps530k
91P =0
<P2,k(2) = Ps5.2Pk,1 — Pk,2P51

<P3,k(2) = Ps,3Pk,1 — Pk,3P5,1
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<P1,k(3) = Ps5,1Pk,2 — Pk,1P5,2

<Pz,k(3) =0
<P3,k(3) = P5,3Pk,2 — Pk,;3P5,2
Ebbdl (IV.41) pedig az egyenletek felbontasaval adodik két kvadratikus gorbe

4
@x + 0, , Dy + ., @
) ) ) |Prk "X T P21y T Pk _
(01 Dx + 92, Dy + 93, D) ~0
kZl P1ePx + 92, Py + 3,3

)

4
Z [((pl'k(l)x + 02 VY + 036D (@16 Px + 026Dy + 03, D) _
(@1 Px + 02, Vy + 03, D) (01 Dx + 024Dy + 903, D)

i}
4
Z(Aklxz +By2 + Clxy + D'x + Elly + FH =0
k=1
ahol

(€] (1+1)

Akl = Q1 Pk

® +1)

B' = P2k P2k
C' = P10 + 92, P P
D! = 01 P03 + 3 ey B
Ee' = 02 V03 + 03, Py, Y

(1+1)

l
Fe = @3k §03,k(l+1)

l € {1,2} — a gorbe sorszama
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4.5.2. A két kvadratikus gorbe metszéspontja (Optimalis becsl6)

4
(A %% + B'y? + Clxy + D 'x + Ely + F.H =0, (L€ {1,2))
k=1

0

4 4 4 4 4 4
Z Alx? + Z Bily? + Z Celxy + Z Di'x + Z Ely + Z Fl=0€e{12})
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

igy ez a specialis feladat két egyenletbél all:
0+ x2+BWy2 + ¢Wxy + D, Px + EMy + FD =0
APx2 +0xy2 + COxy + D@Ox + E@y + F® =0
Fejezzlk ki a masodik egyenletbél (IV.45) y-t:

ADx2 4 p@y 4 F@
B E@ + C@x

y =
Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe (1V.44)

A®x2 4 D@y 4 FO A®x? 4 D@y 4 FO
B )2 — cWy + DMy
E®@ 4+ Cc@x E®@ 4+ Cc@x

@ A@x? + D@ x + F@) @
—E FOFYOP +F® =0

Szorozzuk fel az egyenletet (1V.46) (E® + C@x)?-el

BW(A@x2 4+ D@y 4 F@)* — Wy (A@x2 4 D@y 4 FO)(ED 4 c@x) +
+DWx(E@ 4 @yx)* - ED(ADx2 4 D@y 4 FO)(E@ 4 ¢@y) +
.|_F(1)(E(2) + C(Z)x)z =0

Ekkor x-re nézve ez egy negyedfoku egyenlet (111.47). Az egyutthatdk pedig:
x4 BWAR 4@ 4 D@ 4(2)
x3:2BWA@p@) _ ) p@EQR) _ cWOp@ @) 4 pWc@) @) _ 2p1)42) ()
x2: B p@p@ _ cWp@EQ@ _ cWE@ @ 4 2pW @R _ 4@ F@) _
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V.43

V.44

IV.45

V.46

V.47

V.48



_EWp@c®@ 4 pO @@

x1.2BWpRIEFQ) _ cWFpQREQR) f pMOE@EpQR) _ pFWpQRIEQR) _
—EWF@c@ L 2FWE@) Q)

x%:BOF@QF@ _FOF@pQ)  pFOFQREQ)

Lentebb egy példa bemenetre meghatarozott metszéspontok és a kiértékelt
normalvektor lathaté (IV.49)

Példa (IV.49)
10 . . . ; . .
Paraméterek:
B® = —1.9055
cW = 2.2632
pW = 28577
E® = —9.4392
F® =7.7081
A® = —22632
c® =1.9055
D® = —42074
E® = 23903
F® =-1.1190
5 -4 -3 2 1 0 1 2

A megadott paraméterekkel adott gérbék alapjan szamolddik ki az
m = [—5.61484, —11.3411]7 vektor. Ekkor n, = 1, ugyhogy értelemszer(ien adédik

n = [-5.61484,—11.3411, 1] normalvektor, ami lenormalva:

n = [—0.44231,—0.89340,0.07878]"

Megjegyzes:

@
1. Fontos megjegyezni, hogy a E® +CPx =0 x = —% esetet le kell
kezelni. Ebben az esetben az elsé egyenlet teljesen fuggetlen y-tél, abbdl x

meghatarozhato.
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2. A gyokdk barmely linearis algebrai programcsomag segitségével kdnnyen
szamolhatdak (pl. Matlab, Octave, stb.).

4.5.3. Kozelitd megoldas linearis modszerrel
A kozelit6 eljaras azon az alapelven nyugszik, hogy ha az adott egyenletiinket
beszorozzuk a nevezbvel (nps), akkor linearissa valik a probléma:

4

arg min Z (%— a ’
n nps k

k=1

()

4
arg miny, Z (npy — aknps)z

k=1

()

4

arg min, Z(n(pk — agps))?

k=1

Ez a probléma felirhaté An = 0 alakban, ahol

P1 — a1Pps
__|P2 — azPs
A= P3 — a3Ps
P4 — A4Ps

Ekkor

4
arg min, Z (n(px — axPps))*
k=1

)

4

arg min,, Z (An)?

k=1
)
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4
arg min, Z nTATAn
k=1
Ekkor a linearis algebrabdl ismert dsszefliggés alapjan az egyenlet optimalis
megoldasa a ATA matrix legkisebb sajatértékéhez tartozd sajatvektora [14],

amennyiben azt a megkdtést is figyelembe vesszik, hogy n vektor hossza

egységnyi.

4.6. Ismeretlen mélység (s;) esetén

Ebben az esetben az el6z6 fejezetekben felvazolt alapegyenletek tovabbra is
ervényes, ellenben a gradiensek pontos értéke ismeretlen — nem tudjuk
meghatarozni a skalazas mértékét. Ertékik egyetlen skalazas erejéig ismert, a

gradiensek elemeit csak kozelitjuk:

?)C(l (P11?Y = p31Px)

f;; (P12 — p3,Px)

66); (P13 - P33(i)xi)

?;(l (P21 - P31(i)3’i)

66);.1 (Pzz - P32(i)3’i)

66); (P23 - P33(i)3’i)
i=1,2

A pontosan meghatarozott értékek, és a kozelités kozott a kilonbség a skalaval (s;)
valé osztas hianya. Az alapegyenletek a kozelitett értékeket felhasznalva a

kovetkezbképpen valtoznak meg:
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*n x (Ax, X Axl)]

a1 ag2
=—=xn=x*(Ay; X Ax [ ]
5,2 Ay, 1) Ay, Qo

[ Ay, X A
S1Sz*n*( V1 x3) 5157

*n* (Ay; X Ay,)

Ay, X A
Ny, 515> *nx ( Y2 xl)J

Ekkor felszorozva a kifejezést s;s,-vel, illetve bevezetve az « =z—2 kifejezést az
1

egyenlet erre az alakra hozhato:

n* (Ay; X Ax;) n* (Ax, X Axy)

a12]
nx (Ay; X Ay,) nx* (Ay, X Ax)

=ax*nx* (Ay; X Axy) [Zi Gy
4.6.1. Kozelité megoldas linearis médszerrel
A fenti matrix négy elemére felirhatjuk a kovetkezd egyenleteket:
n(Ay, X Ax, — aa;; (Ay, X Ax;)) =0
n(Ax; X Ax; — aa;,(Ay; X Ax;)) =0
n(A)'1 X Ay, — aay; (Ay; X Ax;)) =0
n(Ay, X Ax; — aaz; (Ay, X Axy)) =0

Ez a négy egyenlet lényegében négy ismeretlent tartalmaz: n harom
komponensét, és a-t. Ekkor az ismeretlenek x vektorral kifejezve egy homogén
linearis egyenletrendszer kapunk, ami azzal a feltétellel, hogy n hossza egységnyi
egy a linearis algebrabdl j6l ismert dsszefliggéshez vezet vissza — igy megoldhatd.
Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer optimalis megoldasa xTx =1 [14]
esetben az A matrix legkisebb sajatértékéhez tartozé sajatvektora. Esetunkben az A

egyutthatomatrix meghatarozhato, mint

[(Ay, x Ax,)T —aqq |
_ (sz X Axl)T —a12

a (Ay; x Ay))T  —ay
(Ay, x Ax)T  —ay,

Az ismeretleneket tartalmazo x vektor pedig mint
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X= [anT(Ay? X Axl)]

Ez esetlinkben tulhatarozott probléma lesz, hiszen az n fellleti normalis
meghatarozasahoz elegendd lenne A-nak 3 x 4-nek lennie, ezzel szemben a konkrét
méret 4 x 4. igy a 4 dimenziés x vektor els6 harom koordinatdja megadja a

normalvektor komponenseit, mig a normalvektor ismeretében az utolsé egyenletbdl

kiszamolhaté az a = z— kifejezés.
1

4.6.2. Konvergalas a (lokalisan) optimalis megoldas felé (Alternalas)

Az ismert s;-ket felhasznal6 modszerhez hasonldéan itt is felirhatd egy

legkisebb négyzetes értelemben optimalis megoldast ado feladat:
4

Y (G- o)
arg min —a
g nk1 an * ps k

A megoldasra nem talaltunk egyelbére zart alakot. Ezért a legkdzelebbi megoldast
ugynevezett alternalé megoldassal keressik meg. Az alternalas azt jelenti, hogy

konvergenciaig két lépést ismétlink:

1. Az elsé Iépésben finomitjuk a értéket, mig n értékét nem valtoztatjuk.
2. Pontositjuk n értékét, mig a értékét nem valtoztatjuk.

3. Folytatjuk az 1. ponttol, ha még nem értuk el a konvergenciat.

Mindkét esetben megadhatd az optimalis érték.

. T , - . ’ i ’ 1 .
a optimalis becslése: A minimalizalandd kifejezés ekkor - szerint egy

egyismeretlenes inhomogén egyenletrendszer, tehat felirhatd Ai = b alakban, ahol
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T

nTp, ]
n'ps
n'p, a,
a=|"Ps| p=]|%
n'p; as
nTp: Ay
n'p,
[nTp.|

Mivel tulhatarozott inhomogén egyenletrendszerr6l beszélunk, az optimalis
megoldast az ugynevezett Moore-Penrose pszeudoinverzzel (At = (ATA)71AT)

szamolhatjuk [14]:

4

1 1 nTp, nTpg
R ATA —1ATb= z A, = znT a
a” U 3 Piey> £ TP ©TkmTp)? £ Pie e
n'p
X
Zi(nTpk)z

T T 4T
n'ps Y n'p, ai

n értékének optimalis becslése: A megoldas menete 4.2. pontban ismertetett
modon zajlik.

30



5. Kiértékelés
5.1. Szintetikus tesztek

A megoldott feladatok szintetikus tesztekre kiértékelésre kerultek. Sajnos egy
Osszefoglald diagram — ami megjeleniti az O6sszes modszert egyszerre -—
attekinthetetlen lenne, igy csak a lényeges kulonbozdségeket hordozé parok lesznek

az alabbiakban 0sszehasonlitva.

5.1.1. Gyorsbecslés — Optimalis becsld

A kiértékelések soran az az eredmény latszott egyértelmlen, hogy az
Optimalis, illetve a Gyorsbecslé kozul az Optimalis minden esetben legalabb
masfélszer jobb eredményt ad egyre zajosabb bemeneti paraméterekre vizsgalva
(V.1, V.2) az eredményt. A hibat mint a becsullt normalvektor az eredetihez mért
szoghibajat tekintjuk. Tehat az Optimalis becsl6 sokkal robosztusabb — kevésbé

érzékeny a hibara.

0,7
0,6
0,5

0,4
—— Gyorsbecslés

0.3 —&— Optimalis

Szbghiba

0,2

0,1

0 0,05 0.1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

Zaj (affin transzformacios méatrix)

V.1 Gyorsbecslés — Optimalis becslés viselkedése affin hiba ndvelésére.
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A V.1 diagram jol szemlélteti, hogy egyre zajosabb affin transzformaciéval
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz.

Lathatdéan az Optimalis megoldas minden esetben kisebb hibat ad.

1,2

—— Gyorsbecslés
—&— Optimalis

Szbghiba

Zaj (projekcids matrix)

V.2 Gyorsbecslés — Optimalis becslés viselkedése projekcids hiba ndvelésére.

A V.2 diagram jol szemlélteti, hogy egyre zajosabb projekcidés matrixszal
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz.

Lathatéan az Optimalis megoldas minden esetben kisebb hibat ad.

5.1.2. Gyorsbecslés — Alternalas

A szintetikus tesztek kiértékelése soran egyértelmien latszott, hogy az
Alternalas az esetek tobbségében jobb eredményt ad, mint a Gyorsbecslé. Az
Alternalas az affin transzformaciés matrix hibajara kdzel fele olyan érzékeny (V.3),
azonban a projekcios matrixban fellépd zajra kézel ugyanugy reagal a két modszer

(V.4).
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—B— Gyorshecslés
—&— Alterndlas

Sz6ghiba

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

Zaj (affin transzformaciés matrix)

V.3. Gyorsbecslés — Alternalas viselkedése affin hiba ndvelésére.

A V.3 diagram azt szemlélteti, hogy egyre zajosabb affin transzformaciés matrixszal
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz. Az

alternalas minden esetben jobb eredményt ad, mint az eredeti egyenletekbdl

szarmazo Gyorsbecslés.
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1,2

—8— Gyorsbecslés
—— Alternélas

Szbghiba

Zaj (projekciés matrix)

V.4 Gyorsbecslés — Alternalas viselkedése projekcids hiba ndvelésére.

A V.4 diagram azt szemlélteti, hogy egyre zajosabb projekciés matrixszal
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz. Az
Alternalas érzékenysége a projekcios matrix hibajara lathatéan kisebb, mint a

Gyorsbecsléé.

5.1.3. Optimalis becsl6 — Alternalas

A szintetikus tesztek soran egyértelmiien megjelent, hogy bar az Alternalas jo
eredményeket ad affin transzformacios hiba esetén az Optimalis megoldas minden
esetben jobb nala (V.5). A projekciés matrixban megjelend hibara az Optimalis
becsl6 sokkal kevésbé érzékeny (V.6). Osszességében az Optimalis becsld

robosztusabb eljaras, mint az Alternalas.
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0,6

0,5

0,4
©
=
5 0.3 —B— Alternalas
'3) —&— Optimalis

0,2

0,1

O =
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

Zaj (affin transzformacids matrix)

V.5 Optimalis becslé — Alternalas viselkedése affin hiba névelésére.

A V.5 diagram azt szemlélteti, hogy egyre zajosabb affin transzformacios
matrixszal szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul

egymashoz. Lathatéan az Optimalis megoldas jobb eredményt ad minden esetben.

1,2

—— Alternalas
—&— Optimalis

Szbghiba

ing |

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035

Zaj (projekcios matrix)

V.6 Optimalis becslé — Alternalas viselkedése projekcios hiba ndvelésére.
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A V.6 diagram azt szemlélteti, hogy egyre zajosabb projekciés matrixszal
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz.
Egyértelmien megjelenik, hogy az Optimalis megoldas sokkal kevésbé érzékeny a

projekcios matrixban megjelend hibara, mint az Alternalas.

5.1.4. Optimalis becsl6 — Linearis kozelités ismert mélység esetén

Ezen két becslési eljaras kozul az Optimalis megoldas jobb eredményt ad,
mint a linearis kozelitése, de kbdzel azonos mértékben érzékeny az affin
transzformaciés matrixoan megjelend zajra (V.7). Ezzel szemben az Optimalis

megoldas sokkal robosztusabb a projekcios matrixban zajara (V.8).

0,45
0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15

—&— Linearis — ismert mélység
—e— Optimalis

Szoghiba

0,1
0,05

0 005 01 015 02 025 03 035

Zaj (affin transzformacios matrix)

V.7 Optimalis becsl6 — Linearis kozelités viselkedése affin hiba névelésére.

A V.7 diagram azt szemlélteti, hogy egyre zajosabb affin transzformaciéval
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz.
Lathatéan a két megoldas — az Optimalis, illetve az Optimalis linearis kozelitése
ismert mélységre — kbzel azonos, azonban az Optimalis megoldas némileg minden

esetben jobb eredményt ad.
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1,2

1

0,8
©
2
= 0,6 —B— Linearis — ismert mélység
5'\'; —&— Optimélis

0,4

0,2

0

Zaj (projekcids matrix)

V.8 Optimalis becsl6 — Linearis kozelités viselkedése projekcids hiba ndvelésére.

A V.8 diagram azt szemlélteti, hogy egyre zajosabb projekciés matrixszal
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz.
Lathatéan a két megoldas — az Optimalis, illetve az Optimalis linearis kozelitése
ismert mélységre — kdzel azonos, azonban az Optimalis megoldas némileg minden

esetben jobb eredményt ad.

5.1.5. Alternalas — Linearis kozelités ismeretlen mélység esetén

A két eljaras kozel azonos mértékben érzékeny mind az affin transzformacios
matrixban (V.9), mind a projekciés matrixban fellépd zajra (V.10). Ezzel szemben a

linearis becsl6 kisebb miveletigénnyel bir, mint az Alternalas.
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—8— Linearis — ismeretlen mélység
—&— Alternélas

Szbghiba

0 005 01 015 02 025 0,3 0,35

Zaj (affin transzformacids matrix)

VI11.9 Alternalas — Linearis kozelités viselkedése affin hiba ndvelésére.

A VII.9 diagram azt szemlélteti, hogy egyre zajosabb affin transzformacids matrixszal
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz.

Lathatdéan a két megoldas kozel azonos minéségl eredmeényt ad.

1,2

0,8

—8— Linearis — ismeretlen mélység
—e— Alternélas

Szbghiba

0,003 0,004

Zaj (projekcids matrix)

VII.10 Alternalas — Linearis kozelités viselkedése projekcios hiba névelésére.
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A VI1.10 diagram azt szemlélteti, hogy egyre zajosabb projekcios matrixszal
szamolt normalvektorok esetén a két eljaras hibaja hogyan viszonyul egymashoz.
Lathatéan a két megoldas kdzel azonos minéségl eredményt ad.

5.2. Valos tesztek

A valés tesztek (V.11, V.12) kiértékelése soran egyertelmien megjelent az a
tény, hogy fent megadott eljarasok egyeduli érzékeny pontja az affin
transzformacioban fellépd hiba, azonban j6 minéségl transzformaciéval az

eredmények kivaldak.

V.11 Egy modell haz a normélvektoraival.

A V.11 képen egy kocka lathaté a becsult normalvektoraival. Latszik, hogy a

becsult értékek a valdodi sikok fellleti normalisat jol kozelitik.
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V.12 Sztereo képpar a detektélt normalvektorokkal.

A V.12 képen egy épulet lathatd a becsult normalvektoraival. Latszik, hogy a
becsilt értékek a valddi sikok fellleti normalisat jol kozelitik. Jelen esetben ez talan
els6 ranézésre nehezen meghatarozhatd, azonban a becsult régiok sok helyen az
ablakok, illetve a kulonbdzé objektumokon, azok élein helyezkednek el és nem a fal

konkrét sikjan.
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6. Affin transzformacidt becslo6 eljaras

6.1. Affin transzformacié (elméleti attekintés)

Az affin transzformacio egy aranytartd leképezése pontok halmazanak. Ezt
kétdimenzios esetben egy A € R?*3 matrixszal abrazoljuk, ami a matrixszorzas

asszociativitasabdl fakaddan felirhatoé a kalonb6zd transzformacidk szorzataként [16]:

R*xS xS, T *xx =
(R*S; %S, «xT)*x =

Axx
R,S,,S, T € R33
x € R3

Ekkor a pontok homogén koordinatas alakjat vesszik. Gyakorlatban az affin

transzformacio fels6 2 x 3-as szubmatrixat vesszuk.
Transzformacio fajtak (két dimenziéban):
1. Elforgatas (R)

cos(a) —sin(a) 01 x
x =Rxx= [sin(a:) cos(a) 0] * M
0 0 1

a € R - az elforgatas szdge

2. Skalazas (5,)

s; 1. 0 0 X
x'ZSl*XZ[O 51'2 0]*[3’]

o o 11

S11,512 € R - az ktlonbozo tengelyek menti skalazas mértéke

3. Nyiras (S,)
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1 s, O X
X' =S5 *x= [Sm 1 0] * Iyl
o o 1 1
S2.1,S2,2 € R - az kilonbozd tengelyek menti nyiras mertéke.
Valojaban egy nyiré paraméter van (megoldhat6 a kulon tengelyek menti

nyiras 1 paraméterrel plusz egy forgatassal), de a j6 eredmény gyorsabb

elérése érdekében vesszuk a kulon tengelyek menti nyirast.

4. Eltolas (T)

1 0 ¢ x

x'=T*x=[O 1 ty]*ly

o 0 1!l 1

ty, ty € R - az kllonboz6 tengelyek menti eltolas mérteke

6.2. Becslés kereséssel

Az el6z6 fejezetekbdl kiderul, hogy fontos szerepet jatszik a normalvektorok

megbecslése kdzben a helyesen meghatarozott affin transzformacio

A feluleti normalis a fentiekben vazolt becslésének egyik legérzékenyebb

pontja a megfeleld affin transzformacié megtalalasa.

Az affin transzformacié kinyerése altalaban feature pontok detektalasaval és
megfeleltetésével torténik. Ekkor Iényegében a megkapott kétdimenzids pontfelhd
egymasba transzformalasarol van szé, ami kdnnyen szamithatd, hiszen mar kialakult
matematikaja van. A mi esetinkben ez nem Kkivitelezhet6 az affin régiok kis
méretébdl adodoan — nem detektalhatdo és megfeleltethetd rajtuk a szamitasokhoz

elegendd mennyiségi pont.

Ezért a mi esetiinkben a képrészletek kozotti affin transzformaciot becslé
eljaras egy numerikus hibaminimalizaciés modszer lesz, amely az elsé patch-hez
keresi azt az affin transzformaciot, amellyel az a lehet6 legjobban korreldl a masodik

képrészlettel.
A%t = f(I,,1,) = argmingegaxs g(I4, I, o A)
I, € R™™ (1 € {1,2}) — A képrészleteket tartalmazé matrixok
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A € R?*3 — affin transzformacios matrix

A o (:R™™M x R2*3 - R™*™M) operator legyen egy olyan transzformaciés operator,
amely a megadott képrészlet pixeleire, mint kétdimenziés pontokra alkalmazza az

adott transzformacios matrixot a megfelel6 interpolacios leépésekkel egyutt.

A gGR™™x R™™ - R) koltségfuggvény ugynevezett fotokonzisztencia-vizsgalatra

épul - a két kép pixelei kozotti normalizalt kereszt-korrelaciot adja meg [15]:

2ajyew i) * Iz

2
\/Z(i,j)ew Lii i * X pew Iz

g(IlJIZ) =1-

Esetunkben tehat egy globalis keresésrél beszéllink, amely eredménye az a
transzformaci6, amelyet alkalmazva a masodik affin régién a szamitott hiba

minimalis.

Ez a gyakorlatban tulsagosan nagy szamitasi igényl feladat. Ezért az
algoritmus a kilénb6z6 transzformacio-tipusok mértékének megbecslésével, majd az

eredmény finomitasaval foglalkozik.

6.3. Elforgatas meghatarozasa

Az elforgatds megbecslése egy olyan numerikus eljaras esetunkben, ahol

fokozatos finomitassal keressik a legkisebb hibat ado szdget.

VII.1 Keresési tér finomitasa - Forgatas
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IV.1 kép a keresés finomitasanak szemléltetése. Az elsé képen a keresési tér a

teljes kor, itt a legjobbnak vélt elforgatas a 3-as indexi sz0g. A masodik képen a 3-as

indexd szog kornyezetében folytatédik a keresés. A 3. kép az el6z6 keresés tovabbi

finomitasat szemlélteti. A becsl6 algoritmus menete:

1. Inicializalja az algoritmust, beallita a keresési teret ([0°,360°]), a kezdeti
lépéskozt (60), illetve a finomitasi paramétert (1—10).

2. Veszi a keresési teret, majd az intervallum alsé hataratol indulva a megadott
lépéskozzel valtoztatva a rotaciot megvizsgalja az illesztési hibat.

3. A legkisebb hibaval rendelkez6 szdg egy kornyezetét veszi az Uj kereseési
térnek, majd ujrakezdi 2. ponttdl az algoritmust, illetve a paramétereket
finomitja. Ez az algoritmus addig fut, amig el nem éri az elére meghatarozott
melységet.

Formalisan:

AWM - A kiindulasi transzformacids matrix.

Vi e N: 5,0, a;®, g,V € [0,27]

a® < g, 6" <64,V >, W, < g, P
aV (= 0) — A kezdeti alsé hatar
B (= 2m) — A kezdeti felsé hatar
5, — A kezdeti Iépéskoz
pD(= 1—10) — A finomitasi paraméter

e@D: R?*3 x [0,2m] » R™™ — Hozzaveszi a paraméterként megadott affin

transzformaciohoz az adott elforgatast.

fi(l) -
;M = [ (1)| 8i—1
6i-1

w _ | £ &
,Bi - ( 5 1) + 1)é\i—l
i-1

61'(1) — 6i—1(1) " ‘u(l)
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fo(l) =0
£ = arg min . g (11,12 o o) (Au)'y))

LY ={y |y €laiy, Biot) (v — @iy @) mod 6,V = 0}

6.4. Skalazas meghatarozasa

A skalazas becslése egy olyan numerikus eljaras esettinkben, ahol fokozatos
finomitassal keressik a legkisebb hibat add skala faktort x és y tengelyek mentén

szeparaltan. A skalazas centroidja az affin régio kdzéppontja.

54321 12345 54321 12345

1. 2.

IV.2 A keresési tér finomitasa - Skalazas.

IV.2-nal az els6 képen a teljes keresési tér lathato, itt a legjobbnak vélt
skalafaktor a 3-as indexd. A masodik képen a 3-as index( faktor kornyezetében
folytatdédik a keresés. A becslé algoritmus menete (kulon vizsgaljuk a két tengely

menti skalazast):
1. Inicializalja az algoritmust, beallita a keresési teret ([0.1,2]), a kezdeti
|épéskozt (0.1), illetve a finomitasi paramétert (1—10).

2. Veszi a teljes kereseési teret, majd az intervallum also6 hataratol indulva diszkrét
Iépésekkel haladva valtoztatja a skalafaktort és megvizsgalja a skalazott kép

illesztési hibjat.
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3. A legkisebb hibaval rendelkez6 skala egy kérnyezetét veszi Uj keresési térnek,
majd ujrakezdi 2. ponttdl az algoritmust, illetve a paramétereket finomitja. Ez

az algoritmus addig fut, amig el nem éri az elére meghatarozott mélységet.
Formalisan:

A® - A kiindulasi transzformacios matrix
vk € {1,2},i € N: 6, Py /@, B[P e RY

2 2 2
0 <P < .Bk,i( ),0< i < Opion, i@ = ak,i—pﬁk,i( ) < .Bk,i—l( )

@

o)
5% = I(;"(Z)l — A lépéskoz x és y tengelyek mentén.
2,i

0 P:R¥3 x Rt - R™™ — Megadja egy affin transzformacios matrix skalafaktorral
modositott valtozatat. k = 1 esetben x tengely menti skalazasrol, k = 2 esetben y

tengely menti skalazasroél beszélunk.

a0 — A kezdeti als6 hatar
Bro® — A kezdeti felsé hatar
81.0® — A kezdeti 16péskoz

1@ (= %) — A finomitasi paraméter

fki(Z) 2
;P Z{ ’ |5k,i—1

81
@ fiei? @
Bri” =&+ 1) ki1
Ok i-1
6k,i(2) = 5k,i—1(2) * 1P
fk,o(z) =1

fk,i(Z) = arg minyEFk_i(z) g (11,12 ° on(z)(A(Z)'V))

Fk,i(Z) ={ylve [ak,i—l(z)ugk,i—l(Z)]: (¥ — a1 @) mod 5k,i—1(2) = 0}

6.5. A nyiras meghatarozasa
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A nyiras meghatarozasa az el6z6ekhez hasonléan egy olyan numerikus
eljaras, ahol fokozatos finomitassal keressuk a legkisebb hibat adé nyirasi mértéket
x €s y tengelyek mentén szeparaltan. A nyiras centroidja az affin régié kézéppontja

lesz a szamolasoknal.

Tegyik fel, hogy |I|x = |L|x, 1]y = |Iz|,, de az algoritmus konnyen

kiterjeszthetd kulonb6z6 méretl patch-ek esetére is.
A becsl6 algoritmus menete (kulon vizsgaljuk a két tengely menti nyirast):

1. Inicializalja az algoritmust, beallitia a keresési teret ([—1.5,1.5]), a kezdeti

|épéskozt (%), illetve a finomitasi paramétert (%).

2. Veszi a teljes keresési teret, majd az intervallum alsé hataratol indulva a
diszkrét lépésekkel haladva a megadott nyirasi faktorral nyirja a képet és
megvizsgalja a transzformalt kép illesztési hibgjat.

3. Alegkisebb hibaval rendelkezd nyirasi faktor egy kérnyezetét veszi Uj keresési
térnek, majd ujrakezdi 2. ponttdl az algoritmust, illetve a paramétereket
finomitja. Ez az algoritmus addig fut, amig el nem éri az elére meghatarozott

mélyseéget.

Formalisan:

A® - A kiindulasi transzformacios matrix
vk € {1,2},i € N: 6., 2@, B P € R

3 3 3 3 3
;P < ,Bk,i( ):6k,i( ) < 6k,i—1( ):ak,i(B) = ak,i—l(B):ﬁk,i( ) < ﬁk,i—l( )

(3)

6 .
5% = I(;"(g)l — A lépéskoz x és y tengelyek mentén.
2,

0,3 R™™ x R -» R™™ — Megadja a megadott affin transzformaciés matrix nyirasi
paraméterrel felulirt valtozatat. k = 1 esetben x tengely menti nyirasrol, k = 2

esetben y tengely menti nyirasrol beszélunk.
aro® — A kezdeti als6 hatar
Bro™ — A kezdeti felsé hatar
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810" — A kezdeti 1épéskoz

w3 (= %) — A finomitasi paraméter

a3 = fk,i(3) 50 3
ki~ — 5 3)| Cri-1
k,i-1

fii™
5k,i(3) = (\—(3)| + 1)6k,i—1(3)
Ok i—1

5k,i(3) = 5k,i—1(3) * .Uk(?’)
fiei® = argmin, . o g (112 © 9@ (49), 7))

Fk,i(3) ={ylve [ak,i—1(3),ﬁk,i—1(3)]: (¥ — a1 &) mod 5k,i—1(3) =0}

6.6. Az eltolas meghatarozasa

A transzlaci6 meghatarozasa a tobbihez hasonléan egy olyan numerikus
eljaras, ahol fokozatos finomitassal keressik a legkisebb hibat add poziciét. Az
koncepcio, hogy a mintankat egy racs pontjain mozgatjuk, majd a legkisebb hibat

ado pontot kivalasztva folytatjuk az algoritmust annak a kérnyezetében.

1 =a

1. 2. 3.

V1.3 Keresési tér finomitasa - Eltolas
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A 1IV.3 képen a keresési tér fokozatos finomitasa lathaté. Az elsé képen a
keresési tér a teljes képet befoglald négyzet, itt a legjobbnak vélt pozicié a megjeldlt.
A masodik képen az el6z6 képen kijelolt kornyezetben folytatddik a keresés. A 3. kép

az 2. tovabbi finomitasat szemlélteti. A becsld algoritmus menete:

1. Inicializalja az algoritmust, beallitja a keresési teret (az egész képet tartalmazé
négyzet), a felosztas szamat (10).

2. Veszi a teljes keresési racsot, majd egyenként a racspontokra illeszti képet.

3. A legkisebb hibaval rendelkezd racspont egy kornyezetét veszi Uj keresési
térnek, majd ujrakezdi 2. ponttdl az algoritmust, illetve a paramétereket

finomitja. Ez az algoritmus addig fut, amig el nem éri az elére meghatarozott

melységet.
Formalisan:
A® - A kiindulasi transzformacios matrix
vje{1,2},i € N:5,, a,@, 5, e R?
@ < B, 6, < 61D, ® > apy @, < By P

o™ € N > 1— A vizsgalt képrészlet felosztasainak szama

ap® (= [OD — Kezdetben a bal felsd sarokpontja a halénak

,80(4)( “Iilx]) Kezdetben a jobb alsé sarokpontja a halénak

5o (= Qy ) — Kezdeti Iépéskdz

P®:R?*3 x R? -» R™™ — Megadja egy adott affin transzformacios matrix egy eltolasi

vektorral modositott valtozatat. Az eltolas centroidja legyen a matrix kdzepe.

4)
| (4) l 1,1
i-1,1

—i
fl 2 | (4)J
0;
[151_1‘2(4) 1—1,2
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f' C))
([ = @ +1)5i—1,1(4)]
o _| |

111

fi2™ s
[ (4)| + 1)6i—1,2( )J

(4) _ 8i-1, 1 / 0
O; 4)
i—1,2 /e

f0(4) =A@
fi(4) = arg minyer,@) g (11,12 ° (pt(A(4),y))
l—‘i(4) = {)’ | Y € Rzryj € [ai—lj ﬁl 1,j 4)] (V] 1~ - 11( )) mod 61— ](4) =V,
JEe{12}}

6.7. Lokalis paraméterfinomitas

Ezen |épés az affin transzformacios matrixot nem mint kalénb6zd tipusu
transzformaciok szorzatat veszi, hanem az egyes paraméterek & sugaru

kornyezetében keresi az optimalis megoldast fokozatos finomitassal.

A®) - A kiindulasi transzformacios matrix
g0 € R2*3 - A kezdeti kdrnyezeti sugarakat tartalmazéd matrix.
0® € R?*3 - A kezdeti felosztasszamokat tartalmazé matrix.
u® (= 1—10) — A finomitasi paraméter.
PG R™™M x R x N x N - R™™ — Médositja az adott matrix megadott index

elemét.

Ei i y 5 e y g o
§; > (= 2L ) - A lépéskdzoket tartalmazo matrix.
i,j,k 0jk®

€ijk = €i-1jk * M(S)
fO(S) —A®
fi,j,k(s) _ fi—l,j,k(S) +arg minyeri,j,k(s) g (11,12 o p® (fi—1(5),€i,j. k))
Fi,j,k(S) ={ylye [fi—l,j,k(S) - gi,j,k:fi—l,j,k(S) + & k),

¥ = fior k™ + &150) mod 8,1, = 0}
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(5) _ fi,o,o(s) fi,0,1(5) fi,o,z(s)

fi
firo®  £ii® £i12®

6.8. Az affin transzformaciét becslé algoritmus

menete

A kiindulasi matrix egy identitas affin transzformacio.

1 0 0

A:[o 1 0

A e N*, (1 € {1,2,3,4,5}) - A killénb6z6 becslési eljarasokhoz tartozo finomitasi

melység.
Erre az A matrixra elsé lépésben alkalmazzuk a rotacio-becslé algoritmust ugy, hogy

fo(l) =0
AW =4

Adodik flm(l) értéke és igy A modositasaval AP is. Az eredmény

transzformacioval futtatjuk az x tengely menti skalazast
f1,0(2) =1
4D = g (40, 7, V)
majd az y tengely szerintit
flz,o(Z) =1
AP = 9, @ (AW, f @)

Adddik £, ;@ értéke és igy A®" médositasaval A® is. Kévetkezd lépésben az igy
megkapott transzformaciés matrixra szamitsuk ki a skalazashoz hasonléan a nyiras

mértékét:
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3
f1,0( ) = 1

A = 9,4 f, @)

f2,0(3) =1

A = 9,®(4®), f, )

Adodik fm(g)m értéke és igy A®)’ moddositasaval A®W. Az igy kapott matrixhoz

keressik meg a megfelel6 transzlaciét

@ _ [0
for = [0]
A® = ¢, (46, far (3))

Adodik f1(4)(4) értéke és igy A® modositasaval A®). Alkalmazzuk a lokalis

paraméterfinomitast:

A® = oW (A®, £, @)

5 ’ 4
£ =f 0

Ekkor adodik fl(s)(s) értéke is, amivel médositva A®) affin transzformaciot megkapjuk

az optimalis transzformaciot:

Aopt — (p(S) (A(S)’fz(s) (5))

6.9. Hibas megoldasok kezelése

Hibasan becslilt A°Pt detektalasara és a kizarasara két szempont adodik:

1. A hibara be kell vezetni egy u kiszéboét, aminél nagyobb hiba esetén (g(I4,1;
A°PY) > i) a kapott transzformacios matrixot dobjuk el.

2. Az algoritmus a skalazas becslésénél hajlamos lokalis minimumba
konvergalni. Ez konnyen detektalhaté ugy, ha a skalazasi paraméter tul kozel

van a skalazas felsé, vagy alsé hatarahoz.
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Ezek a
AP —apP <e
AP — 0P < e
31,0(2) — AP <e
,32,0(2) — A < e
ceER

esetek.

Hibas transzformaciés matrix esetén érdemes kiszamolni a I'; =1,, I', =14
esetre a becsult affin transzformaciét. Amennyiben az igy kapott transzformacio
valoszinUsithetéen jo (nem hibas a megadott szempontokra nézve), akkor A°Pt =

(4°Pt")~1 lesz.
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7. Régio6-alapu osztalyozas

7.1. Régidk meghatarozasa

VII.2 Szegmentalt kép VI1.3 Osszevont régiok

VII.4 Input képpar (2. teszt)
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VII.5 Szegmentalt kép VI1.6 Osszevont régiok

A szegmentalas és régidegyesités menete jol latszik a VII.2, VII.3, és a VII.5
VIl.6-0os képeken (VII.1, VII.4 az eljarasoknal hasznalt input képparok). Jol latszik,
hogy a sok apro régiébol 6sszevont nagyobb régiok a megfelelé sikok mentén
helyezkednek el. Az, hogy adott sikot tobb régié is fed a normalvektorok tovabbi

pontositasaval, illetve a kiszObdk modositasaval kezelhetd.

Az elb6zbekben kiszamolt normalvektorok tartalmazé sikok szerinti
klaszterezése fontos feladat, erre a problémara egy alternativ megoldast jelent

egyfajta régié-alapu osztalyozas bevezetése. Az algoritmus menete:

1. Valasszuk ki a sztereo képpar egyik képét, a hozza tartozo affin régiok

centroidjaival (feature pontok), illetve a normalvektorokkal egyutt, ekkor
5n € N legyen a régiok szama.
n;(Y € N legyen az i. régio képpontjainak szama (Iényegében a régio terlilete).
n;® € N legyen az i. régio altal tartalmazott centroidok szama.

H; € RmYx2 legyen az i. régidhoz tartozé képpontokat tartalmazoé matrix.

X1 Y1
Hi —
Xn, W YV,

P, € R 2 legyen az i. régidhoz tartozé centroidokat tartalmazé matrix.
X1 V1

Pi =
Xn,@  Vp,@
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N; € R >3 legyen az i. régidhoz tartozd centroidok normalvektorait tartalmazé

matrix.

X1 V1 Z1
Ni == ]

Xn@ Yn,@ Zp@

T € {0,1}™*" legyen a régiok szomszédossagi matrixa, ami minden olyan T;;
cellajaban 1-et tartalmaz, ahol az i. régidnak van szomszédos képpontja a j. régidval,

ellenkez6 esetben 0-t. Ezen felll Vi, j € [1,n]: (T;; = 1= T; = 1)

2. Szegmentaljuk a keépet viszonylag kisméreti régidkra ugy, hogy a
szomszédossagi viszonyok is rendelkezésunkre alljanak. Taroljunk el a
régiokhoz valami egyedi azonositét ugy, hogy az azonositdé parok kozott
definialhaté legyen valamiféle tavolsag (megfelel6 azonosité példaul a
RGB szinvektor).

S legyen a lehetséges azonositéknak egy olyan halmaza, ami a szorzasra,
illetve az 0sszeadasra testet alkot.
D; € S legyen az i. régidhoz tartozoé azonosito.

¢:D; x D; = R legyen a tavolsagfuggveny.

3. Toltstink fel VP;, N; matrixot. Tehat V(x,y) € R? centroidot osszuk be ahhoz
a régiohoz, amely tartalmazza azt. Jelen esetben a tartalmazas azt jelenti,
hogy (x,y) € H;.

4. Ekkor inditsunk el egy rekurziv régio-noveszt6 algoritmust. Minden olyan
régiohoz, amely tartalmaz legalabb egy darab centroidot vizsgaljuk meg a
szomszédos régidkat:

a. Ha nincs szomszédja az aktudlis régionak, akkor folytassuk az
algoritmust a kdvetkez régiénal.

b. Ha az adott i. régiénak van olyan szomszédja, amely tartalmaz
legalabb egy centroidot (n;® >0= (3j € [L,n]:(T;; = 1An;P >
0))), akkor vizsgaljuk meg a régidhoz tartozé atlag normalvektor és

a szomszedhoz tartoz6 atlag normalvektor altal bezart szoget.
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N; . legyen az N; matrix k-dik sora.

@
Sely Ni” s . : .
a; = "‘;—(2)”‘ ekkor az i. régié normalvektorainak atlaga.
i
-1 aixaj . y s oz P P . , s
Vij = ST ekkor az i. régido atlag normalvektora és a j. régi6é
i i

atlag normalvektora altal bezart szog.

u egy megfelel kiiszob

Amennyiben y;; < u vonjuk Gssze a ket régiot és modositsuk a
megfelel6 matrixokat. Ekkor folytassuk az algoritmust a kdvetkezé

régional.

’ Ni ’ Pi I} Hi
Ni=[1vj]’Pi=[P,-]’Hi=[H,-]’

n M =0 4 ® 2P = @ 4 @

VkE[Ln]: (T =1V T =1) = (T = 1)

n, @ n®

D’ D;

SO 0 T R ®

c. Amennyiben nem sikerllt az 6sszevonas, keressuk meg az aktualis
(i. index() régidohoz legjobban hasonlité jindexd szomszédjat és

vonjuk 0ssze vele.
J = argminie, , @7 @Dy, D))

Amennyiben sikerllt az 0Osszevonas moddositsuk a megfelel
matrixokat. Folytassuk az algoritmust a kdvetkez6 régiénal.

d. Ha i =n és tortént legalabb egy 6sszevonas, akkor inditsuk ujra az
algoritmus a 4. ponttél. Ha nem tortént Osszevonas, akkor

végeztunk.

5. Minden olyan i régiét, amely nem tartalmaz centroidot (n;® = 0) toréljiink.
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7.2. Régidékhoz tartoz6 normalvektor meghatarozasa

Az 5.1. pontban leirt modszer utan marado régiokbol meg lehet hatarozni a
hozzajuk legjobban illeszked6 normalvektort. Ez tobb mddszerrel is lehetséges:
n®

1. A normalvektorok atlaga (’niT”). Ez sajnos nem eléggé robosztus, néhany
outlier az optimalis megoldastol elhuzza az eredmeényt.

2. Valamilyen sikillesztési algoritmus (példaul PCA) segitségével a
normalvektorok kozé egy sikot illesztve a régidhoz tartoz6 megfelel
normalvektor a sik egyik alkotd vektora lesz. Ez a normalvektorok atlagatol
vett tavolsag alapjan konnyen kivalaszthat6. Ezzel a mddszerrel is ugyanaz
lesz a probléma, mint az atlagvektor szamitasaval is: tulsagosan érzékeny

hibara.

A sikot a kdvetkez6képpen kapjuk meg PCA segitségével amennyiben

adott régidhoz legalabb harom darab normalvektor tartozik (n;(® > 3):

A sik két alkotd vektora ATA matrix két legnagyobb sajatértékéhez

tartozé sajatvektorai lesznek, ahol

Nij=[Nija Nijz Nijs]

(2)
0, = X Ny
T @
Ni,l - 01
A=
Ni,ni(z) - 01

3. A normalvektorok medianja lesz a régidohoz tartozé fellileti normalis. Az a
modszer lesz a legrobosztusabb, amennyiben az outlierek szama kisebb, mint

a mintak szamanak a fele.

Nij=[Nija Nijz Nijs]
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(@)
i T T
= arg min cos™! Noj X N
V= arg Mgy n,@)
- T T
k=1 \/Ni,kNi,j *\/Ni,kNi,k /

Tli:N

Ly

59



7.3. Kiértékelés

VII.6 Régidkhoz tartozé normalvektorok.

A VII.6 kép az egyes régiokhoz medianszirével meghatarozott normalvektort

jeleniti meg tartoz6 dsszes tartalmazott affin centroidnal.

A normalvektorokat felhasznaldé régiod-alapu sikmeghatarozas komplex
Osszetétell szintérre is robosztusan szeparalja a fellleti normalisakat, amikbdl aztan
tovabbi informaciok felhasznalasaval (pl. haromdimenzios pozicid, sikok metszése

egymassal) kdnnyen kialakithaté a szintér haromdimenziés formajaban.
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8. Konkluzioé

Tehat a normalvektorok meghatarozasara Molnar Jézsef altal bevezetett alap
Osszefuggések tovabbi finomitasaval, optimalizalasaval sokkal robosztusabb, és a
becslési hibat tekintve atlagosan masfélszer jobb eredményeket ado eljarasokat

sikerult kidolgozni.
A kidolgozott médszerek megnevezeései:

- Optimalis megoldas ismert mélységre (Optimalis becsld)
- Linearis becslés ismert mélységre
- Optimalis megoldas ismeretlen mélységre (Alternalas)

- Linearis becslés ismeretlen mélységre

A Gyorsbecslénél mindegyik megoldas lényegesebb jobb eredményt ad —
kevésbé érzékeny az input adatok hibajara. Ertelemszeriien az ismeretlen
mélységgel szamold eljarasok valamivel bizonytalanabban kozelitik az optimalis
megoldast. igy a lehetd legjobb eredmény — ahogy a fenti diagramokbdl is latszik - az
Optimalis eljarassal adhaté — vagy annak linearis kdzelitése is megfelel6 az esetek
tobbségében. Ezeken felll a képfeldolgozasban ritkasagnak szamit egy problémara
az optimalis (legkisebb négyzetes értelemben) megoldas megléte és

kiszamithatosaga.

A modszer tovabbi finomitasanak lehetéségei is konnyen felvetheték, akar a
becslbkre vonatkozo valdszinlségi apriori adatok a rendszerhez valé hozzaadasaval,

illetve tovabbi optimalizacios eljarasok felhasznalasaval (pl. Kalman-szird).

Az affin becslénk mas hasonlé elven mikodé becslékkel 6sszehasonlitva joval
tobb patch parra ad eredményt és a kapott transzformacidés matrixok sokkal jobban

kozelitik a valodi transzformaciot.

A normalvektorok régio-alapu szegmentalasa erdésen flgg a becsdilt
normalisok minésegétdl — elsésorban az outlierek mennyiségétél — azonban jo
normalvektorokra megfeleléen meghatarozza tartalmazé sikok szerint a

vektorcsoportokat.
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