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1. Bevezetés

Motivacio

Napjainkban a gépjarmuvek fejlesztése tudomanyos és technikai szempontbdl egyarant
¢lénken kutatott teriilet. Nem csak a felhasznalok kényelme, de az erds verseny, az
energiaforrasok sziikdssége, €s a fokozodo biztonsagi kovetelmények is indokoljak ezt.

A gépjarmivek futomiive napjainkban mar igen Osszetett mechatronikai rendszerré
fejlodott. Milkodésének megértéséhez egyarant sziikségesek a mechanikai, hidrodinamikai,
automatizalasi, és sok esetben az informatikai ismeretek. Mégis, a futomili elsdsorban
mechanikai rendszer.

Erdeklédésem kozéppontjidban azok a mechanikai alapelvek keriiltek, amelyek
meghatarozzak egy futdomi viselkedését. Ezért valasztottam dolgozatom témdjanak azokat a
linearis és nemlinedris, egy- és két szabadsagi foku rendszercket, amelyek a gépjarmiivek

menettulajdonsagainak modellezésekor hasznalatosak, illetve felmeriilhetnek.

Célkitiizés

Célul tliztem ki az alabbiakat:

1. Az altalam vizsgalni kivant dinamikai rendszerek vizsgalatdhoz sziikséges egyenletek
felirasat, azok atalakitasat a szamitdgépes vizsgalatra legalkalmasabb forméba.

2. Olyan szoftver kifejlesztését, amely alkalmas a féazisdiagram, a stroboszkopikus
leképezés €s a rezonanciagdrbe (atviteli fliggvény) numerikus szamitasara.

3. A szoftver tesztelését olyan rendszereken, amelyek megoldasa ismert.

4. A nemlineédris rugokkal felépitett negyedmodell mozgasainak vizsgalatat, atviteli

fliggvényének kiszamitasat.



A dolgozat felépitése

A dolgozat bevezetd részében az egyes témakoroket a ,,felfedezés sorrendjébe” rendeztem
el. Ez azért hasznos, mert segiti a fogalmak fokrol-fokra torténd megismerését azzal, hogy
azonnal illusztraciot is nyujt azokhoz. Magam is igy ismerkedtem meg a témaval, ezért azt
gondolom, hogy a témaban esetleg kevésbé jartas olvaso szamara is ez lesz a legcélravezetdbb
elrendezés.

A forrasmiivek koziil kiemelem Tél Tamas — Gruiz Marton: Kaotikus dinamika cimi
miivét, amelybdl kiilondsen sokat meritettem.

A sajat munkat bemutato rész logikailag egyenes folytatasa a bevezetonek.

A dolgozatban, még a bevezetd részben is szerepld, szdmitasi eredményeket kozl6 abrak,
mind a sajat szamitasaim eredményeit mutatjadk be. A bevezetd fejezetekhez készitett abrak
nagyrészt akkor késziiltek, amikor a szoftver fejlesztése soran a teszteket végeztem. Igy kettés

céllal tudtam azokat felhasznalni.



2. Szakirodalmi és modszertani attekintés

A gépjarmivek futomiiveirél altalaban

Amikor a lovakat levaltottadk a motorok, és ndni kezdett a sebesség,
a tengelyenkénti egy-egy keresztben allo rugolap mellett megjelent
elébb a kemény, tomorgumi abroncs, majd a levegds kerék, a tizes
évekre pedig a kerekek fel-le mozgasat olajkavarassal elsimitd korai

karos lengéscsillapitok.

Mod kettds w1z 1z ,
odert ete Az els6 vilaghabort alatt az

keresztlengokaros  elsé
L, . |alapképlet mar igy nézett ki:
futomii -  ma  mar pKep gy

dltaldnos a  magasra | €101, az auto hossztengelyében

emelt felso kar és az azt a megcsapagyazott,
kerékaggyal Osszekoto J | keresztiranyban billegd
alaki elem

(mérleghintaszerti)  acélprofil

radra rogzitették az elforgathatd (kormanyozhatd)

Robusztus keretre épitett oldalankénti

ker¢kagyakat, a billegést laprugokkal és — a dragabb 16bb lengdkaros hitsé felfiiggesztés, ebben

autokon — karos csillapitokkal fekeztek. Hatul teljesen | igiakitasban légrugékkal.

merev tengely forgott, ugy, hogy az alvazhoz csak a
laprugdk és a csillapitok kapcsoltdk. Az elsé billegd tengelyt a kozépsd csapagyazas
oldaliranyban is megvezette, de hatul a teljes futomi szinte szabadon kilenghetett oldalra,

rontva az egyenesfutds mindségét €s a kanyarstabilitast.

A 40-es évekre a tervezOk arra is rajottek, nem jo, ha a két oldal kerekei kozott merev a
kapcsolat, azaz, ha az egyik berugdzasakor a masik kirugozik. Megjelentek az elsd fliggetlen

(a korai kettds keresztleng6karos) elsé futomiivek. Ez az egyik ma is hasznalt alapséma.
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A kerékagyak oldalanként két, egy alsé és egy felso, az autd
hossztengelyével parhuzamos csapok koriil lengé haromszog
alaki karon mozoghattak fel-le. Az als6 karokra csoves

lengéscsillapitok tdmaszkodtak, koriilottik vagy mellettiik

tobbnyire tekercsrugokkal. A 80-as évekre ez a megoldas a

Kettds  kereszt-leng6karos, | f€ls6- €s a  kozépkategoria privilégiumava valt, kilondsen,
légrugds  elsé  szerkezet egy |hogy a felsd lengdkar miatt nem volt egyszerli mérnoki feladat

e, az elsOkerék-hajtas féltengelyeit 4atvezetni. Az olcsobb

autokban egy, mar a 40-es évek ota létez0, szandéka szerint

olcso és elsOkerék-hajtasra idealis rendszer, a McPherson terjedt el. Tervezdéje egy Fiat-
mérndk, Fornaca még a 20-as években kidolgozta a rendszert, de az amerikai Earl McPherson

tette nagy sorozatban gyarthatova, igy réla nevezték el.

Ebben a ma altalanos ¢€s lassan a felsébb kategoriakban is terjedd szerkezetben csak az also
keresztlengdkarok taldlhatoak meg, a fels6k szerepét a lengéscsillapitok és a koréjlik szerelt
rugok veszik at, ugy, hogy a kormanyzashoz kiilon csuklopontok (a kerékagyakra) csak alul, a
megmaradt lengdkaron sziikségesek, fent az egész lengéscsillapitd-rugd egység (golyalab)
elfordul a bekotése koriil a toronycsapagyon. Ez a kialakitas szabad utat enged a
féltengelyeknek, konnyli €és egyszerli, de a kormanyzds ¢és a rugdzas-lengéscsillapitas
korabban egyértelmiien kiilonvalasztott elemeit némiképp 6sszevonja. Ennek kikiiszobolésére
sziiletett meg az Gn. pszeudo-McPherson szerkezet, ebben a golyalabak nem fordulnak, csak

rugoznak, a kerékagyak kiilon csapokon mozognak (elsd kép).

Els6kerék-hajtassal is 1étezik kettds keresztlengdkaros elsé futomii, de ezekben a felsd kart

altalaban jelentOsen leroviditik, és joval magasabbra szerelik.

Hatul sokdig a merev tengely volt az uralkod6 tipus. Egyszerti, olcso, és féleg hatsokerék-
hajtasnal praktikus. A teljes differencialmii egyiitt leng a kerekekkel és a féltengelyekkel, nem
indokolt a bonyolult csukldszerkezet. Az oldaliranyi megvezetést javitandd a gyarak tobb
megoldast dolgoztak ki; altalanossa valt a két, az autd hossztengelyével parhuzamosan lengd
bekotdkar. Ezek mellett Europdban a ma mar nem létez6 Panhard autdmarka szerkezete
terjedt el: a merev tengelyt a rugdkon és a csillapitokon tul egy atlés merev, de végein
csuklos-szilentblokkos ruddal kapcsoltak a karosszériahoz. Watt megoldasa kifinomultabb
volt, mert a kétrudas, oldalanként egy-egy bekdtéssel hatdrozottabba valt az oldalirdanyu

megvezetés.
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A fiiggetleniil rug6z6 kerekek problémajara azonban egyik megoldas sem felelt meg, a merev
tengely akarmilyen bekotéssel merev tengely maradt. Arrél nem is szolva, hogy a kerekekkel
egyiitt lengd differencidlmii jelentésen ndvelte a lengéskényelmet rontd rugodzatlan
futdomitomeget. Az elsé fiiggetlen hatso futomiivet a francia DeDion tervezte meg. Az elv
meglepden egyszerli, ugyanakkor zsenialis: kettds keresztlengdkarok, (pont ugy, mint eldl),
differencidlmii rogzitve a karosszéria aljan, ugy, hogy a hajtas csuklos féltengelyeken jut a
kerekekre. A féltengelyek ennélfogva ugyan dragabbakka valtak, &m mivel a differencidlmi
nem leng egyiitt a futomiivel, a kardantengely kialakitasa egyszeribbé valhatott. Ez a
megoldas hajtas nélkiil is kivaldan miikodik hatul, igy elsékerék-hajtasokhoz is megfelel. S6t
a leng6karok szdma tetszolegesen ndvelhetd, forméjuk alakithatd, ezért ma mar nem ritkék az
oldalanként 6t-hat karos (multilink) kivitelek sem. A legegyszertiibb, ritkan hasznalt fiiggetlen
hatso felfiiggesztés a hatsd6 McPherson. Ez ugyanolyan elemekbdl all, mint az elsd, de nincs

kornanyzas.

A leggyakoribb — az also-kozépkategériaig altalanos, de
feljebb is egyre elfogadottabbd valo — hatsd futomii a csatolt
leng6karos. Ebben a kerekeket az autd hossztengelyével

parhuzamosan (fel-le) lengd hossziranyu rudak, lengékarok

vezetik, a rugdzas ¢€s a csillapitds szabadon valaszthato. A két

Hagyomdnyos, elforuld oldal karjait (és igy a két hatso kereket IS) rugalmas rud, vagy

gblyaldbas, toronyesapagyas elsé | deformalodni keépes acelprofil koti 6ssze. Ez a két oldal
McPherson-felfiiggesztés Osszekapcsolasaval csokkenti a kanyarodasi oldalddlést, igy

lemezbdl formazott segédvazzal. javitja a stabilitast.

Ilyen oldalbillenés elleni szerkezetet el6l és hatul is régota hasznalnak, a neve
kanyarstabilizator. Az altalanos alapképletben — a futomi kialakitasatol fiiggetlentil — az alsé
lengdkarokat kotik dssze egy raddal. Ugy, hogy amikor kanyarban a kiilsé oldal berugézik, a
radon at nyomoderd ébred a belsd oldal karjan, ezaltal annak — és vele a keréknek —

felemelkedési hajlama csokken.
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A manapsag egyre inkabb terjedé segédkeretes megoldasok
— amikor a futomi alkatrészeit nem kozvetlenil a
padlélemezre, hanem kiilon keretre szerelik — egyik f6 feladata

a padldlemez erdsitése €és ezzel a csavarodasi merevség

javitasa. Kiilonos gondot forditanak az Osszeszerelés

o , Y ., Merevtengelyes hatso futomii.
egyszerusitésére is: a keretekkel a gyarban az eldre dsszeépitett o )
A differencialmii is egyiitt mozog

komplett felfiggesztések egy lépésben az autd aljara|, kerekekkel, a  hosszirdnyi
rogzithetdk [11]. lengdkarokat  kanyarstabilizdtor

koti ossze.

A gépjarmiivek negyedmodellje

Az autémodellezés rendkiviil fontos egység a jarmilivek dinamikajanak megértéséhez. Az
autok struktirdja egy igen bonyolult rendszer szamos szabadsagi fokkal. Szamos mddja
lehetséges a mérnoki modelltipusok kialakitasara, am a teljes jarmii figyelembe vétele a
modellalkotasndl nagyon komplikalt, id6- és koltségigényessé teszi a dinamikai vizsgalatokat.

A miiszaki gyakorlat hamar ramutatott, hogy az egyszeriisitett modellek, melyek nem
feltétleniil vesznek figyelembe minden tényez6t — csak az adott vizsgalat szamara
indokoltakat —, j6 kozelitéssel pontos eredményeket jeleznek vissza az adott rendszerrdl. igy
egy adott jarmii futomiivének vizsgélatanal elegenddnek bizonyult, ha minddssze egyetlen
kereket és annak jarulékos elemeit vessziik figyelembe.

Ennél a dinamikai analizisnél mar csak két-, egyszerlsitett valtozataban egyetlen
szabadsagfokt a rendszer, melyben a rugdzatlan tomeget a kerék és a hozza kapcsolodo
tengely testesiti meg (m) — bar az elnevezés ellenére a gumiabroncs és a talaj kozott
természetesen rugds kapcsolat all fenn (ki) —, felfelé¢ haladva talaljuk a valddi rugot (ks) és a
hozza tartozoé csillapitast (Bs), alatta a gumiabroncs csillapitasat (B;), legfeliil pedig a rugdzott

tomeg lathato (M). [3]
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I Posin(w,t)

A gépjarmiivek linearis negyedmodellje

Mozgasegyenlet, fazistér

A kovetkez0 fejezetek a [4,5] forrasmiivek felhasznalasaval késziiltek.

Egy véges sok szabadsagi foku rendszert, amelyben a mozgésallapot valtozasa csak a
rendszer pillanatnyi allapotatol fiigg, differencial-egyenlettel vagy -egyenletrendszerrel irunk
le. Az ilyen egyenletek altalaban tartalmazzak a valtozok elsé vagy magasabb iddderivaltjait.
A mechanikaban példaul megjelennek a koordinatak elsé derivaltjai, a sebességek, és masodik
derivaltjai, a gyorsuldsok. Az ilyen egyenletredszerek az iddderivaltaknak 0j véaltozoként valo

bevezetésével

dx(t) .

i X = f(X) 1)

alakra hozhato, ahol X = [X4,X, ... X,] egy n-dimenzids vektor, f(X) pedig n szamu
fliggvény. Az 1d6 szerinti derivalast ponttal jeloljiik. Autonom rendszernek nevezziik azt az
elsérendti differencialegyenlet-rendszert, amelyben az f(X) fiiggvények egyike sem fiigg
expliciten az id6tdl. Ha az id6tol expliciten fiiggenek az f(X) fiiggvények, a rendszer akkor is

autonomma tehetd az x,,,; = at uj valtoz6 bevezetésével, amivel

fi (X1, X9 o Xp, t) = (X1, X5 oon X, Xppp /) (2



alakba irhatd. Ez kés6bb 1ényeges lesz a dolgozatban, hiszen ebbdl az kovetkezik, hogy
egy 1dofliggd gerjesztésnek kitett n-dimenzids (gerjesztés nélkiill autondom) rendszer n+1
dimenziés autondom rendszerként irhato le, vagyis az idofliggd gerjesztés eggyel ndveli a
rendszer dimenziojat.

Az autondm rendszer a fizikai rendszer mozgasanak egy n-dimenzids térbeli pont
mozgasat felelteti meg. Az X; koordinatateret fazistérnek nevezziik. A fazistérbeli koordinatak
a fizikai rendszer helyzetét megadd skalar mennyiségek (koordindtdk, vagy altalanositott
koordinatak) és azok 1d0 szerinti elsd derivaltjai, a (altalanositott) sebességek. A
differencialegyenlet-rendszer a fazistér minden egyes pontjahoz egy (fazistérbeli) mozgast
rendel, ami hasonlo a valosagos folyadékok aramlésdhoz. Ezért azt mondjuk, hogy az
autondm rendszer a fazistérben ,,d&ramlési teret” vagy ,,folyamot” definial.

Itt nem részletezziik, de ezzel kapcsolatos Liouville tétele, mely szerint konzervativ
rendszerekben a fazistérfogat &llandd. Disszipativ (jellemzéen surlodast tartalmazo)

rendszerekben a fazistérfogat 6sszehuzodik.

A mozgasegyenletek numerikus megoldasa

A dinamikai rendszerek analitikus megoldasa specialis esetekben ismert. Altalaban
numerikus moddszerek sziikségesek a megoldas kozelitéséhez. A feladat az, hogy a to
idOpillanatban ismert X(ty) = X, vektor esetén megadjuk a fizikai rendszer mozgasat leird X(t)
fliggvényt egy bizonyos [ty, t;] intervallumban. Az igy megfogalmazott feladatot kezdetiérték-
feladatnak nevezziik. A kezdetiérték-feladatok megoldasara szamos maddszer ismert, itt csak a
dolgozatban is hasznalt negyedrendii Runge-Kutta modszert ismertetem.

A kozonséges differenciadlegyenletek széles osztalyainak kezdetiérték-feladata egyértelmii
megoldassal rendelkezik. Ezt kozelitik a numerikus modszerek. Altalaban elmondhat6, hogy a
numerikus modszerek a folytonosan valtozd id6ét kicsiny, At idélépésekre osztjak, és a
megoldasfiiggvény kozelitését csak bizonyos idépontokban adjak meg, diszkrét értékek
sorozataként (nem folytonos fiiggvényként). Ha elegend6en kicsinyek az id6lépések, akkor a
megoldas hibgja is kicsiny. Ugyanakkor fontos, hogy a numerikus kozelitésnek mindig van
hibéja, és a hiba becslése fontos része az eljarasnak. Altaldban a szamités elején kell rogziteni,
hogy legfeljebb mekkora becsiilt hibat fogadunk el. A numerikus modszerek At idélépéseinek

nagysaga fliggdve tehetd a becsiilt hibatol, igy adaptiv 1épéskdz valtoztatas is megvalosithato.
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A Runge—Kutta modszerek csaladja a differencidlegyenletek numerikus analizisének széles
korben ismert és alkalmazott kozelité eljarasa, amelyet Carl Runge és Martin Kutta német
matematikusok dolgoztak ki 1900 kortil.

A kezdetiérték feladatok numerikus megoldasanak f6 elvét csak egydimenzids rendszerre

¢s a részleteket elhagyva irom le. Feladat a

dx(t) ©)
Tk f(x,t)

egyenlet megoldasa az x(0)=xo kezdeti feltétel mellett. Az eljards a megoldasfiiggvény xp

értékeit a diszkrét ty=to+nh pillanatokban adja meg (kozeliti). Az a cél, hogy az x, ismeretében

meg tudjuk adni az xp+1 értéket. Fejtsiik Taylor-sorba az x, koriil a megoldasfliggvényt:

- 1 d¥x (4)
Xn41 = Xp t Z__hk

Az 1d6 szerinti derivaltak kifejezhetok az f(x,t) segitségével. A numerikus eljards soran
végtelen szamui miiveletet nem tudunk elvégezni, ezért a sorfejtést meg kell szakitanunk
valahol. Ha az N-edik tagnal szakitjuk meg a sort, akkor az elhagyott tagok miatt h"**
nagysagrendll hibat kovetiink el. Minél nagyobb az N, annal kisebb ez a hiba, de annal tobb
szamitast kell végezniink. Ez az a kompromisszum, amelyet minden numerikus modszer
alkalmazasa esetén el kell fogadnunk. Ha a Taylor-sorfejtést az N-edik tagnal szakitjuk meg,
akkor azt mondjuk, hogy N-edrendii modszert alkalmazunk, melynek a hibaja a h N+1-edik
hatvanyaval aranyos. Ne feledjiik, hogy a hiba a h id6lépés kisebbitésével is csokkenthetd
(nem csak a modszer rendjének novelésével), ugyanakkor ez is a szamitdsi munka
novekedéséhez vezet.

Megemlitjiik, hogy N=1 esetén az Un. Euler-mddszerhez jutunk. Ez igen szemléletes, az
Xn+1 Szamitadsdhoz csak az elsé derivaltat hasznalja fel

Xn+1 = Xp + h - f(Xp, ty). 5)

Az Euler-moédszer csekély szamitasigénnyel jar, ugyanakkor a h-ban masodrendii hiba
altalaban til nagynak bizonyul, igy a megoldésnak csak igen durva kozelitését kaphatjuk meg
(hacsak a magasabb iddderivaltak nem elegendden kicsinyek, de ez ritka eset).

A negyedrendii Runge-Kutta modszer iteracids formulai a kdvetkezok.

Xn+1 = Xn + = (ky + 2K, + 2k3 + ky), ahol (6)
n+k h
ky =h e ta), kp =h- £, 043), ")
ky =h-f(xy+2,t,+3), ks =h-f(x, +Ks,t +h). (8)
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A szakirodalom szerint a médszer jol alkalmazhatd a legtobb dinamikai rendszer, ezek
kozott a kaotikus problémak szimuldlasara.

A hibabecslés egyik elterjedt modja az, hogy az xn+1 értéket az xp-bol két, At/2 1épéssel is
kiszamitjuk, majd megvizsgaljuk az igy kapott érték eltérését az eredeti xp+1-t6l. Ebbdl a hiba
becsiilhetd. Ezen alapul az adaptiv 1épéskoz valtoztatds. Ha a hiba nagyobb egy elére
rogzitett értéknél, akkor az eredeti At 1€péskdz helyett At/2 1€péskodzzel folytatjuk az iteralast.
Ha viszont kisebb egy madsik kiiszobszamnal, akkor megnoveljiik a 1épéskozt At*2-re. Az
adaptiv 1épéskoz valtoztatds elonye az, hogy adott hibahatdr mellett minimalizalhaté a
szamitasigény. Adaptiv 1épéskoz valtoztatdst nem alkalmazhatunk, ha idében egyenletes
eloszlasu adatsorra van sziikségiink, mint példaul a késébbiekben szoba keriild természetes
eloszlas szamitdsanal.

A numerikus szamitasok soran duplapontos aritmetikat hasznalunk.

Fazisportré, a szabad harmonikus oszcillator példaja

Az n-dimenzios fazistérben mozgo pont, a fazispont mozgésa a rendszer mozgasanak teljes
leirasat adja. A fazispontnak a fazistérbeli palyajat trajektorianak nevezziik. A dinamikai
rendszer megoldasanak egyértelmuiségébdl kovetkezik, hogy a trajektoridk soha nem metszik
egymast. Ha a fizikai rendszer egy szabadsagi foku (x), azaz a fazistér két dimenzios (X,v),
akkor a papir sikjan konnyen szemléltethetd a trajektéria. Magasabb dimenzids rendszerek
esetén a mozgas vizsgalatdhoz leképezéseket szokas alkalmazni.

A szabad harmonikus oszcillator mozgasegyenlete:

mX = —Kkx, 9

ahol x az egyenstlyi helyzettdl valo kitérés, m a tomegpont tomege, k a rugdallando. Az

, K ., . ‘o
W = _|—sa atfrekvencia bevezetésével ez az

X = —w3x (10)
alakban irhatd. Autonom rendszerré az x; = X, X, = X jelolések bevezetésével alakithato,
¢s az alabbi egyenletrendszer formajaban adhatd meg:

).(1=X2

).(2 = —(;)%Xl. (11)
Ennek a rendszernek ismerjiik a megoldasat:
X; =X = Asin(wot + @), (12)

X, =V = Aw, cos(wot + @g).
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A fazistér kétdimenziods, ezért a papir sikjan konnyen szemléltethetd, a trajektoria ellipszis.

A vizszintes tengelyen a kitérést, a fliggdleges tengelyen a sebességet abrazoljuk (1. abra).

4 v=x,

fazissik trajekténak

v

X=X

1. abra A harmonikus oszcillator fazisdiagramja

Az 1. abran lathato ellipszisek koziil egyszerre csak egy lehet a tomegpont trajektoriaja,
hiszen egy pont csak egy mozgasban tud részt venni. A halvanyabban rajzolt trajektoriakat a
példa kedvéért tiintettiik fel. Nagyobb energia esetén az ellipszis mérete is nagyobb. A
lehetséges trajektoridk Osszessége a fazistérkép. Ebben az esetben a trajektéridk olyan
ellipszisek, amelyek geometriai értelemben hasonlok, és koriiljarjak az origdt. Az origd

elliptikus fixpont.

Fixpontok a kétdimenzios fazistérben
Fixpontnak nevezziik azokat a fazistérbeli pontokat, amelyekben az idéderivaltak eltiinnek,
azaz
X =f(X) = 0. (13)
A trajektoridk ide befutnak, mas szoval, a fazisfolyam itt eltiinik. A fixpontok fontos
jellemzdje a stabilitds. Ezt Ggy vizsgaljuk, hogy a fixpont kis kornyezetében a dinamikai
rendszer linearizalt alakjat irjuk fel, ami kis elmozdulasokra jo kozeliti a rendszer

viselkedését. Csak kétdimenzios esettel foglalkozunk. A fixpontot jeloljék az  (x7,x3)

koordinatak. A dinamikai rendszer linearizalt alakja:

: of of
G =) = 3G = %) + 52 (6 = X3)

_ o

) * * afz * (14)
(xz —%3) = o, K1 T x1) + a—XZ(Xz —X3)
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vagy

AX = AAX (15)
ahol
o o
_|9x1 0xz| _ di1  dr2
e _[a21 azz]. (16)
6X1 6X2

A linearizalt mozgasegyenletek megoldéasait exponencialis alakban keresve azt talaljuk,
hogy az A matrix sajatértékei hatarozzdk meg a fixpont jellegét. Ha a megoldas valds, akkor
exponencialis kozeledés vagy tavolodas zajlik a fixpont kornyezetében a fixponthoz
viszonyitva. Képzetes sajatértékek esetén a megoldas periodikus jellegh a fixpont
kornyezetében. A fixpontok stabilitasat és tulajdonsagait a két sajatérték egyiittesen jellemzi.
A lehetséges esetek a kovetkezok.

Csomopontattraktor: mindkét sajatérték valos és negativ.

Hiperbolikus pont: a sajatértékek valdsak, egyik pozitiv, a masik negativ.

Elliptikus pont: mindkét sajatérték képzetes.

Spiralis attraktor: a sajatértékek komplexek, valos résziik negativ.

Az n. invertalt dinamikaban, ha az id6 visszafelé telik, megjelenhet a csomopontrepellor

¢s a spiralis repellor is, de ezzel itt nem foglalkozunk.

A csillapitas hatasa: csillapitott harmonikus oszcillator
Ha a tomegpontra a kitéréssel aranyos un. harmonikus erdn kiviil a sebességgel aranyos
surlodas (csillapitas) is hat, akkor a rendszert csillapitott harmonikus oszcillatornak nevezziik,
mozgasegyenlete:
mX = —kx — B%, a7

ahol x az egyensulyi helyzett6l valo kitérés, m a tomegpont tomege, k a rugballandd. A

tomeggel valo osztas utan az egyenletben megjelenik a szabad rezgés wy = \/; frekvenciaja

¢és az a = [3/m fajlagos csillapitési tényezo
X = —w3x — ax (18)
alakban irhatd. Autonom rendszerré az x; = X, X, = X jelolések bevezetésével alakithato,

¢s az alabbi egyenletrendszer forméjaban adhatd meg:
Xl =Xy

(19)

X, = —wix; — ax.
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Ennek a rendszernek is ismerjiik a megoldasat:

[04 2
X, =X = Ae 2" sin(wgt + @g), W= _|w3— %. (20)
A csillapitott rezgés kozelitleg felfoghat6 ugy, mint egy exponencialisan csokkend
amplitadoju, w, korfrekvencidju rezgés, amely az iddvel tart az egyensulyi helyzethez,
végtelen hosszt 1d6 elteltével megall. Ha a csillapitas kicsi, akkor a rendszer tobbszor athalad
az egyensulyi helyzeten, miel6tt megall, ha nagy, akkor egyszer sem, ezt aperiodikus

mozgasnak hivjuk.

0.5

—

idé (s)

kitérés (m)

50 100

2. ébra A csillapitott harmonikus oszcillator kitérés-id6 fliggvénye és fazisdiagramja

gyenge csillapitas esetén

1 — +
£
0.8 = .
] Uo
€ 06 é kitérés (m)
o [
\E (2] O
2 04 -
£ \ 1 05 0 L
02 id6 (s) 0.5
0 a1 1
0 50 100 1

3. ébra A csillapitott harmonikus oszcillator kitérés-1d6 fiiggvénye és fazisdiagramja

erds csillapitas esetén

A csillapitott harmonikus oszcillator fazisterében az origd egy fixpont, spiralis attraktor.
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Poincaré-leképezések

Jules Henri Poincaré (1854-1912), aki a doktori dolgozatat a differencialegyenletek
szingularis pontjairdl irta, a mechanikai rendszerek hosszu tavu stabilitdsaval is foglalkozott.
O alkalmazta el3szér a rola elnevezett leképezéseket.

A leképezések haszndlata elsOsorban azért célszerli, mert leegyszeriisiti a bonyolult
mozgasok tanulméanyozasat. A trajektoridk helyett csak bizonyos pontokat vizsgalunk. N-
dimenzi6és autoném rendszerek esetén egy N-1 dimenzidos hiperfeliilet és a trajektoridk
metszéspontjainak sorozatat allitjuk eld. Mivel az autoném rendszer egyenletei elsérendiiek,
minden egyes pont egyértelmiien meghatarozza a kdvetkezot:

Xi+1 = P(xi) (21)
itt P a Poincaré-leképezés.

Az olyan specidlis

X =f(%t) (22)

nem-autoném rendszerek esetén, amelyekben az (X, t) az idének periodikus fiiggvénye, a
gyakorlatban fontos lehetdség van Poincaré-leképezés definidlasara. Legyen a periddusidd T,
azaz f(x,t) = f(X t+ T) = f(X, t +iT). EKkor az xp4; = sinz?ﬂt koordinataval kiegészitett
n+1 dimenzids fazistérben a trajektoridknak az x,,; = allando Osszefiiggéssel meghatarozott
hiperfeliilettel képzett metszéspontjai a Poincaré-leképezés pontjai. Ez mas szdéval azt jelenti,
hogy az eredeti, n-dimenzids fazistérbeli mozgasrol T idénként készitiink pillanatképet, és az
igy kapott ponthalmaz lesz a mozgas Poincaré-leképezése. Ez az oka annak, hogy gerjesztett
rendszerek esetén mindig a gerjesztés periddusideje hatdrozza meg a leképezést. A Poicaré-
leképezéseknek ezt az osztalyat stroboszkopikus leképezeknek is nevezziik. A stroboszkdp
egy olyan specidlis ldmpa, amely pontosan eldre beallitott idokdzonként villan fel. Ha sotét
szobaban hasznaljuk, akkor a pillanatképekkel lehetdséget ad gyors periodikus mozgasok
mozgasok tanulmanyozéasara. Innen a leképezés elnevezése: csak bizonyos, eldre adott
1d6kozonként bekovetkezd allapotokban vizsgaljuk a fazispontot.

A leképezések elméletében fontos az invaridns sokasdg fogalma. Invaridans sokasagot
alkotnak azok a pontok, amelyek a leképezés tobbszori alkalmazéasaval egymasba képezddnek

le a kovetkezOk szerint:

P(xy) =%,
P(Xz) = X3
: (23)
P(Xx-1) = Xk
P(x) = X4
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Az X; ... X vektorok Osszessége egy k pontbdl allo ciklus, mas szdéval egy invarians
sokasag. A k értéke lehet 2, barmilyen pozitiv egész szam, de invaridns sokasag lehet egy

gorbe (azaz végtelen sok pontot tartalmazo folytonos sokasag) is.

A gerjesztett harmonikus oszcillator

A gerjesztett és csillapitott harmonikus oszcillator elvi vazlatat az alabbi abra szemlélteti.

m I Fosin(w,t)

A csillapitott és gerjesztett harmonikus oszcillator

Az ébra elrendezését az indokolja, hogy késobb a jarmiidinamikaban ismert negyedmodellt
szeretném vizsgalni, amelyben az ut alul van, ehhez igazodik ez az elrendezés is. A rendszer
természetesen egy szabadsagi foku, tehat az m tomeg csak fliggbleges iranyban mozoghat,
oldalra nem. A rugo a rugderdt, a stilizalt lengéscsillapito a csillapitast jelképezi.

A gerjesztett harmonikus oszcillator példajan jol illusztralhatdé a stroboszkopikus
leképezés. A mozgasegyenlet a csillapitott harmonikus oszcillatornal mar bevezetett
jelolésekkel:

X = —wgx — ax + fg cos(wgt + @p) (24)

alakban irhato. f; a tomegegységre jutd gerjesztési amplitudo, wg a gerjesztés frekvencidja,

ebbdl T = i—n Autonoém rendszerré az X, = X, X, = X jelolések bevezetésével alakithato, és
g
az alabbi egyenletrendszer forméjaban adhaté meg:
Xl = Xy

X, = —0§x; — ax+fy cos(wgt + @) . (25)
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A megoldas ismert:

x(t) =A COS((ogt + @o — 8) + Ase 2 cos(wgt + @)
f
A= 2

(@3-wd)2+a2e? (26)

_ oaw
8 = tan 1( > g2>
05—

A masodik tag az un. tranziens (atmeneti) része a mozgasnak, amely az idovel

exponencialisan csokkenve eltlinik. Az els6 tag marad meg hosszl tavon, ez a gerjesztési

frekvencidval azonos frekvencidju szinuszos rezgés, allandosult tagnak is nevezziik.

o gty
T [iRaaninassandapinasnan g 3
501 oiinan R
i

4. abra A gerjesztett és csillapitott harmonikus oszcillator kitérés-ido fiiggvénye és
fazisdiagramja

Béar a 4. abra csak egy kezddfeltétel esetén mutattuk meg a mozgast, az barmilyen
kezdofeltétel esetén a szinuszosan valtozd rezgdmozgashoz tart, aminek a fazisdiagramon az
ellipszis felel meg. Minden trajektoria az ellipszishez simul. Az ellipszis ezért egy kiilonleges
halmaz a fazissikon, mely magdhoz vonzza a trajektoridkat. Ebbdl ered a neve is: hatarciklus
attraktor. Altaldban attraktornak nevezziik a fazistérnek azon részhalmazat, amelyet minden
trajektoria elér.

Mivel a gerjesztett oszcillator nem autondém rendszer, de autondmma tehetd az idonek,
mint valtozonak a bevezetésével, a dimenzidszama valdojaban nem 2, hanem 3. Ezt sejteti az
is, hogy a fazisdiagramon a trajektoridk latszolag metszik egymast, holott ez nem torténhet
meg. A 4. dbran bemutatott fazisdiagram a rendszer fazisterének egy kétdimenzios vetiilete,
egészen pontosan az elmozdulds-sebesség sikra vett vetiilete. Annak érdekében, hogy a

mozgas jellege konnyebben vizsgalhatd legyen, elkészitjiik a Poincaré-leképezését. Az (x,v)
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fazissikon csak azokat a pontokat abrazoljuk, amelyek iT, i= 1,2,3 ... stb. iddpontban
jellemzik a rendszert. Az ilyen leképezést stroboszkopikus leképezésnek is nevezik. Mivel a
megoldas ismert, most nincs mas feladatunk, mint a fentebb bemutatott ponthalmazbol a

megfelel6 pontokat kivalogatni.

2 0.5
- , Qg 0-4
< x £
£ - - 03
~— R J/ ™
pl %% 4 B - 02
wn ] ~—-a_
0.4 -0.2 0,2 0,4 - s B
S 1 “
»n + 0
) -0.35 -0.3 -0.25 -0.2
kitérés (m) kitérés (m)

5. abra A gerjesztett és csillapitott harmonikus oszcillator mozgasanak stroboszkopikus
leképezése. A jobb oldali abra nagyitott a jobb lathatosag érdekében. A pontokat csak az

egymasutanisdg kovetése érdekében kotottiik 6ssze, ezek a vonalak nem trajektoriak.

Az 5. 4bran megfigyelhetd, hogy a leképezés pontjai fokozatosan kozelednek egy, a
hatarcikluson levé ponthoz. A fazisdiagramon a hatarciklus egy zart gorbe, a leképezésen a
hatarciklusnak egyetlen pont felel meg, ez egy pontattraktor. Altalaban elmondhato, hogy a

leképezésen az attraktorok eggyel alacsonyabb dimenzids alakzatok, mint a fazistérben.

A kaotikus mozgasok jellemzoi

A harmonikus oszcillator példai alkalmasak voltak arra, hogy szamos fogalmat és modszert
bemutassunk. Ugyanakkor ezeknek a rendszereknek ismerjikk az analitikus megoldasukat,
amely kevéssé fiigg a kezdeti feltételektdl, ezért tetszdleges idStartamra elére jelezhetd a
viselkedésiik.

A mechanikai (€s altalaban dinamikai) rendszereknek van egy olyan csoportja, amelyre ez
nem jellemzd. llyen példaul a csigan lengd test, a szemben fekvd lejtdkon pattog6 labda, vagy

a korongok kozott pattogd golyo.
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6. abra A kezdeti feltételekre érzékeny rendszerek: a csigan lengd tomegpont, a lejtokon

pattog6 labda és a korongok kozott pattogd golyo.

A 6. abran szemléltetett rendszerek mindegyikére igaz, hogy bar a mozgastorvényiik
egyszeriien megadhatd, a mozgas erésen érzékeny a kezdeti feltételekre, ami miatt a mozgas
hosszi tavon nem jelezhetd eldre. Példaul a korongok kozott pattogd golyot, ha két,
egymashoz kozeli helyzetbdl inditjuk (két kiilon alkalommal), akkor a két mozgas egy ideig
hasonloan megy végbe, azonban rovid iddn beliil annyira eltérévé véalhatnak, hogy azonos id6
elteltével teljesen mas korong kozelébe keriilhet a golyd, és egészen mas sebességgel
mozoghat a két esetben. A rendszer teljesen determinisztikus, mégsem lehetséges a
mozgasanak hosszu tavh eldrejelzése, mert a kezdeti feltételekben jelentkez6 kis hiba rovid
1d6 alatt a mozgasban igen nagy eltéréseket okozhat. A fazistérbeli trajektoridk egymastol
exponencialisan tdvolodnak. Az ilyen mozgast determinisztikus kaosznak, a rendszert
kaotikusnak nevezzik. A kaosz tehat nem azért alakul ki, mert a rendszer ,,véletlenszerii”
torvényeknek engedelmeskedik.

A determinisztikus kdosz f6 jellemzdi:

e a dinamikai rendszer megoldasai egyértelmiiek barmilyen kezdoéfeltételre, ezért
végtelen pontossdggal megadott kezddfeltételek esetén a rendszer viselkedése
elvileg hosszu tavon is eldre jelezhetd,

e a dinamikai rendszer mozgésa igen érzékeny a kezdeti feltételekre, a trajektoridk
egymastol exponencialisan tdvolodnak, a rendszer ,,hibaerdsitd” tulajdonsagu,

e a fenti tulajdonsag oka a rendszerben fellépd nemlinearitas és az instabilitas.

Determinisztikus kdosz nem csak nagy szabadsagi fokua, bonyolult rendszerekben alakulhat
ki, hanem egyszerti, de nemlinearis dinamikaval rendelkez6 rendszerekben.

A kaotikus viselkedés sziikséges feltétele, hogy a dinamikai rendszer

e legyen nemlinearis,

e mozgasat legalabb harom fliggetlen, elsérendli autondém differencidlegyenlet irja le.
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Attraktorok, természetes eloszlas

Az eddigiekbdl kitlinik, hogy a dinamikai rendszerek leirdsaban fontos szerepet jatszanak
az attraktorok. Kaotikus rendszerek esetén ezek nem mindig pontok, ellipszisek vagy
egyszerll alakzatok. Szdmos esetben fraktdl alakzatok a Poincaré-leképezéseken megjelend
attraktorok.

Természetes eloszlasnak nevezziik azt az 1d6tdl fiiggetlen valdszinliség-eloszlast, mely
megadja, hogy a kaotikus attraktor, a kaotikus sav, vagy a kaotikus nyereghalmaz egyes
pontjait milyen gyakran latogatja a hosszu ideje kaotikus mozgést végzd pont.

A természetes eloszlas Ugy szamithatdo, hogy a rendszer mozgasat hosszu
id6intervallumban numerikus moédszerrel kiszdmitjuk, és minden egyes pontrol feljegyzést
készitink, hol talalhato. gy a fazistér kis térfogatrészeiben megszamolhaté a
,meglatogatasok™ szama, ebbdl pedig relativ gyakorisag is szamithato. A relativ gyakorisag
tart a valdszinliséghez, amint a mintavételek szdma (a vizsgalt iddintervallum hossza) tart a
végtelenhez.

A fenti eljarasnak korlatai is vannak. Mivel a kaotikus attraktorok gyakran fraktal
szerkezetlieck, a numerikus pontossag nem biztos, hogy elegend0 a fraktalok
finomszerkezetének abrazoldsahoz. Ezért a természetes eloszlas csak a numerikus pontossag

erejéig szdmithato.

A mozgasegyenletek dimenzidtlanitasa

A fizikai rendszereket leird egyenletekben mértékegységgel rendelkezé6 mennyiségek
szerepelnek. Az egyenletek atirhatok olyan alakra, amelyben mar sem a paraméterek, sem a
valtozok nem rendelkeznek mértékegységgel. Ez két okbodl fontos.

A dimenzidtlanitott alak megmutatja a rendszer fliggetlen paramétereinek a szdmat, ami
altalaban kevesebb, mint a fizikai paraméterek szama. Az egyenlet megoldasainak
paraméterfiiggése hozza tartozik a megoldashoz, ami ebben az alakban tanulméanyozhato.

A numerikus modszerek alkalmazéasakor a szamitogépek puszta szdmokkal, dimenzidtlan
mennyiségekkel dolgoznak. A fizikai mennyiségek mértékegységének puszta elhagydsa nem

megfeleld eljards, mert nagyon megneheziti a fliggetlen paraméterek terének feltérképezését.
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Egydimenzios rendszer esetén az x helykoordinata és a t id6 helyett bevezetjiik az x és t
dimenziomentes mennyiségeket a rendszerre jellemzd, egyelére nem meghatarozott L

hosszusag ¢s T idoegység bevezetésével:

x=Lx" t=Tt. (27)
A sebesség és a gyorsulas a kovetkezOk szerint alakul:
(o v Lo oo Lo
@ Tav xS XTEX (28)

Legyen adott a mozgasegyenlet az alabbi formaban:
X =a(x Xt Q. (29)
Itt u jeloli a paraméterek halmazat. Az 0j valtozokkal az eredeti egyenlet a kovetkezd

alakban irhato:

X = T—Lza(LX',%x", Tt', ). (30)
Az igy kapott kifejezésben L és T még mindig szabadon valaszthatd, értékiiket tgy
hatarozzuk meg, hogy minél tobb helyen legyen 1 az egyiitthatd. Ezzel a modszerrel
legfeljebb kettével csokkenthet a paraméterek szama, ezek halmazat jelolje w’. Az L és T

megvalasztasa utdn a mozgasegyenlet
X = a(x,x’,t, 1. (31)
Ha ennek a feladatnak a megoldasa x'(t") = f(x'y, Vo, t', '), akkor az eredeti valtozokkal

a megoldas kifejezhetd:

— Lf¥e o t
X(t)—Lf(L, L 'T:U)- (32)
Fontos, hogy az eredeti probléma megolddsa is megadhato a p’ dimenzidtlan
paraméterekkel, melyeknek szama kevesebb, mint az eredeti egyenletben a p paraméterek

szama.

Az anharmonikus oszcillator
Az anharmonikus oszcillatorrdl sz6l6 anyagot a [4,7,8,9,10] forrasokbol meritettem.
Anharmonikusnak akkor nevezziik az er6torvényt (és a hatasara kialakulo rezgdmozgast)
ha az eltér a lineéris erétorvénytdl. Ez az eltérés jellemzden két modon valosul meg. Az
F=—kx—ex3 (33)
er6torvény megorzi a fliggvény szimmetridjat, az
F = —kx — &x? (34)
alaku er6torvény viszont nem. Mi csak a szimmetrikus esettel foglalkozunk. Amennyiben a

nemlinearis tag (€) eldjele negativ, akkor az er6torvény a linearis rugéhoz viszonyitva mindig
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nagyobb erdt fejt ki, s6t a kiillonbség a kitéréssel novekszik. Az ilyen rugét keményedd
rugdnak is hivjak. Pozitiv anharmonikus tag esetén lagyuld rugordl beszélhetiink.

A progressziv rugdzas olyan elemet tartalmaz, amelynek erdtérvénye eltér a linearistol a
keményed6 rugd modjara. Egy olyan pont mozgasegyenlete, amely keményedé rugdhoz
kapcsoladik, csillapitas és gerjesztés is hat ra:

mg = —kx — ex® — BX + F4 cos(wgt). (35)

Az ilyen egyenlettel leirt rendszert Duffing-oszcillatornak is nevezik, linearis viszkozus

csillapitassal. Az egyenletnek ebben a formdjaban a fizikai paraméterek szerepelnek,

amelyeknek mértékegysége is van. A dimenziodtlanitas elsé 1épéseként elosztjuk az egyenletet

a tomeggel.
. 2 3 . 2T
X = —wpX — goX° — aX + f, cos(?t) (36)
, , k € F 21T 2T
Itt a szokdsos moédon w3 =—,¢g,= —,azﬁ,f =L w,== —>T== A
m m m’ '8 m g T wg

dimenzidtlanitast a hosszusag és az id6 atskaldzasaval folytatjuk, az x és t mennyiségekrdl a

vesszOt elhagyjuk:
k=— (—oo%Lx — g L’x3 — a%x + f5 cos (?Tt)) (37)
2
%X = —w3T2x — g, T2L2x3 — aTx + Tng cos(2mt) (38)

Az id6 szorzdjat maris azonosnak valasztottuk a gerjesztés T periddusidejével, az L

hosszsagfaktort még szabadon megvalaszthatjuk. Az a cél, hogy minél tobb helyre keriiljon

2
1 egyiitthato.  Legyen Tng =1 a gerjesztés dimenzié nélkiili amplituddja, és az L

2
mennyiséget valasszuk a kovetkezdképpen: L = j—si Ezzel
0
% = —w3T?(x + x3) — aTx + [ cos(2mt). (39)

Bar az eredeti mozgasegyenletben latszolag 6 szabadon valaszthatdo paraméter van,
valojaban harom fiiggetlen paraméterrel lehet definialni a rendszert, ezek: w3T?, oT, 1. Ha
ezeket ismerjiik, és a valddi rendszer gerjesztésének T periodusidejét és az L térbeli skalazasi

egyiitthatot megadjuk, akkor az eliminalt fizikai paraméterek igy szamithatok ki:

IL

4
21 Wo =
T2

wg =8 =5, fg = (40)
Ezek a formuldk azért fontosak, mert segitenek a dimenzidtlanitott rendszerre kapott
eredményeket megfeleltetni a valdsagos rendszereknek, adott esetben a jdrmiiveknek.
A Duffing-oszcillatorrol sz6l6 szakirodalom igen gazdag. Ez a rendszer igen egyszert, de

mar alkalmas arra, hogy a nemlinedris rendszerekben fellépd jelenségek megmutatkozzanak
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benne. Ezek koziil a két legfontosabb a gyenge gerjesztés esetén megfigyelhetd Un.
hiszteretikus rezonancia, a masik az erds gerjesztés esetén megjelend kaotikus viselkedés. A
»gyenge” €s az ,,erds” gerjesztés kozotti atmenet sordn a rendszer megoldasai igen sokszinii
alakot Oltenek, szamos, egyre magasabbrendii ciklus jelenik meg a mozgasban, amelyek

megfelelnek a Poincaré-leképezés invarians sokasagainak.

Az anharmonikus oszcillator viselkedése gyenge gerjesztés esetén

Gyenge gerjesztéskor az oszcillatornak hatarciklusa van, akarcsak a linearis oszcillatornak.
A hatarciklus azonban nem ellipszis, hanem egy altalanosabb alaku zart gorbe az (x,v)
fazissikon.

A paraméterek kovetkez6 értékeire végeztem mintaszamitést:

woT =6,aT = 0.6,1 = 180

A szamitas dimenzidtlan id6tartama 20 egység. A kitérés-ido grafikonrdl lathatd, hogy az
elso 10 idoegység alatt a tranziens dsszetevo nagy része kihalt. A 20. idéegység alatti mozgas
fazisdiagramjan lathat6 a hatarciklus alakja. A stroboszkopikus leképezéshez 5000 idoegység
hosszi szamitast végeztem, amelybdl csak a leképezés pontjait irtam ki. A tranziens
elhagyasaval a leképezés 1ényegében egy pontbol all. Erds nagyitasban (jobb oldali kép) az
lathatd, hogy a pont lassan vandorol. Ezt a szamitdsok soran fellépd numerikus hibaknak

tulajdonitom, példaul annak, hogy a 7 értékét csak véges pontossaggal tudom abrazolni.
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A Duffing-oszcillator legnagyobb kitérése rezonanciagdrbéhez hasonld fiiggést mutat a
gerjesztd frekvenciatol azzal a lényeges eltéréssel, hogy megjelenik benne egy olyan
tartomany, amelyben a ,,fliggvény” nem egyértékii (7. abra). A szaggatott vonalnak megfeleld
allapotok instabilak, €s zavard hatds esetén azonnal az alacsonyabb kitérésii allapotba kertil a
rendszer. Keményedo rugd esetén balra hajlik a cstcs, lagyuld rugd esetén jobbra.

A
kiteres

v

7. abra Az anharmonikus oszcillator rezonanciagorbéjének jellege keményedd rugd esetén
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Az anharmonikus oszcillator viselkedése eros gerjesztés esetén
Legyen wyT = 6,aT = 0.6,1 = 1800. Az I gerjesztési paraméter nagy értéke mutatja,
hogy erds gerjesztésrol van szo. Ebben az esetben a rendszer kitérés-ido fiiggvénye és

fazisdiagramja a t € [0,20] (dimenzidtlanitott!) idéintervallumban az alabbi abrak mutatjak.
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9. abra A trajektoridk pontjai és a pontok 6sszekdtve wyT = 6,aT = 0.6,1 = 1800
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10. ébra A stroboszkopikus leképezés w,T = 6,aT = 0.6,1 = 1800

27



15 1.6 1.7 1.8 1.9 2

11. abra A stroboszkopikus leképezés wyT = 6,aT = 0.6,1 = 1800

Az anharmonikus oszcilldtor mozgésa erés gerjesztés esetén kaotikussa valik. Ennek a
kaotikus mozgasnak azonban van attraktora, mas szoéval a fazistérben létezik egy olyan
ponthalmaz, amelyhez minden trajektoria hozzasimul. A kaotikus attraktor stroboszkopikus
leképezése egy jellegzetes fraktal alakzat, melynek szerkezete végtelen sok, egyre finomabb
szalat tartalmaz, un. Cantor-szalas szerkezetli. A fenti két abra azt illusztralja, hogy a kaotikus
attraktor geometriai szempontbol onhasonlo tulajdonsagi. Ez azt jelenti, hogy ha egy kis
részletét kivalasztjuk és felnagyitjuk, akkor a kép az eredeti halmaz képhez lesz hasonlo. Ez
az Onhasonlosag barmilyen nagysagrendben fennall, azonban szemléltetni csak a szamitasi
pontossag erejéig tudjuk. Ez a kiilonleges geometriai szerkezet a ,,rend a kdoszban”. Ezzel
kapcsolatos, hogy a kaotikus mozgasok is egzaktul leirhatok az arra alkalmas
eszkozrendszerrel annak ellenére, hogy iddébeli lefolyasuk hosszitava eldrejelzése nem
lehetséges.

Erdekes, hogy a kaotikus attraktor alakja, és egyaltalan a mozgéas kaotikus jellege erdsen
fligg a paraméterektdl. Szamitasokat végeztem a paraméterek aldbbi értékeinek minden
lehetséges kombinaciodjara:

weT=5-6-7, aT=05-06-0.7, [=1700- 1800 — 1900.

Szamitasaim eredményét a mellékletben kozlom. Taldltam szdmos kaotikus attraktort, de
talaltam nem kaotikus mozgéasokat is, amelyek harmas vagy hatos ciklusokat tartalmaznak.

Bizom abban, hogy az olvaso is kedvét leli majd az attraktorok sokszintiségében és gazdag

informacid tartalmaban.
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3. A téma feldolgozasa

A szamitasokhoz hasznalt szoftver felépitése

A sajat munkdm soran fontos szerepet jatszottak azok a sajat fejlesztésti szoftverek,
amelyekkel a szamitasokat végeztem. A kiindulasul hasznalt alapprogram forraskodja Fortran
nyelven allt rendelkezésre, ezért a fejlesztéseket, modositasokat magam is ugyanezen a
nyelven végeztem el. Az el6z0, bevezetd fejezeteknek a szamolasi eredményeket k6z16 abrai
is ezekkel a szoftverekkel késziiltek.

A szoftverek magja egy negyedrendii Runge-Kutta modszert alkalmazé numerikus
megoldd rutin. Ezt kiegésziti egy olyan szubrutin, amelyben a mozgasegyenletbol
szadrmaztatott autondm (vagy altaladban dinamikai) rendszert lehet definidlni.

Az eredményeket egy olyan fijlba irja a program, amelynek nevét a felhasznadlo adhatja

meg.

Inicializalas, kezdeti értékek

v

—? Denvaltak (mozgasegyenlet)

Negyedrendi Runge-Kuttamegoldé

Eredmények kiiratasa fileba

v

A program zarasa

12. dbra A szamitasokhoz hasznalt alapprogram szerkezete

Azt, hogy pontosan milyen eredményeket ir ki a program, mi valaszthatjuk meg. Kiirhato
minden iddlépésben minden valtozo értéke. Leképezések szadmithatok gy, hogy csak a
megfeleld id6lépéshez tartoz6 adatokat iratjuk ki. A rezonanciagdrbék szamitdsdhoz a
megoldo részt még egy nagyobb ciklusba kellett illeszteni, amelynek ciklusvaltozgjatol fiigg a

gerjesztd frekvencia.
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Inicializalas, kezdeti értékek

!

Paraméter 1éptetés, példaul rezonancia gérbe szamitasakor a frekvencia médositasa

—»| Denvaltak (mozgasegyenlet)

Negyedrendi Runge-Kuttamegoldd

Eredmeények kiiratasa fileba

v

A program zarasa

13. dbra A rezonanciagdrbék szdmitdsdhoz hasznalt szoftver szerkezete

Még egyszer a harmonikus oszcillatorrol

A csillapitott és gerjesztett harmonikus oszcillatorrél mar kordbban esett sz6. Megoldasa
ismert, ezért alkalmas arra, hogy munkamodszeriinket bemutassuk rajta. Tovabba arra is
alkalmas volt, hogy a fejlesztés soran a programjainkat teszteljiik rajta. Ez utobbi szempont
rendkiviil fontos. A szamitogépes alkalmazasok fejlesztésekor mindig sziikség van legalabb
egy olyan feladatra, amelynek megoldasat pontosan ismerjiik, igy kiprobalhatjuk vele, hogy a
kifejlesztett szoftver helyesen mitkddik-e, és ha nem, akkor a hibakeresést is nagyban segiti.

A rendszer mar ismert

X = —wgx — ax + fg sin(wgt) (41)
differencialegyenletét a T=Ty=2m/wg , 1=f,T?/L jelolésekkel és L = 1& valasztassal az

alabbi dimenzidtlan alakba irhatjuk:
X = —w§Tgx — aTyx + I'sin(2mt) (42)
Ez az alak alkalmas arra, hogy a rezonanciagdrbét hatékonyan kiszamitsuk. Az vg=w¢/2n
gerjesztési rezgésszamot valtoztatjuk az altalunk kivalasztott tartomanyban az altalunk

meghatarozott 1épésekkel. Példaul 0 és 2 Hz kozott 0,01 Hz 1épésekkel. Minden egyes
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rezgésszam esetén Tyg=1/ vy konnyen kiszdmithato, és a differencidlegyenlet-rendszerbe
helyettesithetd. Kell6 szamu ciklusidé elteltével az allandosult mozgas amplituddja
rogzithetd. Igy megkaphat6 a rezonanciagérbe.

Probaszamitasunkban a paraméterek értéke a kovetkezok voltak:

wo = 2m=,a = 0.5-,1 =2, melyekkel wg = 2=, azaz vy = 1 Hz esetén A=0.63661m

amplitddo varhato. Ezzel a szamitasunk 5 értékes jegy pontossaggal megegyezett.

0.7

©
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o
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o
>

o
w

amplitado (m)

©
N

"

o

0 50 100 150 200
gerjesztési frekvencia 1/100 Hz egységekben

14. abra A csillapitott és gerjesztett harmonikus oszcillator rezonanciafiiggvénye, adatok a

szovegben olvashatok

A linearis negyedmodell vizsgalata

A linearis negyedmodell két szabadsagi foku rendszer. Utgerjesztést alkalmazunk, és

figyelembe vessziik a csillapitast is. Itt megismételjiik a rendszer vazlatat szemléltetd abrat.
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ke B

I Posin(w,t)

15. abra A gépjarmiivek linearis negyedmodellje

A gépjarmli mas részeirdl atterjedd hatdsokat elhanyagoljuk. A differencialegyenlet-

rendszer a kovetkezo:

MX; = —ks(%1 — X2) — Bs(X1 — X2)

ity = ks (s — x2) + By (ky — %2)—ke (s — (D) + Belits — (D) (43)

Itt a o(t) az utgerjesztést jeloli. Vizsgalatainkban az utgerjesztés szinuszos iddfiiggési,
azért az alabbi alakba irjuk: @(t) = @, sin(wgt) = @ sin (?F—“t> amibdl kovetkezik, hogy
g
@(t) = @y wgcos(wgt) = q)orzr—ﬂcos(i—1T t). Az egyenlet paramétereinek szama harommal
g g

csOkkenthetd a dimenzidtlanitassal, ami esetiinkben 8 paraméter helyett 5 fiiggetlen
paramétert jelent. Osszuk végig az egyenleteket a bal oldalukon szerepld tomeggel, €s

vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
ks

M as:%:lgzkt o =2 (44)

H=%,A§= IV Y
tovabba legyen az idélépték T = T, , a hosszsaglépték L = ¢,. Ezekkel az egyenlet igy
irhato:

X = _;\ngz (X1 —Xz) — O(sTg(Xl —X3)

ﬁi&z = AT (%1 — Xp) + asTg(Xy — %) — A TE (X, — sin(2mt)) + o Ty(X, — i—ﬂcos(Znt))(A'S)
g
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Az &t fiiggetlen paraméter: ASTg, asTy, 1, AfTZ, o Ty mind a rendszerre jellemzé
mennyiségekkel kapcsolatos. Mivel a paraméterek az eredeti fizikai jellemzoktdl Osszetett

modon fiiggenek, az aldbbi tdblazat néhany szampéldaval is megmutatja a jellemz6 értékeiket.

M | m| k B ke B, Ty |MU| | A2T2 | asTy | APTZ | 0Ty
(ka] |[kg] | [N/m] [[Ns/m]| [N/m] |[Ns/m]| |[1/s]| [] [] [] -1 | [
400| 10| 5000| 125| 50000 20| | 01| 40| | 0,125|0,03125| 1,25|0,005

400| 10| 5000 125| 50000 20 1] 40 125] 0,3125| 125| 0,05
400| 10| 5000 125| 50000 20 2| 40 50| 0,625| 500| 01
400| 10| 5000 200 | 50000 20 0,1 40| | 0,125 0,05| 1,25/0,005
400| 10| 5000 200| 50000 20 1| 40 12,5 05| 125| 0,05
400| 10| 5000 200| 50000 20 2| 40 50 1] 500] 01

A probaszamitast az alabbi fizikai jellemzokkel végeztem:

M=400kg, m=10 kg, ks=5000 N/m, B_=200 Ns/m, k=50000 N/m, B,=10 Ns/m
A rezonanciagérbe:
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gerjeszté frekvencia 1/100 Hz egységekben

Az anharmonikus oszcillator rezonanciagorbéje

A Duffing-oszcillator rezonanciagoérbéjét numerikus modszerrel vizsgaltam. Olyan
stratégiat kellett felépiteni, amely biztositja azt, hogy a vizsgalatok soran ne csak a stabil
mozgasokat, hanem legalabb részben az instabil mozgasformakat is tanulmanyozhassam. Az

instabil mozgasok viszonylag kis beavatkozéasra is Osszeomlanak és a rendszer a stabil
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mozgasba valt at. Az oszcillator kezdeti értékeinek bedllitasa egy 1) frekvencia vizsgalatakor
erds beavatkozasnak szamit, ezt igyekeztem elkeriilni. A gerjesztési frekvencia modositasakor
nem inicializaltam Gjra a mozgast, hanem mozgas kozben Iéptettem a frekvenciat. Igy az
instabil tartoményba is sikeriilt eljutni. Ebbdl az is adodik, hogy két szamitassorozatra volt
sziikség. Az egyik esetben az alacsony frekvencidk feldl haladtam a nagyobbak felé, a masik

esetben visszafelé.

Az oszcillator paraméterei: w, = Zni, a= 0.5§,I =10.

Ckitérés,_,

0 T T T T
O T T T 1
0 05  frekvencia 12 2 0 0.5 frekvencia 1.5 2

16. abra A rezonanciagdrbe csokkend és novekvo frekvencidk esetén
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17. abra A két szamitas eredményeinek Gsszesitése
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Amikor az anharmonikus oszcillator instabil tartomanyban rezeg, akkor kis zavaras esetén
is atvalt a stabil mozgasra. Ez a rezgdmozgasban amplitidé ugrast eredmények. Hasonlo

jelenség elektronikai rendszerkben is lezajlik, amit Kipp-jelenségnek is hivnak.

Az anharmonikus rugokat tartalmazo negyedmodell
Az anharmonikus rugokat tartalmazé negyedmodellre a dolgozat hatralevd részében az
ANM roviditést hasznalom.

X

ko€, B

ky & B,

I Posin(w,t)

18. abra Az anharmonikus rugokat tartalmaz6 negyedmodell elvi vazlata

Dolgozatom célkitlizése volt a negyed jarmimodell vizsgalata abban az esetben, ha az
nemlinedris rugokat tartalmaz. A rendszer rezonanciagdrbéjét a korabbiakban bemutatott, és
egyszerlibb feladatokon kiprobalt modszerrel vizsgaltam. A frekvencidt ebben az esetben is
két modon valtoztattam, ahogy az egy szabadsagi foki anharmonikus oszcillator esetén, hogy
nagyobb esélyem legyen az instabil allapotok felismerésére.

A rendszer két szabadsagi fokt, a mozgasegyenlet-rendszere:

My = —ks(x1 — X3) = Is(x1 — %)% — Bs (k1 — %;)

mi, = ke(x; — Xp) +15(xg — %)% + Bs (X — %) (46)
—ke(x2 — 0(©)—L(x; — @) = Bz — G(V)

Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:
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k¢ Bt 1 l¢ £t
——’ES:—S’gt:— =s_' (47)
S

_Bs 42 _
A =T A =5 =g M

M )
Eszrevehetd, hogy az 0] jelolések koziil az elsé négy azonos a linearis negyedmodellnél

bevezetett jelolésekkel. A  gerjesztés ebben az esetben is szinuszos, azaz

@(t) = @q sin(wet) = @ sin ) . Legyen az id6lépték T =T, , a hosszasaglépték
g Tg

As ,
Teo Ezekkel az egyenlet igy alakul:

L=
X = —Ang((Xl —Xz) + (%1 —x2)%) — O(sTg(Xl —X3)
iiz = }\ngz((Xl —Xz) + (X — x2)%) — asTg (X1 — X2) (48)

—AETE (x, — Isin(2mt)) — A3Tge(x, — Isin(2mt))? — o Ty(k, — I,ZF—HCOS(ZTEt))
g
A rendszer az eredeti egyenletben szerepld 10 paraméter helyett hét fliggetlen paraméterrel

jellemezhetd, ezek: AT, asTy, 1, AfTE, o Ty, &1 = %S_S.

Az ANM viselkedése gyenge gerjesztés esetén

A lineéris negyedmodell esetében hasznalt paraméterkészletet atvéve, €s a nemlinearitast
leir6 mennyiségekkel kiegészitve, a probaszamitdsokndl az aldbbi fizikai paramétereket
hasznaltam:

M=400kg, m=10 kg, ks=5000 N/m, B.=200 Ns/m, k=50000 N/m, B,=10 Ns/m,

=100 1/m°’s’, £=1000 1/m?s®, p,=0,05m.

A rezonanciagdrbe az alabbi:
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19. ébra A rugdzott tomeg rezonanciagorbéje, azaz az x; koordinata id6fiiggésének

amplituddja a gerjeszto frekvencia fiiggvényében
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20. abra A rugozatlan tomeg rezonanciagorbéje, azaz az x, koordinata idéfliggésének

amplituddja a gerjeszto frekvencia fiiggvényében

A rugbézott M tomeg (jarmili karoszéria) rezonangia fliggvényében két maximumot
figyelhetiink meg. Az egyik megfelel a linearis rendszer nagyobbik maximumanak. A masik
azonban az egydimenzids nemlinearis oszcillatorndl megfigyelt szakaddsos maximumhoz
hasonld. Annyiban tér el attol, hogy most szamitassal nem érhetdk tetten az instabil allapotok.
Ennek nyilvanval6 oka, hogy a hozza csatolt rugézatlan tomeg elegendd zavar6 hatést fejt ki

az instabil allapotok kialakuldsanak megakadalyozéasahoz.
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Megallapithatd, hogy a nemlineéris rugokbol felépitett negyedmodell atviteli fiiggvénye
(rezonanciagorbéje) hasonlit a linearis negyedmodellhez annyiban, hogy két maximuma van,
amelyek koziil az egyik lényegesen nagyobb a masiknal. Ugyanakkor az ANM nemlinearis

viselkedést is mutat azzal, hogy az egyik maximum szakadasos.

Az ANM mogasanak vizsgalata a fazistérben

Nem csak a rezonanciagdrbét szamitottam ki, hanem a rendszer elemeinek mozgasat is
vizsgaltam. Az el6z6 fejezetben megadott paraméterekkel rendelkezd rendszer mozgasat
részletesebben elemeztem 1 Hz gerjesztd frekvencia esetén. Mivel a mechanikai rendszer
most két szabadsagi foku, és idofiiggd gerjesztést is tartalmaz, a megfeleld autondém rendszer
0t dimenzids. Ezt szemléltetni papiron mar nem lehetséges. A leképezéseket kénytelen voltam
egyszer az egyik, mdsszor a masik tomeg fazissikjara korldtozni annak érdekében, hogy
konnyen értelmezhetové valjanak az dbrak. Itt azonban nem szabad megfeledkezni arrdl, hogy
az egyes abrak csak a rendszer bizonyos részeinek mozgasat mutatjadk be, nem az egész
rendszerét.

A stroboszkopikus leképezések estén mindig 5000 pontot szamitottam ki.

kitérés
-0.00678 -0.00677 -0.00676 -0.00675 -0.00674 -0.00673 -0.00672
T T T T T T -0.13854

-0.13855

-0.13856

-0.13857

sebesség

e -0.13858

e -0.13859

-0.1386

-0.13861

-0.13862

-0.13863

21. abra A rugdzott tdmeg mozgasanak stroboszkopikus leképezése, vagyis az (x4, X1)

sikra vetitett stroboszkopikus leképezés, az els6é 34, erdsen tranziens pont elhagyasaval
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kitérés
-0.006746 -0.006746 -0.006746 -0.006746 -0.006746 -0.006746 -0.006746 -0.006746
r T T T T T T _0-138584

-0.138584

-0.138584

sebesség

-0.138584

-0.138584

-0.138584

-0.138584

22. dbra A rugbzott tomeg mozgasanak stroboszkopikus leképezése, vagyis az (x4, X1)
sikra vetitett stroboszkopikus leképezés, az allandoésult allapotban, az els6 200 pont

elhagyasaval

A rug6zott tdmeg stroboszkopikus leképezésérdl két abrat is készitettem. Az egyik esetben
az els6é 34, a masik esetben az elsd 200 pontot hagytam le, amelyek a tranziensek miatt még
nem illeszkednek pontosan a fazistérbeli attraktorra. A 22. dbran valojaban nem 4 db, hanem
4800 db szamitott pont képe lathatd, de azok pontosan a 4 elemii invarians sokasag pontjaira
illeszkednek. A tranziensek kihalasat kovetden késziilt pontok elhelyezkedésébdl jol lathato
tehat, hogy a mozgéas attraktora egy négyes ciklus. A koordinatdk csekély eltérésébdl
ugyanakkor az is lathatd, hogy a négyes ciklus egyes ciklusai egymastol nem térnek el

nagymeértékben.
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kitérés
-0.003134  -0.003133 -0.003132 -0.003131 -0.00313 -0.003129  -0.003128
0.303218

- 0.303216
0.303214
0.303212
. . 0.30321
0.303208
0.303206
0.303204

° 0.303202
T T T T T T 0.3032

sebesség

23. abra A rugdzatlan tomeg mozgasanak stroboszkopikus leképezése, vagyis az (x5, X,)

sikra vetitett stroboszkopikus leképezés, az elsé 34, erésen tranziens pont elhagyasaval

kitérés
-0.003131  -0.003131  -0.003131  -0.003131  -0.003131 -0.003131  -0.003131
0.3032071

. . 0.3032071

0.3032071

0.3032071

0.3032071

0.3032071

0.3032071

T T T T T T 0.3032071

sebesség

24. 4dbra A rugobzatlan tdmeg mozgasanak stroboszkopikus leképezése, vagyis az (X, X,)
sikra vetitett stroboszkopikus leképezés, az allandosult allapotban, az elsé 200 pont

elhagyasaval
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25. 4bra A rugézott tomeg kitérés-idd fiiggvénye
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26. dbra A rug6zatlan tomeg kitérés-ido fiiggvénye

A rugodzatlan tomeg allandosult mozgasa hasonlod jellegli a rugdzott tomeg mozgasahoz,
szintén négyes ciklust tartalmaz.

Megvizsgaltam a rendszert nagyobb gerjesztési amplitidd esetén is. Az eredmény
latvanyos. A novekvl gerjesztési intenzitas a stroboszkopikus leképezésen ndvekvo
elemszamu invaridns sokasagokat, azaz a fazistérben egyre nagyobb tagszamu ciklusokbdl

allo attraktorokat eredményez.

41



-0.020474 -0.020474 -0.020474 -0.020474 -0.020474 -0.020474 -0.020474 -0.020474 -0.020474

-0.4295

-0.4295

-0.4295

-0.4295

-0.4295

-0.4295

-0.4295

-0.4295

27. dbra Nagyobb gerjesztés esetén a rugdzott tdmeg mozgasanak stroboszkopikus

leképezése, vagyis az (X4, X;) sikra vetitett stroboszkopikus leképezés, az elsé 200 pont

elhagyasaval

-0.081205-0.081205-0.081205-0.081205-0.081205-0.081205-0.081205-0.081205-0.081205-0.081205

-2.143305
-2.143305
-2.143305
-2.143305
-2.143305
-2.143305
-2.143305
-2.143305
-2.143305
-2.143305
-2.143305

28. dbra A geresztési amplitudo novelésével elértem egy 33 elemi invarians sokasagot a
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stroboszkopikus leképezésen




4. Koszonetnyilvanitas

Dolgozatom elkészitéséhez nagy segitséget kaptam dr. Kovacs Zoltan féiskolai adjunktustol
¢és Krajnyik Karoly miiszaki oktatotol.
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5. Osszefoglalas

A gépjarmiivek futomiivének mechanikai modellezése egy olyan Osszetett feladat, amely
jelentdsen segitheti egy jarmiipari termék fejlesztését. Ezzel egyiitt hozzajarulhat egy cég
versenyképességéhez.

A felfiiggesztés kapcsolata az abronccsal és az uttal sok szempontbdl specidlis, talan
sokkal inkabb, mint azt elsdre gondolnank. A szerkezet elmozduldsa ugyan meghatarozott
keretek kozott valosul meg, mértéke elére mégis megjosolhatatlan, hiszen az Gt mindsége
folyamatosan valtozik.

A gépjarmi és az ut kdlcsonhatdsa kovetkeztében a jarmi tobb dimenzids gerjesztett és
csillapitott rezgdmozgast végez. Ez a mozgas dinamikai szempontbol determinisztikus,
ugyanakkor altaldban erdsen érzékeny a kezdofeltételekre, ezért hosszil tdivon nem jelezhetd
elére. Az ilyen tipusii mozgasokat a kaotikus dinamika modszereivel irjuk le.

Dolgozatomban a gépjarmtivek negyedmodelljének tobb valtozatat elemeztem.

Felirtam azok mozgésegyenlet-rendszerét, majd azt a szamitdégépes vizsgalatok szamara
leginkabb alkalmas alakra hoztam.

Olyan szoftvereket fejlesztettem és alkalmaztam, amelyek lehetdvé teszik dinamikai
rendszerek numerikus szimulalasat. Ezek a szoftver eszk6zok alkalmasak a jovében tovabbi
vizsgalatokra, ezért elkészitésiik is olyan eredménynek tekinthetd, amely a jovOben
hasznosithato.

A kifejlesztett szoftverek segitségével vizsgaltam a lineédris és a nemlinedris rugokkal
felépitett gépjarmii negyedmodell viselkedését, kiszamitottam azok atviteli fliggvényét.

A kapott megoldasokat szemléltettem, 6sszehasonlitottam €s elemeztem.

Kimutattam, hogy a nemlinearis rugokkal felépitett negyedmodell atviteli fliggvénye
gyenge gerjesztés esetén a lineéris negyedmodellhez hasonléan két maximummal rendelkezik,
azonban az egyik maximum a nemlinearis rendszerekre jellemzd szakadassal rendelkezik.

A nemlineéris negyedmodell fazisterének vizsgalata soran. a gerjesztéstdl fliggéen sok
elemill invarians soksagokat taldltam a stroboszkopikus leképezésen, amelyek a fazistérben
tobbedrendii hatarciklusoknak felelnek meg.

Mindezek alapjan elmondhatd, hogy a nemlinearis rugokkal felépitett negyedmodell kis
anharmonicitas ¢és gyenge gerjesztés esetén a linedris negyedmodellhez hasonld
mozgasformakat mutat, de még ebben az esetben is rendelkezik a nemlinearis rendszerekre

jellemzd kiilonleges tulajdonsagokkal.
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7. Melléklet

Ez a melléklet a gerjesztett és csillapitott anharmonikus oszcillator fazisdiagramjainak
stroboszkopikus leképezéseit mutatja be kiilonb6z6 paraméterek esetén. A paraméterek
értékeit az alabbiak szerint valtoztattam:

weT=5-6-7, aT=05-0.6-0.7, [=1700- 1800 — 1900.

ezek minden lehetséges kombindcidjara elvégeztem a szamitast. A dolgozat bevezetd
fejezetében az wyT = 6,aT = 0.6,1 = 1800 paraméter értékekre kapott eredményt mutattam
be.

Minden egyes abran a vizszintes tengelyen a dimenzio6tlanitott egységekben mért kitérést, a
fliggbleges tengely mentén pedig a dimenzidtlanitott sebességet abrazoltuk. A kép alatt

olvashatok a paraméterek értékei.
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