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Kivonat

A Kklasszikus két-dimenzios ladapakolasi feladat soran téglalap alaka targyakat kell elhelyezni
egységnyi méretl négyzet alaka ladaban. A jelen probléma ett6l abban kiilonbozik, hogy az elpakolni
kivant kis téglalapokat (targyakat) nem négyzetekben, hanem téglalapokban kell elhelyezni. A téglalap
(lada) révidebb oldala 1 egység hosszi, a masik oldal hossza a, ahol a > 4/3. A targyakat a lada
falaval parhuzamosan kell elhelyezni, és lehetGség van azok 90°-kal valo elforgatasara. A targyak
mérete maximum 1 egység lehet mindkét irdnyban, alsé korlat nincs a targyak méretére. Az elpakolni
kivant targyak méreteit nem tudjuk el6re, mindig csak egy targy ,,jon”, és azt rogton el is kell helyezni
gy, hogy mar t6bbé nem mozgathatjuk. Az algoritmus korlatos ladaszamu, azaz egyszerre csak véges
sok ladarol donti el, hogy abba pakoljon-e, a t&bbit pedig lezarja, azaz, azokba mér soha nem pakol.
Maximum 13 nyitott 1adat hasznél egyszerre, de ez az a szam névekedésével monoton csékken 10-ig.
Az algoritmus minden érkezd targyat el6szor osztalyoz, majd megkeresi, hogy a csoportjanak megfelels
ladaban van-e hely neki; ha van, akkor (a kés6bb leirtak szerint) elhelyezi ott, ha nincs, akkor bezérja
a ladat és 1j 1adat nyit, majd ebben helyezi el a targyat.

A dolgozatban a bevezet§ rész utan leirom a targyak csoportositasat, majd azt, hogy az egyes
csoportokba tart6zokat hogyan helyezi el az algoritmus, azzal egyiitt, hogy minimum mekkora részét
foglalja el targy egy-egy lezart ladanak. Ezutan fels6 korlatokat adok az algoritmus aszimptotikus
hatékonysagi ardnyara, ez a szam azt mutatja meg, hogy az algoritmus aszimptotikusan sok targy
elhelyezéséhez legrosszabb esetben hanyszor annyi ladat hasznal, mint egy optimaélis offline pakolés.
Ennek a korlatai 2.625 ha a > 2 és 2.511 ha 4/3 < a < 2. Kés6bb also korlatok kovetkeznek a feladat
aszimptotikus hatékonysagi aranyara, ezek 2.05, 1.77, 1.47 kiilonb6z6 4/3 < a < 3 paraméterek esetén.
Végiil leirok egy javitasi lehetdséget, ami a laddkban eddig kihasznalatlan teriiletre is pakolna, de a

hatékonysagi ardnyt nem novelné.
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1. Bevezetés

1.1. A problémakoér ismertetése

A ladapakolési feladat egy NP-nehéz kombinatorikus optimalizaléasi feladat. Szamos teriileten alkal-
mazhato, kiillonb6z§ specialis esetei gyakran fordulnak el gyakorlati problémak megoldéasakor.

A legegyszeriibb alaptipusa az egydimenzios ladapakolasi feladat. Ebben az esetben van n darab kis
szakaszunk, melyek hosszait a;-vel jelolve teljesiil, hogy 0 < a; < 1. A cél az, hogy ezeket a szakaszokat
minél kevesebb 1 egység hosszii nagy szakaszon helyezziik el, tgy hogy a kis szakaszok ne fedjék egymaést,
és ne logjanak le az egységhosszu nagy szakaszokrol.

A klasszikus két dimenzios ladapakolasi feladat esetén téglalap alaku targyakat kell elhelyezni minél
kevesebb 1 egység oldalu ladaban. A targyak magassiga és szélessége sem nagyobb, mint 1 egység. A
targyakat ugy kell elhelyezni, hogy azok oldalai a lada falaival parhuzamosan helyezkedjenek el, a 1adabol
ne logjanak ki és egymast ne fedjék. Két dimenziéban mér felmeril a kérdés, hogy el lehessen-e forgatni
a targyakatkat, vagy az eredeti helyzetben kelljen-e ket elhelyezni. Ha nem lehet Gket forgatni, akkor
konnyen lathato, hogy a téglalap alaka ladéba pakolés feladata is modellezhetd a négyzetbe pakolassal.
Amennyiben a forgatas megengedett, akkor a téglalap alaku ladadba pakolas méar nem vezethets vissza
ilyen egyszertien a négyzet alaki ladaba pakolasra.

Fontos szerepe van annak, hogy el6zetesen ismerjiik-e az Osszes elpakolandé targy méretét, ez alapjan
megkiilénboztethetiink online és offline feladatokat. Offline feladat esetén az Gsszes targy paramétereit
ismerjiik, miel6tt elkezdenénk a pakolast. Online esetben csak a pakolas soran tudjuk meg, hogy mi-
lyen targyakat kell elpakolnunk; azaz kezdetben egy targy paramétereit ismerjiik, és mindig csak akkor
ismeriink meg egy 1j targyat, ha az ismertekbdl egyet elpakolunk. Olyan feladat is elképzelhets, hogy
egyszerre tobb, de korlatos sok olyan targy lehet, aminek ismerjiik a méreteit, de még nem pakoltuk el.

Online esetben az alapjan is lehet osztalyozni a feladatokat, hogy mennyi ladat hasznél egyszerre. Ha
nem hasznalunk ilyen megkdtést, akkor a feladat megoldésara kitaldlt algoritmus tarhely felhasznalésa,
és futéasi ideje nagyon megnéhet. Ugyanis, ahdnyszor Gj ladat nyitunk meg, azaz olyanba pakolunk, amibe
addig még nem, akkor eggyel noveljiik a megnyitott ladédk szamat. Egyrészt az Osszes megnyitott lada,
és a benniik lefoglalt teriilet tulajdonsagainak tarolasa téarhelyet foglal. Masrészt ha az Gsszes nyitott
ladat megvizsgalja az algoritmus, miel6tt egy targyat elhelyezne, akkor egy-egy targy elhelyezése O(n)
nagysagrendi idGbe is telhet, ahol n az Gsszes elpakolni valé targy szamat jeloli. Ezt az id6t ugy lehet
csokkenteni, hogy feliilrél korlatozzuk azoknak a ladaknak a szamat, amiket az algoritmus megvizsgal az
elemek elhelyezésekor. Ehhez definidljuk a lezart és aktiv ladakat. Azokat a ladakat nevezziik aktivnak,
amiben mar van legalabb egy targy, és az algoritmus még pakolhat bele targyakat. Azt mondjuk, hogy
egy algoritmus egy aktiv 1adat lezar, ha utana mar soha tobbé nem nézi meg, hogy rakjon-e bele targyat;
az ilyen ladat lezartnak nevezziik. Ha az aktiv 1adadk maximalis szamara van megkotés, akkor a feladatot
korlatos ladaszaminak nevezziik.

Az offline ladapakolasi feladat (az Osszes targy egyideji ismeretében a minimalis ladaszam, és egy
hozza tartozo pakolas megadésa) NP-nehéz. Ezért a probléma megoldasara kitalalt polinomialis idében
futo algoritmusok csak kozelitd megoldasokat adnak. Ezeknek az algoritmusoknak a teljesitményét (mind

online, mind offline esetben) lehet Ggy mérni, hogy megvizsgaljuk, hanyszor annyi ladat hasznélnak,



mint amennyit egy optimadlis offline pakolas hasznélna. Mindezt nagyon sok targy esetén nézziik, és
a legrosszabb esetekben, azaz olyan ladasorozatok esetén, ahol ez az aranyszam maximéalis. A pontos
definicidhoz jeldlje L az elpakolni valo targyak sorozatat, OPT(L) azt, hogy ehhez minimum mennyi lada
kell, és A(L) azt, hogy az L sorozat elpakolasidhoz az A algoritmus mennyi ladat hasznal. Legyen tovabba

R" := max {OﬁgﬂL()L)WPT(L) - n}

Ekkor az A algoritmus aszimptotikus hatékonysagi aranyéat (angolul asymptotic worst case ratio) a ko-
vetkez6képpen definialjuk:

RY :=lim sup R’}
n—oo

Az egyszertiség kedvéért ezt a tovabbiakban hatékonyséigi aranynak nevezziik.

A dolgozat egy olyan online ladapakolasi feladatra mutat be egy algoritmust, ahol a lada forméja
az eddigiektdl eltérGen téglalap. A ladak révidebb oldala 1 egység, mig a hosszabb a-val jeldlt oldal
a > 4/3 egység. Az elpakolni kivant targyak téglalap alakuak, mindkét irdnyban legfeljebbb 1 egység
a kiterjedésiik, als6 korlat nincsen a méretiikre. Az algoritmus korlatos ladaszamu. A {6 eredmény a

kovetkezs tételben foglalhaté Gssze:

1.1. Tétel. Létezik online algoritmus a fent ismertetett téglalap alaki ldiddkba pakols lddapakoldsi fel-
adatra, ami 4/3 < a < 2 esetén egyszerre mazimum 13 ldddt nyit meg, és a hatékonysdgi arinya legfeljebb

2.625, 2 < a esetén esetén legfeljebb 11 laddt nyit meg, és a hatékonysdgi ardnya legfeljesbb 2.51046.

Ezenkiviil alsé korlatok is szerepelnek a dolgozatban, ezek barmely korlatos ladaszamu online algorit-

musra érvényesek.

1.2. Kapcsolédd eredmények a témaban, alkalmazasok

Bizonyos iitemezési feladatok modellezésére a 2 dimenzios online pakolds forgatast nem megengedd
valtozata alkalmas. A feladat korlatos ladaszamu valtozatara Epstein és Stee adott [4]-ben egy olyan
algoritmust, aminek a hatékonységi aranya a lehetd legkisebb, koriilbeliil 2.86. A nem korlatos ladaszdmu
feladat hatékonységi ardnyara Han, Chin, Ting, Zhang és Zhang [5]-ben adtak egy felsG becslést, ez
megkozelitSleg 2.66.

A forgatast is megengedd valtozat nagymeéretd papir-, furnér-, vagy fémlapokbdl kiilonb6z6 kisebb
méretd lapok kivagasat modellezheti, ha a kivagasok elvégzésénél az a cél, hogy minél kevesebb felhasz-
nélatlan anyag maradjon ki, illetve, hogy minél kevesebb nagy lapot hasznéaljanak fel. Itt a maximaéalisan
nyitva levs ladak szdma azt jelenti, hogy mennyi nagy lapot kell kezelni egyszerre, azaz mennyit kell a
kivagas helyén tarolni, és mennyi koziil kell kivalasztani azt, amibdl a megrendelt kisebb lapot ki fogjuk
vagni.

Erre a probléméra nem korlatos ladaszammal az Epstein és Stee altal [6]-ban adott also korlat meg-
kozelitSleg 1.64. Epstein fels¢ korlatot is adott [2]-ben, ami ~ 2.45. Szintén ebben a cikkben szerepel
korlatos ladaszamra egy-egy also és fels§ korlat. Az alsd korlat 2.535, a fels6 korlat ~ 2.547. Ennek az
algoritmusnak a hatékonysagi ardnya azért annyira jo (azaz alacsony), mert ugyan korlatos ladaszamu,

de 10* nagysagrendi nyitott 1adat is hasznalhat. Ezért alkalmazéasokra nem is érdemes felhasznalni, mert



ha nincs 10° nagysagrendi elpakolni valé targy, akkor eléfordulhat, hogy alig lesz lezart ladank, viszont
sok megnyitott lada lesz, melyeknek csak kis részét foglalja el targy, azaz a sziikségesnél joval tobb ladat
hasznél fel.

Téglalap alaki ladaba valé pakolast tanulméanyozta Mehdi és Willems [3]-ban. Ok egy konkrét prob-
léméaval foglalkoztak: rogzitett méretd nagy acéllapokbol kellett kivagni kisebbeket, igy hogy a kisebbek
méretei nem ismertek elére, de az eloszlasuk igen. Azaz a lada arénya elére meghatarozott volt, és a
targyak méretének eloszlasa is specialis volt, altalaban a lada méretéhez képest kicsik voltak. Az algo-
ritmusuk egyszerre maximum hérom nagy lapot hasznél. Az Gtletiik az, hogy mindig ugy vagjak ki az
aktualis téglalapot, hogy annak a sarka a még felhasznalhaté teriilet egy sarkdval érintkezzen, és hogy
a 3 nagy lapbol megmaradoé részbe beleirhaté 3 téglalap Gsszmérete a lehetd legnagyobb legyen. Haté-
konysagi aranyt nem szamoltak legrosszabb esetre. A sajat maguk altal adott példa-téglalapsorozatok

allitasuk szerint atlagosan a nagy lapok 80% -at felhasznaltak.

1.3. Az algoritmus attekintése

Az algoritmus futdsa soran minden érkezs targyat osztalyoz a méretei szerint, azaz besorolja az egyik
tovabbiakban leirt csoportba. A kiilonboz8 csoportokba tartozé targyak kiilonbozs ladakba keriilnek,
mindegyik targycsoporthoz tartozik egy ladatipus. Ehhez hasonlé 1-dimenziés online algoritmusrél irt
Lee és Lee [7]-ben. Minden targyfajtabol az elsének egy uj ladat nyit, és abban a késébb leirtak szerint
helyezi el, ezutan a lada egy aktiv lada lesz. Ha az elhelyezendd targy tipusdbol mar van aktiv lada,
akkor az algoritmus megvizsgalja, hogy abban el tudja-e helyezni a targyat. Ha igen, akkor elhelyezi, a
lada aktiv lada marad, és az algoritmus a kovetkezs elhelyezendé targgyal kezd foglalkozni. Ha nem tudja
elhelyezni a targyat, akkor a ladat lazarja, (azaz abba mér soha nem pakol, és nem is vizsgélja meg,) 0]
ladat nyit, és abban helyezi el a targyat; igy ez lesz az 0j aktiv ldda ebbdl a tipusbol. Amennyiben egy

targy tipusdhoz nincs aktiv lada, akkor djat nyit az algoritmus.

2. Algoritmus ismertetése

2.1. Csoportositas

A targyakat a csoportositashoz tgy forgatjuk, hogy a rovidebb, (z-szel jeldlt) oldalukon alljanak. Igy
0 <z <y <1 teljesiil. A ladakat y szerint 4 fGcsoportra osztjuk: hosszura, ha 2/3 < y; kozepesre, ha
1/2 < y < 2/3; rovidre, ha 1/3 < y < 1/2; és minire, ha y < 1/3. A tovabbi osztalyozas alcsoportokra
(z és néha y szerint) gyakran a fiiggvénye. A hosszt f6csoportot felosztjuk Hl-re, ha « < a/3; H2-re,
a/3 < x < a/2; és H3-ra, ha a/2 < z. A kdzepeset Kla-ra, ha < 1/4 és 1/2 < y < 1/4/3, Klb-re, ha
x<1/4651/V/3<y<2/3, K2ara hal/d<ax<1/3é51/2<y<1/v3, K2bre, hal/d<a<1/3
és 1/V/3 <y < 2/3; K3ara, ha 1/3 < z < 1/2 ésy < a/3; K3b-re, ha 1/3 < 2 < 1/2 és a/3 < y;
K4-ra, ha 1/2 < x < 2/3. A révideket Rl-re, ha z < a/3; és R2-re, ha a/3 < z < a/2. A minibe tartozok
csoportositdsa bonyolultabb: M3-ba keriil az, amire 1/24 < y < 1/12; a tébbi koziil M1-be keriilnek azok,
amikhez 3 k € IN, amire y < 1/3-1/2% és y > 1/4-1/2%. A maradék pedig M2-be keriil. A csoportositést
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3. dbra. K1b-beli illetve K2a-beli elemek elhelyezése

2.2, Targyak elhelyezése

A més-mas tipusba tartozo6 targyak altalaban kiillonb6z8 modon, és kiilon-kiilon ladédkban keriilnek
elhelyezésre. Mindenhol lefrom a legrosszabb kitéltottségi aranyt 4/3 <a <2 és 2 < a esetén. Ez
a szam azt mutatja meg, hogy egy-egy lezart lada teriiletének minimum mekkora részén van
targy. Ezeket a szamokat kiillonbozé ladatipusok esetén a fejezet végén talalhato

A 1adak hosszabb oldalukon fekszenek. A targyak ,allitasa” mindig azt jelenti, hogy a révidebb oldaluk
van alul és feliil, a ,fektetése” pedig azt, hogy a hosszabb.

A hosszi f6csoportba tartozok koziil a Hl-es targyakat a nekik megnyitott ladédban balrél folytonosan
egymas mellé allitjuk. Ha a soron levs targy nem fér mar el, 1j ladat nyitunk, és ugyanigy folytatjuk a
pakolast. Mivel y > 2/3 minden targy esetén, igy ha valamelyik vizszintes tengely szerinti helyen van targy
a ladaban, akkor ott a lada 2/3 magassagig tele lesz. Ez az elrendezés a lada egyik hosszabb oldalara
vetitve tulajdonképpen egy egydimenziés ladapakolasi feladat, ahol az = oldalak a szakaszok hosszai.
Mivel z < a/3, igy maximum a/3 hosszu kitoltetlen rész lehet a lada jobb szélén, ami a lada hosszanak
az 1/3-a. Igy a Hl-tipust lada 2/3 - 2/3 = 4/9 részét biztosan targy fedi.

A H2 tipusu targyakat szintén igy allitjuk a ladaba, minden H2-es laddban pontosan 2 targy fér el.
Ezek egyiittes mérete 2xy > 2-a/3-2/3 = (4/9) - a, a lada mérete a, igy annak 4/9 része biztosan ki lesz
toltve. H2 tipusu elemek csak a < 3 esetén vannak, a > 3 esetén nincs sziikség ilyen ladara.

A H3 tipust targyakbol Gsszesen egy fér el egy ladaban. Ezért ebbdl nincs is fenntartott nyitott lada,
hanem csak az j H3 targy érkezésénél nyitunk egyet, és azutan rogton be is zarjuk. Egy ilyen téglalap
teriilete zy > a/2-2/3 = a/3, igy az a méreti lada 1/3 részig van kitoltve. H3 tipusu elemek csak a < 2
esetén vannak; a > 2 esetén nincs sziikség ilyen ladara.

A kozepes targyak koziil a Kla-ba, K1b-be illetve a K2a-ba, K2b-be tartozok pakolasa hasonloan
torténik, de 4 kiilonb6z6 tipusa ladédba. A ladakat mindegyik esetben fel kell osztani: balrél folytonosan
felbontjuk Kla és K2a esetén 1/4/3, valamint K1b és K2b esetén 2/3 széles, 1 egység magas savokra,
ameddig lehet. Igy egy-egy 1/v/3-nal, illetve 2/3-nal keseknyebb rész marad ki a ladak jobb oldalan.
Kezdetben a savokba fogjuk fektetni lentrdl felfelé folytonosan a targyakat; ha az aktudlis sdvba mar
nem fér bele az elhelyezendd targy, akkor a kévetkezSbe kezdiink pakolni. Ha az aktudlis targyat méar
egyetlen savban sem tudjuk elhelyezni, akkor a sdvokbol kimaradt jobb oldali rész bal szélébe allitjuk.
Ett6l fogva ide is pakolunk balrél folytonosan. Ha az aktudlis targyat se sdvban, se pedig a kimaradé jobb
oldali részben nem tudjuk elhelyezni, akkor az eddig hasznalt 1adat lezarjuk, Gj ladat nyitunk és ebben

helyezziik el a targyat. Ezt a pakolast a



2.1. Allitas. Kla, K1b, K2a, és K2b esetén a laddkban levd sdvok kitoltottségi aranya v/3 - 3/8 ~ 0.649.

Bizonyitas. A bizonyitds soran el@szor azt mutatom meg, hogy ezek a savok mind a négy esetben
legalabb a magassaguk 3/4-éig ki lesznek toltve, majd azt hogy a szélességiik v/3/2-ed részéig ki lesznek
toltve. Ebbdl a kett6bdl, mér kovetkezik az allitas.

Magassag: Kla és K1b esetén a savokban elhelyezett téglalapok magassdga maximum 1/4, igy ha 1j
sévba kell pakolnunk, akkor a s&v tetején kisebb, mint 1/4 magassagt rész maradhat ki. Igy a sav minimum
a magassaga 3/4-éig ki lesz toltve.

K2a és K2b esetén az elhelyezett téglalapok magassiga 1/4 és 1/3 kozott van, igy egy savban ezekbdl
pontosan 3 darab fér el, ezek Gsszmagassaga pedig 3/4 és 1 kozott van, igy a fliggsleges kitoltottség ebben
az esetben is minimum 3/4.

Szélesség: Kla , és K2a esetén a targyak szélessége minimum 1/2, mig a sav szélessége 1/+/3, igy a savok
V/3/2 ardnyban ki vannak toltve a szélességiikben. K2a és K2b esetén a targyak szélessége minimum 1/+/3,
mig a savok szélessége 2/3, ezért ezek a savok is v/3/2 ardnyban ki vannak toltve a szélességiikben.

O

2.2. Allitas. A kitoltottségi ardny Kla, K1b, K2a és K2b tipusi ldiddkra 4/3<a <2 és2<a esetén is
tobb, mint 1/2.

Bizonyitas. Minden ilyen tipusi lezart lada feloszthatéo harom egymés melletti téglalap alaka részre:
savokra felosztott rész (A), a savokbol kimarado, de kitoltott rész (B), és a savokbol kimarado kitoltetlen
rész(C). A teljes lada kitoltottsége a harom kiilon rész kitoltottségének konvex kombinacidja lesz, ahol
az ardnyokat a kiilonb6z6 részek vizszintes tengelyre esé vetiilete hatarozza meg. Errél kell megmutatni,
hogy legalabb 1/2. Ehhez elGszor a B részrél megmutatom, hogy a kitoltottségi aranya legalabb 1/2, majd
ezt a részt kidobom" a ladabol, és a maradék (A és C) rész kitoltottségére adok egy alsé becslést, ami
nagyobb lesz, mint 1/2.

A savokbol kimarado, de kitoltott részek (B) kitoltottsége mindig t6bb, mint 1/2, mivel legalabb
1/2 vagy 2/3 magassagig ki vannak toltve igy ha ezeket a részeket egyszertien kidobom a ladakbol, azaz
az aradnyukat 0-ra csokkentem, attol a kitoltottségl ardny nem ndhet 1/2 alol 1/2 folé. Ezért ezekkel
egyszertien nem foglalkozom.

A kimaradé részekre also becslést kapunk, ha a kitoltetlen rész (C) meéretét feliilrsl becsiiljiik, mivel
ez a kisebb kitoltottségi rész (0 a kitoltottségi aranya). Ennek a szélessége minden esetben kisebb, mint a
targyak révidebb oldalanak hossza, ami K2a, és K2b esetén a legnagyobb, de ekkor is feliilr6l becsiilheté
1/3-dal. Tgy ennek a résznek a szélességét tekinthetjiik 1/3-nak. Ezen kiviil mér csak a savokra felosztott
teriilet (A) van minden ladaban, ennek a kitoltottsége a nagyobb: minimum (v/3 - 3/8), igy ha ennek
a méretét alulrél becsiilom, az nem néveli a kitoltottségi aranyt. Mivel a legkisebb lada mérete 4/3,
ezért minimum két sav van minden ladaban; egy sav szélessége pedig legalabb 1/v/3, igy a sévokra
felosztott teriilet mérete legalabb 2/+/3. Igy %%/18;1/% ~ 0.504 als6 becslése az A és C részek
koz6s kitoltottségi aranynak. Mivel a B rész kitoltottsege is tobb, mint 1/2, igy a teljes lada kitoltottsegi
aranya is nagyobb, mint 1/2. O

A K3a-ba és K3b-be tartozé tartozo targyakhoz két-két egyforma vizszintes sévra osztjuk a ladat.
A K3a és K3b tipusiak kiilon-kiilon ladakba keriilnek. Mindkét esetben balrol folytonosan fektetjiik



4. dbra. K3a és R1-beli targyak elhelyezése, valamint K3b és R2-beli targyak elhelyezése

5. dbra. Két egymast kdvets K4-es lada pakolésa, az athelyezett potsavot a két pottyozott rész jeloli

a targyakat a savokba, amig valamelyik savban még van hely. (Amig mindkét sdvban van hely, addig
mindegy, hogy melyikben helyezziik el a targyat.) K3a esetén minden sav 1/3 magaségig ki lesz toltve,
hosszra pedig maximum a/3 iires rész marad a jobb oldalukon, igy a teljes elfoglalt teriilet minimum
2-1/3-2/3-alesz, igy a kitoltottség minimum 4/9. K3b csak a > 2 esetén fordul el§. Egy savba pontosan
két ilyen elem keriilhet, igy a ladaba Osszesen 4. Az elfoglalt teriilet 4oy > 4-1/3-a/3 = 4/9-a, a
kitoltottségi arany 4/9. Ezt az elhelyezést a

A K4-be tartozoé targyakat balrol folytonosan, allitva pakoljuk egy ladaba, majd ha nem fér bele az
aktualis targy, akkor a ladat lezarjuk, és tjat nyitunk. A kitoltGttségi arany megmutatisara nem elég
egy ladat nézni, néhany ladahoz a kovekez§ K4-es 1lada kitoltott részébsl hozzaszamolunk egy darabot,

természetesen azt a kovetkezs lada kitoltottségébe mar nem szamoljuk bele.
2.3. Allitas. Minden K4 tipusi ldda kitoltottsége legaldbb 1/3, ha 4/3 < a < 2; és legaldbb 3/8, ha 2 < a.

Bizonyitas. Ha a < 3/2, akkor pont két targy fér el; ezek Gsszmeérete tobb, mint 1/2, mivel 2z -y <
2-1/2-1/2 = 1/2. A lada mérete maximum 3/2, igy a minimélis kitoltottség t6bb, mint ;—g =1/3. A
tObbi esetben azt mutatom meg, hogy egy lada 1/2 magassagig minden esetben ki lesz toltve, és altaldban
szélességében csak 1/2 rész marad iiresen. Ha mégsem, akkor a kovetkezs lada ennél nagyobb mértékben
van kitoltve, ami a hidnyt kompenzalja. Mivel y > 1/2, igy magassdgban 1/2-ig ki lesz toltve a lada. A
lada szélességében u € [0,2/3) széles rész maradhat ki. Ha u < 1/2, akkor rendben van. Ha u > 1/2,
akkor bontsuk fel ©w = 1/2 + v alakban. Ez esetben a soron levs targy, ami mér nem fért bele a ladéaba,
x> u=1/2+4 v széles, és ezért y > = > 1/2 + v magas. Ha az elhelyezett targy tetejérsl képzeletben
levagunk egy v magas savot (tovabbiakban potsav), akkor a megmaradt rész még mindig legalabb 1/2
magassagu marad. Ha ezt a potsavot elforditjuk, és a régi lada végébe allitjuk, akkor annak méar csak 1/2
rész fog hidnyozni a szélességébdl. A potsav mérete miatt a magassaga is el fogja érni az 1/2-et. A potsav

athelyezését a



6. dbra. M1, és M3-beli targyak pakolasa

M, ez 3/2 < a < 2 esetén minimum 1/3, 2 < a esetén pedig

A lada kitoltottsége igy minimum
minimum 3/8. O

A rovid f6esoportbol az Rl-beliek pakoldsahoz két egyforma vizszintes savra osztjuk a ladat, és a
targyakat balrdl folyamatosan allitva pakoljuk a savokba. Ezt addig folytatjuk, amig olyan elem nem jon,
ami méar az egyik savba sem fér bele, ekkor az eddig hasznal 1adat lezarjuk, és 6j ladat nyitunk. Mindkét
sav 1/3 magassagig ki lesz toltve (ahol egyéltalan van benne valami), és maximum a/3 iires részek lesznek
a jobb széliikon. Igy a kitoltottsege legalabb 4/9 lesz.

Az R2-be tartozokat szintén igy pakoljuk két savba. Mindkét savban pont két targy fér el, a laddban
4 targy van, melyek Osszmérete dzy > 4 -a/3-1/3 = (4/9)a, igy a kitoltottség minimum 4/9. R2-beli

elemek csak a < 3/2 esetén vannak.

2.4. Megjegyzés. A K3a és R1; valamint a K3b és R2 tipust elemek pakolasa megegyezik. Igy a K3a

és R1 szamara elég egy ladat fenntartani, mig a K3b és R2-belieknek is elég Gsszesen egy nyitott lada.

A minik pakolasdhoz az egy tipusba tartozokat még tovabb kell csoportositani.

Az M1-beli targyak tovabbi felosztasahoz definidljuk a kovetkezs fliggvényt: g(y) := min{1/(3 -
2) 1 1/(3-2%) > y,k € IN}. Minden y magassagi ladat egy g(y) magasségi (szélességii) savba fo-
gunk allitani (fektetni). A fekvd savok hossza nincs elére rogzitve, hanem az érkez6 targyak fiiggvénye.
Ezek koziil az egyiket két oldalrdl fogjuk pakolni kiilonb6z6 méretd elemekkel, a sav akkor telik meg,
amikor kozépen mar majdnem Osszeérnek a kiilonb6z6 tipusu targyak. A ladat 3 darab 1/3 magassaga
fosavra osztjuk. Ezek koziil az alsot még két vizszintes 1/6 magas savra osztjuk, de csak a jobb oldalan.
o
(k € IN) szélesek. Azokat a targyakat, melyekre g(y) = 1/3, balrél folytonosan pakoljuk a f6savokba,

A fels6 f6sav bal végének egy 1/12 széles részét tovabbi fiiggbleges savokra osztjuk fel, ezek rendre

el6szor a felsébe, majd a kozépsSbe,aztan az alsoba, egészen addig, amig ezekben van hely. Az 1/6 magas
savba vald targyakat jobbrol pakoljuk folytonosan, mindig abba a kicsi sdvba, amelyikben az utoljara
elhelyezett targy bal széle jobbrabb van. Ha az als6 f6savban mér nem fér el az aktualis 1/6-os targy,
akkor a kozépss séavot ugyanugy felosztjuk, mint kezdetben az alsét, és ide pakolunk tovabb. Az ezeknél
kisebb targyakat a nekik megfelels felsd f6savban allo kicsi savba fektetjiik folytonosan. Ha egy ilyen kicsi
sdvban méar nem fér el a soron levs targy, akkor nyitunk egy vele megegyezs méretii kicsi savot, amit
ugy helyeziink el az 1/3-os f6savban, mintha egy 1/3 magas targy lenne; innentdl fogva ide pakoljuk az
ennek megfelel§ méretii elemeket. Egy lada akkor telik meg, ha az éppen elhelyezendd 1/3-os vagy 1/6-0s
targyat nem tudjuk elhelyezni, vagy nem tudunk 6j kicsi sdvot nyitni egy elhelyezendd 1/24-es, vagy

annél kisebb targynak. Az M1-beliek pakolasat a



Az M2-be tartozo targyak pakolasa hasonloan torténik. A targyak besorolasét a h(y) := min{1/(4 -
2F) | 1/(4-2F) <y, k € N} fiiggvény adja meg. A 1adat 4 darab 1/4 magas fosavra bontjuk, az alsé
fésav jobb oldalan két darab 1/8 széles kisebb sav indul. Egy 1/16 széles részt vagunk le a felss f6sav bal
végébdl a kicsi savoknak, amik rendre ﬁ (k € IN) szélesek. A pakolas ugyanigy torténik, és itt is igaz
marad a megjegyzés, csak 1/32-del.

Az M3-ba tartozok pakolasahoz 4 darab 1/4 magas f6sévra osztjuk fel a ladat. A felss savot bal oldalrél
3 kisebb 1/12 magas savra bontjuk, az alsét pedig jobbrol 4 darab 1/16 szélesre. Az el6bbiekbe pakoljuk
allitva azokat a targyakat, melyekre 1/16 < y < 1/12; az utébbiakba pedig a tobbit (1/24 < y < 1/16).
Ha egy fésavba mar nem fér bele az aktudlis targy, akkor kozvetleniil alatta vagy f6lotte nyitunk egy
ugyanolyat, mint ami éppen betelt. Uj ladat akkor nyitunk, ha valamelyik savban 6sszeérnek a targyak
(az aktualisan elhelyezendd vagy egy 1/12-esbe, vagy egy 1/16-osba belelogna), vagy mind a 4 sav betelt.
Az M3-beli elemek pakolasat is a

2.5. Allitas. Az M1-be tartozo ldddk kitoltottségi ardinya 4/3 < a < 2 esetén 187/384 > 0.48, 2 < a
esetén 319/576 > 0.55. Az M2-be tartozo liddk kitéltittségi ardnya 4/3 < a < 2 esetén 1111/2304 > 0.48,
2 < a esetén 605/1152 > 0.52. Az M8-be tartozé ladak kitoltottségi ardnya 4/3 < a < 2 esetén 79/128 >
0.61, 2 < a esetén 365/576 > 0.63.

Bizonyitas. M1 esetén a savok a révidebb oldaluk 3/4-éig mindig ki vannak t6ltve, mert az ennél kisebb
targyak mar M2-be, vagy M3-ba keriilnek. A csak 1/3-os targyakat tartalmazé savban maximum 1/3
széles rész marad tiresen, mivel x < y < 1/3, igy az 0j savot nyité elem, ami mar nem fért ide, kevesebb,
mint 1/3 széles lehet. Ez Gsszesen 1/3 - 1/3 = 1/9 teriiletegység. A csak 1/6-os targyakat tartalmazoban
pedig maximum 1/6 széles, ez 1/3-1/6 = 1/18 teriiletegység. Amelyik savban mindkét féle targy van,
abban a maximalis kimarad¢ teriilet 1/3-1/3 4+ 1/6-1/6 = 5/36. Az ut6bbi tulajdonsagu savbol csak
egy lehet minden ladaban, igy a legtobb iiresen marad6 rész akkor fordulhat els, ha ketté 1/3-os, és
egy vegyes savunk van. Ez Osszesen 2 - 1/9 + 5/36 = 13/36 teriiletegység. Az iiresen maradé részhez
még hozza kell venniink a kicsi sdvokban kimaradd helyeket, ennek fels§ becsléseként tekinthetjiik az
Osszes megnyitott, de még nem lezart kicsi savot. Mivel minden savméretbdl Gsszesen egy van, igy ezek
osszteriilete 1/3 -1/12 = 1/36. Igy mar csak a lezart kicsi savok végén marad6 kihasznalatlan teriiletet
nem vettiik figyelembe. Ez minden esetben maximum akkora lehet, mint a kicsi sév szélessége, ez a
legnagyobb, azaz 1/24 széles kicsi savnal veszi fel a maximumaét, ami a kicsi sav teriiletének az 1/8-a. Ez
a szadm a

M2 esetén a révidebb oldal szerint minimum 2/3-ig ki lesznek tSltve a savok. Az 1/4-es savokban
1/4-1/4 rész marad maximum iiresen, az 1/8-osban maximum 1/4-1/8, a vegyesben 1/4-1/4+1/8-1/8.
A 4 savban egyiittvéve harom 1/4-es és egy vegyes sav esetén maradhat a legtobb tires teriilet, ez maximum
3-1/4-1/4+1/4-1/4+1/8-1/8 = 17/64. A kitoltetlen kicsi savok miatt legfeljebb 1/4-1/16 = 1/64 rész
maradhat tiresen. A lezért kicsi sdvok végén levs iires rész miatti kitoltési ardny az el6z6héz hasonléan
1/12-el csokkenhet. Igy az 6sszkitoltottség minimum 11/12-2/3 - M. Ez 4/3 < a < 2 esetén
a = 4/3-nal veszi fel a minimumat, ami 1111/2304 > 0.48. Mésrészt 2 < a esetén a = 2-ben, ahol
605/1152 > 0.52.

M3 pakolésa esetén a savok minimum 2/3 vagy 3/4 magassagig lesznek kitoltve. Igy 2/3-dal szamolva

alsé becslést kapunk a kitoltottségre. Egy csak 1/12-es targyakat tartalmazo befejezett f6savban maximum
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1/4 - 1/12 teriilett rész marad iiresen. Egy csak 1/16-os targyakat tartalmazoban legfeljebb 1/4 - 1/16.
A vegyesben kevesebb mint 1/4-1/12 + 1/4 - 1/16. Négy ilyen sszege maximum 3-1/4-1/12+1/4 -
1/12 + 1/4 - 1/16 = 19/192. Igy a teljes lada kitoltsttsége tobb, mint 2/3 - “2192 Fy 4/3 < a < 2
esetén a = 4/3-nal veszi fel a minimumat, ami 79/128 > 0.61. Masrészt 2 < @ esetén a = 2-ben, ahol
365/576 > 0.63. O

Ladatipus ‘4/3§a<2 ‘ 2§a‘

H1 4/9 4/9
H2 4/9 4/9
H3 1/3 -
Kla >0.5 >0.5
K1b >0.5 >0.5
K2a >0.5 >0.5
K2b >0.5 >0.5
K3a és R1 4/9 4/9
K3b és R2 4/9 -
K4 1/3 3/8
M1 >0.48 >0.55
M2 >(0.48 >0.52
M3 >0.61 >0.63

1. tablazat. Kitoltottségi aranyok legrosszabb esetekben

3. Korlatok a hatékonysagi aranyra

3.1. Felsd korlat az algoritmusra

Ebben az alfejezetben a bevezetGben szereplo tétel bizonyitasa taldlhato. Ehhez a két fels6 becsléshez
[1] forras adta az alapétletet, ahol hasonlé allitast fogalmaztak meg, de négyzet alaku ladakra, és nem
korlatos ladaszamra.

El6szor a 4/3 < a < 2 esetet nézziik. Legyen L elpakolni valo kis téglalapok n elemt sorozata. Jelolje
hs azoknak a ladédknak a szamat, amennyibe az algoritmus H3 tipust targyakat pakolna az L sorozatbdl;
k4 pedig azoknak a szdmét, amennyit K4 tipustiak pakolasiara hasznalna. Jeldlje S az L sorozatban 1évé
targyak Osszteriiletét, S_p,_x, pedig a H3-on és K4-en kiviili tirgyak Osszteriiletét. Mivel az algoritmus a
H3 és K4 tipusu targyak kivételével a ladakat minimum 4/9 aranyban kitolti, igy az ezen kiviili elemeket
maximum 2 - S_j,_x, + O(1) ladaba pakolja. Igy sszesen maximum ks + hg + 3 - S_p, —i, + O(1) ladat

hasznal. Az optimaélis offline pakolésra igazak az alabbiak:

e minimum annyi ladat hasznal, amennyi a targyak Gsszteriilete
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e minimum annyi ladat hasznal, amennyi H3-beli targy van a sorozatban, mivel ezekbdl mindig 1

darab keriilhet az offline algoritmus szerint is egy ladaba, ezért ezek darabszama legalabb hg

e minimum hg+2/3-(ks—1/2-hg) ladat hasznal. Mivel, ha K4 és H3 beli targyak is vannak, akkor ha
az offline elGszor a H3-beli elemeket rakodja egyesével ladakba, akkor minden H3-at mér tartalmazé
ladaba még maximum egy darab K4-beli elemet még el lehet helyezni. Mivel az online minimum
2 darab K4-beli elemet rakott egy ladaba, igy az ilyen moédon elpakolhaté K4-beli ladak szama
maximum hg/2. Ezért minimum k4 —1/2- hg ladanyi K4-es elemet kell még elpakolni. Mivel ezekbdl
2 vagy 3 targy lehet egy ladaban, igy ha az online ladakba mindig {igyetleniil 2 keriilt, az offline
pedig ligyesen 3-at rak egy ladaba, az offline akkor is minimum 2/3-szor annyi ladaba pakolja ket

mint az online, azaz minimum 2/3 - (k4 — 1/2 - h3) ladat hasznél a kimaradt K4-esek pakolasara.
Igy az optimalis offline pakolas legalabb max{S, h3, h3+2/3- (ks —1/2-h3)} = max{S, h3,2/3-h3+2/3-ks}
ladat hasznal. Igy a hatékonysagi aranyra teljesiil, hogy:

- < k4+h3+% “S_hy—ka
4/3<a<2 = maX{S, h3,2/3 -hsg + 2/3 . k54}'

Mivel S > S_p,—, +1/3-hs +1/3 - k4, igy S_p,—k, ezen egyenlGtlenség szerinti felsG becslését irva az
egyenl6tlenségbe, még mindig egy felsé becslést kapunk RZ73<a<2—re. Igy:

e h3+k4+%(571/3%3—1/3%4)< 1/4-hy+1/4-ka+ 58
4/3<a<2 = max{S, h3,2/3-hs +2/3- kst  — max{S,h3,2/3-hg+2/3ky}’

Ha max{S, h3,2/3 - hs +2/3 - kqy} = S, akkor 2/3 - hs +2/3 - ky < S azaz 1/4 - hg +1/4 - kg <
(3/8) - S szerint a jobb oldal < w = 2.625. Ha max{S, hs3,2/3 - hs + 2/3 - k4} = hs, akkor a
nevezében S és 2/3 - hg + 2/3 - ky helyett hs-at helyettesitve a jobb oldal < W = 2.625. Ha
max{S, h3,2/3 - hs +2/3-ky} =2/3-hs +2/3 - ky, akkor a nevezében S helyére 2/3 - hg + 2/3 - kq-at

helyettesitve a jobb oldal < /et RutbO/e(3/Bhat2/3h) — 9 695. Ezekhol kovetkezik, hogy

3.1. Allitas. Ry, ,_, <2.625

Tekintsiik most az a > 2 esetet. Ugyantgy, mint eddig, legyen L elpakolni valé kis téglalapok sorozata;
k4 azoknak a ladaknak a szdma, amennyit az algoritmus K4 tipustak pakolasira hasznélna, S az L-beli
targyak Osszteriilete. S_j, jelolje a K4-en kiviili targyak Osszteriiletét. Mivel az algoritmus a K4 tipusu
targyak kivételével a laddkat minimum 4/9 aranyban kitolti, igy a K4-en kiviili elemeket maximum
9/4-8_, +O(1) ladaba pakolja. Igy dsszesen maximum ks +9/4-S_j, +O(1) ladat hasznal. Az optimalis
offline pakolas egyrészt minimum S 1adat hasznal, mésrészt minimum 3/5 - k4-at. Azért 3/5 - ky4-at, mert
egyrészt 2 < a < 8/3 esetén minimum 3 és maximum 5 K4 tipusi elem keriilhet egy ladéba. Igy ha
az online algoritmus csak harmat helyezne el minden lddaban, mig az offline 6t6t, akkor az online altal
felhasznalt 1adak szamanak a 3/5-szeresét hasznalna fel az offline. Masrészt a > 8/3 esetén, a csak K4-et
tartalmazo 1adak végeén a kimaradé maximum 2/3 széles rész a lada hosszanak kevesebb, mint egynegyede;
igy ha az Osszes offline szélességében teljesen ki van toltve, mig az online-ok csak a szélességiik 3/4-ig,
akkor az offline 3/4-szer annyi 1adat hasznal, mint az online, ez pedig alulrél becsiilhetd 3/5-del.

Igy az optimalis offline pakolas legalabb max{S, 3/5-k4} 1adat hasznal. Igy a hatékonysagi aranyra teljesiil,
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7. abra. Offline pakolas az also korlathoz 4/3 < a < 3/2 esetén
. 00 k4+9/4-3_k4 . . . 4 . ceqeee
hogy: RS2, < T (S35 T Mivel S > S_j, +3/8 k4, igy ha S_y, ezen egyenlStlenség szerint becsiiljitk
feliilrsl, még mindig egy felss becslést kapunk RS2 -re. Igy:

ha+9/4-(S—3/8 k) _5/32 ky+9/4-5
max{S,3/5 kq4} — max{S,3/5 - ksa}

Ro%a <

Ha max{5,3/5- ks} = S, akkor R, < 23ZP/35H2255 _ 9 510416,

Ha max{S,3/5 - ks} = 3/5- ks , akkor R, < 232KZ28:3/5%s — 9 51046, Tgy teljesiil az alabbi

3.2. Allitas. R3S, < 2.52

3.2. Altalanos als6 korlat a feladatra

Ebben a fejezetben arra adok alsé becslést, hogy egy algoritmus a legrosszabb esetben hanyszor annyi
ladat hasznélhat, mint az optimaélis offline pakolas. Mivel a hatékonysagi ardny az a szam fiiggvénye, igy az
a értékétdl fiiggGen t6bb becslést adok. Olyan ladasorozatokat fogok konstruélni, melyeknek az optimaélis
offline elhelyezése n darab egyforman kitoltott ladaban torténik. Mindharom esetben elGszor egy darab
ilyen offline ladédban szerepld targyakat fogom megadni. Majd az offline ladaban szerepld Osszes targyra
megadom, hogy csak olyanbél maximum mennyi fér el egy ladaban. Ez alapjan meg lehet mondani, hogy
az egyes targyakbol n darab mennyi ladaban fér el. Ebbdl pedig kiszamithato, hogy az n darab offline
lada targyait minimum mennyi ladaba pakolja akdrmelyik online algoritmus. Ezek a korlatok minden
online korlatos ladaszamu algoritmusra érvényesek. A hatékonysagi korlat (R) jobb alsé indexében a lada

mérete szerepel. Az alfejezetben levé harom eredmény Gsszefoglalja a kovetkezd

3.3. Tétel. Barmely korldtos ladaszami online algoritmus hatékonysdgi ardnydra érvényesek az alabbi
korldtok:

Rijscacsyn > 2:05

Rjocuen > 17T

R3S 3 > 1.47

Ha 4/3 < a < 3/2, akkor minden offline 1adéban lesz egy a/2 + €, egy 1/2 + € egy a/3 + € és 6t darab
a/7 + € oldalt négyzet. Ezeket rendre A, B, C, D bettikkel jelolve az elrendezés leolvashat6 a
Ha 3/2 < a < 2, akkor az offline ladakban van egy a/2 + ¢, és egy a/3 + € oldalu négyzet, és egy

oszlopban annyi a/7 + € oldalt négyzet, amennyi elfér egymas felett. Ezt a
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8. abra. Offline pakolas az alsé korlathoz 3/2 < a < 2 esetén

Ha 2 < a < 3, akkor az offline lada tartalmazzon ketts darab a/3 + € oldala négyzetet, és egy a/4 + €
oldalu négyzetet. A kimarado részt szintén apro téglalapokkal toltjiik ki. Az a/3 + € oldalt négyzetekbdl
most kettd fér el egy ladaban, az a/4 + € oldaluakbol 3. Az aproé téglalapoknak kimarado hely ebben az

esetben r = w. Igy n darab ilyen offline l4da tartalmat minimum 2-n/2 +n/3+n-r ladédba
pakolja barmelyik online algoritmus. Ennek minimuma a = 3-ban van, ahol 71/48 - n > 1.47n. Ezért

R32 (<3 > 1.47.

3.3. Javitasi lehet&ségek

Az eddig leirt algoritmus arra volt optimalizalva, hogy a legrosszabb esetben teljesitsen jol. Ezért
egy ladaba &ltaldban csak egy tipusba tartozé targyakat helyezett el, mivel igy elkeriilhetd, hogy tobb
egyforma nyitott ladank legyen, amibe még beleférne egy téargy, de olyan tipusa targy éppen nem jon.
Az atlagos esetben sokat javithat az algoritmuson, ha egy-egy ladaba tobbféle targy is keriilhet. Az
algoritmusban van olyan tipusi elem, aminek a pakolasa sordn a legjobb esetben is marad kitGltetlen
rész a ladaban. Példaul az R3-beli targyak pakolasakor egy 1/3 magas sav a ladak tetején mindenképpen
iiresen marad. Az éppen nyitott ilyen tipusu lada fels6, {iresen maradé részébe pakolhatnank M1-beli
elemeket, olyan médon, mintha az egy M1-lada f6sévja lenne. Ennek a modositasnak a haszna az M1 és
R3-beli elemek aranyatol, és ezeknek a targyaknak a sorrendjétdl fiigg. Eléfordulhat olyan eset is, hogy
nem lesz kevesebb a felhasznélt ladédk szdma. Erre példa, ha egyaltalan nincsenek M1-beli elemek, vagy
ha a ladasorozatban az Osszes M1-beli targy megel6zi az R3-belieket. Ezért ez a javitas a hatékonysagi
aranyra kiszamolt fels6 korlaton nem feltétleniil javitana, de azt biztos nem rontana.

Az egyszerre megnyitott ladak szdméat is lehet csokkenteni, de ez a hatékonysagi aranyt valdszini-
leg névelné, mindenesetre nehezebb vagy lehetetelen lenne ugyanezt a felsé becslést megmutatni. Ha a
csoportositas sordn, a Kla, K1b, K2a és K2b csoportokat egy csoportta egyesitjiik, és ezeknek igy csak
egy ladat tartunk fent, akkor az egyszerre megnyitott ladak szama 3-mal csékken. Ekkor a hatékonysagi
aranyrol meg lehet mutatni, hogy 4/3 < a < 2 esetén legfeljebb 2.75, egyszerre maximum 10 megnyitott
ladat hasznalva; és 2 < a esetén legfeljebb 2.542 egyszerre maximum 8 nyitott ladaval. Errél a BSc szak-
dolgozatomban [?] irtam, és az ott leirt algoritmus fejlesztettem tovabb, hogy jobb hatékonysagi ardnyu
legyen. A csoportositis finomitésaval, és egyszerre tobb nyitott lada felhasznélasaval elképzelhetd, hogy
tovabb csokkenthets a hatékonysagi arany.

A dolgozatban bizonyitott korlatok nem egy konkrét oldalaranyu téglalapra vonatkoznak, hanem akar-
melyik téglalapra, aminek az oldalainak az aranya a meghatarozott intervallumba esik. Igy a felsé becslést

ado fiiggvényeknek a supremumdt, illetve az als6 becslést adoknak az infimumét vettem a megadott in-
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tervallumokon. Igy az intervallumokba es egy-egy értékre altaldban jobb becsléseket lehetne mondani

csak a bizonyitdsban hasznélt felsé illetve alsé korlatokat ado fiiggvények segitségével.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek Kirdly Tamésnak, hogy felhivta a figyelmemet a téméra, és
a TDK konferencian valo részvétel lehetGségére. Koszondom a sok konzultécidt és e-mailekben nyudjtott

segitséget. A leghaldsabb a biztatésért vagyok, ugyanis enélkiil nem irtam volna meg a dolgozatot!
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