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1. Kivonat

A feketelyukak tanulméanyozéasara Penrose bevezette a csapdazott feliilet fogal-
méat. Sima marginalisan csapdéazott felilletek (MOTS) és sima térids esetén
vektor iranyaba. A variacio egy linearis, altalaban nem onadjungalt ellipti-
kus differecialoperéatort eredményez, amit az L,, stabilitasoperatornak neveziink.
Megjegyezziik, hogy az eljaras altalanosithaté nem csapdazott feliiletekre is.

L,, principalis sajatértéke segitségével osztalyozhatjuk a feliileteket csapda-
zottsag szempontjabol. Nemrégiben vet6dott fel a sajatértékeknek kozvetlenebb
fizikai jelentGsége. Luis Jaramillo javasolta a principalis sajatérték értelmezését,
mint nyomaskiilonbség a horizont két oldala kozott és felvetette a tobbi sajat-
érték jelentGségének lehetségét is. A dolgozatban részletesen ismertetjik a
kérdéskorben felmeriilg fontosabb fogalmakat és megoldjuk a sajatérték problé-
mat az Einstein-egyenlet gombszimmetrikus vakuum és dinamikai megoldasaira.
Ebben az esetben az operator 6nadjungalt.

A szakdolgozatomban vizsgalom a géombszimmetrikus megoldast magasabb
dimenzidkon és folytatom a vizsgalatot el6szor a lassan forgo, majd Kerr- és
Kerr-Newmann téridSkre. Forgésszimmetrikus esetben a stabilitas operator mér
nem lesz 6nadjungalt.






2. Bevezetés

AlapvetSen két megkozelitési modja van a feketelyukak jellemzésének. Az els a
kauzalis szerkezetre Gsszpontosit és azt mondja, hogy egy esemény a feketelyuk
tartoméanyban van, ha a bel6le kiindul6 fényjelek nem érhetik el a jové fényszert
végtelent. A feketelyuk tartomany hatara az eseményhorizont. Tehat a feke-
telyuk a jovs fényszerd végtelen kauzélis miltjanak a komplementere. Ez egy
globalis fogalom. Ha tudni akarjuk, hol az eseményhorizont, az egész téridst
ismerniink kell.

A maésodik mod ezzel szemben egy teljesen lokalis jellemzés. Azt mondjuk,
hogy egy esemény a feketelyukban van, ha csapdazott felilleten van. Ezeken a
feliileteken olyan erds a gravitacio, hogy a feliiletrdl kiindulo fénysugarak nem
tavolodnak el a feliilettsl, a gravitacid visszatartja azokat. KEz a megkozeli-
tés inspiralta a latszolagos horizont fogalmat. Ha adott egy Cauchy-feliilet, a
csapdazott régiot a Cauchy-feliileten talalhaté csapdazott feliiletek unidjaként
definiadlhatjuk. A latszolagos horizont ennek a csapdazott régionak a hatara.

Definicio szerint a latszolagos horizont hatart képez a csapdazott és nem
csapdazott feliiletek kozott. Praktikusan ezért inkabb a marginalisan csapda-
zott feliileteket (MOTS) szokas keresni és ezek koziil megallapitani, hogy melyik
tartozik a latszolagos horizonthoz.

A MOTS-ok topologiai vizsgalatara hoztak létre a stabilitas és a stabilitas-
operator fogalmait. Azt taldltak, hogy a MOTS id&beli ,terjedését” is jellemzi a
feliilet stabilitasa. A stabilitasoperator erejét mutatja, hogy a stabilitasi feltétel
teljestilését feltételezve sikeriilt Hawking topologiai tételének egy altalanositott
verziojat egyszertien bizonyitani [6] és kés6bb a stabilitas nemcsapdéazott feliile-
tekre torténd altalanositasaval alkalmazni a tételt nem csapdazott feliiletekre [7].

A feliilet stabilitasat meghatarozhatjuk a stabilitdsoperator principalis sa-
jatértékének ismeretében. A kozelmultban meriilt fel az operatornak nyomés-
operatorként valo értelmezése. Ebben az esetben az operatornak nem csupéan a
principalis, de minden sajatértéke fizikai jelent&séggel bir. A dolgozatban meg-
forditjuk a fenti gondolatmenetet. Ismert topologiaju feliiletek stabilitasopera-
toranak sajatértékeit hatarozzuk meg és az eredmény fizikai kovetkezményeit is

megprobaljuk felderiteni.

A dolgozat felépitése a kovetkezs: A 3. fejezetben részletekbe mendGen is-
mertetjiik a stabilitasoperator felirasahoz sziikséges geometriai ismereteket és az
anyagmezok leirasanak modjat. A 4. fejezetben koriiljarjuk a stabilités feltételét
és bevezetjiik a stabilitasoperatort. Ezekben a fejezetekben teljesen altalanos
targyalast kovetiink és nem rogzitjiik a dimenziok szamét, de még a geometria



és energia kozti kapcsolatot sem hasznaljuk ki. Szintén a 4. fejezetben ismer-
tetjiik a linearis elliptikus operatorok néhany tulajdonsagat és rovid attekintést
adunk a Jaramillo altal felvetett hidrodinamikai analogiarol [5]. A 5. fejezet-
ben mutatom be az dltalam végzett munkat: alkalmazzuk ezeket az ismeretek
és megoldjuk a sajatérték problémat 4-dimenzidés gémbszimmetrikus esetben
anyagmezl jelenlétében. A geometria és anyag kozti kapcsolatot kozmoldgiai
allandoval felirt Einstein-egyenlettel hatarozzuk meg. A kapott sajatértékeket
vizsgaljuk a kozmolégiai allandé kiilonboz6 értékeinél. A 6. fejezetben attekint-
jik az eredményt és a tovabblépés lehet&ségeit taglaljuk.

3. Alapfogalmak

3.1. A téridé matematikai modellje

Téridén egy olyan (M, gqp) part értiink, ahol M Osszefiiggs, n-dimenzios, Ha-
usdorff, parakompakt, iranyithatd, C'°°-osztalyu differencialhatd sokasag; gap
C-osztalyt (—,+, +, ...) Lorentz-szignatiuraja metrika M-en.

Tekintsiik az (n—2)-dimenzios, sima, térszerd, kompakt S sokasagot, amely-
nek nincs hatara M-ben!

A szamitasok egyszertsitése végett ¢ = 1 és G = 1 rendszerben szamolunk.

3.2. Anyagmezdk

Az anyagmezdket véges szami F(i)m@_..an tenzormezével abrazoljuk, ahol 4
névindex. Az anyagmezoknek lehetnek indexeik bels6- és mértékszabadsagbol
fakadoan is. Ezeket az indexeket most nem fogjuk kifrni. Mivel g% az egész
sokasagon értelmezett, az anyagmezGk indexeit tetszGlegesen felhuzhatjuk. A

mozgasegyenleteket a
S = / Le (3.1)
M

hatas funkcional szélsGérték feltételébsl kaphatjuk meg, ahol £ felirhato Lo és
L 4 Osszegeként ugy, hogy L csak a geometriatdl fligg. € a gqp-vel elGéllitott
térfogatelem. Az anyagmezSk mozgasegyenleteirdl feltessziik, hogy

VoV FY = H(FY, V,F9), g,.) (3.2)

kvéazi-linearis, diagonalis, mésodrendd hiperbolikus differencidlegyenletek, H
sima fliggvénye a jelolt argumentumainak. Az Einstein-elmélet keretein be-
lil az anyagmezsk és a geometria kozotti kapcsolatot a Gap + Agapy = 87Ty
egyenlet irja le, ahol Gy, az Einstein tenzor, A a kozmologiai dllando, Ty, az



energia-impulzus tenzor.

Az anyagmezSk energia-impulzus tenzorat a (3.1) hatas anyagra vonatkozo

1 654

Ty = —— 224
b 81 dgab

(3.3)

modon.

3.3. Energia feltételek

Az energia-impulzus tenzor konkrét alakjat felirni reménytelen vallalkozés lenne
még akkor is, ha ismernénk, hogy milyen anyagok alkotjak az univerzumot és
milyen mozgéasegyenleteknek tesznek eleget. Habar az egzakt tenzort nem tud-
juk felirni, 1éteznek olyan feltételek, amiknek a teljesiilését okkal feltételezhetjiik.

Gyenge energia feltétel 7,,V*V® > 0 teljesiil az anyagmezdkre, ha V@ idé-
szerl, vagy fényszerti. Ez azt jelenti, hogy a V¢ érint6ji vilagvonalon
halad6 megfigyel6 nem érzékel negativ energiastirtiséget.

Dominans energia feltétel —7,,V® nem térszerd, ha V® j6v6 iranyitott id6-
szert, vagy fényszert és T,,V2V? > 0. Ez az el6bbi feltételhez hozza veszi,
hogy az energiadram nem térszer.

Erés energia feltétel 7,,VeV? > —V eV, T,.g*°/2, ha V@ id6szerti. Ez egy
szigoribb feltétel, de még okkal feltételezhetd.

A dominéans feltétel erésebb, mint a gyenge, de a hierachiat nem ilyen kapcsolat
adja. A gyenge feltétel roja ki a legkevesebb megszoritast az anyagmezskkel
kapcsolatban, azutan a dominans majd az erds feltétel kovetkezik.

3.4. A Gauss-féle fényszerti koordinatak

A kozetkezGkben a Gauss-féle fényszerii koordinatakat vezetjiik be. Tekintsiink
két sima, jov6 iranyu fényszertd vektormezst, k-t és [?-t, S-en! Ez a két vektor-
mez6 teljesitse a k%l, = —1 normaélasi feltételt és legyen merdleges S-re! Ekkor
a két vektormezd egy

k* — ek®, [* —e v (3.4)

atskalazas erejéig meghatarozott, ahol v sima fiiggvény S-en. Tekintsiik a k% és
[*, mint érintSk altal meghatarozott fényszert geodetikusokat! Ezek a geodeti-
kusok sima hiperfeliileteket hatdroznak meg S kornyezetében. Erre az O kor-
nyezetre a geodetikusok affin-paraméterezésével kiterjeszthetéek a vektormezdk.



Képezziik a mult irdnyia n® = —k* vektormez6t! Az n®-bol képezett geodeti-
kusok paramétere legyen u, az [-bol képzetteké r! A paraméterek szintfeliiletei
egyuttal folidzzak is a kornyezetet a S-el homolog S, és S, feliiletekkel. A pa-
raméterek és a vektormezdk kozotti Osszefiiggést n® = (9/0u)® és 1* = (0/0r)°
adjak és a két vektormezs kommutal. A koordinataink: w és r, valamint az S
feliileten értelmezett koordinatdk. Ezt a koncepciot igyekszik szemléltetni a 1.
abra. Belathato [4], hogy a g, metrika ezekkel a koordinatakkal kifejezhets

YJab = Q(V(ar - raV(au - Tﬁ(a)vb)u + Yab (35)

alakban, ahol «, B, és v, sima fiiggvények O-n.

o

1. Abra. Az S-en értelmezett vektormezdk kiterjesztése a kornyezetére.

3.5. Az (n — 2)-dimenzios feliiletek

Az (n — 2)-dimenzids térszert feliiletek figyelembe vételével a téridé metrikaja
mindig felbonthaté
Jab = 8ab + hab (36)

alakra, ahol g,; a térszert feliileten indukalt metrika, vagy els6 fundamentéalis
forma, h,, az erre merdleges rész. A g,, metrikiat egy természetesen adddo
visszahtzéas segitségével megfeleltethetjiik a g,, metrikdnak, ami az S feliilet
metrikaja. Mivel S térszert, q,, Riemann szignaturaju. A Lorentz-szignaturaju
hqp elallithato a 3.4-ben bemutatott fényszerd vektorokkal:

hap = lgny + lpng,. (37)
A (3.6) és (3.7) segitségével az S-re vetits operator felirhato.

m, =g, = 6% — l,n® —in, (3.8)

10



Mind a g?,, mind a h®, kielégéti a projektorokra vonatkozo

g8’ =g’ heah’e=hty g hPe=0 (3.9)

a

Osszefiiggéseket.

Az M-en értelmezett kovarians derivalas segitségével elgallithatjuk a maso-
dik fundamentalis tenzort, K€ ;-t.

Ky =g%8",Veg®; (3.10)

Ez a tenzor felbonthat6 egy spurtalan C€,;, és egy spurt tartalmazo K¢ tagra

1
Koy = — 8K +Ca (3.11)

modon, ahol K¢ = ¢g* K¢, a kiilsé gorbiileti vektor. Kontrahalva a fényszeri
bazisvektorainkkal megkapjuk az adott vektor iranyaba vett vetiiletet.

KW — —Kle = g8, Vely, K9 = —KCune = g8/, Veny  (3.12)

Ezeknek a levetitett mennyiségeknek tekinthetjiik a szimmetrikus és antiszim-
metrikus részét:

(%) _ (X
KG) =Ko+ KL,

(X)

ahol Gt(lb ) a szimmetrikus és w,; ' az antiszimmetrikus rész!. Az antiszimmetri-
kus rész spurtalan:

] =05+, (3.13)

a 1 e : ea
g bwt(lb) =3 [gg!), —g*e! | Ve Xy =0, (3.14)

igy a levetitett fundamentalis tenzor spurja megegyezik a szimmetrikus részének
a spurjaval:

UK = g K ) = g0 = 0. (3.15)
A gorbiilet vektorral kifejezve
0V = —K°l, = g™V 1l,, ") = —K°n, = g%V, ny. (3.16)

A (3.16) kifejezéseket nevezik az [ és n irdnyt expanzionak. A spurtalan kom-
ponensre

1
ol = —CCuple = (g 8l - 588" ) Vely, (3.17)

c 1
((12) = —C%pnc = (g agfb ﬁgabg > Veng

IMivel a két fényszert vektormezdre sokszor teljesen analdg a szamités, ezért hasznalom
a X @ jelolést, ami azt jelenti, hogy X ¢ helyébe [¢-t, vagy n®-t irva kapjuk meg a vonatkozd
egyenleteket.

11



amik az [ és n irAnyn nyiras tenzorok.

A S bels6 geometridjanak tanulméanyozasahoz els kell allitani a feliileten
értelmezett kovarians derivald operatort. Ezt két titon is meglehet tenni. Fent
utaltunk réa, hogy a g,p-t visszahtizhatjuk az S feliiletre. Ez utan a méar szokott
modon elGallithato a feliileten a D, konnexio és Rg gorbiilet is. Ezzel ekvivalens,
ha a kovarians derivalé operéatort

D.1°, = g%,8%. e’ VT (3.18)

modon definialjuk és ezutan alkalmazzuk ra a megfelel6 bedgyazést és visszahi-
zést. A témaban bévebb Gsszefoglalot tartalmaz Cao [2].

3.6. A csapdazott és nemcsapdazott feliiletek

Az el6z6 fejezetben bevezetett expanziok
Lieg = 0Weg, Lreg = 0We, (3.19)

modon is elGéallithatoak, ahol £; az [* vektormezs szerinti Lie-derivaltat jeldli,
az €; az S-en indukalt gq, metrikdhoz kapcsol6ds térfogatelem.

Az (n — 2)-dimenzios S feliilet jov6 csapdazott, ha mind %), mind §*)
expanziok nem pozitivak S-en. Amikor a kettd koziil akarmelyik, mondjuk 6()
azonosan nulla a feliileten, S-t j6v6 marginélisan csapdazott feliiletnek nevezziik.
Hasonléan definialhatok a mult csapdazott feliilletek. A kifelé és befelé mutato

g k)

jovE csapdazott <0 <0

jov6 marginalisan csapdazott | =0 <0
minimalis feliilet =0 =0

1. tablazat. Csapdazott feliiletek definicioi

vektorok fogalmat is jol le lehet irni ilyen médon. Azt mondjuk, hogy (% és k¢
kifelé, illetve befelé mutat a marginalisan csapdazott feliileten, ha %) = 0 és
6F) < 0. Belathato, hogy ez megfelel az intuicionknak, ha belegondolunk, hogy
k® befelé mutato, haa A = [ s €g feliiletet £ mentén varidlva nem névekszik.

:/f:keg:/e(’“)eg <0 (3.20)
u=0 S S

Ennek megfeleléen S jové kifele marginalisan csapdazott (MOTS), ha 6() = 0
és 0F) <0 S-en. Ezt illusztralja a 2. abra.

12



a) b)
% |
%k
1
c) d)
I
n
2. Abra. A feliiletek csapdazottsaganak illusztraciéja. Egy dimenzié elnyomasaval a korok

egy-egy gombfeliiletnek felelnek meg és a felsziniikkel aranyos a kor keriilete. Az a) minimalis
feliilet, b) csapdazott feliilet, ¢) nem csapdazott feliilet, d) marginalisan csapdazott feliilet

A csapdazottsaggal egy olyan fogalmat vezettiink be, ami alkalmasnak bi-
zonyul a feketelyukakrol alkotott naiv elképzeléseink matematikai megfogalma-
zasara: csapdazott feliiletrsl kiindul6 fényhullamok nem érik a nem csapdazott
feliileten elhelyezkedd megfigyel6t.

4. Stabilitas

4.1. Feliiletek stabilitasa

Ha az S [®-ra tekintettel MOTS, szigorian stabilnak nevezziik, ha a (3.4) transz-
forméciokra £5,0(") < 0 médon transzformalodik és valahol nem 0 S-en [6].

Nem csapdazott feliileten mas stabilitas feltételt hasznalunk: az S feliilet
szigortian stabil, ha a (3.4) alatt (£,00) +0)9(1)) > 0 és valahol S-en eltii-
nik [7]. Ez a feltétel interpretalhato az altal, hogy tekintjiik a feliilet masodik
variaciojat:

(5n(5lA:/£n£leg:/ [£200¢] :/ [£260 +6m00] . (a1)
S S S

Lathatjuk, hogy ahogy a csapdézott feliiletek esetén, tigy nem csapdézott felii-
letek esetében is a felszin masodik varidcidojanak elGjelére vonatkozd megszori-
tasként értelmezhetjiik a stabilitasi feltételt.

13



A tovabbiakhoz kifejezziik £,0()-t a metrika (3.5) alakban felirt valtozoi
segitségévell A g, a (3.5) és (3.8) segitségével

gab = Tzﬁcﬁclalb - 27ﬂﬁ(alb) + Yab (42)

alakban frhat6. Felhasznédlva, hogy e; = ,/ge, ahol e a Levi-Civita szimbolum,

£x/8
£xeg =elx /g = )\}?eg = G(X)eg. (4.3)
Tehat (%) = ’Ef/g‘/g = %% = %gabf x8ab- Bzt szoritsuk meg az S, feliiletekre,
ahol r = 0! Ekkor
Lag®s = [fn(TQﬂcﬁcl“lb) — £ (2089 4 £wab]5 _ (4.4)

u

= [128Be L 171) = 20 £ (B + L] = £,

u

ahol kihasznéltuk, hogy £,(r?3°B,) = 0 és £,(2r) = 0. Hasonloan
£8°g, = [£10P8°B00) — £(2r81) + £ =

= (1" £1(r®BB°) + 17 BB £, (1°1°) — BV £4(2r) — 2r £, (B1V) + ,emab] =

= —280) 4 £4,

ugyanis £;(r?3.6°) = 2rB.8¢ és £1(2r) = 2. Emellett azt is tudjuk, hogy
Sabl s, = Yab- Ezt felhasznalva

1 1 1
0" = =g £18at = —58ab £n8™ = 57" £ Vab, (4.5)
2 2 2
1 1 1
o) = —58an 18" = B g, — 5T L1y = 5" Livap.

Az S, feliileteken

1 1
Gabnalb == *5 7,}/ab (£l£n'7ab) - O"Yab (-f:l"}/ab) + Rq + Daﬂa - iﬁaﬂa (46)

1
+7* Y (£1Yae) (£nVoa) — 57‘“’ (£17ab) Y (£nYed) | 5

ahogyan az kidertil [6]-b8l. Itt a D szimbolum a (3.18)-val definialt, a feliileten
értelmezett kovarians derival6 operator. Felhasznalva n® és [* kommutativitasat
és merGlegességiiket v,p-re

— YL L Yab = = L1V LnVab) — VPV L1YVae) (£ Vbd)- (4.7)

14



A (4.6) és (4.7) egyenletekbdl
1
Gapn®ll = 3 {—.ﬁl('y”b,é’n'yab) — omab.,ﬂ’mab + R, + DB, (4.8)

1 1
7§ﬁa5a - 27ab(£l7ab)76d(£n7cd):| .

A (4.5) és (4.8) egyenletekbdl

1 1
Gapnl® = -5 [—zoela(”) — 200" + R, + DB, — 50" Ba = 29<”>9<l>] . (4.9)

Az 1% és n® kommutélasa révén

e £10) = £1£,e, — 00V, = £,(0Ve,) — 0V £,6, = €, £,00,  (4.10)

tehat
£,00 = £,00, (4.11)

Ezt is figyelembe véve, azt kapjuk, hogy

1 1
£,00 = —ag® — gDy 4 5 [Rq +2G pnlb + D, B — 2ﬂ“ﬁa} - (412)

Ez nem a végsd alak, ugyanis az o metrikus fiiggvény elttinik az S,-kon [7].

1 1
£a01 = -0 + o [Rq +2G a1 + Dy - 25%] S (413)
Az expanzi6 transzformaciojat megadja az
(#x) _ 1 ab o _ rp(X)
0% = 58" Lyxga = 58" Lxga = [0 (4.14)

egyenlet. Tehat AU "D = g A (4.13) alakon mér lathatjuk, hogy
egy (3.4) transzformacié hogyan hat a £,,0(") | s mennyiségre. A 3¢ kifejezhets
a (4.2)-b6l: B, = —ginyV.Ib. Tehat (3.4) hatdsara 8, — B, + Dgv, ahol D, a
(3.18)-val definialt S-en értelmezett kovarians derivalé operator. Vezessiik be a
U=e"28ss, = %Ba jeloléseket! Ezekkel

v
£gn00 g U=-D"D¥ + 25D W + o {Rq - (4.15)
+2Gpn 1’ + 2D, s — 25%s, — 2 U s o) s ] .

MOTS esetén 0(l)|s =0.

LDV =L, U = —-D*D,V + 25°D, ¥ + (4.16)
v
+5 [Ry + 2Gpn®1" + 2Dgs" — 25%s,] .
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Ez a MOTS-ok stabilitasanak operétora.

Figyelembe, véve, hogy a stabilitas feltétele nem csapdazott feliileten
(£n00) 4090y >, (4.17)

azt talaljuk, hogy ez a feltétel mind a csapdézott, mind a nem csapdazott felii-
letek esetén

v
~DDa¥ + 25" Do ¥ + - [Ry + 2Gapnl” + 2Dgs" — 25%s,| >0 (4.18)

feltétel teljesiilését jelenti.

A stabil csapdazott feliiletek teljesitik azt az elvarasunkat, hogy az barmely
megfigyel6 szamara csapdazott legyen. A stabilitas tulajdonsagat leirhatjuk a

v
Ly = =D"Do¥ + 25" Do ¥ + — [Ry + 2Gapn®1’ + 2Dgs" — 25%5,]

operatorral.

4.2. A stabilitas operator tulajdonsagai

Tekintstik a
L =-DD, +2t*D, + ¢ (4.19)

alaku linearis elliptikus operatort. Ez az operator nem 6nadjungalt, kivéve, ha
t*D, = 0. Az adjungéltja LT = —D®D, — 2t°D, + c. Mivel nem 6nadjungalt az
operator, ezért a sajatértékei nem valésak. Azonban ismert [1], hogy

e létezik A principalis sajatérték, ami valos és a legkisebb valds résszel ren-
delkez6 sajatérték, valamint a hozza tartozd sajatfiiggvény egy konstans
szorzb erejéig egyértelmd és valaszthaté mindenhol pozitivnak

e az adjungalt operator principalis sajatértéke megegyezik az operatoréval.
Legyen, tehat L egy (4.19) alaka operator, A az § principélis sajatértéke és @ a
hozza tartozé mindenhol pozitiv sajatfiiggvény! Tekintsiik a LY = f egyenletet,
ahol f > 0! Ekkor ¥ = x®. Vezessiik be a T'[®]xy = ®LV = &f operatort!
Mivel @f > 0, alkalmazhatjuk az er6s maximum elvet, ami kimondja, hogy

ebben az esetben y = const.. I'y = ®LU = cA®? = & f vagyis f = cA®. Ebbsl
kovetkezik, hogy

e ha A =0, akkor f =0
e ha A>06és f#0, akkor ¥ >0
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e haA>06és f=0, akkor ¥ =0

Mit jelent ez a stabilitas operdtorra nézve? A stabilitas feltétele, hogy L,V =
f >0, tehat ¥ = const. - & = x®. Ha A = 0, akkor az operator a null-operétor
és a feliilet szigortian stabil. Ha A > 0 és f nem azonosan nulla, akkor ¥
pozitiv. Ha A > 0 és f azonosan nulla (tehat L, ismét null-operator), akkor
¥ is azonosan nulla. Ekkor a feliilet ismét szigoruan stabil. Azt talaltuk, hogy
feliilet stabilitdsat egyértelmiien meghatarozza az operator sajatértéke. A W
fﬁggv?r)lyek az atskalazassal kapcsolatosak, ugyanis (£,00)¥ = ¥nev 00 =
Ly,

4.3. Hidrodinamikai analégia

José Luis Jaramillo cikkében [5] taldlhato egy érvelés?, miszerint stacionaris és
tengelyszimmetrikus horizontokra létezik folidzéas, amin a principalis sajatérték

A= —k(1)o®), (4.20)

ahol k() = —k*®V,l, a feliileti gravitacio. A feketelyuk termodinamika elss
torvénye alapjan k() azonosithato, mint vz = ) /(87) feliileti fesziiltség. A
—0%) expanzio a H = —0%) 401 /2 atlagos gorbiilettel egyezik 6() = 0 esetben.
A H specialis esetben H = 1/Ry +1/Rs. Ezek utan belathato, hogy a principé-
lis sajatértéket nyoméaskiilonbségként azonositva megkapjuk a hidrodinamikabol
ismert

Ap = pin — Pout = ¥(1/R1 + 1/ Ry) (4.21)

Young-Laplace egyenletet. Ezt alatamasztja az is, hogy a sajatérték azonos
dimenzi6ji, mint a kozmoldgiai allando, tehat nyomés dimenzioja. Tekintsiik
ugyanis a L, operatort, amiben az Einstein-tenzort a kozmologiai allandé nél-
kil felirt Einstein-egyenlet alapjan az energia-impulzus tenzor konstansszorosa-
val helyettesitjiik! Ennek a principalis sajatértéke legyen A!' Most tekintsiik a
L7 operétort, ahol az Einstein-tenzort a kozmologiai allandéval felirt Einstein-
egyenlet felhasznalaséval helyettesitjiik! Ez utobbi principalis sajatértéke L,
sajatértékével kifejezhetd:

A =A—A. (4.22)

Ha A-t nyomasként azonositjuk, akkor L, nyomas operatorként valo értel-
mezése is kézenfekvének ttinik. A nyomaéas operator sajatértékeinek, azonban
fizikai jelentGsége van. A sajatértékek valos része a nyomassal kapcsolatos infor-
maéciokat tartalmazhat, mig a képzetes részek, amik csak forgo esetben jelennek
meg, a forgassal kapcsolatos informéciokat. Ilyen médon fizikai szempontbol is
értékes lehet a L, operator spektruménak a vizsgalata.

2Lasd a [5] 4. tételt

17



5. GoOmbszimmetrikus dinamikai megoldas

5.1. Attekintés

A négy dimenzios gémbszimmetrikus téridék metrikdja mindig felirhato

—«

Gab = 2 (51)

r2sin?6

alakban [3], ahol a koordinataink (7, p, 0, ¢) és « és r sima fiiggvényei 7-nak és
p-nak, r a feliilettel kompatibilis sugéar valtozd. Az evoliucios vizsgalatok soran
a numerikus instabilitds csokkentésére vezették be segédvaltozoként a Misner-

Sharp tomeget:
2
ar\? d
e+ (3= (%)

2 «

(5.2)

Az Einstein-tenzornak az alabbi nem nulla elemei vannak: Ggg, Go1, Gio,
G11, Gaa és Gs3. Ebbdl latszik, hogy p irdnyban energia dramlas megengedett.

Ismert, hogy energia aramlasi folyamatokat altalaban nem tudunk leirni,
mert nincsenek meg a megfelel§ kvézi-lokalis mennyiségeink. Azonban gémb-
szimmetrikus esetben ezt megtehetjiik a Kodama-vektormezs segitségével.

K = €"V,r, (5.3)

ahol €*® az SO(3) palyakra meréleges 2-dimenzios feliilet térfogat eleme. K¢
divergencia mentes és G*V,K;, = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy J* = T K"
divergencia mentes. Ez a J® vektormez§ ugy viselkedik, mint egy megmarado
energia aram.

5.2. Az operator és sajatértékei
A vizsgalt gémbszimmetrikus esetben a fényszerd bazisvetoraink

n® = (1/(v2a);1/v2a; 0;0) (5.4)

és
19 = (—1/(v2a);1/v2a; 0;0). (5.5)

Ezek a vektorok teljesitik a nl, = 1 normalasi feltételt. A dr = dp = 0 feliiletre
vetitd matrix elemei koziil csak a I125 és II%3 elemek nem nullék, ezek értéke 1.
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Az S feliileten indukalt metrika

gab = 2 . (56)
r2sin” 0

Ebbdl a metrikabodl gy csindlunk S-en értelmezett metrikat, hogy a jobb also

negyedén kiviil mindent elhagyunk. Ez a visszahtizasunk. Az igy kapott metrika

2
Gab = ( r2gin? 6 ) ' (5.7)

Ez konformis az egységgomb metrikajaval. Ennél fogva a feliilet gorbiilete ez-
zel az r? konform faktorral R, = 2/r? és a —D%D,, operator is konformisan
megegyezik az egységgdmb Laplace-operatoréaval:

1 02 1 0? ctgh 0

DD, = —— o g _g9vo .
r2 0602  r2sin26 0¢>2 r2 06 (58)

Gombszimmetrikus esetben a 8 metrikus fiiggvény értéke 0. Tovabbi nem nulla
tag az Einstein-tenzorbol fog szarmazni, aminek a fényszert béazisaink iranyaba
vett vetiilete fog megjelenni:

2
ar\2 9% or 9%
—a—(gr) —rgEt (a*p) + o

Gapn®l® = (5.9)

or?

Az (5.9)-ben szerepls derivaltakat az anyagmezSk mozgasegyenleteibdl ismer-
hetjiik. Fizikai szempontboél szemléletesebb, ha az Einstein-egyenlet alapjan az
Einstein tenzort helyettesitjiik az energia-impulzus tenzorral. A gémbszimmet-
riabol kifolyolag tudjuk, hogy az energia-impulzus tenzor

pe  Sp
Ty=| 0 Pr o2 (5.10)
pr?sin® 6

modon irhato fel, ahol p, az energia stirtiség, S, az energia dramlas p iranyban®,
D, a p irdnyt nyomads, p a nyomas p-ra merdleges iranyokban. Az Einstein-tenzor
helyébe

Ty — Agap)n®lt = — L5 A4 Lo 11
(Tav Gab)n 2 + 2c (5.11)
irhat6. A stabilitas-operator
v b
L,¥ = -DD,V + 3 [Rq + 2(87Tu, — Agap)n®1°] . (5.12)

3A p iranyu vetiilet igy értelmezhets, mint a p koordinata altal meghatarozott geodetikus
(0/0p)? érintGjére vett vetiilet.
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Erdekességként jegyezzitk meg, hogy az expanziok szorzatat kifejezhetjiik a
Misner-Sharp tomeggel. Az (4.5) el6allitas segitségével

1 1
G(X) = *igabijgab = 7§gablcvcgab (513)

ugyanis gqpl" = gapl’ = gapn® = gapn® = 0. Tehat

o0 :73\/5 7@+& g(n):f:&\/i ng& . (5.14)
rya \ Ot  Op ry/a \9r  9Jp
A (5.2) segitségével
18 2M
Dgn) — 2 I
pOpm = 3 (1 - ) , (5.15)

Ez alapjan a MOTS r = 2M-nél talalhato.
A (5.12) operator a fényszert vektorok normélaséanak figyelembe vételével:
L,¥ = -D*D,V¥ + 5 |2 + 167 Tpn®l° — 2A | . (5.16)
r

Tudjuk, hogy a A = —r?D?D, Laplace-operator sajatértékei I(I + 1), sajét-
fiiggvényei az Y',,(0, ) gombfiiggvények. A stabilitas-operatort r» = const.
feliiletekre irjuk fel, ezért a gdmbfiiggvények annak is sajatfiiggvényei. A sajat-

értékek: W+l 102
+ a
A= = +5 LQ + 167 Tyn*1° — QA] . (5.17)
Kiilénésen a principalis sajatérték
1
Ao = — + 87Tn®’ — A. (5.18)
r

A sajatérték fiigg a feliiletet jellemzd r koordinatatol, a téridst jellemzs A
kozmologiai allando6tol és az anyagmez6ktsl.

5.3. Stabilitas
Schwarzschild esetben \g > 0 feltéve, hogy A < 1/(r?). Azaz a de Sitter (A > 0)

eset bizonyos tartomanyait leszamitva minden feliilet stabil gdbmbszimmetrikus
vakuum megolddsban. A MOTS stabilitasara nézve a feltétel A < 1/(4M?).

A dinamikai esetben

1 drp. 4
No =5 — —Pe T

r2 «a o

—A. (5.19)
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Diagonalizaljuk az energia-impluzus tenzort és alkalmazzuk ra a gyenge energia
feltételt! Az energia-impluzus tenzor sajatértékei:

Al _ PetPp+ (pQF_pP)2+4SP (520)
Ao = pf—&—p,,—m
2 = 2
A3 4 = D

Ezek szerepelnek a diagonalis helyeken. A gyenge energia feltétel ezekkel az
értékekkel kifejezve

A >0
A1+ A2 = pe +Dpp 2 0 (5.21)

modon frhaté. Most a nem diagonilis energia-impulzus tenzorra alkalmazzuk a
gyenge energia feltételt a (1,0,0,0) iddszeri vektorrall Ekkor

pe>0 (5.22)

Mit tudunk mondani az energia feltétel nélkiil? Ha A > 0, a A > 1/(r?) tarto-
ményon p, > p.. Megjegyezziik, hogy ezen a tartomanyon a vikuum megoldas
nem stabil. Ez azt jelenti, hogy ilyen térid6kben az instabil tartomanyban talal-
hato feketelyuk nem minden megfigyel6 szamara ,fekete”. Vannak megfigyeldk,
akik latjak a szingularitast.

Ett6l eltekintve csak a p. — py-ra tudunk felsé korlatot adni:

1 4
ﬁ —A > E(pe *pp)' (5'23)
A (5.21)-b6l a méasodik egyenlstlenséget felhasznalva a (5.19)-re a stabilitas
feltételebsl 1/(r?) + dnp,/a > A, ugyanis

A
Py pet o (5.24)

A7r? 47

Mivel a jobb oldalt csokkentjiik, az egyenltlenség tovabbra is teljestil

1 47
St
r «

> A (5.25)

formaban. Ekkor csak egy alsé korlatot adhatunk a nyomasra:

o 1
> — - — . .
Dp > g (A r2> (5.26)
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6. Osszegzés

A gémbszimmetrikus esetben a stabilitas operator énadjungalt, igy a sajatérté-
kei valésak. Ebben az esetben az operator egy derivalast nem tartalmazé tagban
tér el a gombon felirt Laplace-operatortél. Ebben az esetben a sajatértékei is
felirhatok a Laplace-operator sajatértékei és ennek a derivalast nem tartalmazo
tagnak az Osszegeként.

A vakuum megoldas mindenhol stabil, kivéve a A > 0 esetén a r < 1/v/A
tartomanyokat. Az ebben a tartoméanyban 1évE csapdazott feliiletek nem min-
den megfigyels szamara csapdazottak.

Dinamikai esetben az anyagmezdéket altalanosan hagyva mondtuk meg a
sajatértékeket. A stabilitas feltétele ilyenkor egy egyenlGtlenséget biztosit az
anyagmez6 jellemzgGire. Ezeknek a jellemzSknek a megszoritasara altalaban az
energiafeltételeket szoktuk alkalmazni. Ezek a feltételek a fizikai intuicionk meg-
fogalmazasai. Ezekhez a feltételekhez jarul hozza az igy felirt Gjabb feltétel.

A munka késébbiekben folytatodik bonyolultabb metrikak vizsgalataval. A
kovetkezs 1épés a gombszimmetrikus megoldés altalanositésa tetszéleges dimen-
zidszamra. Miutan kimeritettiik a gombszimmetrikus megoldasok nytjtotta le-
hetGségeket, tovabb lépiink a lassan forgoé vakuum, majd a Kerr-téridére. Az
utobbi esetben az operatorban szerepls fliggvényegyiitthatok bonyolultsaga fo-
kozza a probléma nehézségét azon tul, hogy az operator eleve nem 6nadjungalt.

Koszonetnyilvanitas

Ko6sz6nom témavezetémnek, Racz Istvannak, a tlirelmét és utmutatasait.

22



Hivatkozasok

[1] Andersson L., Mars M., Simon W., 2007, ,Stability of marginally outer trap-

ped surfaces and existence of marginally outer trapped tubes”, Preprint,
arXiv:0704.2889

[2] Cao L-M., 2011, ,Deformation of codimension-2 surfaces and horizon ther-
modynamics”, SISSA 2011

[3] Csizmadia P., Racz L., 2009, ,Gravitational collapse and topology change in
spherically symmetric dynamical systems”, Class. Quantum Grav., 27 015001

[4] Hollands S., Ishibashi A., Wald R. M., 2007, ,,A higher dimensional station-
ary rotating black hole must be axisymmetric”, Commun. Math. Phys., 271,
699-722

[5] Jaramillo J. L., 2013, ,A Young-Laplace law for black hole horizons”, Pre-
print, arXiv:1309.6593v1

[6] Racz 1., 2008, ,,A simple proof of the recent generalizations of Hawking’s
black hole topology theorem”, Class. Quantum Grav., 25 162001

[7] Racz 1., 2009, ,On the topology of untrapped surfaces”, Class. Quantum
Grav., 26 055017

23



1. Figgelék: a feladat és alkalmazott modszerek
bemutatasa

A témavezetémtol kapott feladatom a 4.1. fejezetben bemutatott
a a v a1b a a
L, =-DD,V + 25D,V + 3 [Ry + 2Gapn®l® + 2Dgs® — 25%s,]

differencialoperator elgallitasa gombszimmetrikus téridében és az operator sa-
jatértékeinek a meghatarozasa. A sajatértékek kozott kitiintetett principalis
sajatérték vizsgalata fizikai szempontok szerint.

A munkam kiindulasi alapjat a [3] cikkben bemutatott, tetszéleges gémb-

szimmetrikus térid6t leiré metrika jelentette. Ezen metrika alapjan a 3.5. fe-
jezetben bemutatott megfontolasok segitségével meghataroztam és megfelGen
normaltam a Gauss-féle fényszerd koordindtakat meghatarozé fényszeri vek-
tormezdket. A vektormezdk ismeretében elgallithattam a vizsgalando feliiletre
vetité operatort. A metrika levetitése utéan elvégezve egy visszahuzéast meg-
kapjuk a feliileten indukalt metrikat. Az indukalt metrikal felirhato a feliileten
értelmezett kovaridns derivalo operator és a feliilet gorbiilete. Ezekkel felirhato
a keresett differencidloperator.
Az indukalt metrikdn lathato, hogy konformisan azonos az egységgdémb metri-
kajaval, tehat a vizsgalt feliiletek SO(3) invariansak. Ez adta az Otletet, hogy
az operator sajatfiiggvényei a harmonikus gombfiiggvények segitségével elGal-
lithatok. A vizsgalat soran azt talaltuk, a gémbfiiggvények sajatfliggvényei az
operatornak, de a sajatértékei egy additiv tagban eltérnek az r sugard gémbon
felirt Laplace-operator sajatértékeitél. Mivel a principélis sajatértéket fizikai
szempontokbol szeretnénk vizsgélni, feltételeztiink egy kapcsolatot a geometria
és az anyagmezdk kozott a kozmologiai allandoval felirt Einstein-egyenletek ké-
pében.

A fizikailag elvarhto stabilitas feltétele a principalis sajatértéken keresztiil
végiil egy megszoritast adott az anyagmezsk paramétereire.

24



2. Fiiggelék: a TDK dolgozat és szakdolgozat ko-
zotti kiilonbségek

Szakdolgozat cime: Dinamikai rendszerek vizsgalata az &ltalanos relativitésel-
méletben

Témavezts: Réacz Istvan, az MTA doktora

Tématerv: a szakdolgozatomban a TDK dolgozatban megkezdett munkat
folytatom. A dolgozat bemutatisa 6ta vizsgaltuk a stabilitasoperator spekt-
rumét magasabb dimenzioju gombszimmetrikus téridékon és szeretnénk meg-
vizsgalni forgasszimmetrikus téridékon is. Részletesebben kifejtve: a magasabb
dimenzi6ju gombszimmetrikus megoldas vizsgalata utan a vakuumban felirt las-
san forgd és Kerr- téridéket vizsgaljuk. Ezek utan még az elektrovikuumban
felirt Kerr-Newman-megoldés vizsgalata is sorra keriilhet.

Forgasszimmetrikus térid6kben az operdtor méar nem onadjungalt, igy a
probléma megoldésa a bemutatott modszer altalanositasat igényli. Az operator
sajatértékei (a principalis sajatérték kivételével) képzetesek lesznek és ezek a
vizsgalata is mas szempontokat igényelnek.
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