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1. fejezet

Bevezetés

Dolgozatomban atomok és molekuldk Hamilton-operatoranak sajatérték probléméaja-
val foglalkozom a Born-Oppenheimer kozelités keretei kozott. A variacios elven alapuld
kozelité kvantumkémiai modszerek mindig egy felsé becslést adnak a sajatértékekhez. Ha
also becslést is ismernénk, akkor ezzel kozre lehetne fogni az energiaszinteket. Ennek az
egyszerl elképzelésnek a megvaldsitasa nehézkes, mert a kvantumkémiai irodalomban nem
talalhatd egyszertien szamithaté és kell6en szoros alsé becslés.

Dolgozatomban az irodalomban ismert kozrefogé fliggvénybol indultam ki, amely fels6
becsléshez alsot rendel és viszont. Belattam, hogy a koézrefogd fiiggvény altal kapott alsd
korlat variaciés, vagyis stacionarius a Hamilton-operator sajatfiiggvényeinél. A variacios
tulajdonsagbdl kovetkezéen a kozrefogd fiiggvény egyre jobb probafiiggvénnyel szamolva,
egyre jobb becslést ad. Igy lehetéség van arra, hogy az alsé korlat maximalasénak elvén
szamoljunk hullamfiiggvényt és szoros alsé korlatot.

A kozrefogd fiiggvénnyel szamitott alsé korlat és igy az ennek maximalasan alapuld
eljaras igen szamitasigényes. Azt tapasztaltuk, hogy egy adott hullamfiiggvénnyel szamolt
also korlat sokkal jobb kozelités, mint ugyanezzel a hullamfiiggvénnyel szamolt varhato
érték. Ez lehetoséget ad arra, hogy olyan kozelitéseket keressiink amelyek csokkentik a

szamitasigényt és a varhato értékkel osszemérhetd pontossagu alsé becsléshez vezetnek.






2. fejezet

Matematikai alapok

Dolgozatomban szamos olyan matematikai fogalmat hasznalok, amit kémiai tanulma-
nyaim soran nem vagy csak felilletesen tanultam. Az elméleti kémiai irodalomban sem
mindig szabatos alapvetd fogalmak hasznalata. Ezért sziikségesnek érzem, hogy részletes

matematikai bevezetot irjak a szakdolgozatomhoz.

2.1. Definicidk és tételek funkcionalanalizisbol

A kvantummechanikaban a fizikai mennyiségekhez 6nadjungalt operatorokat rende-
liink, amelyek egy absztrakt Hilbert-téren vannak értelmezve. Ebben a fejezetben igyek-
szem Osszeszedni az Osszes Hilbert-terekkel kapcsolatos fogalmat és tételt, amit a dolgozat
késébbi részeiben — altalaban emlités nélkiil — hasznalok. Ehhez sziikségem lesz normalt
terekkel kapcsolatos fogalmakra is. A fejezet végén a H'(RY) Szoboljev-teret vezetem
be, azért, hogy ne csak ,absztrakt” Hilbert-terekben vizsgalédjunk, hanem pontosan meg
tudjuk mondani hol van értelmezve egy molekula Hamilton-operatora. A definicidkat és
tételeket kis médositassal az [1] és [2] elektronikusan is elérhet6 jegyzetekbél vettem at.

Ugyanitt megtalalhatok a tételek bizonyitasai.
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2.1.1. Normalt terek

Jelolés. R jeloli a valds szamokat, RT a pozitiv valds szamokat és C a komplex szi-

mokat.

2.1. Definicid. Legyen X vektortér C felett. Eqy || - || : X — R figgvényt normdnak

neveziink, ha a kiovetkezok teljesiilnek:

(a) minden x € X : ||z|| > 0 és ||z|| = 0 pontosan akkor, ha x =0,

(b) minden c € C és x € X esetén ||cz|| = |c| - ||x]],

(¢) minden x,y € X esetén ||x +y|| > ||z]| + ||y]|-

Az (X, || - ||) pdrt normdlt térnek nevezziik.

2.2. Definici6é. Egy normdlt tér teljes, ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens.
Jelolés. Egy A : X — Y leképezés értelmezési tartoménya D(A) és D(A) C X.

2.3. Definicié. Fgy A : X — Y leképezést korldtosnak neveziink, ha van olyan M > 0,
hogy

| Az]| < Mllz]| Vo € D(A)

A korlatossag szemléletesen azt jelenti, hogy a leképezés egy vektort maximum egy kons-

tansszorasa nyujt meg.

2.4. Definicié. Eqgy A : X — Y korldatos linedris leképezés normdja:

A
Al = sup A2l

zen(4) ||7]|

2.5. Definicié. X sird Y-ban, ha minden y € Y esetén y € X vagy y torlodadsi pontja
X-nek.

2.6. Definicid. Egy normalt tér szepardbilis, ha van megszdmldlhato strt altere.
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2.1.2. Hilbert-terek

2.7. Definicié. Legyen H vektortér C felett. Eqgy (-,-) : H x H — R fliggvényt skaldr-

szorzatnak nevezink, ha minden x,y € H esetén:

(a) az x — (x,y) leképezés linedris,

(b) {y,x) = (z,y)",

(c) {(x,x) >0 és (x,x) =0 pontosan akkor, ha x = 0.
A (K, (-,-)) part skaldarszorzattérnek nevezzik.

2.1. Allitas. Az ||z|| = /(x, x) képlet normdt definidl H-n. Ezt a normdt a skaldrszorzat

altal indukalt normanak nevezzik.

2.8. Definicié. A (H,(-,-)) skaldarszorzatteret Hilbert-térnek nevezzik, ha H az indukdlt

normdval teljes.

2.9. Definicidé. Egy {e,} C H wvektorsorozat teljes rendszer, ha minden x € H esetén

fenndll a kovetkezo: ha x merdleges minden e,-re, akkor x = 0.

2.2. Allitas. Egy Hilbert-tér pontosan akkor szepardbilis, ha van benne teljes ortonormdlt

rendszer.

Kvantumkémidban gyakran keresstik a hullamfiiggvényt ismert fiiggvények linearis kom-
binacidjaként. Ehhez feltételezziik, hogy a Hilbert-tér, amiben dolgozunk szeparabilis és

a linearis kombinaciohoz hasznalt fliggvények bazist alkotnak.

2.3. Allitas. y € H esetén a

Qby:g-cﬁ(l ¢ym=<x,y>

[yl = Iyl

leképezés linearis, korldtos és

2.10. Definicié. A H — C korldtos linedris leképezések halmazdt H dudlis terének ne-

vezziik és H*-gal jelolyiik.

2.4. Allitas (Riesz reprezenticios tétele). Minden ¢ € H* leképezéshez létezik egyet-
len olyan y € H, hogy ¢ = ¢,.
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Riesz tétele azt mondja ki, hogy a J{* dualis tér minden eleme reprezentalhato egy JH-beli

elemmel és a H*-beli elem hatésa egy H-belire skaléaris szorzatként szamolhato.

2.5. Allitéas. Ha A : H — H korldtos linedris leképezés, akkor létezik A : H — K
korldtos kiterjesztése, hogy ’D(fl) =K.

Jelolés A € B(H), ha A : H — FH korlatos linedris leképezés és D(A) = H.

2.6. Allitas. Bdrmely A € B(H) esetén Iétezik egyetlen olyan At € B(H), melyre
(Az,y) = (z, Aly)  Vae,y e K.

Az AT operdtort az A adjungdltjanak nevezziik.

A kvantummechanikai operatorok altalaban nem korlatosak, példaul a koordinata ope-
ratornak minden valés szam sajatértéke, a kinetikus energia operatornak pedig minden
pozitiv valos szam. Egy nem korlatos linearis operator adjungaltjat is lehet értelmezni, de

tigyelni kell az értelmezési tartomanyokra:

2.11. Definicié. Legyen A : H — H sdrin definidlt (azaz D(A) sird H-ban). Ekkor A

adjungdltja az az operdtor, melyre

DAY ={y e H: W € H, hogy (Ax,y)= (z,y*) Vo€ DA}, és

Aly =y* Vy € D(AD).
Az adjungalt operator egyértelmiiségéhez sziikséges, hogy A stiriin definialt legyen.
2.12. Definicié. Egy A : H — H operdtor énadjungdlt, ha A = At

2.7. Allitas. Egy A € B(H) onadjungdlt operdtor sajdtértékei valdsak és a killonbozé

sajatértékekhez tartozo sajdatvektorok ortogondlisak.

2.13. Definicié. Egy P € B(H) operdtor projektor, ha létezik K C H zdrt altér, hogy

minden x € H esetén Px € XK.

2.8. Allitas. Egy P € B(H) operdtor pontosan akkor projektor, ha idempotens (azaz

egyenld a négyzetével) és dnadjungdlt.
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Dolgozatomban a Dirac-féle bra-ket formalizmust fogom hasznalni.
Jelolés. A bra-vektorok H* elemei és jelolésiik: (-|.

A ket-vektorok H elemei és jelolésiik: |-).

A Riesz-tétel alapjan
(zly) = (y,2).

Az 6nadjungalt operatorokat kozépre irjuk:
(zAly) = (z|Ay) = (Azly).

A bra-ket formalizmus tobbek kozott azért praktikus, mert segitségével explicit mddon
meg lehet adni projektor operatorokat. Példaul a normalt ¢ altal kifeszitett altérre vetito

projektor:

Egyszertien felirhat6 egy operator spektrélis alakban is. Jelolje az A € B(H) 6nadjungalt
operator sajatértékeit ag < ay < ... és a hozzajuk tartozd sajatvektorokat g, .. ..

Ekkor
A= aili)(il.
Ha H komplex Hilbert-tér, akkor a braket masodik valtozéjaban komplex konjugalunk:

(zly) = (y", ).

2.1.3. A H'Y(RY) tér

2.14. Definicié. Adott a € RN ésr > 0 esetén Bl(a,r) jeloli az a kézépponti, r sugari

nyilt gombot, azaz:
Bla,r) ={z € R" : |z —a| <7}

2.15. Definicié. Egy A C RY halmaz korldtos ha van olyan r > 0 szdm, hogy A C
B(0,7).
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2.16. Definicié. Legyen f € C(RY). Ekkor f tartéja a kivetkezd:
suppf = {x € RY : tetszbleges r>0—ra f nem azonosan 0 B(x,r) — en}

2.17. Definicié. Egy f : RY — R fiigguény C>°(RN)-beli, ha akdrhdnyszor folytonosan

differencidlhato.

2.18. Definicié. C5°(RY) jeloli az olyan C(RN)-beli fiiggvények vektorterét, amelyek

tartoja korlatos.

2.19. Definicié. L2(RY) jeldli a Lebesque-értelemben négyzetesen integrdlhatd fiiggué-

nyek vektorterét:
LA(RY) = {f:RN—ﬁR:/RN 1% < oo}

Szérakoztaté bevezetés olvashaté a Lebesgue-integralhoz a [3] kényvben. A Lebesgue-
integral altaldnositdasa a Riemann-integralnak, akkor is hasznalhaté, ha az integralandé

fliggvény megszamlalhaté sok pontban nem értelmezheto.
2.9. Allitas. L2(RYN) szepardbilis Hilbert-tér az
(f,9)12 = /RN g
skaldrszorzattal.
2.10. Allitas. C(RYN) siird linedris altere L*(RN)-nek.

2.20. Definicié. f € HY(RY), ha f € L*(RY) és léteznek olyan g1, ...,gy € L*(RY)
fiigguények, hogy minden h € C3°(RN) ési=1,...,N esetén

/RNfaih:—/RNgih.

2.21. Definicié. Bdrmely f € HY(RY) fiigguény gradiensét a

Vf=1(91,92,---,9n)
képlettel értelmezziik.

Ha f mindenhol differencialhaté és lecseng a végtelenben, akkor parcialis integralassal

lathato, hogy a ¢4, ..., gy fliggvények f hagyomanyos parcialis derivaltjai.

2.11. Allitas. C°(RYN) stirti linedris altere H* (RN )-nek.
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2.2. Az elektronikus Hamilton-operator

A Born—Oppenheimer-kozelités utan kapott elektronikus Hamilton-operator a kovet-

kezo:

£y

(>

Ly S

|lzi — x1| u>v \a“ a,,\
A képletben K az atommagok szama, N az elektronok szama, Z, az r-edik atommag
toltését jeloli, x; € R? az elektronok koordinatai és a, € R?® az atommagok rogzitett
koordinatai és atomi mértékegységeket hasznaltam.

Préobaljuk meg kitalalni, melyik az a legbovebb Hilbert-tér, ahol a Hamilton-operator
értelmezhetd[4]! Az az elvarés, hogy a koordinataktdl fliggd ¢(xy, za, . .. z,) hullimfigg-

vény normalhaté legyen és a molekulatol tavolodva lecsengjen:

(9]¢) < oo. (2.1)

Ezen kiviil ki kell tudni szamolni az energia varhaté értékét:

(9| H|¢) < oo. (2.2)

A (2.1) koévetelmény azt jelenti, hogy ¢ € L?(R3Y).
Gondoljuk meg, mi kovetkezik a (2.2) feltételbél! Jelolje T a kinetikus energia tagot és
V' a Coulomb-potencialt:

+2

i>7

D

|37z | p>v ’au V’

vz_zm

Megmutathat6, hogy ha ¢ € L*(R3N), akkor (¢|V]¢) < oo[4]. Igy (|T|p)-t kell vizsgélni:

1 1 1
(IT¢) = _QZ/RN PN = §Z/RN VipVip = 5/RN Vo|? < oo

Azaz, Vo € (L2(R3V))3N | {gy a keresett Hilbert-tér a H!(R3Y) tér.

_aV’

Mivel C5°(R3N) stirti H(R3N)-ben, ezért nem okoz gondot olyan mennyiségek szami-
tasa, amelyekhez a hullamfliggvény magasabb rendi derivaltjainak ismerete sziikséges,
példaul (¢|H?|¢). Ugyanis ¢-t tetszéleges pontossaggal kozelithetjiik akarhdnyszor deri-

valhato fiiggvénnyel.
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A kvantumkémiai szdmitasokat mindig H'(R3")-nek egy véges dimenzids alterén vé-
gezziik. Az elektronokhoz H'(R3)-beli egyelektron hullimfiiggvényeket rendeliink és az
N-elektronos hullamfiiggvényt ezek direktszorzatterében, az tgynevezett konfiguracios
térben keressiik. A kvantumkémiaban hasznalt konfiguraciés tér nem osszekeverendo a
klasszikus mechanikabdl ismert konfiguracios térrel: a kettonek semmi koze egymashoz.
A dolgozat szamitasai soran az egyelektron hullamfiiggvények Gauss-tipusu fiiggvények
linearis kombinacioi voltak.

A dolgozat tovabbi részeiben a Hamilton-operator mindig ezen a véges dimenzios
Hilbert-téren lesz értelmezve, amit H-val jelolok. Itt a Hamilton-operator énadjungalt
és korlatos, sajatértékeit Fy < Ey--- < FE,_1-gyel jelolom. A H megfeleltetheté az R"
térnek, azaz van f : H — R" bijekci, hogy minden ¢, 1) € H esetén (¢p|y)) = f¢o- fib, ahol
» " az R™ tér szokasos skaléris szorzata. A H € JH operator megfeleltethet6 egy H € R™*"

matrixnak, gy hogy

fHo =Hfo.

A H matrixelemek ugy szamolhaték, hogy valasztunk egy {¢1, ¢, ..., ¢,} ortonormalt

bazist, ekkor:
Hij = (il H|o;).

A tovabbiakban az R™ beli vektorokat és R™*"-beli matrixokat vastag betiikkel fogom
jelolni. Teljesen mindegy, hogy az R™ teret hasznaljuk a H Hamilton-matrixszal, vagy
a H teret a H operatorral. Programozaskor az elébbi a praktikusabb, levezetésekhez az

utobbi megkozelitést hasznalom.



3. fejezet

Irodalmi attekintés

Az elsé publikacio, melyben — tébbek kozott— a Hamilton-operator legkisebb sajat-
értékéhez keresnek alsé becslést, 1928-bdl szarmazik, két évvel Schrodinger hullammec-
hanikéja és egy évvel Heitler és London hires cikke[5] utdn. Annak ellenére, hogy mar
a kvantumkémia kialakulasokar megvolt az igény arra, hogy az energiaszintekre jo also

becslést is adjanak, viszonylag kevés publikacié sziiletett a témaban.

3.1. Becslés szérasnégyzettel

Az els6 becslések Temple-t61[6], Weinsteint6l[7] és Stevensontél[8, 9] szarmaznak, mind-

annyian a varhaté érték és a szorasnégyzet segitségével kozelitették az energiaszinteket.

3.1. Definicié. Legyen eqy rendszer Hamilton-operatora H és dllapotfiigguénye . Ekkor

az energia vdrhato értéke:

H = (Y|H[p)
és szorasnégyzete:
c=H?—-H".
3.1. Allitas. Jelolje a H Hamilton operdtor sajdtértékeit Ey < Ey < Es... és legyen
— o

Er=H- _ 3.1
r B —H (3:1)

Er-t Temple-féle also korlatnak nevezziik és
EO Z ET, ha F < E1~

15
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Bizonyitas
A (H — Ey)(H — E,) operator pozitiv, mert az Osszes sajatértéke 0 vagy pozitiv. Azaz

minden ¢ € H-ra:

(OI(H — Eo)(H — Ey)|¢) = 0

A zardjeleket felbontva kapjuk:
H? - EyH — E\H + EyE, >0

Rendezziik at az egyenlotlenséget:
EoE,—H)>FEH-H=EH-H —o

Leosztva (F; — H)-val kapjuk a bizonyitandé egyenlStlenséget, ha (E; — H) > 0.

A Temple-féle alsé korlatban szerepel az elsé gerjesztett allapot energiaja, ami altalaban
nem ismert. Az E; szamitasat elkeriilend6 a Temple-féle alsé korlat egy alsd becslését
alkalmazzdk[10, 11]:

— o

BrzEr=H -5
=

3.2. Allitas. A Weinstein-féle alsé korldt:
Ey>Ey =H — /o, ha H<——=

Bizonyitas
Jelolje H sajatfuggvényeit {¥g, Uy, ... U, }. Egy tetszéleges normélt ¢ € H sorbafejthetd
a sajatfiiggvények bazisan :

gb:CO\IJQ—I—Cl\I’l—f-...Cn\I/n 261221

i=0

Ennek felhasznalasaval fejezziik ki a kovetkezo varhaté értéket:

(O|(H — H)*|¢) =) (B — H)’c]

i=0

Ha H < BB akkor minden i > 0 esetén |E; — H| > |Ey — H, igy

@G(H — TPI6) > S (B — HPE = (By— HPY. & = (By — H)?

=0 1=0
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Vegyiik észre, hogy (¢|(H — H)?|¢) éppen o. Gyokot vonva mindkét oldalbdl kapjuk, hogy
H—\o<E,<H++oc 0O

A Weinstein-féle alsé korlat nem tartalmaz nehezen szamithaté mennyiségeket, viszont a
feltétel, ami mellett als6 becslést kapunk, erésebb, mint a Temple-féle alsé korlat esetén.

Stevenson becslése altalanositdsa Weinstein becslésének:

3.3. Allitas. Legyen Ey < a < 5(Ey+ Ey), a Stevenson-féle alsé korldt:
Ey>Es=a—\/(a—H)?+0o

Bizonyitas
A bizonyitds ugyantigy megy, mint a Weinstein-féle als6 korlatnal: a (¢|(H —a)?|¢) varhatéd

értéket becstljiik alulrol. [

J— 2_172
A Stevenson-féle becslés a Weinstein-féle korlatot adja o = H valasztassal és o = 221—}%2)

valasztassal a Temple-félét kapjuk.

Szamosan foglalkoztak a fenti harom klasszikus also-korlattal. Visszatéro otlet az also
korlat maximaldsa. Kinoshita maximalta a Temple-féle alsé korlatot[12]. Hall és Froman
vizsgaltak a hullAmfiiggvény optimalasat a Weinstein- és Temple-féle alsé korlatok ma-
ximalasanak elvén[13]. Caldow és Coulson minimaltak a szérasnégyzetet, majd a kapott
hullamfiggvénnyel kiszamitottak a Weinstein-féle alsé korlatot[14]. Ugyancsak a szorés-
négyzetet miniméltak Kleindienst és Miiller[15], de 6k a Temple-féle alsé korlatot szamol-

tak ki ezutén.

3.2. Belso projekcié

3.2. Definicid. Legyen A, B € B(H) dnadjungdlt operdtorok. Azt mondjuk, hogy A < B,
ha minden ¢ € H esetén (p|Alp) < (¢|B|o).

3.4. Allitas. Legyenck A sajatértékei ag < ai--- < a, és B sajdtértékei by < by --- < b,

. Ha A < B, akkor minden i =0,1,...n-re a; < b;.

Bizonyitas

Jelolje az A a; sajatértékéhez tartozd sajatvektorat & és B b;-hez tartozd sajatvektorat
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Xi- A legkisebb sajatértékre a variacios elvbél adédik, hogy:

ao < {xolAlx0) < {xo0|B|x0) = bo

Most valasszunk egy vektort ¢ = Byxo + (1x1 alakban tgy, hogy ¢ normalt legyen, azaz
B2+ B2 =1 és (&) = 0 teljesiiljon. Mivel ¢ merSleges &y-ra, ismét a variacios tételbol

kovetkezik, hogy (p|A|p) felilrdl becsli a A masodik legkisebb sajatértékét:

a1 < {p|Alp) < {¢|Ble) = (Boxo + Bix1|BlBoxo + Bixa) = bolBol> + bi|Bi]* < by

Hasonlé gondolatmenettel (o = ¥ y;3; normélt probafiiggvényt valasztva, melyre
0 <i<k: (&le) =0) belathatd, hogy: ax < by. O

A fenti tétel azt jelenti, hogy alsé becslést kaphatunk az energiaszintekhez gy, hogy
keresiink egy olyan operatort, ami kisebb a Hamilton-operatornal és megoldjuk a sajatér-
tékproblémajat[16].

A kvantumkémiaban az egyetlen eszkoz, amivel a Hamilton-operatornal kisebb opera-

tort konstruédlnak, a belsé projekcié[17, 18, 19].

3.5. Allitas. Legyen A € B(H) pozitiv énadjungdlt operdtor és O € B(H) projektor. Az
A = VAOVA
operdtort az A belsd projektaltjinak nevezziik és fenndll a kévetkezd egyenldtlenség:
0< A< A
Bizonyitas Az O operator idempotens és 6nadjungalt, ezért pozitiv is:
(6l016) = (60%]6) = (06l06) > 0, Vo € I,
A kiegészit6 altérbe vetito P = I — O projektor is pozitiv, ezért
0<0<I, azaz V¢ € H esetén:

0 < (¢[0l¢) < {9]¢).

A ¢ helyére v/ Ap-t helyettesitve kapjuk, hogy

0 < (Q|VAOVA|p) < (6|Ald), Vo € K.
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Az utolsé 1épésnél hasznaltuk ki, hogy A pozitiv. U
A Hamilton-operatorrdl pontosan lehet tudni, hogy nem pozitiv, mert a kotott al-
lapotok energidja negativ. Ezért a belsd projekciot gy alkalmazzak a kvantumkémiai

gyakorlatban, hogy a Hamilton-operatort felbontjak
H=H94+V, V>0

alakban és a V' operatort becsiilik alulrél a bels6é projekcidval:
H>H =H® 4+ V' = H0)+VVOVV.

A belsé projekcié hasznalatat az teszi nehézzé, hogy tgy kell valasztani az O és V
operatorokat, hogy V' egyszeriien szamithato legyen, H' sajatértékproblémajat konnyebb
legyen megoldani, mint H sajatértékproblémajat és teljesiiljon a V' > 0 feltétel is.

Legyen ¢ = (¢1, P2 . . ., ¢ linedrisan fliggetlen vektorokbél all6 vektor. A {¢q, da ..., o}
altal kifeszitett altérre vetito projektor:

O =¢pA 1!
ahol A az atfedési matrix:

A=¢'od,  (A)y=(aile;)

A projektornak ezzel a felirasaval kifejezheté V'

V = VVeATIdTVY. (3.2)
Mivel V pozitiv, elvégezheté a ¢p = v/Vx helyettesités. Ezzel a bels6 projekeié Aronszajn-
féle alakjahoz[20] jutunk.

Vi =VxA X'V, A=x"Vx.

Ha ¢ helyébe (3.2)-ban V ~1/24h-t helyettesitiink, megkapjuk a belsé projekcié Bazley-féle
alakjat:

V=AYl A=ypTV .

Az Aronszajn-alak elénye, hogy konnyen szdmithatd, de H’ sajatértékprobléméja épp
olyan nehéz, mint az eredeti. Ezzel szemben a Bazley-projekciéval H' sajatértékproblémaja
konnyebb lehet, ugyanis V/ minden {¢y,... ¢, } altal kifeszitet altéren kivili vektort 0O-

ba visz. Viszont a Bazley-alakhoz ki kell szamitani V' inverzét J{-n, amit altalaban csak

kozelité médon tudunk megtenni.
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3.3. Lowdin kozrefogé fiiggvénye

Ebben a fejezetben Lowdin kozrefogd fiiggvényét[21, 22] ismertetem részletesen. Az
elnevezés onnan ered, hogy a fiiggvény argumentuma és fliggvényértéke kozrefogja a
Hamilton-operator legalabb egy sajatértékét. Példaul, ha az els6 két sajatérték kozotti
szamot helyettesitiink a kozrefogd fiiggvénybe, akkor a fliggvény értéke jo esetben also
becslés a legkisebb sajatértékhez (rossz esetben pedig felsé becslés a masodik legkisebb-
hez). Latni fogjuk hogy a kozrefogéd fliggvénnyel szorosabb alsé becslés kaphatd, mint
amilyen szoros a fiiggvénybe helyettesitett felso korlat.

Jel6lés. Legyen O € B(H) projektor, egy A : H — H operator OAO megszoritasat

az O altal meghatarozott altérre Ap-val fogom jel6lni.

3.6. Allitas. Legyen ¢ € H, e € R. Vezessiik be a kévetkezd két projektort: O = |¢) (¢,
P =1-0, éslegyen T. = ((el — H)p)_1 az ugynevezett redukdlt rezolvens. Fkkor az
f:R—=R

f(e) = {plH|p) + (p|HT-H|p) (3.3)

figgvényt kézrefogo figguénynek nevezzik és minden e-ra € és f(e) kozrefogja H eqy sa-
jatértékét.

Bizonyitas

Két 1épésben fogjuk belatni az &llitast. Eloszor megmutatjuk, hogy f(¢) = & pontosan
akkor teljesiil, ha ¢ sajatértéke H-nak. A masodik 1épésben pedig megmutatjuk, hogy
f(e) szakaszonként szigoriian monoton csokkend fiiggvény.

A T, az O és P projektorok segitségével a kovetkezoképpen irhato:

T. = P(O+ P(cI — H)P)"'P

A T.-ra néhol hasznalni fogom a —£= szemléletes jelolést is, amit a T.P(e] — H)P = P

egyenlOség indokol. Az egyenléséget kihasznalva kapjuk:

P(el — H)T.H|p) = PH|p).
¢

A most bevezetett ¢ jelolést hasznélva:

P(el — H)|[¢) = PH|p).
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A P-t kifejezve p-vel kapjuk, hogy

(I = lp){¢l) (eI = H)|d) = (I = |@){]) Hlp).

Most végezziik el a szorzast mindkét oldalon:

(el — H)|9) + o) {plH|p) = H|p) — |@){p|H|p).

Atrendezés utén f(e) felismerheté a bal oldalon:

|0) (plH|¢ + ) = (H = D)o+ ¢) +¢lp).
fe)

Tovabbi atrendezéssel kapjuk, hogy

(f(e) —e)lw) = (H — D)o+ ¢). (3.4)

Es innen mér leolvashatd, hogy f () = ¢ pontosan akkor, ha ¢ sajatértéke H-nak. Az is
latszik, hogy |¢ + ¢) az e-hoz tartozé sajatfiggvény

Gyorsabban megkaphaté, hogy f(¢) szigortian monoton csokkend, ugyanis a derivaltja:

f(e) = —(plH Hlp),

_r
(el — H)?
mindenhol negativ. []

Prébaljuk meg elképzelni a kozrefogd fliggvényt! A (3.3) képletbdl latszik, hogy szin-
gularitasai vannak Hp sajatértékeinél. Mivel f(e) csokkend fiiggvény, ezért e-nal balrél
tartva Hp egy sajatértékéhez, f(e) tart a minusz végtelenhez. Az e-nal jobbrdl tartva Hp
egy sajatértékéhez, f(e) a plusz végtelenhez tart. Az is leolvashat6 (3.3)-bol, hogy ha e
tart valamelyik végtelenhez, akkor f(e) (p|H|p)-hez tart. Az f(e) grafikonjat a 3.1 abra
mutatja.

A 3.1 abra bal alsé sarkaban 1évé kis abra szemlélteti azt, hogy f(e) és e kozrefognak
egy sajatértéket. A piros és a zold szakasz hossza e, a kék szakasz hossza pedig F, H
egyik sajatértéke. A kis abran jelolt ¢ E-nél nagyobb, de nem nagyobb Hp legkozelebbi
sajatértékénél. Mivel f monoton csokken ezen a szakaszon, ezért f(e) kisebb E-nél, f(e)-
nak a zold szakasz felel meg. Az is latszik, hogyan kell e-t valasztani ahhoz, hogy alsé
becslést kapjunk a legkisebb sajatértékhez: e-nak H és Hp legkisebb sajatértéke kozott

kell lennie.
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f(€)

3.1. abra. A kézrefogd fiigguény grafikonja

3.7. Allitas. A kizrefogd figguény eqy ekvivalens alakja:
fle)=ce+ {ol(H —el)7 p)~". (3.5)

Bizonyitas

Szorozzuk be (3.4)-et balrél (H — el) inverzével:

(f(e) —e)(H —eI) o) = |6+ ¢). (3.6)

Szorozzunk (p|-vel:

(f(e) = e)(pl(H — D)) = 1.

Végiil f(e)-t kifejezve meg is kapjuk az allitasban szereplé alakot.
De még nincs kész a bizonyitas, mert a képlettel els6 ranézésre tobb probléma is van.
Az egyik, hogy H sajatértékeinél nincs értelme. Masfelol pedig nem latszik, hogy Hp

sajatértékeinél szingularitasa lenne.
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El6szor nézziik meg, mi torténik akkor, ha e tart a H egyik sajatértékéhez! Jelolje E;

a H i-edik sajatértékét, és a hozza tartozd sajatvektor legyen W,. Vilagos, hogy

lim (H —el)|V;) =0, és

e—F;
lim (U,|(H —el) ™ ¥;) = —c0

B (3.7)
ligEn (U;|(H — eI) 1) = +oo

Most irjuk fel -t a sajatvektorok linearis kombindcidjaként: ¢ = >, ¢c;¥;. Ha ¢; # 0,
akkor (3.7) miatt:

lim (p|(H —eI) 7)™ =0.

6—>Ei
Ebbdl kévetkezik, hogy lim. g, f(€) = € a (3.3)-gyel Osszhangban. Ha ¢; = 0, akkor az
eredeti (3.3) képlet sem értelmes, mert az ¢ — E; hatéresetben O + P(el — H)P nem

invertalhato, ugyanis:

vagyis van egy 0 sajatértéke.
Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor ¢ sajatértéke Hp-nek! Valasszunk egy

{¢, X1, X2, - - - } ortonormalt bazist. A (H — eI) matrixreprezentacidjat vastag betiikkel
fogom jelolni: (H — I). Ennek segitségével (3.5) masodik tagja a kovetkezéképpen irhaté:

(el (H —=D)7g) ™! = deiijgﬁ - 313)'

Mivel € sajatértéke Hp-nek, ezért:
det(P(H — cI)P) = 0.

Tehat a (3.5) fliggvénynek is szingularitdsai vannak Hp sajatértékeinél! O]
A kés6bbiekben tobbnyire a (3.5) alakot fogom hasznéalni, méghozza nem feltétlentil

normalt probafiiggvénnyel. Ekkor korrigalni kell ¢ normajaval:

_ {ely)
FE == i =<1y >

A kozrefogd figgvénybdl szamolhatd alsé becslésre a késébbiekben hasznalni fogom a

kovetkezo jelolést:

(¢]p) (3.9)

B = L — ey
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3.3.1. A belso projekci6 és a kozrefog6 fiiggvény Osszekapcsolasa

Dolgozatomban a kozrefogd fliggvénybol probalok konnyen szamithatd alsé korlatot
kapni. Ez azért nehéz feladat, mert a kozrefogd fiiggvény tartalmaz egy inverzet amit
kozeliteni kell. A témaval mar eldttiink is foglalkoztak, példaul Wang[23] és Cizek[24].
Ebben a fejezetben Cizek megkézelitését fogom részletezni.

Bontsuk {6l a H operatort
H=H" 4V
alakban és legyen ¢ a H(®) legkisebb sajatértékéhez tartozé sajatfiiggvénye:
HO = E%

Jelolések. Az O = |p)(yp| és P = I — O projektorok, T. = P(O + P(e — H)P)"'P a
redukalt rezolvens, t =V 4 V'I.V az tn. reakciéoperator.

A kozrefogo fiiggvény a fenti ¢ valasztasaval és a bevezetett jelolésekkel a kovetkezo:
f(e) = B+ {glV + VILVIg) = B + (pltlp).

3.8. Allitas (Lippmann-Schwinger-egyenlet[25]). Legyen T(®) = P(O+P(e—H®)P)~'P

a HO-hoz tartozd redukdlt rezolvens. Az imént bevezetett jelolésekkel:
t=V+VTO1.

Bizonyitas

Az A és B operatorok kiillonbségének inverzére fennéll a kdvetkezo Osszefiiggés:
(A—B)'=AT"4+A"'B(A-B)""

Helyettesitsiink A helyébe O + P(e — H®)P-t és B helyébe PV P-t. Igy kapjuk:
T. =79 + TOVT,.

Szorozzuk be az egyenletet jobbrol V-vel:

T.V =Tt
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Ezt behelyettesitve a reakcidoperator képletébe megkapjuk a bizonyitandé allitast. [
Kovetkezmény. A Lippmann-Schwinger egyenletbdl egyszerti Osszefiiggés kaphaté a

reakcidoperator inverzére:

=y 70,

€

Ennek segitségével bels6 projekcidéval konnyen alulrél tudjuk becsiilni a reakci6operatort.
Legyen ¢ = {¢1,¢9,...,dn} m darab linearisan fiiggetlen vektor H-ban. Ekkor a reak-

ciboperator belso projektaltja a Bazley-féle alakot hasznalva
t>t=¢pAp, A=¢'(V'I-T)e.
Ezt felhasznalva a kozrefogd fiiggvény kozelitése:

FE) 2 1) = BO + 3 (elo) (A7) (6410,

ij=1 1
A fenti kifejezés tovabbra is tartalmazza a V' operator inverzét, ami nehézséget jelent. A
V=1 nem jelenik meg, ha specidlisan valasztjuk a ¢-beli vektorokat: legyen @ = V¢, ezzel
0 ¢ _
) =B + 3 (elVIe) (A7) wylVIe),  A=9i(V -VTOV)p.  (3.10)
ij=1
Végre megkaptuk a kozrefogd fiiggvénynek egy egyszertien szamolhaté alsd becslését! Ha
f(e)-be Ey-nak kelléen szoros felsé becslését helyettesitjik, akkor f(g)" alsé becslés lesz
Ey-hoz. Miért nem hasznalja a (3.10) becslést 1985 6ta mindenki? Azért mert még egy

feltételt ki kell elégiteni: a reakcidoperatornak pozitivnak kell lennie, amit nem koénnyt

biztositani
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4. fejezet

Felhasznalt szamitasi mdodszerek

4.1. A Davidson-algoritmus

A Davidson-algoritmus|26] egy olyan iterativ eljaréas a sajatértékprobléma megoldéséra,
amelynek minden 1épésében megbecsiiljiik az éppen aktualis kozelito sajatvektor és az
igazi sajatvektor eltérését. Az eltérést, mint korrekciot alkalmazzuk a kovetkezo 1épés
kozelitd vektoranak konstrudlasahoz.

Az eltérés-vektor szamitasanak alapgondolata a kovetkezé. Legyen W' egy kozelité sa-
jatvektor, E' = (V'|H|¥') a vele szamolt kozelité energia, ¥ a pontos sajatvektor és E a

pontos sajatérték. A rezidualis vektor definicidja:
|r) = H|V') — E|V').

Ennek kozelitése:
r') = H|V') — E'|V).

A rezidudlis vektor annél kisebb, minél kozelebb van U’ a keresett sajatvektorhoz. Vezes-

sitk még be a kozelité és a pontos sajatvektor kiilonbségét:
[AT) = [¥) — V)
Szorozzuk be a kiilonbséget balrél (H — E)-vel:
(H — E)|AV) = —(H = E)|¥) = —r)
Ennek alapjan a rezidualis vektorbdél megkaphatd AW:
|AT) = —(H — E)~'|r) = —(diag(H) — E')~'|r'), (4.1)

27
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ahol diag(H) a H diagondlis elemeit tartalmazé matrix.

Az algoritmus a kovetkezd 1épésekbdl all:

1. A kezdo sajatvektor bekeriil egy tomb els6 oszlopaba.

c sz

juk ,kis H matrixnak”.

3. Megoldjuk a kis H matrix sajatértékprobléméjat és ezzel kapunk egy kozelito sajat-

vektort (V') és sajatértéket (E').
4. Kiszamitjuk a rezidudlis vektor |r") kozelitését.
5. Kiszamitjuk a |AW) korrekcié kozelitését (4.1) szerint.

6. A korrekciot Gram-Schmidt-ortogonalizaljuk a témbbeli vektorokra és a kapott vek-

tor bekeriil a tomb kovetkez6 oszlopaba.

7. Ha a korrekciovektor norméja nagyobb egy kiiszobnél, akkor ugrunk a méasodik pont-
rai. Ha kisebb a kiiszobnél, akkor vége a ciklusnak és a sajatérték és sajatfiiggvény

legjobb kozelitése a 3. pontban kapott E’ és U’ lesz.

A kis H méatrix diagonalizalasa soran kapott kozelito sajatvektorokat Davidson-vektoroknak

fogom hivni.

4.2. Mayer-ortogonalizacié

A Mayer-ortogonalizacié[27, 28] akkor alkalmazhatd, amikor adott egy ¢, vektor, amely
a {x1, X2 ... XN} orotonormalt bazisvektorokon van kifejtve és kerestink N — 1 darab ¢;-
re merdleges {x5 ... Xy} vektort. A {x}...xv} vektorok explicit alakja tobb helyttt is
megtaldlhat6[27, 28]. Megmutathatd, hogy a Mayer-ortogonalizacié a Gram-Schmidt- és
a Lowdin-ortogonalizacié kombinaci6ja[29].

A dolgozat szamitésaiban szukcessziv Mayer-ortogonalizaciot fogunk alkalmazni. Az
eljaras els6 1épésében attérink a {x1, xz2... xn} bazisrol a {¢1, x5 ... Xy} béazisra. A ko-

vetkezo 1épésben egy

N
Gg = Z cizxé
i=2
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vektorra keresiink N — 2 darab meréleges vektort a {x5...xy} vektorok altal kifeszitett
altérben. Igy kapunk egy 1j orotonormalt {¢1, o, x4 ... X'} bazist. Az eljaras tovabb

folytathat6, minden lépésben tjabb Mayer-ortogonalizaciét végziink.

4.3. Kozelito invertalas

Legyen A és B € RV*YN két onadjungalt matrix. A két métrix dsszegének az inverzére

fennall a korabban is emlitett
(A+B)'=A"1"-A"'B(A+B)

Osszefliggés, amit jobbrél (A + B)-vel szorozva egyszeriien beldthatunk. Egymaés utan al-
kalmazva a fenti egyenléséget egy végtelen sort kapunk, amit Neumann-sornak neveziink:
(A+B)'=A"-A"'BAT'+AT'BAT'BAT .- =AY (BATY)
=0
A Neumann-sor pontosan akkor konvergens, ha BA™! sajétértékei a (—1,1) intervallum-

ban vannak.

4.4. Az alkalmazott kvantumkémiai szamitasi mod-
szerek

Ebben a fejezetben réviden osszefoglalom azokat a koézismert kvantumkémiai szami-
tasi modszereket, amelyeket én is hasznaltam. Ezek részletes leirdsa megtalalhato szamos
alapvetd kvantumkémia tankonyvben, forrasként a [30] konyvet hasznaltam.

A szamitasok kiindulépontja minden esetben egy Hartree—Fock-szamitas vagy APSG-
szamitas volt. A Hartree-Fock kozelitésben a hullamfiiggvényt egyelektron palyakbdl fel-
épitett determinans alakjaban keresstiik. A variacids tétel szerint az alapéallapoti hullam-
fiiggvényt legjobban kozelité determinans az, amely mellett az energia varhaté értéke mi-
nimalis. Ezt a minimalis varhat6 értéket nevezziik Hartree—Fock energianak és a kapott
determinanst Hartree—Fock hullamfiiggvénynek. A konfiguraciés teret kifesziti a Hartree-
Fock determinéans és a belOle szarmaztathato Un. gerjesztett determinansok. A gerjesztett

determinansokat ugy kapjuk, hogy néhany egyelektron hullamfiiggvényt kicseréliink mas
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egyelektron hullamfiiggvényre. Szemléletesebben fogalmazva: néhany elektront magasabb
energiaju palyara rakunk.

Az APSG[31] (Antisymmetrised Product of Strongly Orthogonal Geminals) hullam-
fiiggvény multireferencia hullamfiiggvény, ami azt jelenti, hogy tobb determinansnak a
linearis kombinaciéja. Az ezzel szamolt varhaté értéket APSG energianak nevezziik. Az
APSG hullamfiiggvény a konfiguracios tér dimenziéjahoz képest kevés determinanson van
kifejtve. Ezeknek a determinansoknak a terében Mayer-ortogonalizacioval allitunk el6 or-
tonormalt rendszert. Az APSG alapallapotbdl kiindulva a konfiguracios térnek egy béazisa
a kovetkez6 hullamfiiggvényekbdl all: az APSG hullamfiiggvény, ra meréleges tobbdetermi-
nans hullamfiiggvények és az dsszes determinans, ami nem szerepel az APSG kifejtésében.

A FCI (Full Configuration Interaction) energia a valasztott kvantumkémiai bazisban az
egzakt energia, ezért az eredményeket ehhez hasonlitottam. A FCI energiat tgy kapjuk,
hogy a Hartree-Fock hullamfiiggvénybol elkészitjiik az Osszes lehetséges determinanst,
és ezek terében (azaz a konfigurdciés térben) megoldjuk a Hamilton-operator sajatér-
matrixnak nevezziik. A FCI-matrix kiszamitasara és tarolasara csak kis bazis esetén van
lehet6ség. Valamelyest megnoveli a FCI-vel szamithaté rendszerek méretét az tn. direkt
algoritmus, amellyel elkeriilheté a FCI matrix szamitasa és tarolasa. A kvantumkémiai
gyakorlatban kizardlag az utébbi moédszerrel szamitanak FCI energiat.

Szamitottam még CISD (Configuration Interaction Singles and Doubles) energiat. En-
nek soran a referencia determinansbdl elkészitjilk az Osszes egyszeresen és kétszeresen
gerjesztett determinanst és a sajatértékproblémat csak a referencia, illetve az egyszere-
sen és kétszeresen gerjesztett determinansok terében oldjuk meg. A Hamilton-operator

Az eredményeket Osszehasonlitottam perturbacidészamitassal kapott energidkkal is. A
FCI-, CISD- vagy az APSG hullamfliggvénybdl épitett matrixnak Epstein—Nesbet-féle
(vagyis diagonélis és nemdiagonélis) particionalasa mellett Rayleigh—Schoridinger pertur-

béacidszamitassal[28] szamoltam mésod- és harmadrendig pontos energidkat.



5. fejezet

Eredmények

Ez a fejezet vegyesen tartalmazza az elméleti és szamitasi eredményeket. A fejezet
elején az elmélet van tulsilyban, a vége felé kozeledve egyre tobb a szamitasi példa.

A szamitasokat a viz molekulara végeztem, minimalis bazist vagy 6-31G béazist hasz-
naltam. Minimalis bazison azért tanulsagos szamolni, mert a FCI-matrix mindossze 441
dimenzids, igy semmiféle gondot nem okoz az egész matrix kiszamitasa és tarolasa. Ezzel
szemben 6-31G bazis esetén a FCI matrix dimenziéja milliés nagysagrendii. A szamita-
sokhoz sziikséges programokat FORTRAN nyelven irtam. A Davidson-iteracié implemen-
tacioja elérhetd volt a kutatocsoportban. Ebben a kédban az alsé korlattal kapcsolatos
programrészleteket irtam én. A FCl-energia szamitasahoz a [32]-n alapul6 kédot hasznal-
tam. A Hartree-Fock, APSG és CISD szamitasokat MUNGAUSS[33] programcsomaggal
végeztem. A matrixok eldallitdsdhoz szitkséges programok szintén elérhetoek voltak a ku-

tatdcsoportban.

5.1. Variacios elv

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy a kozrefogd fiiggvény variacios tulajdonsagu:

rogzitett € esetén pontosan akkor stacionarius, ha ¢ sajatvektor.

5.1.1. Variaciés elv a kozrefogd funkcionalra

5.1. Definicid. Legyen ¢ € H normdlt. A rogzitett e-hoz tartozo f. : H — R kézrefogo

funkcional:

fe(@) = e+ (p|(H —eI)~ o)~ (5.1)

31
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5.1. Allitas. A kizrefogd funkciondl staciondrius H sajdtfigguényeinél:

0fe: =0 H|90> = fs’@)

Bizonyitas

Az allitast Lagrange-multiplikatoros modszerrel bizonyitom. A mellékfeltétel:

(plp) =1.

A varidlandé funkciondl:

L=c+{p|(H—c)"|p)™ = M1 = (2le)),

H-nak:

el e g) o
6L = I =) 1) + AMdplp) + c.c. = 0.

A fenti egyenletben c.c. a komplex konjugaltat jeloli. Mivel dp tetszOleges iranyu, ezért:

(H —el)" )
(pl(H —el)~tp)?

Balrol szorozva ¢-vel kapjuk, hogy

— Aly). (5.2)

A= fg(SD) —&.

Helyettesitsiik vissza A-t a (5.2) egyenletbe:

(fe(w) —e)*(H — )" g) = (fo(0) —€)le).
Egyszerisitsiink (f.(¢) — ¢)-nal:

(fele) —)(H — D) g) = |)- (5.3)
Szorozzunk balrdl (H — £I)-nal:

(f-(p) = &)lp) = (H — el p).

Végiil egyszertiisités utan kapjuk a sajatérték egyenletet:

f(O)lp) = Hlp). O
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Felmertil a kérdés, hogy a sajatértékprobléma melyik megoldasat kapjuk, ha egy konk-
rét ¢ mellett stacionariussa tessziikk a kozrefogd fiiggvénybol kapott funkcionalt. Ha a
varhato értékkel analég modon az alsé korlat maximalasakor a legnagyobb sajatértéket
kapnank, akkor ez a megkozelités nem lenne tul hasznos a kvantumkémikusnak. Szeren-
csére nem ez a helyzet. Az ¢ paraméter és a kezdeti hullamfiiggvény valasztasaval sza-
balyozhat6, hogy melyik megoldast kapjuk. Vagyis megfelel6 valasztassal egyarant lehet

alap és gerjesztett allapotot szdmolni. Az eredményt azzal is befolyasolhatjuk, hogy -t és

//////

5.1.2. A kozrefogé funkcional varidlasa altérben

5.2. Allitas. Legyen O a kivetkezd projektor operdtor:
0 =1-Y[w)(w,
i=1

ahol {Vq,...,V,} H sajdtfigguényei. Tegyik fel, hogy ¢ az n sajdtfigguényre merdleges

altérben van és ugyanebben az altérben vdltoztatjuk:
Op=¢ és Odp=dp. (5.4)
Ekkor a kozrefogo funkcional staciondrius Ho sajatfiggvényeinél.

Bizonyitas
Ugy egyszeriibb bizonyitani az allitast, ha nem kotjik ki mellékfeltételként ¢ normaltsé-
gét, hanem korrigaljuk a norméaval a kozrefogé funkcionélt. Jelslje f. a norméval korrigalt

kozrefogd funkcionalt:

Fe(p) = e+ (@l(H — eI) Yo} Heplp).

.....

(0plo) (ol (H = eI) ) = (@lo)(0p|(H — &) ~|p)
(p|(H — eI)7Y]ip)?

Egyszertisités utan a kapjuk:

6f. = +c.c.=0.

(dlip) = (fel) = )Ol(H — 1)) = 0,



34 5.1. Variacios elv

ebbdl kovetkezik, hogy

(fe(@) =) (H — ) g) = lp).

A (5.4) szerint |¢) helyére irhatunk O|¢)-t:

(fo(¢) = e)(H — )7 ) = Oly).

Szorozzunk balrél (H — eI)-nal:

(f-(¢) — &)} = (H — eI)Olyp).

Egyszertsités és O-val balrdl szorzas utan kapjuk a projektalt H sajatérték egyenletét:

f-(p)lg) = OHOlp). O

Hosszabb bizonyitas

Az eredmény megkaphat6 Lagrange-multiplikdtoros médszerrel, éppen ugy, ahogy a var-
haté értékre vonatkozo variacios elv is levezethetd gerjesztett allapotokra Lagrange-mul-
tiplikatoros médszerrel[28].

A mellékfeltételeket alkalmazo levezetéshez induljunk ki megint az (5.1) alakbodl:

fe(p) = e+ (p|(H —eI)~ o)™

A ¢ normaltsidga mellett még azt is ki kell kotni, hogy ¢ merdleges H n sajatfiiggvényére:

(pl¥;) =0, j=1,...n

Mivel (p|V;) nem feltétleniil valds, ezért a (p|¥;) = 0 valdjaban két egyenlet. A varidlandé
funkcional:

L=c+{pl(H—<c)" o)™ = M1 = {2le) + > (uRelp|¥s) + vilm(p|Ts))

=1

ahol A, p;, v; a Lagrange-multiplikatorok. Fejezziik ki (p|¥;) valds- és képzetes részét:

Re(p|¥;) = = ({@Ws) + (Vilp))

({0 i) — (Wilp))

‘,_.[\D\»—t

Im (| ¥;) =

[\

1
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Ennek alapjan

1 , 1 )
piRe(p|W;) + vilm{p|¥;) = 5(% —iv;){p| W) + 5(#1’ +iv;) (i)
| |

Ti T*
1

Az 1j Lagrange-multiplikatorokkal felirva a varialandé funkcional:

n

L=c+(pl(H—cI) o)™ = A1 — (ple) + > (rilel W) + 77 (¥s]0)) .

=1

Az els variacid:

_ {9l (H —el)7Ye) o o
o= (p|(H —el)~tp)? + Adplp) +; (00| W;) + c.e. = 0.

Mivel a fenti egyenlet tetszoleges kis dp-re fennall, ezért:

__H—eD) ) B —
(p|(H — 1) t[p)2 + M) + Zz::l ;| W) = 0. (5.5)

A (pl-vel szorozva pedig kapjuk, hogy

A= fs((p) -

Szorozva (V;|-vel megkapjuk 7;-t

i = (| (H — 5])_1|90>(f6<90) - 5)2'

Helyettesitsiik vissza A-t és 7;-ket a (5.5) egyenletbe:

n

—(felp) —e)*(H —el) o) + (fo() =) 0) + —e)* Y (Wil (H =)~ )| Ws) =

=1

Egyszertisitsiink (f.(p) — ¢)-nal és vonjuk 6ssze a (H — el)™|p)-t tartalmazé tagokat:

() (1 me \If|) H— eI = |g).

Az egyenletben megjelent az O projektor! Az O felcserélheté H-val, ezért balrél szorozva

(H — eI)-nal kapjuk:

(fe(#) = €)Olp) = (H —el)|g).

Végil kiejtve e-okat és balrdl szorozva O-val megkapjuk a projektalt Hamilton-operator

sajatérték egyenletét:

f-(p)Olp) = OH|p). [
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5.2. Melyik a jobb? Az als6 korlat vagy a varhato

érték?

Ebben a fejezetben két dolgot is illusztralok. Az egyik, hogy a kozrefogd fliggvénybol
szamolt also korlat joval szorosabb lehet a varhaté értéknél. A masik, hogy egyre jobb
hullamfiiggvénnyel szamolva egyre szorosabb als6 korlatot kapunk.

A Davidson-iteracios eljaras minden 1épésében kiszamitottam a kozrefogo fiiggvényt és
a felsd korlatot add varhatéd értéket az elso sajatvektort kozelité Davidson vektorral. Az
iteracié kiindulopontja az APSG hullamfiiggvény volt. A kozrefogd fliggvény szamolasa-
kor a (3.8) képletbe ¢ helyére az APSG energiat helyettesitettem. Az APSG energia egy
megfelelden szoros felsé becslés az alapallapoti energidhoz, igy a kozrefogéd fliggvény alsod
becslést fog adni. Ezt (3.9) alapjan Er(Eapsa, ¢p)-vel fogom jelélni, ahol ¢p a Davidson-
vektor. A szamitast viz molekulara végeztem. A bazis kis mérete (STO-3G) lehetévé teszi

az also korlatban szereplé matrix inverzek pontos szamitasat. Az eredmények az 5.1 dbran

'75.019628 T T T
-75.019630 | ] -
-75.019632 | ] -
: 1 1 1 1 1
w -75.019634 | 2 4 6 8 10 1
Ll
-75.019636 | -
75019638 | <@plHlgp> —+—
EL (Eapsc:®p)
FCl ——
-75.019640 - - - - -
2 4 6 8 10

iteracios lépés

5.1. abra. A legkisebb sajdtértékhez szamolt alsé korldt és felsé korldt dssze-
hasonlitisa vizmolekuldra, a Davidson iterdcio lépéseiben. Mindkettd O — H

kitéstdvolsag: 1A, bdzis: STO-3G.

lathatok. A kis képen a hibak abszolut értékét dbrazoltam logaritmikus skalan. Egyfelol
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lathato, hogy — Osszhangban a variaciés tulajdonsaggal — minél jobb a hullamfiiggvény,
annal szorosabb alsé becslést kapunk az alapallapoti energidhoz. Az is lathato, hogy az
alsé korlat az iteracié minden egyes lépésében két nagysagrenddel jobb a felsé korlat-
nall Természetesen ez még nem ok az elégedettségre, ki kell prébalni, milyen alsé korlat

kaphato, ha kozelitjik az inverzet.

5.3. Az alsé korlat maximalasa

Az eléz6 fejezet alapjan egy kozelité hullamfiggvény javithaté azon az elven, hogy

valasztunk ra ortogonalis fiiggvényeket, és a kapott altérben maximaljuk az als6 korlatot.

Legyen f. tovabbra is a kovetkezd funkcional:

fe(@) = e+ (@l(H — eI) o) " {ole). (5.6)

Vélasszunk egy {xo, ... xn} ortonormélt rendszert és keressiik a ¢ hulldmfiggvényt ezek

linearis kombinacidjaként:

P = X0+ CiXi (5.7)

i=1
5.3. Allitas. Legyenek H sajdtértékei Ey < Ey < ... és a hozzdjuk tartozé normdlt
sajdtvektorok Wo, Wy, .... Legyen xo a V; sajatfigguény kizelitése és e-t vdlasszuk gy,

hogy f-(xo0) < E; teljesiiljon. Ekkor birmely ¢ esetén, melyre

(el¥))
el

Z <X0|\Ilj>7

azaz @ jobb kozelitése W;-nek, mint xo: f.(¢) < Ej is teljesiil.

Bizonyitas

A xo-ra meréleges altérre vetito projektor:

P =T~ |xo0){xol
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A projektalt Hamilton-operator ekkor a kévetkezo:

Hp = (I = |x0){xo0])H (I — |x0){x0l|)

= (7= babl) (B0 (7 = ob o)
= ZEz|‘I’z><‘I/z| - ZEz‘<X0|‘1’i>|X0><‘Ifi|
- Z Ei(Wilx0) W) (xo| + Z Ei(Wi]x0) (xol¥i)x0) (X0l

Ha xo — ¥, akkor Hp — 3,.; E;|V;)(¥;|. Vagyis ahogy egyre jobb a hullimfiiggvény,
ugy Hp sajatértékei tartanak H azon sajatértékeihez, amit nem becsliink. Ezért ha ¢ egy

megfelelo felsé korlat akkor jobb hullamfliggvény mellett is megfelel6 fels6 korlat lesz. [

Most vizsgaljuk meg, milyen egyenlet adédik az (5.7)-beli koefficiensekre, f.(¢) maxi-
malasaval. Ez a 3.2.1 fejezettel analog feladat, azzal a kiillonbséggel, hogy most ¢;-k szerint
derivdlunk. Ha f.(p) maximalis a {xo, ... xn} fliggvények altal kifeszitett téren, akkor a

¢; szerinti derivaltjai nullak:

0fe(p) _ cilol(H —el)~Mp) — (plo) (xal(H — eD) ")
de; (pl(H —el)~tp)*

A fenti egyenletrendszerb6l az (5.6) és (5.7) Osszefiiggéseket hasznalva kapjuk kovetkezd

+cec. =0 (5.8)

egyenletrendszert:
ci = (fo(w) =€) Do i (al(H — eD)7Hxg) = (f() — )l (H — 1) 7 |xo)- (5.9)
j=1

Ez az egyenletrendszer konnyen megoldhaté iteracioval: xp-lal kiszamitjuk az alsé korlatot
és ezt behelyettesitve (5.9)-be mér lineéris egyenletrendszert kell megoldani o-re. A kapott
koefficiensekkel jra kiszamitjuk az als6 korlatot, ismét behelyettesitjiik (5.9)-be és igy
tovabb. A programozhat6 képlet az iteraciora:

> (0 = (Y = e)0ul (= eD)7Hxy)) ) = (1470 =) Qul (H — D)7 o) (5.10)

7j=1
A képletben c¢® a koefficiensvektor a k-adik iteracios lépésben és 12 () a c®-val szamolt
alsé korlat.

Az 5.1 fejezet alapjan kijelenthetd, hogy az (5.10) szerinti iteracié valéjdban nem mas,

mint a FCI megoldast el6éllité algoritmus. Az adott bazisban egzakt (FCI) megoldés
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el6allitasahoz az (5.7) kifejtésben a konfigurdcids tér osszes vektorar szerepeltetniink kell.
Kozelité megoldést kapunk (5.10)-zel, ha az (5.7)-beli kifejtés a konfiguracios térnek csak

egy alterét érinti.

5.3.1. Hullamfiiggvény javitasa alsé korlattal

Az (5.9) formulaval az als6 korlat maximalasanak elvén tudunk hullamfiiggvényt javi-
tani. Ezt az eljarast a Davidson-iteracié médositasaval tesztelem ebben a fejezetben. A
2.2 fejezetben irt algoritmus lépéseiben a korrekciévektort az (5.10) séméval szamolom
a (4.1) helyett. A (5.9) egyenletrendszer megoldasa elétt ki kell valasztani, hogy mely
altéren maximaljuk az als6é korlatot. Az altérbe bevalasztjuk a korabbi 1épésben kapott
kozelito sajatvektor mellé az 6sszes olyan Mayer-vektort, amely a H matrixon keresztiil
kolesonhat az alapallapottal.

Nem kell feltétlentil az Osszes ilyen vektort bevalogatni. Lehetoség van arra, hogy egy
kiiszobértékkel szabalyozzuk az altér méretét. Ha a (po|H |1;) matrixelem abszolit értéke
nagyobb ennél a kiiszobnél, akkor a v; Mayer-vektort bevessziik az altérbe. A £ kiiszob-
érték alapjan bevéalogatott Mayer-vektorok szamat (5.7)-tel dsszhangban n-nel jel6lom.

Példank tovabbra is a vizmolekula, a matrixok invertalasat még mindig kozelitésmente-
sen végeztem. A modositott Davidson iteracié lépéseiben kapott kozelité hullamfiiggvényt
oyp-val, az eredeti Davidson iteraciéban kapottan ¢p-vel jelolom. Az Er(Eapsa, dup)
és Er(Fapsa, ®p) mennyiségeket hasonlitottam ossze.

Az eredményeket az 5.1 tablazat tartalmazza. A tablazat elso oszlopaban az iteracié
sorszama all, a masodik oszlopban az altér dimenzi6ja a harmadikban pedig a médositott
Davidson-iteraciéban kapott alsé korlat. Az eredményeket 6sszehasonlitottam a Davidson-
iteracio lépéseiben szamolt alsd korlattal és varhato értékkel. Figyelemre méltd, hogy a
modositott Davidson-iteracié soran mar a legelsé 1épésben megkaptuk a sajatértéket 5
tizedesjegyre pontosan, a 2. 1épésben pedig megkaptuk szamabrazolas erejéig pontosan.
Ezzel szemben az eredeti Davidson-iteracié csak 12 lépésben konvergal.

Megismételtem a szamitast nagyobb kiiszobbel is. Az eredmények az 5.2 és 5.3 tabla-
zatokban lathatok. Feleakkora, 10~* E}, kiiszobot valasztva hasonléan szép eredményeket

kapunk, viszont az altér dimenzidja szamottevéen nem csokkent.
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5.1. tablazat. A mddositott Davidson-iterdcié sordn szdmitott alsé korldt

o0sszehasonlitasa az eredeti Davidson-iterdcio sordn szamolt alsé korlattal és

varhato értékkel viz molekuldra, STO-3G bdzisban.

Ercr = —75.019635333701E),, £ = 107% Ej,.

iteracios 1épés | n Er(Eapsa, oup) /En | (6p|H|dp) /Ep Er(Eapsac, ¢p) /En
1 196 | -75.019635449253 -75.009864226228 | -75.019684102162
2 257 | -75.019635333701 -75.019191318324 | -75.019637783265
3 3 -75.019635333701 -75.019610030107 | -75.019635535462
4 -75.019632672957 | -75.019635358048
5 -75.019635028590 | -75.019635337585
6 -75.019635308629 | -75.019635333919
7 -75.019635332525 | -75.019635333707
8 -75.019635333657 | -75.019635333701
9 -75.019635333699 | -75.019635333701
10 -75.019635333699 | -75.019635333701
11 -75.019635333699 | -75.019635333701
12 -75.019635333701 | -75.019635333701
13 -75.019635333701 | -75.019635333701

5.2. tadblazat. Alsé korldt a médositott Davidson-iterdcié sordn. € = 1074 E,

A szamitast elvégeztem egészen durva 1072 Ej, kiiszobbel is. A kolcsonhaté altér di-

menzidja drasztikusan lecsokkent és még mindig megkaptuk az energiat 7 tizedesjegyre!

Er(Eapsa, omp) /Eh

iteracié | n
1 136
2 149
3 11
4 4

-75.019636158539
-75.019635333703
-75.019635333702
-75.019635333702
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5.3. tablazat. Alsé korldt a médositott Davidson-iterdcié sordn. € = 1072 E,

iteracio | n | Er(Fapsa, ®mp) /Eh
1 29 | -75.019639154197
2 4 | -75.019639054263
3 3 | -75.019639054263

A kovetkezo feladat az lenne, hogy kiprobaljuk, hogy miikodik a médositott Davidson-

algoritmus, ha a matrix inverzeket kozelitéen szamoljuk.

5.4. Enmergia formulak ekvivalenciaja

Ebben a fejezetben egy érdekes osszefliggést bizonyitok: a linearizalt (5.8) egyenlet-
rendszer megoldasaval kapott hullamfiiggvénnyel szamolt energia megegyezik a kiindulasi
hullamfiiggvénnyel szamolt alsé korlattal.

Induljunk ki a (5.8) egyenletrendszerbdl és egyszertisitsiik tigy, hogy beszorzunk a ne-

vezovel:

cil@l(H —eI)~Yp) — (ple) (x| (H —eI) ") = 0.

Elhagyva ebbdl az 6sszes nemlinearis tagot, a kovetkezot kapjuk:

ci{xol(H —eI)™"xo) — (xl(H — €)' g) = 0.

Atrendezve az igy kapott linearis egyenletrendszert és behelyettesitve ¢ (5.7)-beli defini-
ciéjat, egy programozhato kifejezéshez jutunk:
> (65 (ol (H = D)7 xo) = (al(H = D)7 xg)) ¢ = Ol (H =) 7'xo). (5.11)

j=1

Jelolések. A linearis egyenletrendszer megoldasat a kovetkezoképpen fogom jeldlni:
c=(c1,¢0,...,Cn).
A koefficiensek altal meghatarozott hullamfiiggvény:

¥ = F(€>X0) (512)
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A T'(g, xo)-lal szamolt elsérendig pontos perturbacids energia jelolése:

Epri(I'(e, x0)) = (xolH|x0) + (xol H[T(€; x0)) (5.13)
5.4. Allitas. Legyen e = (xo|H|xo). Ekkor Eppi(T(g, x0)) = Er(e, xo0).-

Bizonyitas

A (H — eI) matrixot irjuk fel a kévetkezé blokkos alakban:

0 a
H-—cl= , (5.14)
a | b

ahol a blokkok elemei a kovetkezdk:

0= <X0|H - 5—7|X0>
a; = (xi|H — £I|xo)
bij = (il H — el|x;)-

Anal6g médon az inverz blokkos alakja:

H-cI) ™t = il 4 (5.15)

y' |z
Az 14j jelolésekkel a (5.11) egyenletrendszer tomor alakban irhatoé:

(x —z)c =y

Ebbdl kifejezhetjiik a linearis kombinacios koefficienseket:

c=(r—2z)"'y'"

Az perturbaciés a kovetkezdképpen szamolhato:
Epri(T(g,x0)) = ¢ +a(z —2z) 'y (5.16)

Ezt a kifejezést a xp-lal szamolt alsé korlattal hasonlitjuk Ossze. Az alsé korlat az 1]

jelolésekkel:

1
Ep(e,x0) = &+ (xol (H = )M xo) ™ =2+ —
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A probléma leegyszeriisodott, mar csak azt kell belatni, hogy

x—a(x z) 'y

Az (5.14) és (5.15)-beli matrixok szorzata az n dimenzids egységmatrix:

O‘a :c‘y

af ‘ b yi ‘ z
Blokkonként felirva az 6sszefiiggést kapjuk, hogy
ayl =1 és az=0.
A maésodik egyenletbdl kovetkezik, hogy
a(r —z) = az, (5.17)

itt (x — z) helyett értstink (2I,_; — z)-t, ahol I,y az n — 1 dimenzids egységmatrix. A
(5.17) egyenlet azt jelenti, hogy a sajatvektora (z — z)-nek x sajatértékkel. Ezért a az

(z — z) inverzének is sajatvektora, - sajatértékkel:

1

a(r—z)' = ~a. (5.18)
x

A (5.18)-t balrél y'-tal szorozva meg is kapjuk a kivant dsszefiiggést:

_ 1 1
a(z —z) 'yl = anT = O

Erdemes megjegyezni, hogy csak az energiak egyeznek meg, a hullamfiiggvények nem.

5.4.1. Kapcsolat a CEPAO energiaval

A CCD (Coupled Cluster Doubles) egyenletek linearizalasaval a CEPAO (Coupled
Electron Pair Approximation) vagy L-CCA (Linearised Coupled Cluster Approximation)
egyenletekhez jutunk[30]. Ebben a rovid fejezetben megmutatom, hogy a CEPAQ energia

levezethetd az alsé korlatbél is. Trjuk f6l E; (e, xo)-t a (3.3) eredeti formula szerint:

Er(e,x0) = £+ (xo| HT.H|x0) = ¢ + ab~'a'.
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Ez épp a CEPAOQ energia, ha yo = |[HF) és p-t a HF-determinans és a kétszeresen ger-

jesztett determindnsok terében keressiik, masodkvantaltan[34] felirva:
occ virt

o= |HF)+> Y dirtsta b |HF),

a<br<s

ahol 7t és st keltd, a= és b~ eltiintets operatorok. Altaldban azonban nem igaz, hogy a
CEPAOQ energia als6 korlat, mert ha a teret lesziikitjiik, akkor nem &ll fonn a koézrefogd

fiiggvény két alakja kozotti ekvivalencia.

5.5. A kozrefogé fiiggvény és a Temple-féle alsé kor-

lat kapcsolata

Lattuk, hogy a Temple-féle alsé korlat altalanosithat6 gy, hogy (3.1)-be Ej helyett

ennek e alsé becslését helyettesitjiik. alsé becslést helyettesitiink:

g
e—H’

EOEE’_/F:F_ ha FS(’ESEl

Alakitsuk at a fenti kifejezést:

2

, = H*-H  H?>—¢H
Er=H+ H—=s  H-¢
(5.19)
_6(?—6)—!—@—26?%—62 _ +<¢|(H—5)2\¢>
= - ~ T T GlH — <9

A Temple-féle korlat és a kozrefogd fiiggvény kozott az a tény teremt kapcsolatot, hogy
(5.19) jobb oldala megkaphaté a kozrefogo fiiggvény (3.8)-beli képletébdl , ha alkalmazzuk
a @ = (H — )¢ helyettesitést

Most nézziik meg, hogy a korlatokat ad6 képletek egysége mellett az e-ra kapott felté-
telek is megegyeznek-e vagy sem. Vizsgaljuk meg el6szor a kozrefogéd-fiiggvényes megko-
zelitést! Eszerint az e-nak Ey és Hp legkisebb sajatértéke — jelolje ezt Ey p — kozott kell
lennie, ahol

el (H =86l — o)
R 7T S 1§ s Iy
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Ha a Temple-féle als6 becslés feldl kozelitiink, akkor tgy tlinik, hogy mas feltételt
kapunk. A feltételek Gsszefoglalva:

A Temple als6 becslésbél szarmazo feltétel: (p|H|¢) < e < Ey

A kozrefogé fiiggvénybdl szarmazé feltétel: By <e < Ey p

A fejezet hatralévo részében numerikusan probalom eldonteni, hogy vajon az ellentmon-
dénak t1iné feltételek koziil melyik lehet a helyes: az ami a Temple-féle als6 becslésbdl jon
vagy ami a kozrefogo fiiggvénybdl vagy mindketto?

A numerikus vizsgalatot egy egyszerli teszt rendszeren, az egy dimenzios kvartikus
anharmonikus oszcillator példajan végeztem el. Az anharmonikus oszcillator Hamilton-
operatora

1 1
H = ~(p2 2 L4
2(19 +q)+2q7

ahol p az impulzus- és ¢ a koordinata-operator. A Hamilton-operatornak elkészitettem a
béazisan.

Az ¢ értékét Ey és Ey kozott valtoztattam és kiszamitottam Ef-t. Kiszamitottam még
Eop-t és a (¢|H|¢p) varhato értéket is. Az eredmények a (5.5) abran és az 5.4 tablazatban
lathatok.

Az &brarél ugy tiinik, hogy a (5.19)-beli képlet az egész [Fy, F1] intervallumon alsé
becslést ad FEy-hoz, a tablazatbol kidertl, hogy ez az intervallum elején nem igaz. Az
abrardl az is latszik, hogy az alsé becslés 1ényegesen rosszabb a varhato értéknél. Leolvas-
haté az dbrardl, hogy Ey p Ey-tél indul és F;-hez tart. A legérdekesebb talan viszont az,
hogy tgy tlinik Ey p = (¢|H|¢) éppen akkor teljestil, amikor € = (¢p|H|¢). Ez azt jelenti,
hogy a két megkozelitésbdl kapott feltételek megegyeznek és igy a Temple-féle also becslés

specialis esete a kozrefogo fliggvénybdl kaphato alsé becslésnek.
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5.4. tablazat. A Temple-féle becslés és Ey p kiilonbozd e értékekkel kiszamitva.

Eo = 0.696, Ey = 2.324, (¢|H|$) = 0.875

e | Eop | Eb e | Bop | Ej e | Bop | Ej

0.750 | 0.712 | 12.918 || 1.293 | 2.324 | -2.712 || 1.836 | 2.324 | -0.686
0.805 | 0.762 | 22.220 || 1.347 | 2.324 | -2.300 || 1.890 | 2.324 | -0.603
0.859 | 0.844 | 94.618 || 1.402 | 2.324 | -1.973 || 1.944 | 2.324 | -0.528
0.913 | 0.959 | 38.317 || 1.456 | 2.324 | -1.707 ||| 1.999 | 2.324 | -0.460
0.968 | 1.104 | 15.333 || 1.510 | 2.324 | -1.486 || 2.053 | 2.324 | -0.398
1.022 | 1.276 | -9.341 ||| 1.565 | 2.324 | -1.300 ||| 2.107 | 2.324 | -0.342
1.076 | 1.469 | -6.584 ||| 1.619 | 2.324 | -1.142 ||| 2.162 | 2.324 | -0.291
1.130 | 1.680 | -4.999 ||| 1.673 | 2.324 | -1.004 ||| 2.216 | 2.324 | -0.244
1.185 | 1.901 | -3.969 ||| 1.727 | 2.324 | -0.885 ||| 2.270 | 2.324 | -0.200
1.239 | 2.127 | -3.247 ||| 1.782 | 2.324 | -0.779 ||| 2.324 | 2.324 | -0.160

3 — . . . .

2 ]

g(e)=¢

1L ]

0 |

-1+

2k

3+

4

-5 ! !

08 1

5.2. abra. A Temple-féle alsé becslés e fiigguényében.
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5.6. Kozelito invertalas alkalmazasa

Az elméleti fejezetekben lattuk, hogy a kozrefogd fiiggvény és a linearizalt egyenlet-
rendszer megoldasahoz is sziikség van inverz matrixok szamitasara. Az inverzeket a 4.3
fejezetben targyalt médon, Neumann-sorral kozelitem, az elsé harom tagot veszem figye-
lembe. Legyen X € RY*Y az invertalandé matrix, X-et szétbontom két matrix dsszegére:

X = A + B, ekkor a kozelit6 inverz:
X'~A'-A"'BA '+ A'BAT'BATL

Az A matrix blokkdiagonalis, pontosabban egy n dimenziés blokkbdl és diagonalis elemek-

bol all. Az n dimenzids blokkot a-val fogom jelolni. A felbontast az 5.3 abra szemlélteti.

5.3. abra. Az invertdlandé mdtriz felbontdsa

Legyen e; az az egységvektor, amelynek minden eleme 0, kivéve az j-edik, ami 1. Az
a blokkot egy projektor matrixszal valasztjuk ki, amely n darab egységvektorbol all:

n
P = Zeij X €y,

j=1
ahol ,,x” a diadikus szorzas miiveletét jeloli és i egy indexekbdl all6 vektor. Az i index-
vektort a kovetkez6képpen hatarozzuk meg: Minden j € {1,... N — 1} esetén kiszamitjuk
a

H;,
Hj; — Hoo

mennyiséget, ami a j-edik allapot koefficiense az elsérendii perturbaciészamitas soran

(5.20)

Iij:

kapott korrekciévektorban. A 0 index és az els6 n — 1 legnagyobb abszolut értékii k-hoz

tartozo j index bekeriil az i indexvektorba.
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A szédmitasokat vizmolekuldra végeztem, az egyik O — H kotés hosszat 0.95 A-n rogzi-

tettem, a masik kotéshosszat pedig véltoztattam a 0.95 A koriili intervallumban.

5.6.1. Szamitasok minimalis bazison

Ebben a fejezetben STO-6G minimalis béazison végzett szamitasok eredményeit mu-
tatom be. Azt vizsgaltam, hogy a kozelité invertalas alkalmazasa hogyan befolyasolja a
szamitott becsléseket.

Felhasznalva a (3.9), (5.12) és (5.13) jeloléseket, a kovetkezé mennyiségeket szamitot-

tam Kki:

EL(Egr, T (Eur,VYyr), ) és Epri(T(Eyp, Yur), o),

ahol a € (0, 1] arra vonatkozik, hogy kozelité invertalaskor az a blokk dimenzidja hanyad

része a FCI dimenziénak. Az 5.4 allitds miatt

EPTl(F(EHF> ‘I/HF), Oé) ~ EL<EHF7 Viyr, 04)7

a pontos egyenloség az kozelitd invertalas miatt nem all fenn.

5.5. tablazat. A kézelitd invertdlds hatisa Er(Egp,U(Egp, Yyr)) értékére.
O — H kdtéstdvolsigok: 0.95 A és 0.99 A, kitésszog: 104.7°, bizis: STO-6G,
FCI dimenzio: 441, a dimenzidja: 22

1. inverz | 2. inverz | 3. inverz || Er(Egp, U'(Egr, Vyr),a) — Ey
pontos pontos pontos -0.00000132
pontos pontos | kozelité -0.00051923
pontos | kozelité | pontos -0.00000132
pontos | kozelito | kozelito -0.00051923
kozelité | pontos pontos -0.00000322
kozelité | pontos | kozelité -0.00051897
kozelito | kozelité | pontos -0.00000322
kozelité | kozelito | kozelito -0.00051897

Gondoljuk meg, hogy Er(Egp,['(Enr, Vyr), a) szdmitdsakor hany helyen kell inver-

talni. A I'(Epp, Vyr)) kiszamitdsdhoz szitkség van (H — €l) inverzére (1. inverz) és az
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(5.11) egyenletrendszer megoldasara (2. inverz). A kozrefogé fiiggvény szamolasakor szin-
tén szitkséges (H — el) inverze (3. inverz).

Az Ep(Eyp, T (Egp, Ygr),«) alsé becslést kiszamitottam nyole féle médon, aszerint
hogy a fenti harom inverz szamitasat pontosan vagy kozelitéen végeztem-e. Az alsé becslés
hibajat az 5.5 tablazat tartalmazza. A téblazatban a legfeltiinébb, hogy ugyanannyi a
hiba az olyan szamolasok esetén, amelyek csak az egyenletrendszer megoldasanal térnek
el. Levonhaté az a tanulsidg, hogy az egyenletrendszer megoldasdhoz sziikséges inverz
kozelitésekor alig kovetiink el hibat. Az is latszik, hogy a legnagyobb hibat a 3. inverz
kozelité szamitasaval kovetjiik el. A tovabbiakban olyan szamitasi eredményeket mutatok,

amelyeknél az Osszes invertalast kozelitéen végeztem.

-75.71 : : .
Ercl ——
Eenz
Eeng —+—
-75.715 B oM By $),0.18) —b— ]
Epr1(M(Epr.Php).0.09) ——
Epr1(T(Epp,Yp).0.045) =t
-75.72 |- Epr1(T(Epp,PhE).0.023)
Y4 75725
w
-75.73 |-
-75.735 - i
~75.74 L . .
0.9 0.95 1 1.05 1.1

d(0O-H) A

5.4. abra. Kozelitve szdmolt Eppy a vizmolekula alapdllapoti energidjdnak
példdjin. A rogzitett O—H kitéstdvolsdg: 0.95A, ktésszog: 104.7°, bazis: STO-
6G.



50

E/E},

ErcimE/Ep

5.6. Kozelits invertalas alkalmazédsa

-75.71 T T T
S e
Eenz
1 Eeng =——
=75.715 ELEne (EnpWyp)0.18) —f— T
EL(EHFVF(EHFinHF)VO'Og)
EL(Eppl (Epp. Wip).0.045) e
. E (Bl (Epp Wyp).0.023)
=75.725 |
-75.73 |
-75.735 |- 4
~75.74 L ' L
0.9 0.95 1 1.05 1.
d(O-H) A
8e-06 T T T T T T T
ErcmELEWRT (Epp, YHp),0.18) =t
ErcimEL(Enr T (Enr WhE).0.09) ——
76=06 - EpcimEL(Enpl (Epr W) 0.045) i
6e—-06 |- —
5e-06 |- —
4e-06 "%
3e-06 |- —
2e-06 —
le-06 X } —
O 1 1 1 1 1 1 1
0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02 1.04
d(0O-H) A

5.5. dbra. A kézelitve szamolt Ey, alsé korldt és ennek hibdja kiilonbozé blokk
méret esetén a vizmolekula alapdllapoti energidjinak példdjdn.

A régzitett O — H kitéstdvolsag: 0.95A, kitésszog: 104.7°, bazis: STO-6G.
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Az 5.4 dbran Eppi (D(Egp, Vyr), ) lathato kilonbozé « értékekkel szamolva. Kisebb
a értékekkel szamolt gorbéket vilagosabb lila szinnel rajzoltam ki. Lathaté, hogy mind-
egyik lila gorbe a FCI energia fekete gorbéje alatt halad. Az is érdekes, hogy minél kisebb
altéren szamitjuk az inverzet annal mélyebb (azaz annal rosszabb) als6 becslést kapunk.
Az dbran a = 0.18 és a = 0.9 gorbéje nem kiilonitheto el. Feltiintettem még az Epstein-
Nesbet particidval szamolt masod- és harmadrendig pontos energidkat is. A Hartree-Fock
energia gorbéje nem fért ra az abrara.

Az 5.5 abrén E(Epp, U'(Epyr, Vyr), «) lathaté killonboz6 o értékekkel szamolva. A
legrosszabb eredményeket itt is a legdurvabb kozelité invertalas mellett kapjuk, a méasik
harom gorbe nem kilonitheté el a felsé grafikonon. Az alsé grafikonon az alsé becslések
hibajat abrazoltam « = 0.18,0.09 és 0.045 esetén. Lathatd, hogy nagyon jo alsd becslé-
seket kaptunk a FCI energidhoz! Tovabba — akarcsak Epr; szamolasakor — minél kisebb
altéren invertalunk, annal kevésbé szoros az alsé becslés.

Az abrakbol az is megallapithato, hogy Ej, szorosabb alsé becslés a FCI energidhoz,

mint EPTl .

5.6.2. Szamitasok 6-31G bazison

6-31G béazison a konfiguracios tér dimenzidja 1656369, ami mar kényelmetleniil nagy.
Ebben a fejezetben azt vizsgalom, hogy a kozelito invertalas mellett milyen hatasa van a
FCI métrix el6zetes csonkolasanak.

A FCI méatrixnak csak egy n dimenzids blokkjat szamitottam ki és a kozelité inverta-

lasoknal az a blokk dimenzi6éja m volt. A kévetkezé mennyiségeket vizsgaltam:
Er(Eur, T(Egp,Yyr),n,m) és Epri(U(Eur, Yyr),n,m).

A szamitasok soran az APSG hullamfiiggvénybdl indultam ki. Az APSG hullamfiigg-
vényt kételektronos fliggvények (gemindlok) antiszimmetrizéalt szorzataként képezziik. Eb-
ben a példdban 5 elektronpar van, ami 5 geminalnak felel meg. Ebbdl 3 Hartree-Fock
jellegli gemindl, azaz egy térbeli palyabol két ellentétes spinii elektronnal képezett de-
terminans. A masik két — O — H kotésre lokalizalt gemindl kifejtésében két-két pélya
szerepel: 1-1 betoltott és 1-1 virtualis palya. Egyenstilyhoz kozel a virtualis palyakbol épi-

tett determinans koefficiense kicsi, az APSG hullamfiiggvény alig kiillonbozik a Hartree-
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Fock hullamfiiggvénytol. Egyenstlytél tavolodva viszont a virtudlis palyakat tartalmazé
determinéns koefficiense egyre nagyobb lesz az APSG hullamfiiggvényben. Az APSG a
Hartree-Fock modszerrel szemben helyesen irja le a disszociaciét, ami lehetové teszi, hogy
nagyobb kotéshossz intervallumban végezziink szamitasokat.

Az eredmények az 5.6 és 5.7 abrakon lathatok. Akarcsak az el6zo fejezetben, egyre vila-
gosabb szinnel htiiztam meg az egyre kisebb altéren végzett invertalassal szamolt gorbéket.
Lathat6, hogy most is annal mélyebb energiat kapunk, minél kisebb altéren invertalunk.
Az also grafikonokon abrazoltam a becslések hibajat. A hiba mE) nagysagrendli és &al-
talaban pozitiv. Ez azt jelenti, hogy jo becslést kapunk ugyan a FCI energiara, de nem
tudjuk garantalni az als6 korlat tulajdonsagot.

Az oriasi kiillonbség a minimalis bazison és a 6-31G bazison végzett szamitasok kozott,
hogy a FCI matrix csonkoldsa miatt az n dimenziés méatrix legkisebb sajatértékéhez ka-
punk alsé becslést, a FCI energidhoz nem mindig. Az abrakrél leolvashatd, hogy akkor
kapunk alsé becslést a FCI energidhoz, ha az els6 elézetes csonkolas soran elkovetett hibat
kompenzalja a kozelito invertalas soran elkovetett ellenkezo el6jeli hiba.

Szintén a FCI méatrix csonkoldsa az oka annak, hogy a minimdlis bazison végzett sza-
molasokkal szemben itt nem lehet levonni azt a kovetkeztetést, hogy Ep szorosabb becslés

EpTl—l’lél.
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-75.96
T T T T T EFC' l T
Eenz
-75.98 B
Eeng —+—
Epr1(T(Eapse:PapsG):785,785) =—f—
e Ep11(M(Eapsc:WapsG):785,392) = 7
Epr1(T(Eapsc:Wapsc) 785,196) —f—
=76.02 - Epr1(M(Eapsc: Wapsc).785,98) 3
-76.04
=
Y _76.06 |-
w
-76.08
-76.1 -
-76.12
-76.14 B
_76'16 1 1 1 1 1 1 1
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
d(O-H) A
0.004 . . . . . , :
0.003 B
0.002 | N .
uF 0.001 B
u Epr1(T(Eapse:¥apsc)i 785,785)-Ercy =t
uﬁ‘f EpT1(T(Eapsc ¥apsc) 785,392)~Erc) ——
4 ol Ep11(M(Eapsc: ¥apsc), 785,196)~Erg) —t— |
Ep11(M(Eapsc: ¥apsc) 785,98)-Erc
-0.001 B
-0.002 B
_0003 1 1 1 1 1 1 1
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14 15

d(0-H) A

5.6. abra. A kézelitve szdmolt Epri becslés és a hibdja kiilonbozé blokk méret
esetén a vizmolekula alapdllapoti energidjinak példdjdn. A régzitett O — H

kitéstdvolsdg: 0.95A, kitésszog: 104.7°, bdzis: 6-31G.
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5.6. Kozelité invertalas alkalmazasa
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0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
d(0-H) A

5.7. dbra. A kozelitve szdmolt Ep, becslés és a hibdja kiilonbozd blokk méret

esetén a vizmolekula alapdllapoti energidjdnak példdjin. A régzitett O — H

kitéstdvolsdg: 0.95A, kitésszog: 104.7°, bdzis: 6-31G.
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ELTE Szervetlen Kémia Tanszék

Dolgozatom a kozrefogd fiiggvény segitségével szamithato also korlattal foglalkozik. A
dolgozat egyarant tartalmaz elméleti és szamitasi eredményeket. Az elméleti eredmények

a kovetkezok:

e Belattam, hogy a kozrefogd funkcional variacios természetii. Ez lehetévé teszi, hogy
a hullamfiiggvényt az alsé korlat maximalasa elvén keressiik és hogy tetszolegesen

pontos alsé korlatot szamitsunk.

e Levezettem egy sémat a hullamfiiggvény korrekcié szamitasara, az alsé korlat maxi-

malasaval.
e Megmutattam, hogy a Temple-féle als6 becslés levezethet6 a kozrefogo-fliggvénybol.

A szamitasok kivitelezésének kozponti kérdése a matrix inverzid. Az inverz matrix
pontos szamitasa mellett a kozrefogd fliggvénybol kapott alsé becslést két nagysagrenddel
jobbnak talaltam a varhaté értéknél. Az inverz pontos szamitasanak koltsége azonban
Osszemérhetd a sajatértékprobléma megoldasanak koltségével.Vizsgaltam ezért kozelito
invertalassal kapott alsd becsléseket is. Azt talaltam, hogy ha lehetoség van a FCI matrix
kiszamitasara, akkor a Neumann-soron alapul6 kozelités jol hasznalhaté: nem romlik el a
becslés alsé korlat tulajdonsaga.

A FCI matrix tarolasara altalaban nincs lehetéség. Ekkor ugy jartam el, hogy a FCI
matrixnak egy blokkjat szamitottam ki és az igy kapott csonkolt matrixhoz szamitottam
becslést. A kapott érték nem minden esetben volt alsé becslése a FCI-energianak.

A legfontosabb feladat a tovabbiakban a csonkolas kikeriilése. Ehhez olyan dekompo-
ziciés algoritmust szeretnék kiprébalni, amely lehetové teszi a kozelito invertalast néhany

FCI hosszusagu vektor kiszamitasanak aran.
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The subject of this thesis is lower bounds, obtained by Lowdin’s bracketing function.
The thesis contains both theoretical and computational results. The theoretical results

are the following:

e A variational principle for the bracketing functions is proven. This enables to search
for the wavefunction maximising the lower bound. With appropriate choice for the

reference function, the lower bound can be set arbitrarily precise.

e A programmable scheme is derived for the wavefunction correction by maximising

the lower bound.

e A connection between the Temple lower bound and the bracketing function is derived.

The main problem of the numerical application is matrix inversion, occuring at several
points. If the inverse matrix is calculated exactly, then the lower bound by the bracketing
function can give closer approximation than the expectation value. However, computio-
nal cost of matrix inversion is comparable to solving the eigenvalue problem. Therefore
approximate inversion is also examined. Our experience with Neumann-series shows that
acceptable lower bounds are obtained if the FCI matrix can be calculated and stored.

In general, computation and storage of the FCI matrix is not affordable. In this case
only a block of the matrix is calculated and approximations are applied to this truncated
matrix. The results obtained this way do not always approximate the FCI energy from
below.

Avoiding the truncation of the FCI matrix is the most important task in the future. We
plan to explore decomposition algorithms which can approximate the full matrix inverse

via only a few FCI long vectors.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik segitettek dimplomamunkam elkészité-
sében. Koszonom témavezetomnek azt a rengeteg idot, amit els6 éves korom 6ta ram szant
és hogy mindig kimozditott a potencidlgddor mélyérél amikor megrekedtem. Koészonom
Surjan tanar urnak, hogy az évek soran mindig fordulhattam hozza kérdéseimmel. Koszo-
ném sziileimnek, hogy mindig hagyték, hogy azzal foglalkozzam, ami érdekel és akkor is

tamogattak, amikor nem értettek egyet az elképzeléseimmel.
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