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Absztrakt

Az optimalizalas napjaink egyik gyorsan fejlddé tudomanyaga, munkank soran ezen beliil
a fejlett linearis programozaési (LP) technikékkal foglalkoztunk. Ezen feladatok megoldasara
az elmalt 50 évben kidolgozott két megoldd tipus kdzul mi a baziscserén alapulé szimplex
algoritmussal foglalkoztunk.

A modszer két valtozata a primal, illetve dual szimplex, napjaink korszeri megoldoiban
mindkét implementacié magas szinvonalon megtalalhat6. Munkank soran a dual szimplex
algoritmus kétfazisti valtozatanak kiemelkedd elemét, a hanyadosteszteket vizsgaltuk, amely
dual esetben a bazisba belépd valtozot hatarozza meg. Ezen hanyadostesztek érdekessége ab-
ban rejlik, hogy az egyszerinek mondhat6 szakirodalmi leirasokat a hatékonysag és a stabili-
tas érdekében ujabb és Gjabb fejlett technikakkal kiegészitve, egy magas szintli implementaci-
Oval péarosithatjuk.

Munkank célja a duél hanyadostesztek megvalositasa és reszletes vizsgalata a kutatocso-
port altal fejlesztett Pannon Optimizer (PanOpt) LP megoldd szoftver segitségével. A dual
hanyadosteszteket mindkét fazisra implementéltuk, vizsgalodasunk ezek tulajdonsagainak
feltarasara, illetve hatékony tovabbfejlesztési lehetdségek kutatdsara iranyult. Az implemen-
talt algoritmus numerikus tulajdonsagainak vizsgalatat kiilonb6z6 tolerancia értékek segitsé-
gével végeztiuk, amelyek hatasait kozismert tesztfeladatokon vizsgaltuk meg. Kitértiink to-
vabba a példafeladatok degeneraltsdganak vizsgalatara, bemutatjuk az altalunk implementalt
degeneracio-ellenes stabil pivotalasi stratégiakat, majd ezeket értékeljik a tesztfeladatok se-
gitsegével. Tovabbi terveink egyrészt Ujabb hatékony technikak implementalasa és vizsgalata,

masrészt a primal hdnyadostesztek magas szintli megvalositasa.

Kulcsszavak: Optimalizalas, linearis programozas, dual szimplex algoritmus
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1. Bevezetés

Manapsag szamos eszkoz 1étezik a kiilonbozo gazdasagi, politikai vagy egyéb dontések
tdmogatasara, a XX. szazadban egész tudomany fejlodott ki ezen kérdéskdr mélyebb vizsgala-
tara: az operéacidkutatas (Operations Research, OR). Az egyes dontések kimenetelét valami-
lyen szempont szerint (célfliggvény) értékelhetjuk, majd a doéntési alternativak kozil Kiva-
laszthatjuk a szamunkra legjobbat. Az alkalmazott matematikanak ezen tudomanyéaga rendki-
vil szertedgaz6. Magaba foglal kiillonboz6 titemezési feladatokat, kombinatorikus modszere-
ket, modellezési technikakat, haldzati, €s logisztikai problémakat, egészértékli optimalizalast,
Utvonaltervezést, szimulaciot és még sok minden mast is. Ezen tertletek kdzil munkak soran
a lineéris programozéssal (Linear Programming, LP) foglalkoztunk.

Linaris programozasi problémarol akkor beszeliink, ha a matematikai modellben szerepld
Osszefliggések mind linearisak, de ezen fellil még szamos egyéb nem linearis eset megoldasa-
nak alapjat képezi ez a teriilet, példaul a gyakorlati életben felmeriilé egészértékii optimaliza-
lasi feladatok megoldasa soran akér tobb szézezer relaxalt LP feladatot kell megoldani, az
optiméalis megoldas megtalalasahoz. Jellemz6, hogy a valos életben felmeriilé feladatok rend-
kiviil nagyméretiiek, az ezek megoldasara kidolgozott szoftverek kdzel sem trivialis imple-
mentaciot kdvetelnek meg. Ezen megolddk alapja sok esetben a baziscserén alapulo algorit-
musok kozul a szimplex modszer. Az algoritmus két valtozata a primal és dual szimplex, egy
mai, korszerii LP megoldotol mindkét implementacio magas szinvonald jelenléte elvarhato.

Munkak soran a dual szimplex algoritmus hanyadostesztjeivel foglalkoztunk, ami a bazis-
csere soran a bazisba belépd valtozot hatarozza meg. Ezen vizsgalodasainkat az Operacioku-
tatasi Kutatolaboratérium altal fejlesztett Pannon Optimizer (PanOpt) LP megoldd keretében
vegeztik. Batran allithatjuk, hogy ezen hanyadostesztek implementacidja nagy kihivas,
amennyiben a célunk egy hatékony, gyors és megbizhatd LP megold6 kidolgozasa. Az egy-
szeri szakirodalmi leirasokat ennek érdekében kiilonboz6 fejlett technikékkal kiegészitjlk,
hogy stabil, megbizhaté és pontos megoldast tudjunk biztositani. A legjellemzébb nehézsé-
gek, amikkel szembe kell nézni, a szamitogépek altal hasznalt lebegépontos aritmetikabol
kovetkez6 pontatlansdgok és numerikus instabilitas, valamint a degeneracid, mint a szimplex
algoritmus hatékonysagat nagyban megnehezitd jelenség. Dolgozatunkban ezt a kérdéskort
vizsgaljuk részletesen. Ismertetjuk a dudl hanyadostesztek elméleti hatterét, majd kitérlink
tink az altalunk elvégzett mérési eredmények bemutatasara és a levont kovetkeztetések ismer-
tetésére.



2. lrodalmi attekintés

Ebben a fejezetben ismertetjik a linedris programozési feladat standard alakjat, jellemzé-
it, Kitériink a feladatot kiilonb6z6 mddon reprezentald formalizmusokra. Ismertetjik tovabba
az LP-hez kapcsolodd alapveté fogalmakat és jeloléseket, amelyek feltétleniil sziikségesek
ahhoz, hogy érdemben tudjuk targyalni a hanyadosteszteket.

A mésodik alfejezetben nagyvonalakban bemutatjuk a dual szimplex algoritmust, annak
felépitését, sajatossagait. Targyaljuk a hanyadostesztek melletti fobb épitéelemeket, a megol-
do két fazisanak lényegét és a megoldas menetét.

Az utolso alfejezetben ratérink a dudl hanyadostesztek elméleti hatterére, hiszen ez ké-
pezte vizsgalodasunk alapjat. Részletesen bemutatjuk a kiilonboz6 hanyados-meghatarozasi
moddszerek miikodését, feltarjuk a benniik rejld lehetdségeket.

Tekintsiik at a dolgozatban alkalmazott jeldléskonvenciot:

v konstans, vagy érték,
v vektor,

M matrix,

A halmaz.

2.1. Alinearis programozasi feladat

A linearis programozas egy széles korben alkalmazhato technika, amely rengeteg kilén-
b6z6 optimalizalasi feladat megoldasanak alapja lehet. Mint mar emlitettlik egy linearis prog-
ramozasi feladat tébbféle médon formalizalhato, amelyek minden esetben ekvivalensek. Ezek
jellemzbje, hogy a valtozokat és feltételeket kiilonboz6 kategodriakba soroljak, ezaltal azok a
megoldas soran hatékonyan kezelhetdk.

Az LP feladat standard alakja:

min ch

s.t.Ax =b
x>0,
ahol A € R™" jeloli a feltételekben szerepld egyitthatokbol szarmazé métrixot, x € R”
a dontési valtozokat tartalmazo vektort, ¢ € R" a koltségegylitthatok vektorat, b € R™ pedig
a konstansokat tartalmazo vektort. Az egyes valtozdkra vonatkoz6an meghatarozhatdk egyéni
korlatok, amelyek altalanos esetben a kovetkezOképpen formalizalhatok:

l; <x;<u;,j=1..n,

ahol /; a j valtozo also, u; pedig a felsé korlatjat jelenti.



A standard alak mellett, gyakran hasznalt az LP feladat egyes szamitési alakja
(Computational Form 1, CF-1) [1]:

min ch

s.t. Ax=0>b
type(xj) € {0,1,23}; j=12,...,n
A modellben hasznalt ¢ype(x;) formalizmus a j valtozo tipusat jelenti, amely a kovetke-

z0k valamelyike lehet:

e type (0.) fix vagy kotott valtozok, lj=x;=u; =0,
e type (1.) korlatos valtozok, 0<x;<u; <o,
e type (2.) plusz tipusu, vagy alsé korlatos valtozok, 0<x; < oo,

e type (3.) szabad valtozok, —00 < x; < +00.

Ha az A matrix teljes rangu, annak m darab linearisan fliggetlen oszlopa egy nem szingu-
laris matrixot, vagyis bazist alkot, ezt jelolje B € R™ ™. Az egyiitthatomatrix tobbi oszlopa-
bol képzett nem-bazis részhez tartozé matrixot pedig jeldlie R € R™"~™_ Az x vektort en-
nek megfeleléen két részre bonthatjuk, igy a linedrisan fuggetlen oszlopok altal meghatéarozott
valtozokat bazisvaltozoknak, mig a tobbit nem-bazis valtozéknak nevezzik. A valtozok inde-
xeinek tarolasara vezessink be két halmazt, legyenek a bazisvaltozOk indexei a %, a
nembazis-valtozokeé pedig az # halmazban. Ezek alapjan vezessik be a kovetkezo jeloléseket

a konnyebb attekinthetéség érdekében: A = [B |R], x = [ig], valamint ¢ = [gg] Egy ba-

zisrél azt mondjuk, hogy degeneralt, ha szerepel benne olyan bazisvaltozd, amely a korlatjan

van. A késobbiekben részletesen targyaljuk a degeneracié kérdéseit.

A CF-1-¢s alakra jellemz0, hogy a valtozok véges also korlatja minden esetben nullaba
van eltolva, ez minden kiilondsebb nehézség nélkiil megteheté. Ez az alak a megoldé algorit-
mus szamdra hatékonyan hasznalhatd, a korlatos valtozok kiilon kezelése sok lehetdséget rejt
magéban (pl. korlatcserés Iépés). Eppen ezért elényds megvizsgalni, hogy milyen LP repre-
zentaciot akarunk hasznalni a megoldas soran, hiszen ezek mas és mas szempontbol elény0-
sek. Peldaul egy bonyolultabb matematikai modell sok esetben joval megkdnnyiti a megoldas
menetét, ez altal hatékonyabb, mint egy egyszeriibb modell, amit viszont kénnyebb felirni.

Egy x vektort megoldasnak tekintiink, ha kielégiti az Ax = b feltétel rendszert, megenge-
dett megoldasrol akkor beszéliink, ha mindek6zben a valtozok kielégitik egyéni korlatjaikat.
Optimalis megoldas pedig az a megengedett megoldas, amelyhez tartozd célfliggvényérték a
leheté legjobb. A célfiiggvényérték megvaltozasabol levezethetok a redukalt koltségek:

dj=c;— cg;B‘la ;» amelyek a valtozo egyseégnyi megvaltozasanak a celfliggvenyre gyako-
rolt hatasat irja le. [2] Ha a valtozé eérteke elmozdul, akkor az elmozdulas a célfuggvenyt d ;-

nek megfeleléen befolyasolja. Ha nincs olyan valtozo, amely elmozdulasa javitana a célfiigg-



vényen, akkor optimalis megoldast talaltunk, az erre vonatkozo feltételek CF-1-es alakot fel-
tételezve:
e alsO korlatos nem-bazis valtozok eseteben d; > 0,
o fels6 korldton 1évé nem-bazis valtozokrad; <0,
e egy szabad valtozée d; = 0,
e fix valtozok redukalt koltsége barmilyen el6jelii lehet, hiszen ha egyszer elhagyta a
bazist, utana tobbszor nem kerilhet bele.

Megjegyzésként hozzafliznénk, hogy egy maximum feladatra pont ellentétes eléjel felté-
telek vonatkoznak. A konnyebb attekinthet6ség érdekében tekintsiik at tablazatos formaban
(1. tAblazat) a CF-1-es alakra ismertetett optimalitasi feltételeket:

1. tablazat: Valtozdkra vonatkoz6 optimalitasi feltételek

type(x;) a valtozd értéke | optimalitasi feltétel
0 li=x;j=u;=0 -
1 X =1 d; >0
1 Xj=u; d; <0
2 x;=1; di >0
3 x;=0 dj=0

Az eddig targyalt modell a linearis programozasi feladat primal valtozata, emellett be-
szélhetiink a standard alak dual parjarol, vagyis dual feladatrdl:

max b’ y

s.t.ATy+w=c
w>0

ahol a mar bevezetett jelolést hasznaljuk, a két Uj elem a modellben a primalhoz képest az
y, ez a dual valtozok vektora, és a w a dudl logikai valtozok vektora. Minden primal feladat-
hoz tartozik egy dual feladat, ezeket gyakran parban targyaljak, hiszen sok analogia lelhet6 fel
a két alak kozott. Erdekesség, hogy ha a primal-duél feladatpéar barmelyikének van egy meg-
engedett megoldasa véges optimummal, akkor ugyanez igaz a masik feladatra, és az optimalis
celfuggvényertékek megegyeznek. Ezt a kapcsolat erés dualitasnak nevezziik, ami konnyen

belathatd, ha a dual valtozokat y = c;B‘l-ként valasztjuk meg. [3] A tovabbiakban a duél
valtozdk értékének az igy kiszamithatd értékeket tekintjik.

Egy masik érdekessége a primal-dual feladatparnak, hogy a dual megengedettségi feltéte-
lek megegyeznek a primal optimalitasi feltételekkel, valamint a duél optimalitasi feltételek
megegyeznek a primal megengedettségi feltételekkel. [3] Ennek megfeleléen a primal szimp-



lex els6 és masodik fazisanak célja rendre megegyezik a dual algoritmus masodik és els6 fazi-
sénak céljaval. A témakdrhdz kapcsolodo tovabbi vizsgélatatoktol, illetve az ismertetett ana-
I6giak bizonyitasatol dolgozatunkban eltekintiink.

2.2. Adual szimplex algoritmus

Miutan modelleztiik a lineéris programozasi problémat, valaszthatunk, hogy milyen meg-
oldo algoritmust hasznalunk. Az egyik kiemelked6 a szimplex algoritmus, melynek két valto-
zatét a primalt és a dudlt Dantzig es Lemke publikaltak. [4] [5] Mindkét valtozatra jellemzd,
hogy csak egy valtozoban eltérd, vagyis szomszédos bazisokon halad az n dimenziés térben
az optimum iranyaba. Magéahoz a haladashoz nincs sziikség masra, mint a megfelel6 feltételek
melletti baziscsere soran ki €s belépd valtozora. Egy adott LP feladatot a primal és dudl
szimplex algoritmusok barmelyikével megoldhatunk, a méar ismertetett parhuzamok alapjan.
Szeretnénk hangsulyozni, hogy egyik megoldd sem dominal a masik felett, mindkettének

megvannak a maga elényei.

A mér ismertetett fogalmak alapjan beszélhetiink az algoritmus két kulon fazisarol, a ko-
vetkezOkben tekintsuk at ezeket.

2.2.1. Elsé6 fazis

A dual szimplex algoritmus els6 fazisanak célja a valtozokra ismertetett optimalitasi felte-
telek kielégitése. Mig primal esetben valtozok értékével és korlataival szamolunk, addig a
dual megoldod a redukalt koltségek értekevel es korlatjaival szamol. Egy adott d;-re vonatkozo
optimalitasi feltétel altal meghatarozott intervallumot tekintjik a redukalt koltség
megengedettségi tartomanyanak, amint azt az el6z6 alfejezetben ismertettiik (1. tablazat).

Ezen feltételek kielégitése tehat a célunk a dudl els6 fazis soran, ehhez definialjuk a ko-

vetkezd megengedettségi halmazokat:

e azon nem-bazis valtozdk indexei, amelyek redukalt kdltsége negativ iranyban tér el
megengedettségi tartomanyuktdl keriiljenek a .# halmazba,

e a dudl megengedettségi tartomanyuktol pozitiv iranyban eltéré nem-bazis valtozok
indexei kerlljenek a 9 halmazba,

e végul a dual megengedett nem-bazis valtozdk indexei kertiljenek az & halmazba.

A halmazok alapjan definialhatjuk a nem-megengedettség mértékét, vagyis az elsé fazisu
célfliggvényt [2]:
=2 d;- ) d;
jel JjEP

Mivel az ./ halmazban 1év6 valtozok redukalt koltsége negativ, a & halmazhoz tartozo-
ké pozitiv, ezért ez a célfiiggvény minden esetben nem-pozitiv, értelem szeriien tehat maxi-
malizaljuk.



A szomszédos bazisra valo attérés soran meg kell hataroznunk a redukalt koltségek vekto-
ranak az 0j bazisra vonatkoz6 kepét. Ha a generaloelemet a p sorbol valasztottuk, es attérink
a szomszédos bazisra, akkor a redukalt koltségek d;(r) = d; — taj.’ szerint valtoznak, tehat a p

sor régi bazisra vonatkozd képének ¢ szeresével valtozik meg. [2] Vizsgaljuk meg a célfiigg-
vény megvaltozasat a ¢ elmozdulas fliggvényében:

N
fy=Y di- Y di)= f(O)—t( D =
jeMl JEP jeM JEP /
A zargjelben szerepld kifejezést nevezziik a valtozo dudl elsd fazisu redukalt koltségének,
és igy jeloljuk:
_ p p
Up = Z @~ Z @
jeM JEP
Ezen jelolés bevezetésével leegyszeriisodott a célfiiggvény ertékének megvaltozasa, ami
igy a Af = —tv, alakban irhato le. Ha a redukalt kltségek megengedettek lesznek, akkor az
A €és P halmazok kiliriilnek, az elsé fazisu célfiiggvény értéke 0 lesz. Mivel ezt a célfligg-
venyt maximalizaljuk, ezert hogy a megvaltozas pozitiv legyen a kdvetkezo feltételek teljesi-
Iése szlikséges:

e ha v, >0, akkort < 0,

e ha v, <0, akkor ¢ > 0.

Tehat valasszunk ki egy nem-nulla els6 fazisu redukalt koltségii javitd valtozot, ezt az el-
jarast nevezziik dual elsé fazisu pricing-nak. A Kijel6lt javitd bazisvaltozohoz az elsé fazisa
hanyadostesztben meghatarozunk egy bejové nem-bazis valtozot, ennek részleteit a (2.3) feje-
zetben targyaljuk.

Ha a célfliggvény értéke 0, akkor dual megengedett megoldast talaltunk és folytathatjuk a
masodik fazissal, ellenkezd esetben, ha mar nincs javitd valtozo, és nem nulla ez az érték,
akkor a feladat dual nem-megengedettsegét mondhatjuk ki.

2.2.2. Masodik fazis

Ha a dual megengedettséget biztositottuk az elsé fazis soran, akkor kezdetét veszi a ma-
sodik fazis, amely ezt a megengedettséget megtartva keres optimalis megoldast. Ehhez a cél-

fiiggvényilink a mar ismertetett Z = b’ y, illetve adott egy dual megengedett B bézis.
Valasszuk ki a k bazisvaltozéhoz tartozd egyenldségként teljesiild feltételt, majd
relaxaljuk azt Ggy, hogy a célfiiggvényérték javuljon, ennek értelmében az a{y = ¢, feltétel

alakja az y > ¢ vagy afy < ¢ lesz. Attol fiiggben, hogy az egyenlet bal oldalan szerepld
kifejezés értéke nétt vagy csokkent, beszélhetlink ¢ > 0 és ¢ < 0 esetrél, ahol ¢ a feltétel eltola-



sénak mértéke. Mindezt a dual valtozok értékeinek az alabbi médon torténé megvaltozasa
kompenzalja [2]:

T, _pT
B y=8B y(t)—tep
amit atrendezve megkapjuk a duél valtozok megvaltozasat:

YO =y+tpp,

ahol p, az inverz bazis transzponaltjanak p sora.
Ez alapjan megvizsgélhatjuk a célfliggvény értékének megvaltozasat  fliggvényében.
Zt)=b"yt)=b"y+1tb" p,=b"y+1p,= Z(0) + 15,

ahol §, a p bazisvaltozo értéket jeloli. Mivel a célfliggvényt maximalizaljuk, ezert ez a
megvaltozas pozitiv kell, hogy legyen, ami az alabbi esetekben teljesul:
e hat <0, akkor g, <0,

e hat > 0, akkor pedig (8, —u,) > 0, ahol u, a bazisvaltozo felsd korlatjat jelenti.

Osszegezve tehat egy olyan sorra van sziikségiink, ami nem teljesiti a dual optimalitasi
feltételt, ezt a javito valtozot a duél masodik fazisu pricing hatarozza meg.

A dual szimplex algoritmus f6 elemeit tekintve az alabbiképpen miikodik (1. abra):
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1. dbra: A dudl szimplex algoritmus miikddése



A kovetkezé alfejezetben bemutatjuk a duél hanyadostesztet mindkét fazisra, részletesen
ismertetjik azok jellemzdit.

2.3. A hanyadostesztek szerepe

Az eddigiekben attekintettiik, hogy a duél szimplex algoritmus soran hogyan kapunk javi-
t6 valtozot, ehhez milyen feltételeknek kell teljestlnie. A hanyadostesztnek az elsédleges be-
menete tehat nem mas, mint a bazis-transzformacioé soran a bazist elhagyo valtoz6. Ehhez a
hanyadosteszt soran meghatarozunk egy bejovo valtozot. Ezt kovetden elvégezhetok a szik-
séges transzformaciok, a baziscsere, és igy haladhatunk iterativan az optimum felé. [6] A ba-
ziscseréhez sziikség van egy aj.’ general6elemre (pivotelem), amit a pricing és a hanyadosteszt

egylttesen hataroz meg.

2.3.1. FElso fazis

Ha a dual megengedettség a célunk tehat els6 fazisban vagyunk, akkor a kovetkezok sze-
rint definidljuk a hanyadosokat. A redukalt koltségek az alabbiképpen valtoznak a ¢ elmozdu-
las fuggvényében [2]:

p

ahol aj.’ a matrix p soranak j elemenek az adott bazisra vonatkozo6 képe.

Ennek alapjan, ha egy valtozé dual megengedettsegi allapotot valtana, definial egy hé-
nyadost, mert ekkor keriil megengedettségi tartomanydnak szélére. Az eldbbi kifejezésbdl
konnyen lathato, hogy az a Iépeés, ahol a j valtozd hanyadost definidl:

dj
J
Igy tehat, egy adott véltozo jelenlegi megengedettségi allapota szerint az alabbi esetekben
definial hnyadost (2. tablazat):

2. tblazat: Hanyadost definial6 iranyok

Megengedettségi
. M F P
tartomany
D D D 1Z 1Z 1
aj<0 aj>0 aj<0 aj>0 aj<0 aj>0
t; <0 - d;la d;la’ d;la’ d;la’ -
D D 1Z P




Ehhez értelemszeriien sziikség van arra, hogy a valtozonak abban az irdnyban, amerre ha-
lad legyen korlatja. Most vizsgaljuk meg, hogy a mér ismertetett CF-1-es alakban hasznalt
valtozd tipusok, mikor definialnak hanyadost.

Egy fix tipust valtozora vonatkozd optimalitési feltétel nem korlatoz, tehat min-
degy, hogy milyen a redukalt koltségének elbjele, ha egyszer elhagyta a bazist,
akkor tobbet nem hozzuk be, ezért ezeket a valtozokat figyelmen kivill hagyhatjuk
a hanyadostesztben.

Egy korlatos valtozora, attél fiiggden, hogy melyik korlatjan van, kiilonb6zo
optimalitasi feltétel vonatkozik, de mivel a korlatcserés 1épés (boundflip) soran
nem valtozik a valtozo redukalt kdltsége (hiszen ilyenkor nincs transzformacio),
ezért ezen valtozok kezelése egyszerisitheté. Ha redukalt koltsége nem megenge-
dett értékii, akkor tegyilik a masik korlatjara, és ugyanaz a redukalt koltség a masik
korlaton igy mar megengedett lesz. Ezt az eljarast nevezziik megengedettségi kor-
rekcionak (feasibility correction), amelyet a hanyadosteszt utan kell elvégezni, hi-
szen ekkor méar nem transzformalodnak a redukalt koltségek. [2]

Plusz tipusu valtozora az optimalitasi feltétel d; > 0. Ennek megfelel6en egy ilyen

valtozé az ./« és # halmazok valamelyikébe lehet, igy ha az egyik halmazbol a
masik felé mozog, akkor a két halmaz hataran definialhat téréspontot.

Egy szabad valtozd dual megengedettségi tartomanya d; = 0-ban van, ennek meg-
felel6en barmelyik megengedettségi halmazban szerepelhet. Ha az adott halmaz-
bol kilep, akkor minden esetben hanyadost definial. Ha egy ilyen valtoz6 a &%
halmazbol .# iranyadba mozog, akkor a O helyen 2 téréspontot is definial, hiszen
megengedettségi tartomanyanak ez az egyetlen pontja. Hasonloképpen két hanya-
dost definial, ha .Z-b61 a & halmaz iranyaba mozog.

A hanyadosok meghatarozasa utan valaszthatunk, hogy mely modszer alapjan szeretnék

meghatarozni a bejovo valtozot.

Hagyomanyos eqylépéses modszer

Egy fontos fenntartasunk van, ha ezzel a mddszerrel szamoljuk a hanyadosokat, ez pedig
az, hogy a kimené valtozé redukalt koltsége mindig legyen megengedett, ezaltal a nem-
megengedett valtozok szdma sosem novekszik. Valasszuk ki a definialt hanyadosok kozil
abszolut érték szerint a legkisebbet és az ezt definiald valtozoval végezzik el a baziscserét.
Elojeliket tekintve ezek a hanyadosok barmilyenek lehetnek, ezért van szlikség az abszolut

érték szerinti sorba rendezésre. Megjegyzésként hozzafiiznénk, hogy ez a modszer, amennyi-
ben van 0-ban definialt téréspont, minden esetben azzal fog visszatérni, ez altal gyakoriak a
degeneralt iteraciok, viszont folyamatos, monoton haladast eredményez.

Tortvonalfiiggvényes hanyados-meghatdrozas




Ez a modszer joval Gsszetettebb, az adott iteracioban elérhetd legnagyobb elérehaladést
garantalja. Vizsgaljuk meg az els6 fazisu célfliggvenyt az elmozdulas fuggvényében.

Az els6 fazist redukalt koltségek definialasabol kovetkezéen a célfliggvény meredeksége
kezdetben sy = |v,|. [2] Az elsé hanyadosig a fliggvény linedrisan novekszik, de érdemes
megvizsgalni, hogy mi torténik ebben a pontban. Tudjuk azt, hogy minden valtozd, akkor
definial toréspontot, ha megengedettségi allapotot valt. Ennek megfeleléen vagy nem-
megengedett lesz a valtozo, és az indexe az .# és < halmazok valamelyikébe keril, vagy
kikeriil az indexe ezekbdl a halmazokbdl, mert megengedett allapotba keriil. Mindkét esetben
a célfliggvény meredeksége megvaltozik, méghozza pontosan az elsé hanyadoshoz tartozo

alfa ertékkel csokken. Tehat az masodik hanyadosnal s; = 5o — |a5.’ | Ha ez a meredekség po-

zitiv, akkor érdemes tovabb menni a kovetkez6 hanyadosig, mert ebben az esetben a nagyobb
lépés még mindig javit a célfiiggvényen. fgy lehet, hogy az elsé hanyadost definiald valtozo
mar nem-megengedett tartomanyba kerul, de 6sszességében, ha a meredekség pozitiv, akkor a
nem-megengedettség 6sszmértéke csokken. A fliggvényen haladva tovabbi téréspontokat tala-
lunk, igy egy szakaszonként linearis konkav fuggvényt kapunk. [7]

Hatarozzuk meg ezen tortvonalfliggvény maximumat. Osszességében addig megyiink a
hanyadosokon, ameddig a célfuggvény meredeksége negativ nem lesz. Azon a helyen, ahol a
meredekség eldjelet valt, maximuma van a fuggvénynek, ez lesz az elérhet6 legnagyobb javu-
las. Rekurziv 0Osszefliggésekkel megadva minden toréspontnal a celfuggvényérték f =

k=1 _

fre1 + st — t,_1), @ meredeksége pedig sk = sk

‘aj.’k‘ szerint irhat6 le. [2]

Erdemes kiemelni, hogy akar tobb térésponthoz tartozo célfiiggvény érték is jobb lehet a
kezdeti pontban 1événél, ezért ezek kozll barmelyiket kivalasztva és a baziscserével jaro
transzforméciokat elvégezve javitd iteraciot kapunk. Igy az elébbi médszerhez képes tobb
alternativ lehet6ségiink van, nagyobb eséllyel elkeriilhet6é a degenerécid. Erre a késébbickben
még visszatérunk.

Tehét grafikonon abrazolva egy tortvonalfuggvényt (2. abra), tipikusan az alabbihoz ha-
sonlé forma jellemzé:

50 A‘,,—O—““-‘\

-100 \\\
-150

-200

2. abra: Elsd fazisu tortvonalfiiggvény
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Ha az els¢ fazisu célfiiggvényt 0 értékre hoztuk, akkor végezziik el a megengedettségi
korrekciokat a korlatos valtozdkra, ezzel dual megengedett megoldast kapunk és ratérhetiink a
masodik fazisra.

2.3.2. Maésodik fazis

Legyen adott egy dudl megengedett B bazis. Amennyiben ebben a bazisban van olyan
véltozo, amely sérti az egyéni korlatait, tehat nem teljesiti a duél optimalitasi feltételeket, ak-
kor mindig létezik egy szomszédos bazis, legalabb ugyanakkora célfiiggvényeértékkel, masku-
I6nben a feladat dual nem-korlatos. [2]

Mint mar emlitettik a masodik fazis soran folyamatosan megkoveteljik, hogy teljesuljén

az elsd fazis soran biztositott dudl megengedettség. Ez formalisan a kdvetkezot jelenti:

Also korlaton 1év6 nem-bazis valtozok esetén a redukalt koltségek ¢ szerinti megvaltozéasa
utan a megengedettségét a d;(r) = d; — taj.’ > (0 0Osszefliggés irja le, a fels6 korlaton 1évé val-
tozokét pedig d;(r) =d; — taj.’ < 0. Ezek alapjan a definidlhatjuk azt a legnagyobb Iépést,
ahol a valtozo redukalt koltsége meég megengedett marad.

e Har <0, vagyis a javito valtozo also korlatja alatti értéken van, akkor af <0, tel-
jesulése mellet a Iépésre adhato also korlat: ¢, > d j/aj.’ minden als6 korlaton 1évo
nem-bazis valtozéra, felsé korlaton 1évokre pedig aj.’ >0 mellett szintén ¢; >
d j/aj.’ adhatd. Ellenkez6 alfa el6jelek esetén a redukalt koltségek megengedett tar-
tomanyban maradnak, ilyenkor nem definialnak hanyadost.

e Ha fels6 korlat feletti értéken van a javitd bazisvaltozo, vagyis ¢t > 0 esetben va-
gyunk, akkor alsd korlatos valtozokra af > () esetén a 1épésre adhatd felsé korlat
t; < d;la, felsd korlaton lévSkre pedig «; < O teljesiilése esetén 1, < d /a;. Az

alfa el6jeleket megforditva a redukalt koltségek megengedett iranyba haladnak,
ebben az esetben nem definialnak hanyadost.

Osszegezve tehat elmondhatjuk, hogy az a Iépéshossz, amire a j nem-bazis valtozé dudl
megengedettsége még nem serll mindkét esetben t; = d j/aj.) . [3]

Vizsgaljuk meg, hogy az egyes valtozotipusokra nézve ez mit jelent. Els6 fazishoz hason-
I6an a fix valtozok nem jatszanak szerepet, hiszen azokra vonatkozd optimalitasi feltétel nem
korlatoz. Plusz tipusu és szabad valtozdkra van dudl megengedettségi megkotés, ezért ezeket
bevonjuk a hanyadostesztbe, hogy megengedettek maradjanak. A korlatos valtozdkra vonat-
kozolkat a tortvonalfiggvényes modszer keretében ismertetjik.
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Hagyomanyos eqy Iépéses modszer

A hanyadosok definialasat kovetéen ezeket sorba rendezziik az elsé fazishoz hasonld6 mo-
don abszolat érték szerint. Ezt kdvetden kivalasztjuk a legkisebbet, majd annak segitségével
atterink egy szomszédos bazisra. A modszerrdl tovabbra is allitjuk, hogy nem tul hatékony,
gyakoriak a degeneralt iteraciok, viszont monoton elérehaladast biztosit.

Tortvonalfliggvényes modszer

A masodik fazisra definialt tortvonalfuggvény alapkoncepciojat tekintve hasonld, mint az
elsé fazist, néhany szempontbdl viszont jelentsen kiillonbozik attol. Vizsgaljuk meg a korla-
tos valtozokat. Ha egy ilyen valtozét valasztunk ki a hanyadostesztben, akkor az a bazisba
x,+ 0, érteken kerdl be, ami nem megengedett, ha a Iépéshossz nagyobb, mint a valtozo
megengedettségi tartomanya, vagyis |6,| > u,, esetén. Viszont, ha nem végezzik el a transz-
forméacidt, hanem ehelyett korlatcseret hajtunk végre, akkor a valtozo redukalt kéltsége meg-
engedett marad, a célfuggvényérték javul. [2] Persze ett6l a pricing altal a bazis elhagyasara
kijelolt valtozo javitd valtozd marad, és ezért a kovetkezd iteracioban Ujra Kivalasztasra kerdl-
het. Igy egy javitd sor felnasznalasaval tobbszoros korlatcserét (boundflipet) hajthatunk végre,
amig talalunk egy valtozot, amely megengedett értéken Iép be a bazisba. igy hatékonyan egy
iteracioban nagymértékben tudjuk csdkkenteni a bazisvaltozok nem-megengedettsegét, egy
sor maximalis javito tulajdonsagat kihasznaljuk.

Vizsgaljuk meg a masodik fazisu célfiiggvényt. Ha a sorba rendezett hanyadosok kozil az
els6 tehat korlatos valtozo, akkor ezen valtozon korlatcserét hajtunk végre és haladunk tovabb
bejové valtozot keresve. A célfliggvény kezdeti meredeksége sy = —f,, ha a kimend valtozo
also korlatja alatti, és s, = f, — u,, amennyiben felsd korlatja feletti értéken szerepel. [7] Fel-
téve tehat, hogy az elsé hanyadosnal korlatcserét hajtunk végre, lathatjuk, hogy a célfiiggvény
meredeksége s; = 5o — |aj.) | u; alapjan valtozik. fgy az elsé fazishoz hasonloan, ezt addig is-
mételhetjiik, ameddig ez a meredekség eldjelet valt, hiszen azon a helyen maximuma lesz a
celfuggvénynek, az adott lépésben az lesz az elérhetd legnagyobb javulas. [8]

Iterativan tehat mindaddig, ameddig a |0p| > u,, feltétel teljestl, haladunk tovabb a tort-
vonalfiiggvényen. Ekozben a meredekség és a célfuggvényérték rekurzivan véaltoznak az
Sg = Sp_1 — |a§’| u; €s fr = fr_1 + s_1(t — t,_1) Osszefiiggések alapjan. [2] Igy egy javito
sorhoz a tortvonalfliggvényes hanyadosteszt kijel6lhet néhany boundflipet, valamint egy be-
jovo valtozot. Konnyen lathato, hogy vagy egy olyan korlatos valtozot fogunk behozni a ba-
zisha, aminek megengedettségi tartomanya nagyobb, mint a primal lépéshossz, vagy egy
plusz tipusd valtozot, hiszen azon tallépve a célfliggvényérték minden hataron tal csékkenne,
mivel u; = co. Amennyiben szabad valtozo is definial toréspontot, akkor nincs is szlikség a

hanyadosok sorba rendezésére, hiszen az minden esetben bekertil a bazisba.
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Abban az esetben, ha az 6sszes hanyadost felhasznaltuk a tértvonalfiiggvény meghataro-
zasakor, és annak meredeksége még mindig pozitiv eldjell, akkor a feladat dual nem-
korlatossagat mondhatjuk ki. [3] Kiemelnénk, hogy ebben a fazisban csak akkor jelent elonyt
a tortvonalfiiggvényes modszer a hagyomanyossal szemben, ha a feladatban szerepelnek kor-
latos valtozok, maskiilonben a mitkodése a hagyomanyossal megegyezik. [9]

Lathatjuk tehat, hogy tobb alternativ megvaldsitas kdzil valaszthatunk a hanyadostesztek
soran, igy kihasznalhatjuk a kiilonb6z6 implementaciok nyujtotta elényoket. A hanyadosteszt
utdn mar adott a bazist elhagyé és a bazisba belép6 valtozo, igy elvégezhetd a baziscsere és az
ahhoz kapcsolédé transzformaciok.
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3. A hanyadostesztek hatékony megvalositasa

Ebben a fejezetben részletesen bemutatjuk az &ltalunk megvalésitott hanyadosteszteket il-
letve az azokhoz kapcsolodo legfontosabb gyakorlati kérdéseket. Az els6 alfejezetben ismer-
tetjuk a nagyméretii LP feladatokban rejlé kihivasokat és nehézségeket, valamint, hogy ezek
elkerlilésére milyen fejlett technikakat valositottunk meg.

A mésodik alfejezetben bemutatjuk az altalunk implementélt dual hanyadostesztek felépi-
tését, a program strukturajat, a megvalositott osztadlyokat a kutatocsoport altal fejlesztett
PanOpt LP megold6 szoftver keretében. Targyaljuk a szoftver sajatossagait, a benne rejlé
lehetdségeket.

3.1. Egy nagyméretii LP megoldo implementacios kihivasai

A gyakorlati életb6] vett linearis programozasi feladatokra a nagy meéret mellett jellemzok
a kiilonboz6 numerikus nehézségek. Eppen ezért eléfordulhat, hogy adott esetben egy kisebb
LP feladat megoldasa sokkal magasabb szintii implementaciot kovetel meg, mint egy nala
nagyobb, de numerikusan joindulatu feladat. [2] Tekintsik at, hogy milyen kihivasokkal kell
szembenézni egy ilyen LP megoldo szoftver implementacioja soran.

A feladat mérete az A € R™" egyiitthatomatrix dimenziojaval szamszeriisithetd, ennek
megfelelden jol latszik, hogy az adott feladatban mennyire sok a dontési valtozo (n), illetve a
véltozokra vonatkozo feltétel (m). Altalaban ezen egyiitthatok értékeinek tarolasara dupla
pontossagli lebegdpontos (double) aritmetikat célszeri hasznalni, egy ilyen szdm mérete 8
bajt. gy ha egy 100 000 x 100 000-es feladatot tekintiink, akkor a teljes matrix tarolasara
korulbelil 74,5 GB memoriat igényelne, ez még a mai fejlett technikakkal sem megvalositha-
td, nem beszélve arrol, hogy LP megoldassal mar az elsé szamitégépek megjelenése ota fog-
lalkoznak.

Mi az, ami mégis lehetévé teszi az ilyen feladatok megoldasat? Altalaban az ilyen méretii
feladatok jellemezhetOk egy ugynevezett ritkassagi vagy telitettségi arannyal, ami az adott
feladatban szereplé nem-nulla és nulla elemek aranyara ad informaciot. A ritkassagi arany
jellemzden 1% alatti, vagy akar annak toredéke. [2] Igy, ha csak a nem-nulla elemeket, és

azok pozicioit taroljuk, akkor kezelhetdvé valnak az egészen nagyméretii matrixok is.

Mint mar emlitettik, a nagy méret mellett a valos életbdl vett LP feladatok masik nehe-
zségét a rossz numerikus tulajdonsagok adjak. Ez jelentheti példaul azt, hogy az A elemeinek
szorasa nagy. Altalanos probléma, ha adott két szam, melyek nagysagrendje lényegesen eltér,
akkor 6nmagukban még pontosak ezek az értékek, de a masik szam nagysagrendjéhez képest
mar nem. Példa lehet erre, ha egy 10'%-es nagysagrendii szamot ésszeadunk egy pici 1071°
nagysagrendii szammal, akkor az eredmény a nagyobb szammal egyezik meg teljes egésze-
ben, ami nyilvanval6an nem pontos. Egy masik probléma forrasa lehet, ha adott egy hosszabb
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komplex miiveletsor eredménye, és egy fix érték, amit mi a mivelet eredményének gondo-
lunk. Mivel nem pontosan abrazoljuk a szdmokat, ezért mindig van hiba, amely a kiillonb6z6
miiveletek soran felhatvanyozodik. Ez akar olyan méreteket is Olthet, hogy a miveleti ered-
mény és a vart eredmény kozti eltérés 6sszemérheté nagysagrendii. Az ebbdl szarmazd hibak
jelentdségét nem nehéz belatni.

Emellett hiba forrasa lehet, ha a meghatarozott pivotelem, amivel a béaziscserével jaro
transzformaciok soran szamolunk, nagyon kis nagysagrendii (pl. 107'%), mert az igy szamitott
értékek kozti nagysagrend jelentésen megnd, ami a mar emlitett problémakat okozhatja. Az
ilyen generaldelemek altaldban numerikus szemetek, vagyis pontatlan szamitasok eredménye,
a helyes értékiik 0 lenne, ami helyesen reprezentalva nem kertilne kivalasztasra.

Ezek és ehhez hasonloak azok az akadalyok, amiket egy mai korszerti LP megoldonak
kilondsebb nehézség nélkil kell vennie, mindamellett, hogy a gyors futést garantalja, hiszen
mint azt mar tobbszor emlitettiik, egy nagyméretii egészértékii optimalizalasi feladat megol-
dasa akar tobb szazezer relaxalt LP feladat megoldasat is jelentheti.

Az eddig targyalt numerikus hibak eredménye lehet, hogy az algoritmus rossz
celfliggvényertéket fogad el optimalisnak, egy feladatot helytelenul nem-korlatosnak vagy
nem-megengedettnek nyilvanit, esetleg a bazis numerikusan szingularissa valik. El6fordulhat,
hogy egy adott javité valtozohoz nem talal megfelelé hanyadost a hanyadosteszt, egy iteracio-
rol kiderll, hogy val6jaban ront a celfliggvenyertéken, igy sértl a megoldasi folyamat kon-
vergenciaja, az algoritmus visszaeshet elsé fazisba egy rossz masodik fazisu iteracionak ko-

szOonhetoen.

Egy masik érdekes probléma a degeneracio és a ciklizalas kérdéskore. Degeneracional
tobb iteracion keresztiil nem valtozik a celfliggvényeérték, mikdzben az algoritmus mas és mas
bazisokon halad at. Ciklizalasrol akkor beszéliink, ha adott egy k darab bazisbol allé sorozat,
ami a megoldas soran ismétlodik. Ezen jelenségekrdl biztosat allitani szinte lehetetlen, mert
eléfordulhat, hogy csak néhany iteracioig lesznek jelen, de olyan eset is eléallhat, hogy az
algoritmus végtelen ciklusba kerdl.

Lathatjuk tehat, hogy rendkiviil sokrétiiek az implementécios kihivasok és nehézségek, a
fent felsoroltak csupan néhany jelentdsebb hibat képviselnek, de ettdl akar egész eltérd jelen-
ség is felléphet a szimplex algoritmus soran.

3.2. Megvalésitott technikak és algoritmusok

Ebben az alfejezetben szeretnénk bemutatni, hogy mik is azok az algoritmusok, amiket
megvaldsitottunk a PanOpt rendszerben, valamint részletesen bemutatjuk mitkodéstiket. Tar-
gyaljuk tovabba, hogy az el6zd alfejezetben ismertetett numerikus hibdk elkertilésére milyen
technikékat dolgoztunk ki.
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A kutatocsoport altal fejlesztett PanOpt lineéris optimalizalé rendszer egy kutatasi célra
szant nagyméretii LP megoldo szoftver. Legfébb célja, hogy a szimplex algoritmus imple-
mentacidjahoz kapcsolodo fejlett technikakat megvalositsa, ezek vizsgalatara adjon lehet6sé-
get. Mivel valos, nagyméretii feladatok megoldasara késziil, ezért elvarhato, hogy a feladat
méretétdl fliggetleniil hatékonyan és megbizhatdan jusson el az optimalis megoldasig, ameny-
nyiben létezik ilyen.

3.2.1. APanOpt altal hasznalt matematikai modell

Mint azt mar emlitettik, érdemes végiggondolni, hogy az LP feladatot milyen mddon rep-
rezental6 alakot hasznalunk, hiszen ezek mas és mas elényoket jelenthetnek a megoldas so-
ran. Az altalunk hasznalt alak a kovetkezd:

min ch

s.t.Ax=b
type(x;) € {0,1,234},j =12,...,n

Lathatjuk, hogy részben hasonlit a mar ismertetett CF-1-es alakra, a célfiggvényt minden
esetben minimalizaljuk, ez kedvez6 a megoldas szempontjabdl, hiszen a maximum feladatok-
ra eltérnek az optimalitasi feltételek, ennek megfeleléen elkeriilhetjiik a sok eset kulon kezelé-
sét, az ebbdl kovetkezd hibalehetdségeket s megsporoljuk a feltételvizsgalathoz szikseges
idot. Ezt megtehetjik, hiszen minden maximalizalandé célfuggvényt —1-gyel megszorozva,
és az igy kapott ellentettet minimalizalva ugyanazt az eredmenyt kapjuk. Ami Iényeges eltérés
az egyes szamitasi alakhoz képest, az a valtozoétipusok, és ezek korlatjai, tekintsik at ezeket:

e type (0.) fix tipusu valtozok. lj=x;=u

Megegyezik az also €s fels6 korlat értéke, az eddigihez képest annyi kiilonbséggel,

hogy ez az érték nem feltétlen 0, barmilyen eléjelii lehet.

e type (1.) korlatos valtozok. —00 <l; <x; Su; < +oo,
Akarmilyen valés korlattal rendelkezhet.

e type (2.) alsé korlatos valtozdk. —00 < [; < x; < o0,
Rendelkeznek egy rogzitett also korlattal, ez szintén barmilyen érték lehet.

e type (3.) szabad valtozdk. —00 < x; < +00,
Ezeket a CF-1-es alaknak megfelelden kezeljuk.

e type (4.) minusz tipust, vagy fels6 korlatos valtozok. —00 < X; Su; < +0o,
Ezek rendelkeznek egy felsd korlattal, ami a tobbi valtozohoz hasonléan barmilyen
konstans lehet.
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Ez az alak azért elény6s, mert nem kell el6-feldolgozéasok sorén atkonvertalni a valtozoti-
pusokat, eltolni a korlatokat, ezzel a numerikus hibak lehet6ségét lecsokkentjiik, illetve ha sok
LP feladatot kell megoldani, akkor sem kell eld-feldolgozasra pazarolni az eréforrasokat.

3.2.2. Toleranciaértékek hasznalata

Az elobbiekben mar ismertettiik, hogy a kiilonb6z6 komplex szdmitasoknak kdszonhetd-
en felskaldzddhatnak a lebegépontos aritmetikabol kovetkez6 pontatlansagok, ezért a szami-
tott értékek vizsgalatara kiilonbozo toleranciaértékeket vezettiink be. Ennek megfelelden sok
esetben nem azt vizsgaljuk, hogy két érték megegyezik-e, hanem egy |a — b| < e alakl egyen-
16tlenséget, ahol a megengedett maximalis eltérés mértéke e¢. Ennek értéke attol fliggben,
hogy milyen vizsgalddasrol van sz, eltéré lehet. [10] Példaul, a dual megengedettség vizsga-
latakor sosem az egzakt korlatokat vizsgaljuk, hanem ezek egy Kiterjesztett valtozatat.

Egy tetszéleges valtozo redukalt koltségét megengedettnek tekintiink, ha teljesiil ra az
lj —€op £ dj < uj+ €,, egyenlbtlenség, ahol ¢,,, az optimalitasi tolerancia, /;,u; a redukalt
koltség megengedettségi korlatai. A PanOptban ezen tolerancia alapértelmezett értéke 1075,
Igy egy szabad valtozo valdjaban 5 kiilonbozé allapotban lehet, ezek nem megfeleld kezelése
rontd iteracidhoz vezethet. Ennek oka, hogy a hdnyadosok definidlasakor alapvetéen megha-
taroz6 a redukalt koltségek eldjele, hiszen mas ¢és mas feltétel vonatkozik a kiilonbozo

megengedettsegi allapotokra. Tekintslink at az alabbi példat a probléma megeértése érdekében.

Legyen adott egy megengedett szabad tipusu valtozo, tehat d; = 0. Mint azt mar ismertet-
tuk, egy ilyen valtoz6 az #,F és 9 halmazok barmelyikébe lehet, illetve a halmazok haté-
ran definidl hanyadost. Az .# felé mozgashoz vagy ¢ > 0 és af >0, vagy t <0 és af < 0 el6-
jelek sziikségesek, &» halmazba a t > 0 és af <0,vagyt <0 és af > () esetek. Minden eset-
ben a definialt d j/aj.) hanyados 0. Ha ugyanez a valtoz6 negativ irdnyba mozogva tolerancia-
val tekintve megengedett, tehat e,,,-nal kisebb mértékben negativ, vagy pozitiv iranyba ha-
ladva e,,-nal kisebb mertékben pozitiv, akkor a definialt hanyados ¢ > 0 esetben negativ,

t < 0 esetben pozitiv, ami pont ellentétes a tobbi definialt hanyadossal. Ennek figyelmen Kivil
hagyasa ronto iteracidhoz vezet. Ezt a jelenséget, mivel a toleranciaval tekintett megengedett-
ségbol kovetkezik, fake feasibilitynek (hamis megengedettség) neveztik el, erre vonatkozoan
nem talaltunk altalanos leirast a szakirodalomban.

Szamegyenesen abrdzolva (3. abra) egy szabad valtozora az alabbi irdnyok problémasak:

F
/A —_— 9p

—-£(Q ¢

3. dbra: Fake feasibility
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Ezen probléma elkerulésére a kdvetkez6 technikat alkalmaztuk. A hanyadostesztben a hé-
nyadosok abszolut érték szerinti sorba rendezése elrejti ezt a hibat, pedig az eldjel kiilonbség
j6 lehetdséget nyujt a hibas hanyadosok kisziirésére. Megtfigyeltiik, hogy a negativ hanyado-
sok —1-szeresét veve, és ezeket sorba rendezve minden esetben a jo téréspontok pozitivak, a
hamis megengedett toréspontok pedig ezektdl eltéréen negativak lettek. Igy a sorba rendezés
elott egy egyszerl feltételes ciklussal konnyen megszabadulhatunk a hibas, negativ hanyado-
soktdl, és ily mddon a tortvonalfliggvénybe nem szamoljuk bele a hamis megengedett torés-
pontokat, ezzel elkeriilve az ebbdl szarmazd pontatlan célfiiggvényt. A szlirés soran ennek

érdekében korrigaljuk a tortvonalfiiggvény meredekségét az s, = s,_, — |a§’k

dsszefliggés

alapjan, igy a hibasan belekertilt toréspontokat kihagyjuk a meredekségbdl, hiszen azok nem
javit6 valtozok. Ez a technika, mivel a ronto iteraciok elkerllését segiti, egyfajta degeneracio-
ellenes stratégianak tekinthetd, a probléma ilyenfajta kezelése ujszertlinek tekinthetd.

Az optimalitasi tolerancia mellett hasznalunk a PanOptban megengedettségi toleranciat
(€ feas)> aminek megfeleléen egy valtozot megengedettnek tekintiink, ha az el6z6hz hasonlo-
an kielégiti kiterjesztett korlatait, vagyis [; — €45 < X; < u; + € 104, teljestl. [3] Megjegyzeés-

ként hozzafiiznénk, hogy a tolerancidk elnevezése a primal analogiat koveti.

Tovabbi két fontos tolerancia az abszolut (e,,) €s a relativ (e,,;) tolerancia. Abszoldt to-
leranciat elsé sorban arra hasznalunk, hogy a nala kisebb értékeket nullanak tekintjiik, mas-
részt a mar ismertetett probléma miatt, miszerint egy komplex szamitasi sor elvégzése utan
nem tudjuk a szamitasi eredmény pontos értékét. gy ha a két érték eltérése abszolut értékben
kisebb, mint az abszollt tolerancia, akkor ezeket egyenlonek tekintjiik. Emellett, ha az
la + b| < e, egyenlotlenség igaz, akkor az 0sszeget 0-nak tekintjik. A relativ tolerancia
értelmeben két szam 0sszeget akkor is 0-nak tekintjik, ha teljesiil a kovetkez6 egyenl6tlen-
sé9: (lal + [b))e,e = la + bl.

Ezen toleranciak hasznalata egy Kis plusz szabadsagot biztosit a szimplex algoritmusnak,
ez altal sok numerikus hibat elkertlhetink, viszont annak kérdése, hogy a megold6 mely ré-
szeiben hogyan kell ezeket alkalmazni, mint azt a fenti targyalasban lathattuk nem trivilis.

3.2.3. Stabil pivotéléasi eljaras

Mint mar emlitettiik, a tértvonalfiggvényes hanyados-meghatarozasi modszer joval tobb
lehetGséget rejt magaban, mint a hagyomanyos egylépéses megvaldsitas, most az elsé fazisu
szakaszonkeént linearis fliggvényes modszer nyujtotta lehetéségek egy hatékony kihasznalasa-
ra szeretnénk kitérni. A mar ismertetett kis nagysagrendii pivotelembdl szarmazo probléma-
kat, az aldbbi algoritmus megvalositasaval sikerult elkeriilni. Tegyik fel, hogy a
hanyadostesztben meghatarozott maximalis |épéshez tartozo aj.’ generaléelem numerikusan

kicsi. Ennek vizsgalatara az ugynevezett pivot toleranciat (e,;,,,) hasznaljuk, melynek alapér-

telmezett értéke 107°. [10] Mivel a tortvonalfiiggvény sok esetben tobb kiilonboz6 mértékii
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javito alternativat kinal, ezért szélesebb véalaszték all rendelkezésiinkre a lehetséges
pivotelemeket tekintve.

A tortvonalfliggvényes hanyados-meghatarozas altaldnos jellemzdje nagyméretti felada-
toknal, hogy egy iteracidban rengeteg, akar tobb ezer téréspontot is definialunk, és ebbdl sok
esetben csupan néhanyat hasznalunk fel. Ezért egy olyan algoritmust célszer(i valasztani a
hanyadosok rendezésére, amely egyesével rendezi az adatokat, hiszen az 0sszes téréspont
rendezése rengeteg felesleges munkét jelentene. A szakirodalomban a heapsort algoritmust
talaltak a legalkalmasabbnak, a PanOptban is ez a modszer kerllt megval6sitasra. [2]

A tortvonalfuggvény maximumanak helyétél elindulva, célfliggvényérték szerint csokke-
nd sorrendben vizsgaljuk meg az adott toréspontokhoz tartozo lehetséges general6elemet,
majd, ha a tolerancianal nagyobb értéket talalunk, akkor a megfelelé valtozot jeloljikk belépd
valtozénak. Ha a célfuggvény meredekseége negativ, de a kezdeti célfliggvényérték feletti tar-
tomanyban van az adott téréspont, akkor az még egy potencialisan j6 generaléelem lehet. En-
nek megfeleléen mindkét iranyban, a maximumbhely el6tt és az utan is végezhetjiik a keresést.
Ezen keresési tér korlatja a kiindulasi célfuggvenyérték, hiszen, ha ez alatti értékhez tartozo
valtozot hoznank be a bazisba, az rontana a célfiiggveny értekén, ezaltal hatraltatna a megol-
dast. A megértés elésegitése érdekében tekintsiik az alabbi célfuggvényt (4. abra), ahol lathat-
juk, hogy milyen sorrendben vizsgaljuk az egyes toréspontokat:

——f(t) ==——f(0)

-80 6.
1100 / \\
-120
-140 \

-160

4. dbra: Elsé fazisu stabil pivotalasi eljaras keresési tere
Els6 lépésben az algoritmus megvizsgalja, hogy van-e tovabbi, illetve a kivalasztott ma-
ximumhely el6tti  toréspont, ezt kovetden ezeket Osszehasonlitja, és a nagyobb
celfuggvényértékiihoz tartozd generdléelemnek elvégzi a numerikus vizsgalatat, majd ezt ite-
rativan lefelé haladva folytatja a mar ismertetett korlatig. Amennyiben az eljaras nem talal jé
pivotelemet, akkor lizenetet kiild errél a vezérlonek, majd az a pricingot 0] javito sor kijelo1é-

sére utasitja.

Ha a kis nagysagrendii generaloelembol kovetkez6 hibat nem kezelnénk, akkor az a cél-
fuggvény értékének romlasahoz, vagy a feladat numerikus megnehezitéséhez vezetne, amit
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utadna kezelni kell, ezért ez a megvaldsitas egyfajta degenerécio ellenes stratégianak foghato
fel. Ujszertisége abban rejlik, hogy a szakirodalom csak a maximumhelyt61 balra torténd kere-
sést alkalmazta.

Masodik fazisban az eljarés kicsit mas forméban valdsithatd meg, visszalépve mar
boundflipre kijeldlt valtozét talalunk, tovabblépés pedig elméleti szinten hibas, hiszen sériilne
a megengedettség, és az algoritmus visszaesne elsé fazisba. Ezért a masodik fazisu
hanyadostesztben megvaldsitott algoritmus megvizsgéalja, hogy van-e tobb téréspont a maxi-
mumbhelyen, és ezek kdziil a numerikusan legjobbat adja vissza, amennyiben létezik a toleran-
cianal nagyobb érték. Ezt megtehetjiik, hiszen el6fordulhat, hogy egy adott pontban tobb to-
réspont is talalhaté (pl. szabad valtozd két toréspontot is definidlhat). Az ezekhez tartozé
celfuggvényertékek megegyeznek, hiszen akarmilyen meredekséget véve a nulla lépéshossz
miatt nem valtozik a célfiiggvényérték, csupan a meredekség. Az eljards nem mdédositja az
elézetesen korlatcserés lépésre kijelolt valtokat, ezeket minden esetben elvégezziik.

3.3. Az implement4cio struktaraja

Ebben az alfejezetben ismertetjik az implementalt osztalyokat, ezek kapcsolatat, a
hanyadostesztek felépitését. Az implementacio c++ programozasi nyelven valdsult meg. A
megvalositassal kapcsolatban tekintsink at néhany altalanos jellemz6t. Egy adott miivelet
elvégzéséhez a szilkseges adatokat kétféleképpen biztosithatjuk, vagy egy nyilt hozzaférési
adattaggal (osztalyszintli adattag, friend osztaly), vagy a fliggvénynek atadott paraméterrel.
Az osztalyszintli adattagok inicializalasa minden esetben a konstruktorban térténik. A dina-
mikus szerkezetek lefoglalasat és felszabaditasat altalaban az altalunk implementalt init() és
release() fuggvények végzik. Ha egy adattag az osztalyban nem maodosul, akkor konstans
referenciakent, ha modosulhat, akkor pedig pointeren keresztil keril tarolasra. A fliggvények
argumentumait azok nagy szama miatt a késébbiekben nem részletezziik.

A program strukturajanak részleteit az alabbi osztalydiagramon (5. abra) lathatjuk. Szeret-
nénk hangsulyozni, hogy az abra elsddleges fokusza a dual hanyadosteszt, illetve az ahhoz
szorosan kapcsolodo osztalyok, ezért nem tér ki a PanOpt minden részletére, csak a szamunk-
ra fontos elemeket jeleniti meg. Lathatjuk a megoldas vezérlését végzé DualSimplex osztalyt,
mely a Simplex absztrakt osztaly leszarmazottja, illetve az ehhez kapcsoldédd két legfontosabb
osztalyt, a DualPricingot, illetve a DualRatiotestet. A kovetkezokben tekintsiik at az abran a
hanyadosteszthez kapcsolodo FeasibilityChecker, DualRatiotestUpdater, BreakpointHandler
osztalyokat, majd magéat a DualRatiotest osztalyt.
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DualSimplex Simplex

#setModel() : void
#findStartingBasis() : void
{>#saveBasis() : void

+initModules() : void «extends»
-computeFeasibility() : void
1 |-checkFeasibility() : void

#loadBasis() : void

H—pnce() EVOId . #reinvert() : void
-selectPivot() : void .
1 -update() : void #transform() : void
p . I #solve() : void
DualPricing 1

1

-initPhasel() : void

Py ingPhasel()cint DualRarlorest DualRatiotestUpdater
+performPricingPhase2() : int -generateBreakpointsPhasel() : void — -
-computeFunctionPhasel() : void 1 1 [tupdateFeasibilities() : void
-useNumericalThresholdPhasel() : void
BreakpointHandler 1 1 +performRatiotest‘Phasel():void .
-generateBreakpointsPhase2() : void FeasibilityChecker
-m_breakpoints : Vector —————@-computeFunctionPhase2() : void >
-selectionSort() : void -useNumericalThresholdPhase2() : void 1 1 —
-buildHeap() : void +performRatiotestPhase2() : void +checkFeasibility() : bool
_heapify() : void +computeFeasibility() : void
+insertBreakpoint() : void +feasibilityCorrection() : void
+getBreakpoint() : BreakPoint
+selectMethod() : void

5. abra: A hanyadosteszthez kapcsolédé osztalyok

3.3.1. A FeasibilityChecker osztaly

Létrehoztuk a FeasibilityChecker osztalyt, amely az egyes redukalt kdltségek megenge-
dettsegét vizsgalja, és azok valtozasat kezeli. A megengedettsegi halmazokat particiokra osz-
tott kétszeresen lancolt lista formajaban valositottuk meg, igy az allapotok kezelése egyszeri
pointermiiveletekkel valosul meg, ami rendkivil hatékony és gyors, konstans bonyolultsagu.
Mindehhez az alabbi fuggvények nyudjtanak segitseget:

e computeFeasibility(): A redukalt koltségek eldjele alapjan kiszamolja, hogy az
egyes megengedettségi halmazokba mely valtozéindexek kertilnek, ez tehat egy
lancolt lista felépitését jelenti. A flggvény mindaddig meghivasra kerll a
DualSimplex osztalyban, ameddig dual megengedett megoldast nem talalunk.

e checkFeasibility(): A flggvény megvizsgalja a redukalt kdltségek megengedettsé-
gét, ez alapjan keriil eldontésre a vezérlében, hogy elsé vagy masodik fazisban
van az algoritmus. Mindez egy egyszeri iterator-0sszehasonlitas forméajaban valo-
sul meg, vizsgaljuk, hogy /# = & = @, hiszen ekkor minden d; megengedett.

o feasibilityCorrection(): Az els6 fazis végén elvégzi a megengedettseégi korrekcio-
kat az egyes tipusu valtozokon, ezéltal a korlatos valtozok megengedettségét biz-
tositja. Emellett a fliggveny az algoritmus esetleges els6 fazisba torténd visszaeseé-
se utan kertll meghivasra.
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3.3.2. ADualRatiotestUpdater osztaly

A megengedettségi allapotok valtozasanak hatékony kezeléséhez implementaltuk ezt az
osztalyt. Ennek segitségével, nem kell djraszamolni minden iterdcioban a megengedettségi
halmazokat. Létrehoztunk egy segédvektort, amely a hanyadostesztben kertil beallitasra, hi-
szen a bejovo valtozo meghatarozasa utan, tudjuk, hogy mely redukalt koltség melyik hal-
mazba mozgott at, ez a felhasznalt toréspontokbdl egyértelmiien adodik. A vektor egész sza-
mokat tarol, ami a mozgas nagysagat és iranyat reprezentdlja, ezek a kovetkezok
nek:{-2,—1,0, 1,2}. Példaul, ha egy valtoz6 az ¥ halmazb6l a &¢ halmazba mozog &t, akkor
ez az érték 1. Az egyes redukalt kdltségek aktudlis allapota és ezen értékek alapjan az osztaly
updateFeasibilities() fliggvénye elvégzi a megengedettségek megvaltozasanak adminisztrala-
séat.

3.3.3. A DualRatiotest osztaly

A DualRatiotest osztaly végzi a hanyadosok definidlasat, majd a paraméterben megadott
moddszernek megfelelden a bejovo valtozd kivalasztasat. Szintén ebben az osztalyban keriilt
megvalositasra a stabil pivotalasi eljaras. Ezen feladatok elvégzésére az alabbi fliggvényeket
implementaltuk:

e generateBreakpointsPhasel(), generateBreakpointsPhase2(): A fuggvények vég-
zik a megfelelé fazisban a hanyadosok definialasat. Ehhez vegigmennek a defini-
alt megengedettségi halmazokon, és vizsgaljak a redukalt koltségek megvaltoza-
sat.

e computeFunctionPhasel(), computeFunctionPhase2(): A tortvonalfiiggvények Kki-
szamolasat végzik, meghatarozzak azok maximumat, illetve a maximumhelyhez
tartozo bejovo valtozot.

e useNumericalThresholdPhasel(), useNumericalThresholdPhase2(): Az ismerte-
tett stabil pivotalasi eljarast végzik a megfelel6 fazisra.

3.3.4. A BreakpointHandler osztaly

Ez az osztaly vegzi a definidlt hanyadosok tarolasat és kezelését. Az insertBreakpoint()
fuggveény segitségével adhatjuk hozza az elemeket a tarolohoz, amely egy vektor formajaban
kerult megvaldsitasra. A hanyadosok definidlasa utdn a DualRatiotest osztaly meghivja az
osztaly selectMethod() fuggvényét, amely a definialt hanyadosok szamat figyelembe véve
meghatarozza a rendez6 algoritmust. Amennyiben kevés elem van a vektorban, akkor a
selectioSort() metddus rendezi az 0sszeset, ellenkez6 esetben pedig egy kupac adatszerkezet
kerul felépitésre a buildHeap() flggvény segitségével, valamint az egyes elemek rendezésekor
a heapify() fuggvény segit a kupac tulajdonsag fenntartasaban. Ezen metddusok segitségével
az osztaly lehetéséget ad a hanyadosok kiilon kezelésére, amelynek koszonhetéen a
DualRatiotest osztaly atlathato és egyszertien értelmezhetd lett. Mindemellett tervezzik, hogy
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tobb kiilonboz6 rendezbalgoritmust is kiprobalunk az osztaly segitségével, hogy ajanlast tud-
junk megfogalmazni arra vonatkozdan, hogy mikor milyen rendezést célszeri hasznalni. To-
vabba a primal hanyadostesztek is hatékonyan megvaldsithatok ezen osztéaly segitségével.

A DualRatiotest osztaly miikodését az alabbi abran (6. abra) lathatjuk:

Avezérl6 a
pricingtdl javitd
véltozot kér

\ 4

Javité viéltozd

¥» meghatdrozasa |
(pricing)
Dudl hanyadosteszt
\ 4
Hanyadosok - Fake feasible
definialasa 71 valtozok szlrése

Igen

Kezdeti
meredekség
negativ?

Maodszer
kivalasztasa

v \ 4
. Hagyomanyos
Tortvonalfliggvény modszer
r \ 4

Nincs tébb téréspont J6 generdléelem

Visszatérés a bejové
véltozéval

Numerikus
vizsgalat

—— Stabil pivot keresés

Y
Baziscsere,
transzformaciok

6. abra: A dual hanyadosteszt miikodése
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4. Meérési eredmények

Ebben a fejezetben ismertetjik az altalunk elvégzett mérések eredmenyeit, ez képezte
munkak Iényegi részét, hiszen ezen eredményekkel tudjuk aldtdmasztani a dolgozatban meg-
fogalmazott allitasokat. Az elsé alfejezetben bemutatjuk a tesztelésre valasztott feladatok jel-
lemz6it, ezt kovetden pedig ismertetjiik a mért eredményeket, és az azokhoz kapcsoldédd ko-

vetkeztetéseket.

4.1. Tesztfeladatok

Az elvégzett méréseket a nyilt hozzaférésii LP netlib feladatcsomagbdl szarmazo6 valds
¢letbdl vett feladatokon végeztik. [11] A feladatok Kivalasztasanal arra torekedtiink, hogy a
netlib kdzel 100 példajabdl lehetdség szerint a nagyobb méretiieket, illetve a numerikusan
nehezebb feladatokat valasszuk ki, igy igazolni tudjuk az el6z6 fejezetben ismertetett numeri-
kus kihivasok jelentéségét, illetve az altalunk megvalositott technikdk hatékony és helyes

miikodését. Tekintslk at a kivalasztott netlib feladatokat (3. tablazat):

3. tablazat: Netlib tesztfeladatok

Feladat neve Sorok szama Oszlopok szama Nem-r;tzjglrarl]zlemek Rl';l;gzsjgl
25FV47 822 1571 11127 0,8616%
80BAU3B 2263 9799 29063 0,1311%
BNL1 644 1175 6129 0,8100%
BOEING1 351 384 3865 2,8676%
BOEING2 167 143 1339 5,6070%
D2Q06C 2172 5167 35674 0,3179%
DEGEN2 445 534 4449 1,8722%
DEGEN3 1504 1818 26230 0,9593%
FIT2D 26 10500 138018 50,5560%
FIT2P 3001 13525 60784 0,1498%
GREENBEA 2393 5405 31499 0,2435%
GREENBEB 2393 5405 31499 0,2435%
MAROS-R7 3137 9408 151120 0,5120%
MODSZK1 688 1620 4158 0,3731%
NESM 663 2923 13988 0,7218%
PILOT4 411 1000 5145 1,2518%
SCAGR25 130 140 553 3,0385%
SHIP12L 1152 5427 21597 0,3454%
SHIP12S 1152 2763 21597 0,3454%
STOCFOR2 2158 2031 9492 0,2166%
STOCFOR3 16676 15695 74004 0,0283%
TRUSS 1001 8806 36642 0,4157%
VTP-BASE 199 203 552 1,3664%
WOOD1P 245 2594 70216 11,0484%
WOODW 1099 8405 37478 0,4057%
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Mivel ezen feladatok valos életbdl vett problémak, amelyek sokféle kiilonbozé kihivast
rejtenek magukban, ezéltal egy LP megoldd szoftver altalanos tesztelésére kivaléan alkalma-
sak. Jellemzd, hogy mig néhany példa megoldasahoz elegendd az egyszer(i szakirodalmi le-
irdsok megvalositasa, addig mas, kevéshé joindulatt feladatoknal egészen fejlett technikak
szukségesek a megoldashoz.

A kilonboz6 futtatasok kezeléséhez hatékonyan tudtuk kihasznalni a PanOpthoz megva-
I6sitott paraméterfajlt, amelyben kényelmesen lehet valtoztatni a megoldd paramétereit, igy a
kiilonb6z6 mddszerek és algoritmusok valtoztatasa a merések elvégzése soran rendkivil egy-
szer(ivé valt. Az el6z6 fejezetben ismertetett toleranciak alapértelmezett értékeit hasznaltuk,
ezek a kovetkezok (4 tablazat):

4. tablazat: Toleranciak alapértelmezett értékei

€pivor € feas €opt €rel €abs

1076 1078 1078 10710 | 10712

4.2. Elvégzett mérések

Ebben az alfejezetben ismertetjilk a méréseink eredményeit, a kovetkez6 elv alapjan: egy
adott tulajdonsagot, jelenséget nehany szemléletes példa segitségével mutatunk be, tablazatos
forméban. A paraméterfajl kialakitasanak koszonhet6en kiilon tudtuk mérni az egyes funkcio-
kat els6 ¢és masodik fazisra, most a kovetkezd jelenségeket, modszereket tekintsiik at: hamis
megengedettség, elsd és masodik fazisu tortvonalfiiggvény, stabil pivotalasi eljaras, kozom-
bos feladatok és degeneracio. Az egyes funkciok tesztelésénél mindig csak az adott paramé-
tert valtoztattuk, hogy a levont kdvetkeztetések helyesek legyenek. Eldljaroban még elmon-
danank, hogy a netlib feladatokra jellemz6, hogy nagyon gyorsan atkeriilnek masodik fazisba,
az iteraciok nagy része (~80%) masodik fazisban torténik, ennek megfeleléen kevésbé tudtuk
vizsgalni az elsé fazisu jelenségeket.

Fake feasibility (5. tablazat)

25FV47: Ez a feladat rossz numerikus tulajdonsagai miatt kivalo lehetdséget nyujt a je-
lenség megfigyelésere. Lathatjuk, hogy azon futtatas soran, ahol nem volt bekapcsolva a fake
feasible valtozok kezelése, ott az algoritmus rossz célfliggvényértéken allt meg, jelentds volt a
degeneréacid és rontd iteraciok is torténtek.

BNL1: Ezen feladat azt az esetet reprezentalja, amikor a fake feasible valtozok nem keze-
Iése azt okozza, hogy az algoritmus nem tudja megoldani a feladatot. A degeneracié szama-
nak megndvekedése az iterdcioszam novekedésével magyardzhatd, hiszen az elsé esetben
2656 iteracio utan leallt a megoldo.

D2QO06C: A feladatban jol megfigyelhetok a hamis megengedettség okozta karok. A cél-
fliggvény értékének eltérése nem szignifikans, hiszen az optimalis érték 10° nagysagrendi.
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5. tablazat: Példak a fake feasibility jelenségre

L . i Ronto Degeneralt .
o Futési id6 | Célfuggvény o L Fake feasible
Feladat | Iteracidszam A iteraciok iteraciok o
(mp) elterése ] ] aktivalodas
szama szdma
2656 1,22 0o 0 866 nincs
BNL1
3514 1,65 0 0 1264 29 (61)
14577 21,11 -1,33 16 4635 nincs
25FVv47
10814 15,03 0 2 2776 42 (103)
47096 329,24 0 474 4344 nincs
D2Q06C
26457 163,46 0,5 37 3026 6983 (88860)

Elso fazisu tortvonalfugevény

Az alabbi 6 feladatban jo1 megfigyelhetjiik az elsé fazisu tértvonalfiiggvény hatékonysa-
gat a hagyomanyos egylépéses modszerrel szemben (6. tablazat). Ez mind az iteracidészam,
mind a megoldasi id6 csokkenésében megmutatkozik, valamint a PILOT4 esetében a hagyo-
manyos mddszer nem is kepes megoldani a feladatot.

6. tablazat: Példaik az elsd fazisu tortvonalfiiggvény hatékonysdagara

L, Futasi id6 . )
Feladat Iterdcidszam Els6 fazisa modszer
(mp)

935 0,28 egy lépéses

BOEING1 - 9 p -
848 0,25 tortvonalfliggvény

532 0,1 egy lépéses

BOEING2 - 9 p -
240 0,04 tortvonalfliggvény

9323 35,7 egy lépéses

DEGENS3 - 9 p -
8296 31,09 tortvonalfliggvény

3276 2,05 egy lépéses

NESM _ id p _
2953 1,88 tortvonalfliggvény

- - egy lépéses

PILOT4 _ id p _
4301 6,92 tortvonalfliggvény

685 0,12 egy lépéses

SCAGR25 - 9 p -
607 0,12 tortvonalfliggvény

Masodik fazisu tortvonalfuggvény
A masodik fazist tortvonalfiggvényes hanyados-meghatarozas, mint mar emlitettiik,

csak abban az esetben eldny0s, ha a feladatban vannak egyes tipusu, azaz korlatos véaltozok,
viszont ilyenkor nagyon hatékony, mint azt a kdvetkez6 tablazatban (7. tablazat) lathatjuk.

' Az algoritmus 4ltal optimalisnak elfogadott és a netliben ismertetett optimlis célfiiggvényérték eltérése.
’ Ha aktiv a fake feasible sz{irés, akkor az els szam mutatja a megoldas soran tortént sziirések szamat, a

zardjelben 1évé szam pedig az Osszes fake feasible valtoz6 szamat.

26



7. tablazat: Példak a masodik fazisu toértvonalfliiggvény hatékonysagara

o, Futési id6 Masodik fazisu
Feladat Iteraciészam i
(mp) modszer
6574 10,3 egylépéses
80BAU3B _C0YIepeses
4235 6,45 tortvonalfiiggvény
935 0,27 egylépéses
BOEING1 - 9 p -
650 0,16 tortvonalfiiggvény
260 0,04 egylépéses
BOEING2 _ 9y p _
201 0,028 tortvonalfliggvény
7674 21,81 egylépé
FIT2D 9y peses,
187 1 tortvonalfiiggvény
14713 63,53 egylépé
FIT2P _ 9y p"eses,
6655 36,36 tortvonalfiiggvény
22474 51,27 egylépéses
GREENBEB _ SRR
17640 39,65 tortvonalfiiggvény
5171 3,15 egylépéses
NESM M i
3783 2,41 tortvonalfiiggvény
4301 6,92 egylépéses
PILOT4 bl .
2012 3,21 tortvonalfiiggvény
323 0,04 egylépéses
VTP-BASE _ 9y p _
257 0,04 tortvonalfliggvény

Stabil pivotalasi eljarés
Az aldbbi feladatokban (8. tablazat) megfigyelhetjik, hogy hogyan jarult hozza az

iteraciészam, a megoldasi id6, valamint néhany esetben a degeneralt iterdciok szamanak je-
lentés csokkenéséhez a megvaldsitott stabil pivotalasi eljards. Néhany esetben (D2QO06C,
GREENBEA, MAROS-R7) az algoritmus nélkul nem sikerullt megoldani a feladatot.

8. tAblazat: Példak a stabil pivotalasi eljaras hatékonysagara

o Futasi id6 Degeneralt Stabil
Feladat Iteraciészam S, , s
(mp) iteraciok szama pivotalas
189 0,027 90 Nincs
BOEING2
174 0,025 78 Van
- - - Nincs
D2Q06C
26457 163,46 37 Van
8296 31,15 623 Nincs
DEGEN3
8007 28,12 683 Van
1117 0,37 1048 Nincs
MODSZK1
698 0,22 639 Van
- - - Nincs
GREENBEA
9150 17,02 2969 Van
20589 47,86 13062 Nincs
GREENBEB
13330 30,54 5496 Van
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o Futasi id6 Degeneralt Stabil
Feladat Iteraciészam o, , A
(mp) iteraciok szama pivotalas
- - - Nincs
MAROQOS R-7
4608 145,11 746 van
257 0,036 47 nincs
VTP-BASE
231 0,032 56 van
2231 13,73 2209 nincs
WOODI1P
328 3,02 318 van
48862 112,91 48114 nincs
WOODW
2167 8,71 1858 van

K6z0mbds feladatok

Néhany feladat esetében megfigyelhetjik (9. tablazat), hogy nagyon kis mértékben valto-
zik a megoldas menete a kiilonb6z0 modszerek hatasara, ezek numerikusan stabilabb felada-
tok. Bizonyos esetben a fejlettebb modszerek hatdsara mas iranyba indul el az algoritmus, ami
hosszabb megoldast eredményezhet. Ennek oka részben a PanOptban hasznalt Dantzig
pricing, ami egy meglehetésen egyszeri eljaras, egy fejlettebb technikanal ennek a valoszini-
sége feltehetdleg kisebb, de akkor is eldfordulhat, mivel ezek heurisztikus eljarasok. [12]

9. tablazat: Példak kozombos feladatokra

o Futasi id6 Médszer mindkét
Feladat Iteraciészam .
(mp) fazisban
6475 7,44 egy lépéses
BNL2 6475 7,41 tortvonalfliggvény
7114 7,98 stabil pivotalas
1575 1 egy lépéses
DEGEN2 1138 0,66 tortvonalfliggvény
1138 0,65 stabil pivotalas
1182 0,81 egy lépéses
SHIP12L 1182 0,84 tortvonalfliggvény
1182 0,77 stabil pivotalas
1124 0,49 egy lépéses
SHIP12S 1124 0,49 tortvonalfliggvény
1124 0,47 stabil pivotalas
7714 24,29 egy lépéses
TRUSS 7714 24,98 tortvonalfliggvény
7896 26,39 stabil pivotalas
2183 1,29 egy lépéses
STOCFOR2 2383 1,68 tortvonalfiggvény
2377 1,65 stabil pivotalas
17373 103,18 egy lépéses
STOCFOR3 19150 130,68 tortvonalfiiggvény
19150 129,79 stabil pivotalas
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Degeneracio

Az alabbi tablazatban (10. tablazat) azt lathatjuk, hogy a megvalositott technikak szinte
mindegyike képes valamilyen mértékben csokkenteni a degenerélt iteraciok szdmat, ennek
koszonhetben altaldban hatékonyabb megoldast biztositanak.

10. tablazat: Példak a degeneréacid jelenségre

o Futasi id6 Degeneralt i
Feladat Iteraciészam o i Médszer
(mp) iteraciok szama
2183 1,31 883 egy lépéses
STOCFOR2 . —— -
2383 1,69 481 tortvonalfliggvény (els6 fazis)
17373 103,6 6387 egy lépéses
STOCFOR3 -
19150 128,3 3361 tortvonalfiiggvény (elso fazis)
6574 10,3 1421 egy lépéses
80BAU3 6663 10,34 1382 tortvonalfliggvény (els6 fazis)
4235 6,45 1189 tortvonalfiiggvény (masodik fazis)
7674 21,5 553 egy lépé
FIT2D - . gy, pese? ——
187 1 4 tortvonalfliggvény (masodik fazis)
FIT2P 14713 63,53 1535 egy lépéses
6655 36,36 89 tortvonalfiiggvény (masodik fazis)
323 0,04 98 egy lépéses
VVTP-BASE - — e
257 0,04 47 tortvonalfliggvény (masodik fazis)
2951 2 2091 fake feasible inaktiv
NESM - -
2769 1,88 1828 fake feasible aktiv
4776 385,29 822 fake feasible inaktiv
MAROS-R7 - -
4608 145,11 746 fake feasible aktiv
47096 329,24 4344 fake feasible inaktiv
D2Q06C _ _
26457 163,46 3026 fake feasible aktiv
18656 40,7 11521 tortvonalfliggvény (mindkét fazis)
GREENBEB _~
13330 30,46 5496 stabil pivotalas
1117 0,36 1048 tortvonalfliggvény (mindkét fazis)
MODSZK1 .
698 0,22 639 stabil pivotalas
TRUSS 7714 24,98 1463 tortvonalfliggvény (mindkét fazis)
7896 26,39 1333 stabil pivotalas
2231 13,96 2209 tortvonalfliggvény (mindkét fazis)
WOOD1P ———
328 3,12 318 stabil pivotalas
48862 110,34 48114 tortvonalfiggvény (mindkét fazis)
WOODW ———
2167 8,55 1858 stabil pivotalas

Osszefoglalva lathatjuk tehat a megvalésitott technikdk hatékony miikodését, az altalunk
megfigyelt hamis megengedettség jelenlétét, az erre kidolgozott algoritmus helyességét, a
tortvonalfiiggvényes hanyados-meghatarozas, valamint a stabil pivotalasi eljarasok hatékony-
sdgat. Elmondhatjuk, hogy az altalunk megvaldsitott technikék részben ujszertiek, valamint

olyan implementacioval parosulnak, amelyek nagymértékben elésegitik a megoldast.
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5. Osszefoglalas

A dolgozat készitése soran részt vettem egy fejlett linearis programozasi feladatmegoldo
megvaldsitasdban az Operacidkutatdsi Kutatdlaboratérium munkajaban. Ezen kutatas célja
egy olyan stabil és gyors szimplex alapl megoldé megvalésitasa és fejlesztése, amely képes a

valos életbdl vett nagyméretii LP feladatokat hatékonyan megoldani.

Dolgozatunkban &ttekintettik a linearis programozés alapjait, az ehhez kapcsolodd k-
I6nb6z6 matematikai modellek jellemzdit, valamint bemutattuk, hogy mik a terilet legfonto-
sabb alapfogalmai és dsszefuggései. Ezt kovetden ismertettiik a primal-dual feladatpar, és a
dual szimplex algoritmus f6bb jellemz6it, hogy a dolgozat érdemi részét képezé dual
hanyadosteszteket érdemben tudjuk targyalni. Ez utdn részletesen bemutattuk a dual
hanyadosteszteket, ismertettiik és értékeltiik a legfontosabb hanyados-meghatarozéasi modsze-
reket.

Részletesen bemutattuk az altalunk végzett munkat, a dual hanyadostesztek megvalosita-
sat, valamint annak jellemzdit. Kitértiink a nagyméretii LP feladatok megoldasahoz kapcsolo-
do kihivasokra, valamint, hogy ezeknek milyen technikak és algoritmusok megvaldsitasaval
sikerillt megfelelniink. Targyaltuk a lebegépontos aritmetikabol szarmaz6 numerikus hibak
jelent6ségét, sort keritettiink az altalunk hasznalt toleranciak ismertetésére. Bemutattuk az
altalunk megvalositott stabil pivotalasi eljarast, valamint a hamis megengedettség jelenségét,
melynek kezelésére Uj modszert dolgoztunk Kki. Ismertettiik tovabba a hanyadostesztek meg-
valositasanak strukturajat, a megvalositott osztalyokat, az ehhez kapcsolodo legfontosabb
jellemzoket.

Végul ismertettiik az altalunk elvégzett mérési eredményeket, allitdsainkat 25 kdzismert
LP feladat segitsegével tamasztottuk ala, melyek kivalasztasakor a nagy meret mellett a rossz
numerikus tulajdonsaga feladatokat részesitettiik eldényben. Dolgozatunk amellett, hogy a dual
szimplex algoritmus hanyadostesztjeinek elméletét részletesen bemutatja, gyakorlati jelento-
ségll implementécios kihivasokra is kitér.

JovObeni terveink kozott szerepel a primal-dudl kapcsolat tovabbi vizsgéalata, a megvalo-
sitott algoritmusok gyorsitasa, hatékonyabba tétele. Tervezzlk, hogy a primal szimplex algo-
ritmust a szakirodalmi leirasok implementalasa mellett, hatékony technikakkal egészitsik ki,
hogy mindkét megoldé megvaldsitdsa magas szinvonall, megbizhaté és gyors legyen. Emel-
lett a degeneracié mélyebb vizsgalatat, illetve tovabbi hatékony degeneracié-ellenes stratégiak
megismereset es megvaldsitasat tiiztiik ki célul. Hosszu tdvon munkammal szeretnék hozzaja-
rulni egy hatékony, és a mai piaci megoldokkal versenyképes szoftver kidolgozasaban és fej-
lesztésében. Emellett szeretném elmélyiteni ismereteimet a lineéris programozas tudomanya-
ban, az elméleti alapok elsajatitasa mellett a fejlett technikdk hatékony megvaldsitasanak
vizsgalatat egyarant fontosnak tartom.
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