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1. fejezet

BEVEZETES

1.1. A dolgozat célja

Diakkori dolgozatom a radiofrekvencids elektromégneses probléméak numeri-
kus analizisének témakorében irédott. Antennarendszerek fejlesztésével, mik-
rohullaima aramkorok és érzékelk gyartasaval foglalkozo vallalatok 6 profil-
jaba tartozik a végeselem-modszert alkalmazo szoftverekkel tAmogatott terve-
zés. Ilyen, végeselem-modszert alkalmazo, kereskedelmi forgalomban kaphato
szoftver példaul a Comsol Multiphysics [1|, HFSS [2], vagy a CST [3]. A
tervezés {6 kritériumai kozé tartozik legtobbszor a kivant irdnykarakterisztika
megtervezése, kiillonbo6z6 eszkozok impedanciaillesztése, illetve elektromégne-
ses kompatibilitassal kapcsolatos problémak vizsgélata. A kritériumok kielé-
gitésére analitikus, illetve kozelité modszerekkel is lehetGség van (példaul a
Smith-diagrammal térténd tervezés), bonyolultabb esetekben azonban ez nem
mindig célravezetd, numerikus modszerek alkalmazasaval viszont tetszdéleges
geometriaji és jellegti probléma analizise lehetséges. Radiofrekvencias elektro-
méagneses terek vizsgalata esetén sok esetben érdekes lehet egy eszkoz id6- és
frekvenciatartoméanybeli viselkedése is, ezek vizsgilatanak modszereire és azok
alkalmazasi lehetéségeire bévebb betekintést ad dolgozatom.

A szimulaciok megértéséhez sziikséges elméleti hattér és azok implemen-
tacios lehetGségei egyarant targyalasra keriilnek a dolgozatban. Az elsd feje-
zetben részletes betekintés talalhato az elektroméagneses tereket leird Mazwell-
egyenletek, és a benniik szerepld térmennyiségek viselkedésérdl ido- és frek-
venciatartoméanyban egyarant. A dolgozat a radiofrekvencias tereket leiré hul-
lamegyenletek Mazwell-egyenletekbdl torténd levezetésével folytatodik, a Som-
merfeld sugarzasi feltétel figyelembevételével. Roviden bemutatésra keriil a
végeselem-modszer, annak 1épései és implementalasi lehet&ségei, a csomoponti-
és élmenti formafiiggvények leirasa és alkalmazhatosaga, valamint a Gauss-
kvadratira alkalmazésanak sziikségessége és rovid elméleti Gsszefoglalasa. A
hullamegyenletekbdl és a Sommerfeld sugarzési feltételekbdl kiindulva leve-
zetésre keriilnek az id6- és frekvenciatartoménybeli analizis gyenge alakjai.
A gyenge alakok alapjan a végeselem-modszer implementalasinak lehetésé-
geit szintén ebben a fejezetben targyalom, koztiik a Dirichlet- és Neumann-
tipusi peremfeltételek beallitasat, és az id6lépések kozott kapesolatot teremtd,



1.2. Koszénetnyilvanitas

maéasodrend( inhomogén differencidlegyenlet-rendszerek megoldasdhoz hasznal-
haté Newmark-£ modszert. Az elméleti alapokat alkalmazva megvaldsitott,
egy- és kétdimenzios id6- és frekvenciatartomanybeli térszimulacidokon keresz-
tiill mutatom be a modszer alkalmazhatosagat, és ahol lehetséges, analitikus
kozelitésekkel tamasztom az eredményeket. Dolgozatomban tébb alkalommal
kitérek az idG- és frekvenciatartomanybeli analizis alkalmazhatosagara, Ossze-
foglalom a modszerek el6nyeit és hatranyait. Dolgozatom zarasaként megem-
litek par, a térszimulaciok szamitasi idejének redukalédsara szolgald technikat.

A kutatasi munkam soréan a diszkretizalast minden 2D-s probléma ese-
tén a GMSH [4] szoftver racsgeneralé moduljanak alkalmazasaval végeztem el,
a végeselem-modszer tovabbi lépéseit pedig Matlab |5, 22| illetve PETSc [6]
fiiggvények segitségével valositottam meg. Dolgozatomat IXTEX kornyezetben
készitettem el.

1.2. Ko0szonetnyilvanitas

A kutatas a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 azonositd szamu ,, Nemzeti Ki-
valosag Program - Hazai hallgator, illetve kutator személyi tamogatdst biztosito
rendszer kidolgozdsa és mikdodtetése konvergencia program" cimi kiemelt pro-
jekt keretében zajlott. A projekt az Europai Unio tdmogatasaval, az Europai
Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valosul meg.



2. fejezet

ELMELETI ATTEKINTES

A fejezet rovid ismertetést nytjt a végeselem-modszer elméleti alapjairol és a
radiofrekvencias elektromagneses tereket leird osszefliggésekrsl. Bemutatom a
végeselemes szimulaciok 1épéseit, a lépések implementélasahoz sziikséges teen-
ddket, illetve a csomoponti- és az élmenti formafiiggvényeket leiré formulakat.
Részletesen bemutatom a dolgozatban szerepld radiéfrekvencias problémékat
leir6 id6- és frekvenciatartomanybeli elektromos hullamegyenletek levezetését
egészen a Mazwell-egyenletektdl indulva.

2.1. Végeselem-modszer

Analitikusan nem, vagy csak nehezen megoldhaté parcialis differencidlegyen-
letek megoldasara numerikus modszereket alkalmaznak. A parcidlis diffe-
rencidlegyenletek kozelité megoldasa tobbek kozott a silyozott maradék elv
[7,8,10, 11] alkalmazasaval lehetséges. A stlyozott maradék elv mikodése
abban rejlik, hogy nem koveteli meg sem a parcidlis differencialegyenletek
pontos megoldasit, sem a peremfeltételek tokéletes kielégitését, ehelyett a
parcialis differencidlegyenletek és peremfeltételek maradékanak egy tetszéle-
ges sulyfiiggvénnyel vett belsG szorzatat teszi egyenlévé zérussal, és ennek a
silyozott maradéknak a megoldésa adja a parcidlis differencidlegyenlet koze-
lit6 megoldasat. A kozelités mértéke fiigg az idGbeli és térbeli diszkretizalas
mértékétsl. Az id6lépések illetve a szamitani kivant térbeli pontok stiritésé-
vel a valésaghoz kozelibb megoldésra lehet jutni, ennek viszont fels6 hatart
szab a szamitéasi kapacitas igényének novekedése. A sulyozott maradék elvé-
nek csaladjaba kiilonbo6z6 technikak tartoznak. A legismertebbek talan a vé-
ges differencidk modszere, a peremelem-modszer illetve a végeselem-modszer.
Az alkalmazott stlyfiiggvény tetszélegesen megvalaszthato. A sulyfiiggvényt a
Galjorkin-eljarasnak megfelelGen az elemekre felirhaté formafiiggvénynek meg-
valasztva lehet eljutni a végeselem-modszer [7—11] technikéjahoz, mellyel mun-
kdm soran mélyrehatoébban foglalkoztam. Maga a végeselem kifejezés annyit
jelent, hogy a mddszer alkalmazasahoz a problématér véges szamu elemre bon-
tasa, diszkretizalasa sziikséges (lasd 2.1 adbra), majd a mar diszkrét elemeken
a probléméra érvényes egyenletek alapjan a teljes térre érvényes egyenletrend-
szert kell felépiteni, asszemblélni.



2.1. Végeselem-modszer

2.1. abra: James Clerk Maxwell arcképe elemekre bontva

A moédszer alkalmazasa a szamitasok soran a véges elemszam és a véges
id6lépés miatt, valamint maga a stlyozott maradék elvének értelmében kis
hibaval jar, &m a modszer ezeket a hibakat az egész térfogaton egyenletesen
elosztja, az eltérések atlagolodnak. A hiba mértékének csokkentésére tobb
jarnak. Ezek a modszerek vagy az elemszam novelésével, vagy az elemekre
felirhato fiiggvények rendjének novelésével, vagy mindkettével jarnak. A ter-
vezés soran tehat érdemes a diszkretizacio olyan mértékl megvalasztasa, hogy
kevesebb ismeretlen esetén is mar egy elfogadhatoé hibahataron beliill marad-
jon az eredmény. Ezt a célt szolgalja az adaptiv halogeneralas, mely eljaras
lényege abban rejlik, hogy ugyanazon probléma tobbszor keriil megoldasra, és
minden tGjabb szamitas a kritikus pontok koriil stritett halo mellett torténik.
A halo siiritése egészen addig torténik, mig egy elére meghatarozott kritéri-
umnak megfelel§ lesz az eredmény. Ilyen kritérium lehet példaul az egymassal
szomszédos elemeken felvett eredménynek szazalékos eltérése. Az elemek mé-
retének azonban sok esetben fels§ hatart szab a geometria, illetve az eredmény
valamilyen jellegii periodicitasdnak elemmérettel vald Osszemérhetdsége. Ra-
diofrekvencias problémak esetén tobb 6kolszabaly is 1étezik a diszkrét elemek
méretének fels6 hataranak meghatarozaséara, melyek mind a hullimhossz és az
elemekre felirhaté formafiiggvények rendjének fiiggvényei.

A végeselemes tervezés folyamata 4 f6bb részre bonthato:

1. Modell specifikicidja: a probléma geometridjanak és a problémaéara érveé-
nyes Osszefliggések meghatarozasa;

2. Eldfeldolgozds: a geometria diszkretizalasa;

3. Szamitds: a probléméra érvényes egyenletek alapjan az elemegyenletek
felirdsa, asszemblalas;

4. Utdfeldolgozds: az eredmény abrazolasa, kiértékelése.



2.1. Végeselem-modszer

A fenti 1épések a kés6bbiekben példak utjan is bemutatasra keriilnek, ebben a
fejezetben csak altalanosan, elméleti sikon torténik a targyalasuk.

2.1.1. Modell specifikacidja

A modell specifikiacidja alatt a vizsgalando eszkéz CAD(Computer Aided De-
sign) modelljének a megvalositasat, a problémara érvényes Osszefliggések és
peremfeltételek meghatarozasat kell érteni.

A geometria CAD-modelljének megalkotasa soran nem sziikséges torekedni
a tokéletes reprezentalasra, mivel az jelentGsen megnovelheti az ismeretlenek
hogy a szimulalni kivant eszkoz mely jellemz6i azok, amelyek az eredményt
befolyasolhatjak. A geometridnak az a eredményt nem befolyasold jellemz6it
érdemes egyszeriibb alakzatokkal helyettesiteni, ezéltal csokkenthetd az isme-
retlenek szama, igy a megoldashoz sziikséges id6 is. Ilyen egyszertsitéssel lehet
élni példaul egy tekercs esetében, a tekercs meneteinek pontos modelljét egy
arammal atjart feliilettel helyettesitve. Tengelyesen szimmetrikus, illetve for-
gasszimmetrikus geometria esetén tovabbi egyszertisitésekkel lehet élni. Ten-
gelyesen szimmetrikus geometria esetén példaul elegendd csak a geometridnak
a szimmetriatengely mentén megfelezett tér egyik felét modellezni, mivel a szi-
mulicié eredménye valtozatlan marad. A fenti Atalakitassal az ismeretlenek
szama is felezdik.

A probléma fizikai hatterét leird Osszefiiggéseit a végeselem-modszerhez il-
leszthets alakra kell hozni. Az atalakitas soran az egyenletek sulyfiiggvénnyel
vett szorzatdnak a teljes térfogaton vett integraljat kell venni, majd a ka-
pott Osszefiiggésre alkalmazni kell a szorzatfiiggvényekre vonatkozo integralasi
tételt, mely altal az irdny szerinti derivaltak rendje eggyel csokken. Az igy
elgallitott formula az tigynevezett gyenge alak. Ennek numerikus technikdhoz
illesztését a késGbbiekben részletesebben ismertetem.

2.1.2. Eléfeldolgozas

A megvaldsitott modellt a numerikus eljarashoz toérténd illesztés céljabol diszk-
retizalni kell. A diszkretizalas soran a teljes problématér véges, diszjunkt ele-
mekre bontésa torténik meg. Egydimenziés probléma esetén ez egyszertien
szakaszokra bontést jelent, mig a kétdimenzios modelleket feloszto diszkrét ele-
mek lehetnek példaul haromszog illetve négyszog alakiak is. A dolgozatban
kozolt szimulaciok soran csak haromszog elemekre diszkretizalt problémak-
kal foglalkoztam. Ez a valasztas természetesen nincs hatassal a szimulaciok
eredményének josagara. A diszkretizalas mértékének, tehat a racs strtségeé-
nek helyes megvalasztasa kulcsfontossagt a szimuldciok megvaldsitasa soran.
Radiofrekvencias tartomanyban az elemek méretére fels6 korlatot ad, hogy
a problémakat elosztott paraméterd problémaként kell értelmezni, ami annyit
jelent, hogy a geometria méretei 6sszemérhetsk az elektromagneses tér hullam-
hosszaval. Okolszabaly, hogy els6rendii formafiiggvények alkalmazéasa esetén
megfelel§ valasztds az elemek maximalis méretére a hullaimhossz egytizede.



2.1. Végeselem-modszer

Az elemekre felirhat6é formafiiggvények a probléma jellegétsl fliggGen skalar
csomoponti illetve vektor értéki élmenti formafiiggvények lehetnek.

2.1.2.1. Csomoéponti formafiiggvény

Egyszertibb problémék esetén, amikor az eredmény skalar mennyiség (az ered-
mény skalarisnak tekinthetd, ha az merdleges a szimulécio sikjara), csomoponti
formafiiggvények alkalmazasa sziikséges. Minden csomoéponti formafiiggvény
értelmezett a teljes problématér felett, de mindegyik csak egy csomoponthoz
tartozik, ezen a csomoponton az értéke 1, minden més csoméponton pedig zé-
rus értéket vesz fel. Minden csomoponti formafiiggvény csak azon az elemeken
vesz fel zérustol kiilonbozs értéket, mely elemeknek tagja az adott csomopont.
Egydimenzios probléméakon csak csomoponti formafiiggvények értelmezettek.
Az egydimenzios formafiiggvények [7,10,11,14] a
L — .
Ni(z)= [ == (2.1)

j=tg#i

formula segitségével generalhatok, ahol N jeloli magat a formafiiggvényt, x
a valtoz6 az elem mentén, m az egy elemen beliili csomopontok szama (ez
egydimenzios esetben a formafiiggvényt leird polinom fokszama + 1), x; illetve
x; pedig a csomépontok koordinatdit jelenti. Az egy elemre felirhato elsd-
illetve harmadfokt formafiiggvények a 2.2 abrén lathatoak.

N, N,

2.2. abra: Els6- illetve harmadfoka formafiiggvények egy elemen

A haromszog felett értelmezett csomoéponti formafiiggvények altalanos fel-
irasa joval bonyolultabb formuléval lehetséges, kutatasi munkdm soran viszont
csak els6rendii csomoponti formafiiggvényeket alkalmaztam, igy dolgozatom-
ban csak ezek bemutatasara szoritkozom. A lineéris formafiiggvények beveze-
téséhez a baricentrikus koordinatarendszer ismerete sziikséges (lasd 2.3 abra).
Egy haromszog cstcsainak koordinétai ismeretében a haromszog teriilete szé-
mithaté az alabbi determinans segitségével:

Iz
A=—-11 T2 Y2 |, (22)
2
1 x3 w3

ahol (z1,v1), (w2, y2) és (x3,ys3) rendre a haromszog cstucsainak koordinatai az
oramutatd jarasaval ellenkezd koriiljarasi iranyt feltételezve. Egy haromszo-
gbn beliil felvett tetsz6leges pont koordinatainak fiiggvényében, a haromszog
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X, ¥y)

2.3. abra: Baricentrikus koordinatak abrézolasa 7]

csticsaival harom részharomszoget alkotva harom kiilénbozd teriiletfiiggvény
definidlhato. Ezek:

Lz oy 1L oowm 11 on
Alz— 1 T2 Yo ,AQZ— 1 =z Yy ,Agz— 1 T2 Yo ,(23)
2 2 2
I xs ys I x5 ys Lz y

ahol (z,y) a haromszogon beliil egy tetszdleges pont koordinatai. A részhé-
romszog és a teljes haromszog teriiletének ardnya rendre:

A,

A fenti Osszefiiggés nem més, mint a linearis csomoponti formafiiggvények |7,
10] leirasara hasznalhato formula:

Sok esetben sziikség van a csomoponti formafiiggvények x- és y-iranyok szerinti
parcidlis derivaltjaira. Ezek egyszeriien szamithatok elsérendid formafiiggveé-
nyek esetén az alabbiak szerint:

ON, Yo — Y3

L5 (2.6)
aa—]\; = 0,52 < ) (2.7)
% = 0,52, (2.8)
aa—]\y[? — 0,5 ;x:‘, (2.9)
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ON3 Y1 — Y2
— =0,/ 2.10
Ox ’ A (2.10)
8N3 To — X1
—=0,5 . 2.11

A haromszog felett felirhato formafiiggvényeket szemlllteti a 2.4 abra.

ylm] x[m]

ylm] x[m]

2.4. dbra: Haromszog feletti linearis csoméponti formafiiggvények

2.1.2.2. Elmenti formafiiggvény

Elmenti formafiiggvények alkalmazasa sziikséges olyan problémak esetén, me-
lyeknél a szimulacio eredményének leirasa csak vektorként lehetséges. Elmenti
formafiiggvények alkalmazasa esetén az ismeretlen értékek az éleken keriilnek
definidlasra, az eredmény vektora a szimulacio sikjaban talalhaté, nincs a szi-
mulécié sikjara meréleges komponense. Minden élmenti formafiiggvény értel-
mezett a teljes problématér felett, de mindegyik csak egy élhez tartozik, ezen
az ¢len a vonalmenti integraljanak értéke 1, minden mas élen nincs tangenci-
alis irdnyd komponense, tehat a vonalmenti integralja ezeken az éleken zérus.
Minden élmenti formafiiggvény csak azon az elemeken vesz fel zérustol kiilon-
b6z6 értéket, mely elemeknek tagja az adott él. Az élmenti formafiiggvények
alkalmazéasakor az élek iranyat a teljes tartomanyon definialni kell. Asszemb-
lalas sorédn ez a lépés nagy jelent&séggel bir, ugyanis azon éliranyok, melyek
az elemen az 6ramutatd jarasaval ellentétes koriiljarasi iranyt feltételezve ez-
zel a koriiljarasi irdnnyal ellenkezé iranytak, -1-szeres értékkel szamitanak.
Az élmenti formafiiggvényeket leir6 formuldk szarmaztathatok a csomoponti
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formafiiggvények formulaibol:

Wi(z,y) =1l - (NiVNy — No VN ) 4y, (2.12)
WQ(SL’, y) - lQ . (NQVN3 - NgVNQ) (52, (213)
W3(I, y) = l3 : (NgVNl - N1VN3) 53. (214)

A fenti Osszefiiggésekben W, magat az élmenti formafiiggvényt, [; az i-edik
él hosszat jelenti, o; értéke pedig 1 vagy -1, attol fiiggden, hogy az i-edik
él iranya megegyezik-e a koriiljarasi irannyal (lasd: 2.5 abra), V pedig az
ugynevezett nabla-operator, vagy nabla-vektor, jelentése: a%’a%’%) A

(Xg, ¥3)

(X, Y1)

2.5. dbra: Globalis éliranyok, és az elem koriiljarasi iranya

nabla-operator alkalmazésa egy skalarfiiggvényre a skalarfiiggvény gradiensét,
a nabla-operator és egy vektortér skalaris szorzata a vektortér divergencié-
jat, a nabla-operator és a vektortér vektoridlis szorzata a vektortér rotaciojat
eredményezi. Szamitasok soran sziikség van az élmenti formafiiggvények rota-
ciojara is, ezek

ONy ONy  ONy ON;
=2l — ) 2.1
v xWi ! ( dx Oy dx Oy > b (2.15)
8]\72 8N3 8N3 aNQ
=9 — 2.1
V x Wy =2l ( 5% 5y " oz Oy >62, (2.16)
ON3 ON;  ON; ON3
=92 — 2.1
V x Wy l3 ( Or ay I ay ) 3, ( 7)

alakban irhatok fel. A haromszogon értelmezhetd, a 2.4 abran lathat6 csomo-
ponti formafiiggvényekbdl szarmaztatott nulladrendd élmenti formafiiggvénye-
ket mutatja be a 2.6 abra.
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2.6. 4bra: Haromszogon értelmezett nulladrendi élmenti formafiiggvények

2.1.2.3. Interpolacié a formafiiggvények segitségével

A problématérre felirt egyenletrendszer megoldasa utdn a formafiiggvények
segitségével az eredmény a problématér tetszéleges pontjara kiszamithato in-
terpolacio segitségével [7,9,10]. Az interpolacié csomoponti formafiiggvények
esetén az

B(z,y) =) Bi Ni(z,) (2.18)

Osszefiiggés alapjan torténik, ahol E; az i-edik csomépontokban ismert érté-
ket, m pedig az elemre felirt formafiiggvények szamat jeloli. Ugyanez élmenti
formafiiggvények esetén

E(v.y) =Y Bi-Wi,y) (2.19)

alakban frhato fel.

A csomoponti formafiiggvények fokszama kozotti kiilonbséget az interpo-
lalt eredményen egy példan keresztiil mutatom be. A példa egy egydimenzids
probléma, egy sikkondenzator (lasd 2.7 abra). A kondenzator két fegyver-
zetének tavolsaga 1mm, az egyik foldpotencidlon van, a masik pedig 10 V
fesziiltségre van kapcsolva. A két fegyverzet kozott 0,001 % toltésstirtiséget
allitottam be. Az interpolacié kétdimenzios problémak esetén is egyszertien
bemutathaté. Legyenek egy haromszog elem csomépontjaira kiszamitott ér-
tékek rendre Fy, F5 illetve E5. Ekkor a linearis csomoponti formafiiggvények

10
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22 T T T 22

16,5 16,5
= =

s 11 > 11

5,5 5,5

0 . . . 0 . . .
0 0,25 0,5 0,75 1 0 0,25 0,5 0,75 1
x[mm] x[mm]

2.7. dbra: A szimulalt potencial értéke a két fegyverzet kozott elsé-(bal)
illetve harmadfoki(jobb) formafiiggvények alkalmazasa esetén

segitségével az interpolacié eredménye egy elem felett a 2.8 abran lathatoak
szerint alakul.

2.8. adbra: Interpolacio csomdponti formafiiggvények alkalmazisa esetén

Elmenti formafiiggvények alkalmazéasakor az interpolaciot szintén csak
egyetlen elemen mutatom be a 2.9 4bran. Az elem minden élére egysége-
sen 1-et adtam értékiil a haromszog koriiljarasi iranyanak megfelelGen, igy az
elem minden pontjaban egyszertien csak a formafiiggvények értékeinek Gsszege
az eredmény, ezaltal az interpolacié eredménye Orvényes jellegii. Ez az ered-
mény nem meglepd, hiszen egy elemrdl van sz6, igy minden éle megvélaszthato
ugy, hogy az irdnya a koriiljarasi irdnnyal megegyezzen, igy valoban 6rvényes
jellegtinek tekinthet6 a megoldas ebben az esetben.

A numerikus analizis eredményének pontositasara tobb modszer is létezik.
Ezek a kovetkezd:

o h-FEM: Végeselem-hélo finomitasaval torténé pontositas;
e p-FEM: A formafiiggvények fokszaméanak novelésével elért pontositas;

o hp-FEM: A h-FEM és a p-FEM modszer kombinaciojanak alkalmazasa.

11
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2.9. adbra: Interpolacio élmenti formafiiggvények alkalmazasa esetén

Munkém soran csak a h-FEM modszert alkalmaztam az elss- illetve nullad-

s

2.1.2.4. Gauss-kvadratiira

Az asszemblalés soran egy olyan probléma lép fel, hogy egy tetszéleges tar-
tomény felett magasabbrendd polinomok integraljanak a kiértékelésére van
sziikség. Vonal felett az integralok értéke még kdnnyen meghatarozhatd, ha-
romszog felett viszont a magasabbrendi polinomok integraldsa nehéz. Nume-
rikus integralasi modszerek [13] segitségével egyszertien kozelithets egy tet-
sz6leges polinom kiilonbézd tartomanyok felett értelmezett integralja. Ezek a
modszerek dltalaban egy referenciatartomany felett értelmezettek. Az altalam
hasznalt numerikus integralmodszer a Gauss-kvadratira [12], mely alkalmaza-
saval gyors és pontos eredményre lehet jutni. Egydimenzios esetben egy f (&)
polinom integrélja a [-1, 1] referenciatartomanyon:

/ OIS 3wl () (2.20)

tehat egy polinom egy tartomény feletti integralja kozelitheté a polinom jol
meghatarozott pontjaiban felvett értékeinek a silyozott Osszegével. Egy n
pontos Gauss-kvadratira pontos eredményt ad legfeljebb (2n + 1)-edfoki po-
linomok esetén. Egydimenziés szimulaciok soran egy tetszéleges elhelyezke-
dést elemet at kell transzformalni a [-1, 1| tartoméanyra, majd ott kell elvé-
gezni a szamitasokat. A [-1, 1] tartoméanyon felvett, az n pontos kvadratira
alkalmazésahoz sziikséges pontok az n-edfokt Legendre-polinom zérushelyei-
ként [13] allithatok els. Mivel munkam soran kizardlag linearis formafiiggve-
nyekkel foglalkoztam, ezért maximéalisan masodfokt polinomok integralasira
volt sziikségem, ebben az esetben elegend6 az n = 1 esetet alkalmazni, ami-
kor & = L:«z wo = 1 illetve & = —& wy = 1. Egy tetsz6leges egydimenzios
elem két végpontjanak koordinatdja legyen x; és xo. A transzformécio és az
elemen beliili, a Legendre-polinom zérushelyei altal meghatarozott pontok egy

12
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lépésben elGallithatok

1 To — I1 T+ T2

V3 2 2

15[)2—.1’1 1+ To

V3 2 2

(&) = , illetve z(&) = —
forméaban.

Kétdimenzios esetben, haromszog elem esetén a referenciatartomany a
(0,0), (0,1), (1,0) koordinataju pontok altal meghatarozott haromszog (lasd:
2.10 abra). Ekkor egy f(&, x) polinom integralja a referenciatartoményon:

1 1-¢ n
/0 /0 FEAXAE = S Wi (Enis o). (2.21)
=1

Az egydimenzios esethez hasonléan, a haromszoget szintén at kell transz-
formalni a referenciatartoményra, majd utdna kell elvégezni a szamitaso-

kat. Kétdimenzios esetben masodfokd polinom haromszog feletti integralja
=3 x1i=swi=738=3 X=32w =y, illetve £ = % x3 = 3 w3 = § he-
lyettesitési értékekkel szamithatok. Legyenek egy tetszéleges haromszog elem
csucsainak koordinatai rendre xy és y1, x5 és yo, valamint 3 és y3. Az elemen

beliil a behelyettesitési koordindtak meghatarozhatok
x; = &a+ b+ c, illetve x; =&d+ xie+c
Osszefliggés segitségével, ahol

a=1Ty—x1, d=1Yy— Y1,
b=x3—x1, e=1ys—uy,
c=x, f=wv.

0,1

(1/6, 2/3)

(1/6, 1/6) (213, 1/6)

v

0, 0) 1,0 §

2.10. dbra: Kétdimenzioés referenciatartomany és a behelyettesitési pontok

13
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2.1.3. Megoldas

A geometria az el6feldolgozas utan véges szamu diszkrét elembdl all. A megol-
daAz egyenletek elemekre torténd felirdsa soran a probléma jellegétdl fiiggGen
az egyenletrendszer egyiitthatoit egy vagy tobb maéatrixba kell szervezni. Az
egyiitthato-matrixok ilyen felépitése az asszemblélas folyamata. Az egyiittha-
tok szétvalasztasdnak dolgozatomban az idétartoméanybeli analizis targyalasa
soran lesz jelentGsége. A végeselemes szimulaciok soran felirt egyenletrendszer
altalanosan

Ku="b (2.22)

alakban frhato fel, ahol K az egyiitthatokat tartalmaz6 matrix, u az ismeret-
len vektor, b pedig a gerjesztést, illetve a peremfeltételeket tartalmazo vektor.
A K métrix i-edik sora az i-edik csomoépontra illetve élre felirt egyenlet. Az
1-edik sor csak olyan j-edik oszlopaban lesz nullatol kiilonbozé érték, amely
csomopontok illetve élek egy elemen taladlhatok az i-edikkel. Ennek kovetkez-
ményeképp a K matrix egy ritka, ugynevezett sparse matrix. A 2.11 &bran
egy ilyen ritka matrix lathat6. A métrix egy 3830x3830 méretli méatrix, mely-
nek Gsszesen 14668900 eleme van, de ennek csak toredékén, 26138 elemén vesz
fel nullatol kiilonbo6z6 értéket. Ez az altalanositott egyenlerendszer bonyolul-

0

958

1925

2873

3839

0 958 1925 2873 3839
Nemnulla elem: 26138

2.11. 4bra: Egyenletrendszer egyiitthatoibol 6sszedllo ritka matrix zérustol
kiilonb6z6 értékei

tabb problémak esetén, mint amilyen a dolgozatban kézolt id6tartomanybeli
analizis, tobb részbdl épithets csak fel. Az altalanos feladat megoldésa tehat:

u=K'b. (2.23)

A szimuléci6 soran ez a legkritikusabb, legidGigényesebb 1épés. Sok ismeretlen
esetén az inverz matrix kiszdmitasa idigényes, ezért bonyolultabb problémak

14



2.2. Elektroméagneses terek

esetén nem érdemes az egyenletrendszert ilyen dton megoldani. A szamitasi
id6 cstkkentésére természetesen léteznek kiilonbozo direkt és iterativ megoldési
sémak.

2.2. Elektromagneses terek

Az elektromagneses tereket leird Osszefliggd egyenletrendszert James Clerk
Mazwell [15,16] el6szor az 1865-ben megjelent A dynamical theory of the el-
ectromagnetic field cimi mivében kozolte. Ezek az egyenletek ma Mazwell-
egyenletek (2.24-2.27) néven kozismertek. Az Gsszefiiggéseket leird egyenletek
mar kordbban is 1éteztek Ampére, Faraday, és Gauss munkassaganak koszénhe-
t6en, de Mazwell volt az, aki észrevette, hogy ezek a térvények nem fiiggetlenek
egymastol, és megalkotta a térjellemzdket leird Gsszefiiggd egyenletrendszert.
Ez az egyenletrendszer 6sszesen 20 egyenletbdl allt, kés6bb Oliver Heaviside
volt az a tudods, aki a vektoranalizis fogalmanak bevezetésével ezt a rengeteg
Osszefiiggést négy egyenletre redukalta négy valtozoval.

2.2.1. Maxwell-egyenletek altalanos alakjai

Az egyenleteknek létezik mind integralis, mind differencialis alakja [17-20]. A
két alak kozott fizikai kiilonbség nincs, viszont a differencialis alak végeselem-
modszerhez torténd illesztése sokkal kényelmesebb. A Mazwell-egyenletek in-
tegralis alakja a tér tetszéleges r pontjaban, tetszéleges t idGpillanatban az
aldbbiak szerint alakul:

H(r t)-dl = r, OD(r,t) -dA, (2.24)
7{ ) dl /A<J( y 4 2P t))

ot

]{E(r,t) -dl = —%/AB(r,t) -dA, (2.25)

f{ B(r,t)-dA =0, (2.26)

}{ D(r.t) dA — / (2.27)

ahol H = H(r,t) [2] a magneses térerdsség, J = J(r,1) | az aramsfir-
ség, D = D(nt) [%} az elektromos eltolas, E = E(r,t) az elektromos
térerdsség, B = B(r,t) [%} a magneses indukcio, p = p(r,t) [%} pedig a
toltésstirtiség. Az integralasi valtozok I, A, V rendre a vonal, feliilet és térfo-
gat szerint integralt jelentik. A (2.24) Osszefiiggés az Ampére-féle gerjesztési
torvény, a (2.25) Osszefliggés a Faraday-féle indukcids torvény, a (2.26) Ossze-
fiiggés a magneses Gauss-torvény, a (2.27) dsszefiiggés pedig az elektrosztatika
Gauss-torvénye.

Az egyes kozegek elektromos és mégneses tulajdonséggal birnak, ezen tulaj-
donsagok alapjén felirhatok az tigynevezett konstittcios relaciok. Ezek linearis
izotrop kozegben az alabbi alakban irhatok le:

B = pop. H, (2.28)

1
i)
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D =cpe,. E, (2.29)
J=0(E+E), (2.30)

ahol py a vakuum permeabilitasa 4m - 1077 [%] értékkel, p, a kozegre jellemz§
relativ permeabilitas, £y a vikuum permittivitdsa 8,854-107'% [L] értékkel, e,
a kozegre jellemz§ relativ permittivitas, o a kozeg vezetSképessége, Ep pedig
az ugynevezett beiktatott térerGsség.

A Mazwell-egyenletek integralis alakjabol levezethets a differenciélis alak.
Ehhez a (2.24) és (2.25) egyenletek bal oldalan a Stokes-tétel(2.31), a (2.26)
és (2.27) egyenletek bal oldalan pedig a Gauss-Osztrogradszkij-tétel(2.32) al-
kalmazasa sziikséges. A fenti tételek:

%v-dl:/va-dA, (2.31)
! A

illetve:

j{'v-dA:/Vw)dV, (2.32)
A v

ahol v tetszéleges vektor-vektor fliggvény. A tételek alkalmazéisa utén az
egyenletek mindkét oldalan ugyanazon valtozé szerinti integralok lesznek, ezen
integralok elhagyhatok. A Mazwell-egyenletek differencialis alakja tehat:

oD

0B
V-B=0, (2.35)
V.D=p. (2.36)

Radiofrekvencids problémak esetén fontos lehet a frekvenciatartoménybeli és
az id6tartomanybeli viselkedés kiilon vizsgalata. A Mazwell-egyenletek frek-
venciatartoménybeli alakja felirhato az idGtartoménybeli alak alapjan, az id6
szerinti differencidlas a mérndki gyakorlatban jw-val térténd szorzassal helyet-
tesithetd, ahol j a képzetes egység, w pedig a korfrekvencia.

Az egyenletrendszert sziikséges kiegésziteni a kdzeghatarokon torténd visel-
kedéssel, a peremfeltételekkel. Ezek a feltételeket a kozeghatarokon az alabbi

Hxn=K, (2.37)
B -n=0, (2.38)
E xn=0, (2.39)
D -n=19, (2.40)
Osszefiiggések irjak le, ahol n a kozeghatar feliiletének norméalvektora, K [%]

a feliileti aramstriiség, [%] pedig a feliileti toltésstiriség. Ez annyit jelent,
hogy amennyiben nem folyik a feliileten aram, illetve nincs a feliileten toltés,
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a kozeghatarokon méagneses és az elektromos térerésség tangencialis (érintd
iranyu) komponense folytonos, mig a magneses indukci6 és az elektromos elto-
las normalis (feliiletre merdleges) iranyta komponense folytonos. Elektromosan
tokéletesen vezetének tekinthetd feliileten az elektromos térerésségnek csak
normélis irdnyd komponense van.

Végeselem-modszer alkalmazasakor a tengelyesen szimmetrikus, valamint
forgasszimmetrikus geometriak esetén a modell egyszertsitével lehet élni. Ek-
kor a szimmetriasikot reprezentald peremekre kiilon peremfeltételek vonat-
koznak. A szimmetriatengelyen a szimmetria jellegétsl fiiggéen a peremen
az elektromos térerdsség vektorara két kikotést lehet tenni (lasd: 2.12 abra).
Amennyiben a gerjesztések aramainak irdnya valoban egymas tiikorképeként
irhato le, gy az elektromos térerésségnek a szimmetriaperemen csak tangen-
cidlis, mig amennyiben ellentétes az aramok irdnya, gy csak normalis iranyu
komponense van.

2.12. 4bra: Tényleges, illetve moédositott szimmetriaperem hatasa az
elektromos térerGsség vektorara

Elektrosztatika és magnetosztatika problémak esetén az elsG illetve mé-
sodik Mazwell-egyenletben taldlhaté idGszerinti derivaltaknak nincs jelentd-
ségiik. Alacsonyfrekvencids problémak esetén a (2.33) egyenletben taldlhato
derivalt tag tovabbra is elhanyagolhato, mig a (2.34) egyenletben talalhato tag
az Orvényaramokért lesz felelgs. A frekvencia novelésével egyre nagyobb sze-
rephez jut az els6 egyenletben talalhato %—? tag, az ugynevezett eltolasi dram-
siriség. Ezen okokbdl kiilonboz6 Gsszefiiggésekkel célszeri leirni az alacsony
és a nagyfrekvencias problémakat. Radiofrekvencidas problémék esetén bar a
Mazwell-egyenletek egyszeriisitésével nem lehet élni, a gyakorlatban elgfordulé
problémék tébbségében a térerdsségek kis értékei miatt a kézegek nemlineéris
viselkedését figyelmen kiviil lehet hagyni.

2.2.2. A frekvenciatartomanybeli hullAmegyenlet

A radiofrekvencias problémak vazlatat mutatja a 2.13 adbra. Az els6 (2.33)
illetve méasodik (2.34) Mazwell-egyenlet differencialis alakja frekvenciatarto-
manyban [8,21] az alabbiak szerint alakul:

VxH=J+jwD, (2.41)
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2.13. 4bra: Radiofrekvencias problémak altalanositva

V x E = —jwB. (2.42)
A fenti egyenletekbe behelyettesitve a konstiticios relaciokat ((2.28) és (2.29)):
VxH=J+jweE, (2.43)

VxE=-jwuH, (2.44)

ahol u = pour, illetve € = gpe,.. A (2.44) Gsszefiiggésbdl kifejezve H-t, majd
behelyettesitve (2.43) egyenletbe

1
V x (—,—V X E) =J + jweE (2.45)
Jwi
kifejezésre lehet jutni. A kifejezést E-re rendezve a
1
Vx(—VxE)—%&E:ﬂ%%J (2.46)
fir

Osszefiiggés kaphato, ahol
ko = W4/ HUo€o (247)

a szabadtéri hullamszam,

Zy = \/? = 1207 [Q)] (2.48)

pedig a vakuum hullimimpedanciaja. A (2.46) Gsszefiiggés az elektromos hul-
lamegyenlet.
Az elektromos térerGsségnek tokéletes vezetének tekinthets feliileten

nxE=0 (2.49)

peremfeltételt kell kielégitenie. Az elektromos tér forrdsatol végtelen tavolsagra
E-nek ki kell elégitenie az ugynevezett Sommerfeld-féle sugarzasi feltételt 8],
amely az alabbi

lim r [V x E + jkgn x E] =0 (2.50)

r—00
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formulaval irhato le. Itt r az elektromos tér forrasatol szamitott tavolsag,
n pedig a végtelen tavolinak tekintett peremen a kifelé mutatoé normélvektor.
Mivel végeselem-modszert hasznélva a szdmitani kivant problématér nem lehet
végtelen nagy, a feladatot véges térben kell elhelyezni. Ekkor a feladat kiilsG
peremét idedlis ataresztd/elnyeld peremnek kell megvéalasztani, hogy a szimu-
lalt elektromos tér ezen ne szenvedjen reflexiot. FEzt azonban gyakorlatban
megvalositani lehetetlen, ehelyett egy kozelitéssel [8] kell élni:

nXxXVxE+jknxnxExQO, (2.51)

mely Gsszefiiggés teljesen analog a Sommerfeld sugarzasi feltétellel(2.50), csak
a fenti Osszefiiggésben n a szamitani kivant geometria kiils§ peremének kifelé
mutaté normalvektora.

A frekvenciatartomanybeli analizis sordn a frekvenciat, mint bemeneti pa-
ramétert hasznalva kell az elektromos teret meghatarozni. Az eredmény vi-
szont csak egy adott frekvencian érvényes, a legtobb antennaanalizis soran
érdekes az antenna karakterisztikaja szélesebb frekvenciatartomanyban is. Ez
igen idGigényes lehet keskeny- és szélessavi antenndk esetén is. A gyakorlat-
ban a legtobbszor elegendd egy eszkoz frekvenciatartomanybeli viselkedésének
meghatarozasa.

2.2.3. Az idétartomanybeli hullAmegyenlet

Az els6 két Mazwell-egyenlet idGtartomanybeli alakja [8,21]

VxH:J+aE+5%—?, (2.52)
OH

formaban irhato fel, ahol o az elektromos vezetSképességet jeloli. A 2.52 Gssze-
fiiggésben szerepld o E tag kiilon kezelésére sziikség van idGtartomanybeli ana-
lizis soran, ugyanis a gerjesztés nem vezetd anyagban talalhato, a szimuléaciot
elvégezve sem folyik aram a vezet6é kozegekben, hanem azok tgy torzitjak a
teret, mintha az aramelemmel érintkezd vezetGk arammal atjartak lennének.
Ennek koszonhetSen a jol vezetd kozegekben nem sziikséges elvégezni a szi-
mulaciot, elegendd a feliiletét tokéletesen vezets feliiletnek megvélasztani, a
szimulaci6 eredményét ez a dontés gyakorlatilag nem véltoztatja meg, viszont
igy jelentGsen csokkenthetd az ismeretlenek szama. A maéasik oka a oF tag
kiilon kezelésének, hogy idétartoményban nincs lehetéség a komplex permitti-
vitas kezelésére. A (2.53) Osszefiiggés rotacioja:

V x (lV X E) = —QV x H. (2.54)
14 ot

A fenti Osszefiiggésben V x H helyére (2.52) jobb oldalat behelyettesitve

1 0 OF
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alakra lehet jutni, amelyben felbontva a zarojelet, valamint atrendezve a kife-
jezést megkaphato a hullaimegyenlet id6tartomanybeli alakja:

O*E OF 1 o0J

Tokéletes vezetd feliiletén az elektromos térersségre érvényes peremfeltétel
megegyezik az el6z6 fejezetben kozolt (2.49) Osszefiiggéssel, illetve a (2.51)
Osszefiiggeés idGtartomanyban [8] modosul

1
nx(—VxE)%—YOnx(nxa—E)%O (2.57)
Ho ot

alakra, ahol Yy a vikuum hullaimadmittanciaja.

Az id6tartomanybeli analizis soran a szimulacid bemenete egy el6re de-
finidlt tetszéleges jelalak. Ebbdl kovetkezik, hogy a frekvenciatartomannyal
ellentétben, a szimulacié soran tetszéleges spektruma bemeneti jel altal ger-
jesztett tér hatarozhatd meg. Tranziens analizis csak idétartomanyban valosit-
haté meg. Az idGtartoméanybeli analizis hatranya, hogy egy szimulacié soran
rengeteg idGlépésben kell elvégezni a 2.23 Gsszefiiggésben kozolt miveletet, ki-
értékelhets eredményig ez a folyamat hosszadalmas lehet.
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3. fejezet

TERSZIMULACIO
VEGESELEM-MODSZERREL

A fejezetben az id6- és frekvenciatartomanybeli végeselemes szimulacié 1épései-
nek részletes targyalésa talalhato. A hulldimegyenletekbdl kiindulva levezetésre
keriilnek a problémakat leiré gyenge alakok. Bemutatésra keriil a moédszer imp-
lementalasanak menete, azok tesztelése egy- illetve kétdimenzioés problémakon.
A tesztfeladatok bemutatasakor a szimulaciok validalasa, amennyiben lehet-
séges, jol ismert analitikus Osszefiiggések altal kiszamithato értékekkel torténd
Osszehasonlitassal torténik. Minden végeselemhalot GMSH [4] szoftver segitsé-
gével készitettem el, a végeselem modszer tovabbi lépéseit pedig Matlab |[5,22]
kérnyezetben valésitottam meg.

3.1. Frekvenciatartomanybeli analizis

Frekvenciatartomanybeli analizis sordn a bemeneteti paraméter egy korfrek-
vencia érték, a megoldas pedig minden egyes csomoépontban az elektromos
térergsség komplex csicsértéke. A kiszamitott komplex csicsérték egyszertien
atszamithato id6tartoméanybeli alakra.

3.1.1. Gyenge alak

A frekvenciatartomanybeli hullamegyenlet a kordbbiak soran targyalt (2.46)
Osszefiiggés. A sulyozott maradék elvének megfelelGen a végeselem-modszer
alkalmazasahoz a hullamegyenlet mindkét oldalat meg kell szorozni egy tetszo-
leges T sulyfiiggvénnyel, valamint integralni kell a teljes tartomanyon [7-10]:

1
—/T-(Vx—><E>dV+/T-kgz—:rEdV:/T-jw,qudV. (3.1)
v Mo Vv Vv

A fenti Osszefiiggésben az elsG integral irany szerinti kétszeres derivaltat tar-
talmaz, megoldasa nem célravezets. Vektoralgebrai azonossagok alkalmazéisa
segitségével azonban a (3.1) egyenlet egyszertibb alakra hozhato. Ismeretes,

hogy:
V.- (AxB)=B-VxA-A-VxB, (3.2)
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3.1. Frekvenciatartomanybeli analizis

érvényes barmely tetszéleges A illetve B vektor értéki fiiggvényre. A (3.2)
Osszefiiggésben A =T és B = iv x E helyettesitéssel élve:

1

T-Vx (iv XE) = (VxT)-
L

" (VXE)—V[TX (ivXE)] (3.3)

fir

Visszahelyettesitve (3.1) elsd integraljaba, az integral felirhato

/‘/T.(inxE)dV:/‘/V[Tx(iVxE)]dV .

——/(VxT)-%(VxE)dV

alakban. Lathato, hogy a jobb oldal els§ tagjaban egy fliggvény divergenci-
ajanak térfogat szerinti integralja talalhato, ez atalakithato a (2.32) Gauss-
Osztrogradszkij-tétel segitségével. Az atalakitas utan a jobb oldal elsé tagja:

/VV- {Tx (ivXE)}dvzﬁn- [Tx (iVXE)} dA. (3.5)

A fenti atalakitasokat felhasznalva, illetve a Sommerfeld sugarzasi feltétel frek-
venciatartomanybeli kozelitését alkalmazva (2.51), az eredeti Gsszefiiggés (3.1):

1
/(VXT)-—(VXE) dV—/T-k:SerEdV—
\%4 1%

T

_74 (nxT).iwxE)dA+jkof(nxT).(vXE)dA: (3.6)

T

:/T-jk:OZOJ av,
1%

alakra hozhat6, ahol a harmadik integrdlban a tv index a tokéletes vezetd
feliiletét jelenti. Ez az Osszefiiggés mar nem tartalmaz irdny szerinti masodik
derivaltakat. A (3.6) formula a frekvenciatartomanybeli analizis gyenge alakja.
A T silyfiggvényt a Galjorkin-eljarasnak megfelelGen a formafiiggvénynek
megvalasztva lehet a végeselem-modszer technikajihoz eljutni.

A végeselemes analizis végrehajtédsahoz fel kell irni a gyenge alak alapjan az
egyenletrendszert matrixos alakban [8]. Ez a frekvenciatartoménybeli analizis
soran (2.22) alakjaban felirva:

j=1

ahol m a csomoépontok szama,

1
v fr (3.8)
+jkoj§(n X T))- (n x T;) d4,
A
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illetve
b, = / T, jkoZyJ dAV. (3.9)
v

Az egyenletrendszer egyiitthatoinak megallapitdsa utan az eredmény (2.23)
alapjan mar egyértelmiien szamithatd. A (3.8) dsszefliggésben a feliileti kor-
integralt értelemszertien csak a tokéletesen atereszté feliiletre kell felirni. Fz
a legt6bb szimulacio sordn levegében talalhatd, ellenkezd esetben az adott ko-
zegre érvényes hullaimszammal kell szamolni, ami:

k = kov/lrEp. (3.10)

3.1.1.1. Implementacié 1D probléma esetén

A linearis csomoponti formafiiggvények skalaris mennyiségek, igy a (3.8) Gssze-
fliggésben az integral elsé tagjdban a rotacidé képzés helyett a formafiigg-
vény gradiensét kell képezni, igy ez két nulladfokt Osszefiiggés szorzataval lesz
egyenld. Egy konstans fiiggvény integralja egy szakasz felett a szakasz hossza-
val torténg szorzassal helyettesithetd. Az integral mésodik tagja két elséfoku
Osszefiiggés szorzata, az eredmény masodfoki, az integralas egyszertisithetd
a Gauss-kvadratira (2.20) segitségével. A peremfeltételekért felelGs integralt
kiilon mutatom be, mivel azok realizilasa egy végeselem-modszert alkalmazo
szimulaci6 soran is kiilon torténik. A peremfeltételeket az idGtartoménybeli
analizis targyalasakor is kiilon mutatom be. A fentieket figyelembe véve az
elemekre érvényes (3.8) elemmatrix Osszefiiggése

ON

K. (2] o [ M)

elem 9Ny Ox ox
Ho o

» % | Ni&) | , ,
_kog’“;w’{wfn} [ (&) NM])Z

alakra hozhato, ahol | az elem hossza. Ennek eredménye egy 2x2-es matrix,
mely elemeit a csomoépontok sorszaméanak megfelelGek hozza kell adni a K
egylitthato-matrix megfeleld elemeihez. Ha az elemhez tartozdé csomopontok
sorszama a illetve b, akkor az asszemblalas ezen lépésénél a K matrix elemei
az alabbiak szerint modosulnak:

(3.11)

K(a7a> +Kelem<]-71> K(CL, b)+Kelem<172)
: : . (3.12)
K(b, CL) + Ke[em(Q, 1) cee K(b, b) + Kelem(27 2)

A b vektort definiald (3.9) sszefiiggésben nem szerepelnek a formafiigg-
vények szorzatai, az integrandus tehat konstans. Ezt a tényt felhasznalva b
vektor egy elemre felirhato

betem = ikoZo { | ] 1/2 (3.13)
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alakban. A fent bemutatott modhoz hasonldéan b vektor is felépithets az ele-
mekre felirhaté b, vektorok segitségével. Azokon a csomopontokon, ahol
nincs definidlva aram, J értéke értelemszerten 0.

Az elektromosan tokéletesen vezets feliillet Dirichlet-peremet jelent.
Amennyiben a tokéletesen vezets feliilet sorszama i, az egyenletrendszer i-edik
egyenletében el kell irni, hogy az i-edik csomopontban az eredmény értéke 0.
A tokeéletesen elnyels peremfeltétel Neumann-peremfeltétel. A (3.8) sszefiig-
gésben a vonalmenti integral felel6s a peremfeltételért. Mivel ez a perem egy
csomopont, az integrandus értéke 1. Amennyiben az elnyel6 peremen talalhato
csomopont sorszama ¢, akkor a peremfeltétel implementalhato tgy, hogy a K
featlojanak i-edik eleméhez kell asszemblalni jko értékét.

3.1.1.2. Implementacié 2D probléma esetén

Kétdimenzios probléma esetén a formafiiggvények lehetnek skalar értéki cso-
moponti illetve vektor értéki élmenti formafiiggvények is, attol fliggéen, hogy
a forrds araméanak irdnya meréleges a szimulacio sikjara, vagy a szimulacio
sikjaban folyik. Csomoponti formafiiggvények alkalmazasa esetén az elemekre
felirhato matrix illetve vektor (3.11) és (3.13) Osszefiiggéshez hasonlo moédon
definidlhato6. Ezek alakja:

ANy

Koom =4 — [ | 2% | pom om oy

o F5) ) d 8
fo N3 v v v

oz
3
ONs | [ Ny oNa Ny g2 .
+ | By [ o0 o oy } kO&?TE w; (3.14)
i=1

N1(&, xi)
N (&, X3) '[N1(€i7Xi) Na (&, xi) N3(§z'7Xi)] A
N3 (&, xi)

illetve

1
betem = jkoZoJ | 1 | A/3. (3.15)
1

A tokéletesen vezetd feliillet megvaldsitasa az egydimenzios esetnél targyalt-
tal analég modon torténik. A tokéletesen elnyeld feliillet megvaldsitasa esetén
szitkség van a peremen talalhato élekre. FEzeken az éleken a (3.8) Osszefiig-
gésben talalhato feliileti integralt kell kiszdmitani, amely egy egydimenzids
problémaként kezelhetd, mivel csak az élekre torténik a szamitas.

Elmenti formafiiggvények alkalmazasa esetén az implementéacio eddigiekt6l
eltér6 modon torténik. Jelen esetben a formafiiggvényeknek x- és y-irdnya
komponense is 1étezik, viszont a rotacié képzés eredménye csak egy kompo-
nenst. Figyelembe véve, hogy (2.12)-(2.14) sszefiiggések a Gauss-kvadratira
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alapjan szamitott N(&;, y;) értékek segitségével hatarozhatok meg, (3.8) egy
elemre felirva:

1 V x W,
Kaem=4— | VXxWy | - [VxW; VxW, VxW;]-
Ho 7 x Wy
3 Wi(z)
—kger Y wi | | Walx) | - [ Wilz) Walz) Ws(x) | + (3.16)
i=1 W3(z)
Wi(y) |
+ | Waly) | - [ Wily) Waly) Wily) || ¢ A
W(y) i

A b vektort definialo (3.9) osszefiiggésben nem szerepelnek a formafiiggvények
szorzatai, az élmenti formafiiggvények integralja a hozza tartoz6 él mentén
pedig egységnyi. A fentiek alapjan, (3.15) Osszefiiggés alakja jelen esetben:

1
belem - JkoZoJ 1 A (317)
1

A tokéletesen vezetd feliilet beallitasa élmenti formafiiggvények esetén a
formafiiggvények alapvets tulajdonsagait kell figyelembe venni. Elektromosan
tokéletesen vezetd feliileten (2.49) alapjan az elektromos térerésségnek csak
normaélis irdnyd komponense van. Mivel egy elem i-edik élén csak az i-edik
formafiiggvénynek van tangencialis iranyi komponense (lasd: 2.6 abra), ezért
csak a peremen talalhato élekhez tartozo ismeretleneket kell nullaval egyenlévé
tenni. Tokéletesen elnyel perem beallitasa (3.8) alapjan K egyiitthato-matrix
féatlojanak a peremet talalhato értékeihez jkolo értéknek asszemblilasaval tor-
ténik, ahol 0 az él és a koriiljarasi irany altal meghatarozott +1-es szorzo. A
gerjesztés sok esetben csak az élek mentén értelmezett, ekkor (3.17) Gssze-
fliggésben A-val torténé szorzas helyett csak az élek hosszaval sziikséges a
szamitasokat elvégezni.

3.1.2. 1D problémak a frekvenciatartomanyban
3.1.2.1. Végtelen féltér probléma

Az els6 bemutatott példa az tgynevezett végtelen féltér probléma (lasd: 3.1
abra), melynél elektromosan tokéletes vezets feliilet szeli ketté az egydimenzios
teret. ToOkéletes vezet6ben elektromos térerésség nem alakul ki, ezért nem is
haladhat at rajta, tehéat a teljes elektromos hullamot reflektalja. Mivel a jel a
reflexio soran 180 fokos fazistolast szenved (tapvonalelméleti szempontbol ez
rovidzarral torténd lezarast jelent), ezért ha fél hullamhossz egész szamu tobb-
szorose a tavolsag a vezets és a sugarzd kozott, a sugarzo tiloldalara a halado
és a reflektalt hullam ellentétes fazisban érkezik, teljes kioltas tapasztalhato.
Amennyiben a sugarzé és a tokéletes vezets kozotti tavolsag a hullamhossz
negyede plusz a hullamhossz felének egész szamu tobbszordse, teljes erdsités
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Ho, €0

Y

3.1. abra: Végtelen féltér probléma

varhatd. A sugérzd és a tokéletes vezetd feliilet kozott a teljes reflexio miatt
allohullamok alakulnak ki. A szimulacié eredménye minden csomopontban az
elektromos térerdsség komplex csiucsértékét adja meg, az elektromos térerds-
ség abszolutértékét és fazisat kiilon dbran mutatom be. Amennyiben nincs
jelen egy tokéletesen vezetd feliilet, egydimenzios probléma esetén az elekt-
romos térersség abszolutértéke konstans, a fazisa pedig linearisan véltozik a
forrastol valo tavolsag fiiggvényében. Erdekesség, hogy egydimenzioban nincs
szabadtéri csillapitas, mivel a hullam nem tud szétteriilni minden iranyba,
ennek koszonhetGen egydimenzios szimulaciokkal kivaléan be lehet mutatni
tapvonalelméleti feladatokat. Egydimenzids szimulacié soran a geometria csak
egyenes vonal lehet. A vonal hossza jelen esetben 3 m, x=0 m-nél tokéletes
elnyel§ feliilet, =1 m-nél egy 1 cm szélességii antenna, x=2 m-nél pedig t6-
kéletes vezetd feliilet taldlhatd. Az elsé szimulacié egy 150 MHz frekvenciaju
jellel tortént, melynek hullaimhossza A = 2 m. A hullaimhossz a sugarzo és a
tokéletes vezet feliilet tavolsdganak kétszerese, ezért kioltas varhatd. A 3.2
abran lathato a végtelen féltér probléma megoldasa. A bal oldali abran lat-

0,05 b

0,0375 /2

0,025

®@[rad]
(=]

E[V/m]

0,0125 -m/2

0 L
0 0,75 1,5 2,25 3 0 0,75 1,5 2,25 3
x[m] x[m]

3.2. 4bra: Az elektromos térerGsség abszolutértéke és fazisa 150 MHz
frekvencian

hato egyrészt, hogy az antennatol balra az elektromos térerdsség értéke kozel
0, masrészt pedig szaggatottan lathato a vezetd fal nélkiili szimulacié eredmé-
nye. A nem 0 érték annak koszonhetd, hogy az antenna a szimulacioé soran
nem végteleniil vékonyként lett beallitva. A jobb oldali Abran lathato az elekt-
romos térerdsség fazisa. Az antenna és a tokéletes vezets feliilet kozott a fazis
értéke allando. Ez annyit jelent, hogy azon a tartomanyon minden pont azonos

26



3.1. Frekvenciatartomanybeli analizis

fazisban van, tehat allohullam alakult ki. A kialakult allohullamot abréazolja
a 3.3 dbra. Az abra az idGtartomanybeli eredmény képének egy peridédusra
felvett tobb id6lépését mutatja. A problémat 225 MHz frekvencidji bemeneti

0,05

0,025 |

E[V/m]
o

-0,025

-0,05

0 0,75 1,5 2,25 3
x[m]

3.3. 4bra: Kialakult allohullam

jellel vizsgalva az eredmény lényegesen eltér a kordbbiaktol. A 225 MHz frek-
venciaju elektromégneses hullim szabadtéri hullamhossza % m. Az antenna
sikjaAban reflektalt hullam a halad6 hullimmal azonos fazisban talalkozik, te-
hat a két jel szuperpozicidja halad tovdbb. A szimulacié eredményét mutatja

a 3.4 abra.

0,05 T - - T

0,0375 /2
E T

5 0,025 20
= )

00125 - w2

0 - s ‘ ‘
0 0.75 L5 2,25 3 0 0,75 L5 2,25 3
x[m] x[m]

3.4. abra: Az elektromos térerésség abszolutértéke és fazisa 225 MHz
frekvencian

Osszehasonlitva az eredményt a 3.4 abran szaggatott vonallal bejelolt
reflektalo fal nélkiili eredménnyel, az elnyel§ perem felé haladé hullam abszo-
lutértéke pontosan annak kétszerese, tehat valoban osszeadddott és valoban
azonos fazisban talalkozott a haladd és a reflektalt hullam. A fazisdbran jol
lathato az allohullam és a haladéhullam helye a térben. A hullam terjedése
fél periodusidé alatt a 3.5 abran lathato.
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0,05

2,25 3

3.5. abra: A hullam terjedésének illusztracioja

3.1.2.2. Leveg6tol eltér6 kozeg hatasa

Az elektromagneses hullamok kiilonb6z6 permittivitassal és permeabilitassal
rendelkezé anyagokban més sebességgel terjednek, a hullimhosszuk valtozik.
Ha ) jeloli a hullamhosszt vikuumban, akkor a hullimhossz a kézegben [23]:

Ao
VrEr
Amennyiben p, és e, hanyadosa nem egyezik meg egymast hatarol6é kozegek-
ben, akkor a kozeghatéron az elektromégneses hullam reflexi6t szenved. Ha a

kozeghatarra merdGlegesen haladé hullam Z,, hullAmimpedanciaju kozegb6l a
Zy, hullamimpedanciaju kozegbe tart, a reflexio értéke [23]

A= (3.18)

Zo, — Zo
r=>-% "0 3.19
Zo. 70, (3.19)

képlet alapjan szamolhato. A szimulicié eredménye alapjan az allohullam-
arany megallapitasa lényegesen egyszertibb. Ez a kialakult allohullamon a ma-
ximalis és a minimalis térerGsség hanyadosa, de szamithato a reflexiotényezé
ismeretében is:

_Emam . ]-+|F|
 Epin 1T

(3.20)

ahol E,,,, = max, |E| és E,,;, = min, |E|. A geometria most 5 méter hossz,
a bal perem tokéletesen ateresztG/elnyel6 perem, 1 méternél talalhato egy su-
garz6 a levegSben, 4 métertGl 5 méterig pedig egy leveg6tsl eltéré paraméte-
rekkel rendelkezd kozeg talalhato (lasd: 3.6 abra).

A geometria végén most egy leveg6tdl eltéré kozegben van a tokéletes el-
nyeld feliilet. A gerjesztés frekvencidja most 300 MHz lesz az egyszert szamita-
sok érdekében. A kozeg relativ permittivitasa e, = 13, relativ permeabilitésa

1[m]

ben (3.18) alapjén a hullamhossz —=:

~ 0,138 m, a reflexiotényezé pedig
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3.6. abra: Eltérs tulajdonsagt kozegek vizsgalatara alkalmazott geometria

ES _
(3.19) alapjan 14312%[9] 1207l -0,286. A szimuléci6 eredményét mutatja
L 1207[Q] +1207[€)]
a 3.7 dbra. A szimulaci6 eredményének abszoliutértékérsl lehet leolvasni a
szimulacioban létrejové reflexié mértékét. A 3.7 abran lathaté a maximaélis

és minimalis térerdsség helye. A szimulacié alapjan E,.,. = 0,0242 %, illetve

0,03 , " " T
0,0225 /2
g g
5 0,015 £ 0
=]
0,0075 -1/2
o ‘ ‘ ‘ - ‘ ‘ ‘
0 1,25 2,5 3,75 5 0 1,25 2,5 3,75 5
xlin] x[m]

3.7. abra: A szimulaci6 eredményének abszolutértéke és fazisa

E,... =0,0134 % E két értékbdl szamithato (3.20) alapjan az allohullamarany
értéke, ami 1,806-ra adodik, igy kiszamithato a reflexiotényezd abszolutértéke,
ami 0,286. Ez az érték tokéletesen megegyezik a korabbi szamitasokkal. A jobb
oldalon talalhato kézegben a hullamhossz értékét a fazisabrarol lehet konnye-
dén leolvasni. Az abran a fligg6leges vonalak természetesen nem ugrasok a
fazisban, csak korbeér a fazisvektor, tehat a fiigg6leges vonalak tavolsagaval
kénnyedén kiszamithatéd a hullamhossz. Levegében ez az érték természetesen
1 m, a jobb oldali kézegben pedig 0,14 m, ami a szamitott értéknek kielégitd
kozelitése.

3.1.3. 2D problémak a frekvenciatartomanyban

Kétdimenzios szimulaciok esetén a reflexio és a megvaltozott hullimhossz csak
kevésbé komplex problémék esetén hatarozhaté meg egyszertien. Ezen okbol
kifolyolag olyan problémak szerepelnek ebben az alfejezetben, melyeknek léte-
zik analitikus megoldasuk, vagy jol ismert a viselkedésiik.
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3.1.3.1. Csétapvonal

A négyszogletes csétapvonalak a mikrohullamu technika alapvetd épitGelemei.
A tapvonal falanak anyaga elektromosan jo vezetSképességgel rendelkezik, ez-
altal az elektromégneses tér nem hatol at rajta, hanem arrol reflektalodik, igy
a tapvonalon beliil terjed kis veszteséggel. A csGtapvonalon hullamterjedési
kozeg (dielektrikum) a legtobb esetben levegs, viszont egy adott frekvenciara
magasabb permittivitasu dielektrikum mellett kisebb méretd csétapvonal is
méretezhets, azonban ebben az esetben tapvonal vesztesége megnd. Kozis-
mert, hogy a csGtapvonalon beliil az elektromégneses tér hullamhossza nem
egyezik meg a szabadtéri hullamhosszal [23,24]. Levegd dielektrikumban ez a
megvaltozott hullamhossz a

(3.21)

képlet alapjan szamithato, ahol A\ a szabadtéri hullimhossz, A, pedig a cs6-
tapvonal hatarhullaimhossza, melynél nagyobb hulldimhosszisagu jel tisztan
képzetes permittivitast dielektrikummal talalkozik, nagy csillapitast szenved.
A hatarhullamhossz szamitésa a

A = 2 (3.22)

2 2
(2)+ ()

Osszefiiggés alapjan lehetséges, ahol m és n a csétapvonalban terjedd hullam

modusat jelolik, a és b pedig a téglalap keresztmetszet csGtapvonal oldalainak

hossza.

A szimuléci6 alapjat képz§ probléma geometridja a 3.8 abran lathato. A
tapvonal zart végén folyamatos kiszélesedés oka az, hogy igy a zéart végrol ref-
lektalodo hullam altal okozott allohullaimaranyt nagyobb frekvenciatartomany-
ban kozel allandora lehet kényszeriteni. A nyitott végl csGtapvonal szélessége
a =0,1 m. Mivel kétdimenziés modellr6l van sz6, a sikra merdGlegesen nem ala-
kul ki modus, igy a T'F1y modushoz tartozé hatarhullamhossz (3.22) alapjan
0,2 m. Ez miniméalisan 1,5 GHz frekvenciat jelent. A tapvonal fala a szimula-

3.8. dbra: A szimulacié alapjat képzé cs6tapvonal modellje
ci6 soran tokéletes vezets anyag, ezért a geometridja kiterjedés nélkiili, mivel a

tokéletes vezetGben elektromos tér nincs, szamitasa felesleges. A tapvonal be-
taplalasa a modell sikjara meréleges, igy az aram is a sikra merélegesen folyik,
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ezért az elektromos térerdsségnek is csak a sikra meréleges komponense lehet.
Ezen oknél fogva a szimulacié sorédn elegendd csomoéponti formafiiggvények
alkalmazéasa. A gerjesztés frekvencidja a szimulécio soran 2 GHz. Ezen a frek-
vencian a tdpvonalon beliil mérhetd hullamhossz a (3.21) Gsszefiiggés alapjan
kozelitéleg 0,227 m. A szimulécié eredményét mutatja a 3.9 abra. A cs6tap-

0 @rad]

015 0075 0 0.075 015
#{m]

3.9. abra: A cs6tapvonal szimulacié eredményének abszolutértéke és fazisa

vonalban mérhetd$ hullaimhossz a fazisabrarél konnyen leolvashaté a szinskala
hirtelen valtozasainél, ugyanis ott ér korbe a fazisvektor, tehat két ugras ta-
volsdga a csGben mérhets hullimhossz, ami jelen esetben kozelitleg 0,2268 m.
A szamitott és a szimulalt érték kozotti eltérés elhanyagolhatd, nagysagrend-
jébe esik a szimulaci6 soran alkalmazott dtlagos elemméret, tehat a szimulacio
eredménye kielégité a diszkretizélas ilyen mértéke mellett. A fazisdbrardl az
is leolvashato, hogy a nyitott végi csGtapvonal vissziranyba is sugaroz, bar
a visszasugarzott elektromagneses teljesitmény értéke elhanyagolhato az elére
sugarzott teljesitményhez viszonyitva.

3.1.3.2. SAvateresztd szilirS tervezése irisz segitségével

A kiilénb6z6 cs6tapvonalakban az irisz egy keskeny, vezetd anyagboél kiala-
kitott rés, mely kialakitasatol fiiggéen kapacitiv vagy induktiv tagként, tobb
irisz egymas utan periodikusan elrendezve rezonans iiregeket alkotva pedig kes-
kenysav savateresztd sziirGként viselkedik. Amennyiben az irisz az elektromos
térerdsség vonalaira meréleges, abban az esetben kapacitiv, amennyiben pedig
a magneses térerdsség vonalaira meré6leges, induktiv tagként viselked§ iriszrél
lehet beszélni.

A vizsgalt tapvonal szélessége ismét 10 cm, igy (3.22) alapjan a tapvonal
also hatarfrekvencidja 1,5 GHz. Az irisz szélessége 5 cm (lasd: 3.10 abra).
Mivel a geometria sikjaban csak a magneses térerdsségnek van komponense,
ezért a kialakitott irisz induktiv. A tapvonal fala és az iriszt koriilzaro felii-
let tokéletes vezets feliiletként lett bedllitva a szimulacidé sordn. Mivel jelen
esetben nem érdekes az elektromagneses tér viselkedése a tapvonal ezen szaka-
szan kiviil, ezért a tapvonal eleje és vége tokéletesen atereszté feliiletként lett
bedllitva, igy az egész rendszer végtelen hosszisagu tapvonalként viselkedik
mindkét irAnyban. A szimulacié (a hatarfrekvenvcia alatti viselkedés szemlél-
tetése végett) 100 MHz frekvenciatol 20 MHz-es 1épéskozzel egészen 4,5 GHz-ig
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3.10. abra: Cs6tapvonal egy irisszel

tortént. A 3.11 abran a tapvonal végén kialakulo elektromos térerGsség cstics-
értéke lathatd a gerjesztés frekvenciajanak fiiggvényében. Az Gsszehasonlitas
céljabol ugyanezen a geometrian irisz nélkiil is végrehajtottam a szimulaciot.
A 3.11 abran lathato, ahogy 1,5 GHz-nél alacsonyabb frekvenciaji elektroméag-

0,45

0,3375

0,225 |

E[V/m]

0,1125

0 1,125 2,25 3,375 4,5
frekvencia[GHz]
3.11. abra: Az irisszel rendelkezé cs6tapvonal viselkedése a
frekvenciatartomanyban

neses jelet nem, vagy csak nagy csillapitassal engedi a4t, majd 1,5 GHz felett
hirtelen az ateresztési tartomanyaba keriil a csGtapvonal. A két eredmény frek-
venciatartomanybeli hulldmzdsa a tapvonalon beliil kialakulé allohullamoknak,
érkeznek meg a tapvonal végére.

Lathato, hogy egy irisz beiktataséval 1ényeges valtozés nem tortént a rend-
szer frekvenciatartomanybeli viselkedését tekintve. Tobb irisz beiktatasaval
altaluk rezonans részek alakithatok ki a tapvonalon (lasd: 3.12 abra). A re-
zonans tagok a rezonanciafrekvencidjukon mutatjak a legkisebb csillapitést,
a rezonanciafrekvenciatol kis mértékben is eltér6 frekvencidju jelekre viszont
nagy csillapitdst mutatnak. A tervezni kivant szilir§ legyen példaul 2 GHz
frekvencidra méretezve. Ekkor a rezonans szakaszok hossza, tehat az egymas
utan elhelyezett iriszek tavolsaga kozelitéleg 0,1135 m. A tdpvonalon Gsszesen
harom rezonans szakasz lett kialakitva. A szimulacio 100 MHz frekvenciatol
20 MHz-es lépéskozzel egészen 4,5 GHz-ig tortént. Az elektromos térerdsség
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d

iy

3.12. 4bra: Csétapvonal iriszekkel kialakitott rezonans szakaszokkal

csucsértékének alakulédsa a tapvonal végén a frekvenciatartomanyban a 3.13
abran lathato. A legkisebb csillapitést az elrendezés 1,98 GHz frekvencian mu-

1,2
[ ]
frekvencia[GHz]: 1,98
0.9 1 E[V/m]: 1,01
£
> 0,6
=
0,3 1
0 . M\l
0,1 1,2 2,3 3,4 4,5

f[GHz]

3.13. dbra: A savatereszt§ sziir6 viselkedése a frekvenciatartoményban

tatta, mely jo kozelitése az elvart 2 GHz-nek, a hiba pedig kerekitési hibdknak
illetve nem elegendGen siird racsnak is koszonhets. A magasabb frekvencidkon
lathato lokdlis maximumok az iireg méretébdl adodé masodik illetve harmadik
rezonéns frekvencidknal talalhatok.

3.1.3.3. Parabola antenna

A parabola antennak az egyik legelterjedtebb eszkozok a vezetéknélkiili pont-
pont kapcsolatok korében. A parabola antennak rendelkeznek az egyik legna-
gyobb antennanyereséggel, igy ezek biztositjak az egyik legkisebb nyalabszéles-
séget. A miiholdas tavkozlés parabola antennak nélkiil elképzelhetetlen lenne.
A parabola antenna tanyérjanak meérete nagyobb kell legyen, mint az alkal-
mazott hullaimhossz, ezaltal a sugarz6 parabola antenna tengelyére merdleges
sikban kozelitéleg sikhullamok alakulnak ki.

Descartes-féle koordinatarendszerben, az y tengellyel megegyezs tengelyii
parabola egyenlete:

iL’Q

= 3.23
4p’ (3.23)

Y
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ahol p a parabola csticsa és fokuszpontja kozotti tavolsag. Parabola antennak
fejegysége a fokuszpontban talalhato, igy a parabola tengelyének barmely sik-
jaba a tanyérrol reflektalt elektromagneses hullim ugyanolyan fazisban érkezik
meg. A szimulaciohoz hasznalt geometria lathato a 3.14 abran. A fékuszpont,
igy a fejegység tavolsaga a parabola csicsatol 0,25 m. A gerjesztés frekven-

.....

0=

3.14. abra: A parabola antenna modellje

cidja a szimulacié soran 300 MHz, melynek hullaimhossza ugyan nem sokkal
kisebb, mint a modellben szerepl§ parabola mérete, de az antenna geometri-
ajanak hatasanak kozelité szemléltetésére alkalmas. Magasabb frekvencidkon
a valésdghoz kozelebbi eredmény érhets el, de ennek héatrdnya, hogy mivel
az elemek mérete joval kisebb kell, hogy legyen, mint az alkalmazott hullam-
hossz, az egyenletrendszer mérete a végletekig megnéhet. A parabola antenna
a szimuldcidban tokéletes vezetd feliiletként lett megvalositva a teljes refle-
xi6 érdekében. A gyakorlatban ez hasonléan torténik, a parabola antenna
tanyérja elektromosan kitinGen vezeté anyagbol késziil. A szimulacié ered-
ménye a 3.15 abran lathaté. Az eredmény abszolatértékén lathato, hogy az

0 dfrad]

y[m]

—-n2

-7

- 05 0 05 1
[m]

.0,

3.15. abra: A parabola antenna szimulécidjanak abszolutértéke és fazisa

elektromomagneses tér donté része a parabola tengelyének irdnyaba terjed,
mig a fazisdbran lathato, hogy a tengelyre meréleges sikban kozel allando a jel
fazisa, tehat kozelit6leg sikhullam indul a parabola antennérol. Szimulacié se-
gitségével meghatarozhatd az antenna iranykarakterisztikdja. Ehhez meg kell
hatarozni a problématér peremén az elektromos térerdsség komplex csiicsérté-
két, mely alapjan a tavoltéri viselkedés egy kozeltér-tavoltér transzformécios
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eljaras segitségével hatarozhato meg. Pontosabb eredményt a frekvencia nove-
lésével illetve az elemméret cstkkentésével lehet elérni.

3.1.3.4. Botantennak
A dip6l és monopol antenndk(lasd: 3.16 illetve 3.18 &bra) a legalapvetsbb an-

formafiiggvények alkalmazasa sziikséges, mivel a gerjesztés a szimulacio sikja-
ban taldlhato. Ez a gerjesztés jelen esetben egy, a gerjesztés hullamhosszahoz
képest elhanyagolhaté méretii aramelem. Fontos megjegyezni, hogy radiofrek-
vencias szimuldciok sordn nem terjed aram a vezet§ kozegekben, azok csak
az dramelem 4ltal 1étrehozott teret torzitjak el a peremfeltételeknek koszénhe-
tGen. Egy elektromosan kivaloan vezet§ anyagban elektromos tér gyakorlatilag
nincsen, ezért a szimulacié soran az eredményt jol kozelits egyszertisitéssel le-
het élni, amennyiben a vezets kézegeknek csak a pereme van figyelembe véve,
igy a kozeg belsejében nem sziikséges a szamitasokat elvégezni. A szimulacid

- ~ o

J& |2

- - -

~
_______

3.16. abra: Dipolus antenna

egy 0,5 m magas, 300 MHz-en gerjesztett antennara vonatkozott, demonstra-
cios célbol azonban ugyanezen geometridn bemutatom egy 600 és egy 900 MHz-
es jel viselkedését is. A 3.17 &bra bal oldalan az antenna altal létrehozott
elektromos vektormez§ és annak nagysdga lathato kiilonbozd frekvencidkon,
jobb oldalan pedig a kozeltéri iranykarakterisztikak lathatok.

A monopol antenndk (lasd: 3.18 dbra) viselkedésiiket tekintve nem kiilon-
boznek a dipél antenndktol. Eltérés, hogy a monop6l antenna a dip6l antenna
két aga helyett csak egy, tokéletes vezets feliiletre meréleges agbol all. A felii-
let altal okozott reflexionak készonhetGen a monopol antenna altal kisugéarzott
teljesitmény csak az egyik térrészre koncentralodik azonos irdnykarakteriszti-
kaval. A 3.19 dbran lathaté a 300 MHz-re hangolt negyedhullimd monopo6l
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3.17. 4bra: Dipdl antenna kisugarzott tere és iranykarakterisztikaja
kiilonboz6 frekvencidkon
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______
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3.18. 4bra: Monopo6l antenna

antenna altal sugéirzott tér egy idpillanatban, illetve a kozeltéri irdnykarakte-
risztikaja. Jol lathato, hogy a vezets feliilet feletti tartomanyon gyakorlatilag
megegyezik a dipol és a monopdl antenna irdnykarakterisztikaja. Az alkal-

1
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3.19. 4bra: Monopdl antenna kisugarzott tere és iranykarakterisztikaja

mazott antennak jelentés része botantenna, vagy azokat elemi épitGelemként
hasznalva felépithet§ antennarendszerek, mint példaul a Yagi- vagy logarit-
mikusan periodikus antennak. Az elemi épitGelem szimuldcidés metodikajanak
ismeretében a bonyolultabb antennarendszerek szimulaci6ja elvi szinten nem
nehezebb. Val6sdgban az antennak iranykarakterisztikidja a fent bemutatott
eredménytdl eltér, mivel az antenna hozzavezetésére szolgild koaxialis kabel
ugyanugy sugarzé elemnek tekinthets, mely hozzavezetésnek véletlenszert geo-
metriaja lehet.

A frekvenciatartomanybeli analizis nagy el6nye, hogy egyetlen frekvencia,
vagy keskeny frekvenciasav vizsgélata kifejezetten gyors, tranziensektsl mentes
eredményt ad. A komplex cstucsértékként megkapott eredmény konnyen idé-
tartomanybeli alakra hozhat6. Idedlis allohullamok, hullammintazatok meg-
hatarozasara, alkalmazhatoé antennak irdnykarakterisztikdjanak kozelité szé-
mitasara, szlirck atviteli karakterisztikdjanak meghatarozasara. Alkalmatlan
viszont tranziensek vizsgalatara, impulzusszeri, folytonos spektrumau jelek &l-
tal keltett elektromos tér vizsgalatara.
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3.2. Id6tartomanybeli analizis

Id6tartomanybeli analizis soran a bemeneti paraméter egy tetszéleges jel id6-
tartomanybeli alakja, a megoldas pedig minden egyes id6lépésben az elektro-
mos térerGsség értéke minden egyes csomopontban. Az idglépések nagysaganak
a jel spektrumanak legkisebb frekvencidju komponensének a periédusidejéhez
képest rovidnek kell lennie. A rosszul megvalasztott id6lépés numerikus problé-
makhoz vezethet, melyek kovetkeztében a szamitasok eredménye rossz lehet. A
sok id6lépés viszont bonyolult problémak esetén nagy szamitasi kapacitast igeé-
nyel, igy a szimulacié hosszadalmas lehet. A nemlinearis anyagtulajdonsigok
illetve az atmeneti jelenségek (tranziensek) vizsgalatara csak id6tartomanybeli
analizis segitségével van lehetGség.

3.2.1. Gyenge alak

A (2.56) osszefiiggeés az idStartomanybeli hullamegyenlet. A silyozott mara-
dék elvének megfelelGen, a végeselem-modszer alkalmazasdhoz a hullaimegyen-
let mindkét oldalat meg kell szorozni egy tetszéleges T sulyfiiggvénnyel, és
integralni kell a teljes tartomanyon [7-10]:

/T VX(VXE) dV + E /T aa—?dV—

/T —dV

Az elsé integral itt is masodik derivaltakat tartalmaz. A maéasodik derivaltak
kikiiszobolése a frekvenciatartoménybeli gyenge alak levezetésekor targyalttal
teljesen analog. A (3.24) egyenlet elsé integraljara felirva (3.2) Gsszefiiggést
A=Té& B = iV x E helyettesitéssel, illetve alkalmazva a (2.57) kozelitést,
az id6tartomanybeli analizis gyenge alakja:

(3.24)

/(VXT) (Y E) dV+/T5 dV+/Ta—dV+
g’

+Y(]7£(n><:r).(n><a—f> dA = — /T —dV

Ebben az egyenletben az ismeretlen elektromos térerdsség elsé és masodik
derivaltja is szerepel, igy ez egy masodfokt inhomogén differencidlegyenlet-
rendszer. Kiilon problémét okoz, hogy az egyenlet jobb oldalan a gerjesztésnek
is az id§ szerinti derivaltja szerepel. Az egyiitthatokat szétvalasztva, a (3.25)
egyenlet matrixos alakban felirva (8] :

(3.25)

O*E OE
— +R—+SE=T1 2
Qo TR+ (3.26)
ahol
\%
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1% A
1
S, = /(v x T;)—(V x T;) dV, (3.29)
1% H
illetve
oJ
fe 1 (3.30)

A T sulyfiiggvény itt is tetszGlegesen megvalaszthatdé. Ahogy az a frekven-
ciatartomanybeli analizis targyalasakor bemutatéisra keriilt, a sulyfiiggvényt
a Galjorkin-eljardsnak megfelelGen a formafiiggvénynek megvalasztva lehet a
végeselem-modszer technikajahoz eljutni.

3.2.1.1. Megoldas Newmark — [ mddszerrel

Az idGtartoménybeli gyenge alak megoldasa numerikusan sem az elGrelépd
Euler-modszerrel sem az ugynevezett Crank-Nicolson-moédszerrel nem célrave-
zetd, mivel ezen modszerek csak elsérendii differencidl-egyenletek megoldésara
vannak kifejlesztve.

Masodrendi inhomogén differencidlegyenletek kozelité megoldasa szamit-
hato az ugynevezett Newmark-5 [25] modszer segitségével. Jeloljon egy id6tol
fiiggd fliggvény u(t). A modszer lényege, hogy a centréalis differencia modszerét
alkalmazza az elsé illetve a masodik derivaltakra. A centralis differencia séma
az elérelépd és a hatralépd modszer szamtani kozepe. A Newmark- modszer
alapjan u(t) elsé és masodik id6 szerinti derivaltjainak kozelits értéke:

du(t) _u(t)" —u(t)"!

ot 2At ’ (3:31)
Pu(t)  w(t)"™ —2u(t)™ + u(t)"?
o AP ’ (3.52)

ahol n index jeloli azt az idépillanatot, amikor u(t) = u(nAt). A szamitasokhoz
még sziikség van a differencidlatlan mennyiségek silyozott atlagara:

u =~ Bu™tt + (1 —28)u™ + Bu™ (3.33)
ahol B egy paraméter 0 és 1 kozotti értékkel. Behelyettesitve u helyére E
illetve J fiiggvényét, és visszahelyettesitve (3.31)-(3.33) osszefiiggéseket (3.26)
kifejezésbe:

1 1 il 2 .
(QE+R2—M+5S)E+ —(A—tQQ—(l—QB)S)E +

(3.34)
1 1 n—1 _ pentl -1
+( A RQAt+ﬁS)E =0 + (1 —20)f" + pf" .
Ez (2.22) sszefiiggés altal ismertetett formaban felirva:
1 1 2
4R Etl = (-2.Q-(1-28)S|E"—
(QAt2 RN +5S> (At2Q ( @S) 55

1 1 n—1 1 -1
—<Q@—Rﬁ+ﬁs)E + B+ (1 - 28)f" + pf
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Stabil eredményt lehet kapni 8 értékének jo megvalasztasaval. Megmutathato,
ha 8 > 1 akkor a differencialegyenlet feltétel nélkiil stabil [8], igy én szamita-
saim soran (§ = i értékkel dolgoztam.

3.2.1.2. Implementacié 1D probléma esetén

A gyenge alak implementaciéjanak lényeges lépései mar bemutatéasra keriiltek
a 3.1.1.1 fejezetben, id6tartomanyban az implementéacié menete a korabbiakkal
teljesen analog, igy ebben az alfejezetben csak a lényegesebb pontokra szorit-
kozom. Egydimenziés probléma esetén a Q (3.27), R illetve (3.28)S (3.29)
méatrixok és az f vektor alakja egyetlen elemre az alabbiak szerint alakul:

2

Quon=e X | e |- (M) Mt ] (3.6)
i=1
2

Reem = Uzwi ’ |: ]]X;E?; :| ) [ Nl(ﬁl) N2(£Z) }l’ (337)
i=1 ¢

(T ] e o S| [om om
Setem = INy |: Ox ox j|+ ONy |: Oy Oy :| l’ (338)
1% ox 0y
illetve
£ = — [ ! ] - %il' (3.39)

A fenti, elemekre felirt 2x2 matrixok egyilitthaté-matrixban térténd elhelyezé-
sének menete a (3.12) Osszefiiggéssel teljesen analég modon torténik.

A (3.28) osszefiiggés masodik integralja felelgs a tokéletesen elnyels perem-
feltételért. Ennek megvalositasa, hasonloan a frekvenciatartmanybeli analizis
soran targyaltakhoz, R méatrix f6atlojanak a peremhez tartozéd értékéhez kell
Y, hulldmadmittancia értékét asszemblalni. A tokéletesen vezetd feliilet beal-
litdsa az S matrixban, illetve az f vektorban torténik.

3.2.1.3. Implementacié 2D probléma esetén

Keétdimenzios problémak esetén a Q (3.27), R illetve (3.28)S (3.29) méatrixok
és az f vektor alakja csomoponti formafiiggvények alkalmazéasakor:

3 N1(&, xq)
Quienn =6;wi : %ﬁiﬁ; (3.40)
’ [ Ni(&,xi) Na(&xi) Ns(&inxa) ]A’
3 N1(&i, xa)
Reem ZO;wi - %zg;g (3.41)

[ Nu(&xi) Na(&xa) Ns(&xa) 1A,
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i INg | [ ON1  ON2 ONs
Selem _M 0 [89: Oz oz }JF

Ny (3.42)

ONo ON1 ONo ON3
- [ dy oy 9y } A,

illetve

fem=— 11 - —A. 3.43
! o T (3.43)

Elmenti formafiiggvények alkalmazasakor, figyelembe véve, hogy W, for-
mafiiggvények N;(&;, x;) és N;(&, x:) fiiggvényei, fenti Osszefiiggések alakja a
tovabbiak szerint modosul:

3 Wi(x)
Qelem 52% W) | - [ Wilz) Wa(z) Ws(x)) |+
- W) (3.44)
Wi(y)
+ | Waly) | - [ Wily) Waly) Wasly)) ]| A,
Wa(?/)
3 W(x)
Repem =0 Y w; Wo(z) | - [ Wilz) Wa(z) Walz)) |+
i Wila) (3.45)
Wi(y)
+| Waly) | - [ Wily) Waly) Wily) ]| A,
W(y)
1 V x W1
Selem:_ VXWQ '[VXWl VXWQ VXW;},}A, (346)
Flvxw,
illetve
P B YN (347
elem — ) 8t . .

A Dirichlet- és Neumann-peremfeltételek beallitasa a 3.1.1.2 alfejezetben
targyaltakkal teljesen analog modon torténik. A gerjesztés sok esetben csak
az élek mentén értelmezett, ekkor (3.17) sszefiiggésben A-val torténd szorzas
helyett csak az élek hosszaval sziikséges a szamitasokat elvégezni.

A gerjesztés jelalakjanak beéllitasa soran azonban egy probléma 1ép fel. Szi-
nuszos gerjesztést feltételezve az elektromos térersség képében egy nem vart
offszet tapasztalhato. Ezt az egyenletrendszerben szereplé id6 szerinti parciélis
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derivaltak okozzak, mivel a t—=0 id6pillanatban a jelnek a derivaltja nem foly-
tonos a hirtelen megindulé gerjesztésnek koszonhetGen. A t<<0 idépillanatokra
numerikusan nem megoldhaté a rendszer szinuszos jellel gerjesztett feltétele-
zett elGéletének a beallitasa, illetve ez nem is cél, mivel ebben az esetben a
tranziens informéaciok akar el is veszhetnének. Az offszet kikiiszobolésére egy
modszer lehet, ha a periodikus jel amplitadéjat a szimulaci6é soran egy meg-
hatarozott értékig és ideig linearisan noveljiik, ekkor a gerjesztés id6 szerinti
els§ derivaltja méar ugrasoktol mentes. Ugyanez érvényes a jel kikapcsoldsdra
is, a hiteles eredmény eléréséhez érdemes erre a tulajdonsagra odafigyelni.

3.2.2. 1D problémak az idétartomanyban
3.2.2.1. Veégtelen féltér probléma

Az els6 példa bemutatasanak célja az id6- illetve frekvenciatartoménybeli szi-
mulaciok eredményeinek ekvivalencidjanak bemutatasa. Az itt bemutatasra
keriil6 végtelen féltér probléma tokéletesen megegyezik a korabban targyalt-
tal (lasd: 3.1 &bra), a vizsgalat célja jelen esetben annak bemutatasa, hogy
a tranziensek lecsengése utéan az id6- illetve frekvenciatartomanybeli szimu-
lacié azonos eredménnyel szolgal. Természetesen e probléma megvalositasa
nem célszert idGtartomanyban, a teljes szimuléacios folyamat idGigénye nagy-
sagrendekkel tobb, mint frekvenciatartoményban. A problématér geometridja
ugyanaz, mint a frekvenciatartomanybeli analizis sordn, 3 méteres térrész leg-
els6 pontja egy tokéletesen elnyeld feliilet, 1 méternél egy sugarzo, 2 méternél
pedig egy tokéletesen vezetd feliilet talalhato.

Elgszor a tokéletes vezetd nélkiili esetet vetem Ossze a végtelen féltér ese-
tatdsa a jobb atlathatosag érdekében. Mivel idGtartomanybeli analizis esetén
az eredmény az elektromos térerGsség idétartomanybeli alakja, ezt papiron,
nyomtatott forméaban &dbrazolni nehézkes, az abrékat tobb esetben sok idélé-
pés eredményeinek egymasra teritésével készitettem el. Az egydimenzids sza-
badtéri terjedés és a végtelen féltér probléma idGtartoménybeli alakulasanak
Osszevetését mutatja a 3.20 dbra. A folytonos vonallal jel6lt grafikon mutatja
azt az esetet, amikor a problématér tartalmazza a tokéletes vezets peremet.
Lathato, hogy a vezetd falrol az elektromégneses hullam ellentétes fazisban
verddik vissza.

A kovetkez6 példakban 150, illetve 225 MHz frekvenciaji folytonos jel ha-
tasara kialakul6 elektromos teret mutatom be. A frekvenciatartomanybeli
szimulaciok soran bemutatasra keriilt, hogy ezen geometrian 150 MHz frek-
vencia esetén a sugarzotol balra teljes kioltas, mig 225 MHz frekvencia esetén
teljes erdsités figyelheté meg. A frekvenciatartomanybeli eredménnyel valo
Osszehasonlitas végett a szimulacié utolsé periddusaban a racs csomopontjai-
ban a maximalis értékeket abrazolom (lasd 3.21 &bra). Ez a maximaélis érték
matematikailag nem jelent mast, mint a frekvenciatartomanybeli analizis ered-
ményeként kapott komplex cstucsértékek abszolatértékét. Szemmel lathatoan
az eredmény tokéletesen megegyezik a 3.2 és a 3.4 Abrakon szereplSkkel, tehat
az id6- és a frekvenciatartomanybeli szimulacié eredménye azonos bemeneti
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3.20. abra: A szabadtér és a végtelen féltér osszehasonlitasa

paraméterek mellett, ahogy az varhato volt, teljes mértékben megegyezett.
Idstartomanybeli analizis alkalmazasa soran viszont lehetGség van tetszdéleges
spektrumi bemeneti jel mellett szamitasokat végezni. A kiévetkezd példaban
a gerjesztés jelalakja az egyszertiség kedvéért egy 150 MHz és egy 225 MHz
varakozasoknak megfelelGen a gerjesztés spektralis komponensei altal gerjesz-
tett terek szuperpozicidja.

3.2.2.2. Leveg6tol eltérd kozegek hatasa

Ahogy az mar feljebb lathaté volt, eltérd tulajdonsagi kdzegekben eltérd lehet
a jel hullamhossza, illetve eltéré kozegek hataran az elektroméagneses térben
reflexio 1éphet fel, erre egy példa frekvenciatartomanyban mér ugyantugy be-
mutatasra keriilt. A kovetkezd probléma geometridja és bemeneti paramétere-
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3.21. abra: Az elektromos térergsség maximuma egy periédus alatt 150 MHz
és 225 MHz frekvencian
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— =150 és 225MHz|
........ f=150MHz
——=f=225MHz

0,0525F

0,035

E[V/m]
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3.22. dbra: Az Osszetett jel Osszehasonlitasa a komponenseivel

inek értékei tokéletesen megegyeznek a frekvenciatartoménybeli analizis soran
alkalmazottakkal. A geometria egy 5 m hosszi vonal, a baloldali perem tokeé-
letesen atereszt6 perem, 1 m-nél taldlhato a forras, 4 m-t6l jobbra pedig egy
iy = 4, illetve e, = 13 anyagparaméterekkel rendelkezs kozeg. A hullaimhossz
valtozasat adott paraméterekkel rendelkezs kizegben a (3.18) Osszefiiggés irja
le. Jelen esetben a jobb oldali kézegben 300 MHz frekvenciaju jel esetén a
kozegben mérhetd hullimhossz kozelitSleg 0,138 m. Mivel idGtartoméanybeli
analizis eredménye egy valos szam, nem egy periodikus jel komplex csicsér-
téke, ezért nem lehet a fazisabra alapjan egyszertien szamitani. Ehelyett az
eredményt egy idGlépésben kell megvizsgalni, lehetGleg akkor, amikor mar t6bb
hullamhossznyira behatolt az elektromégneses hullam a kozegbe, hogy leolvas-
hato legyen az dbrarol a hullaimhossz. A 3.23 dbra egyetlen id6lépést abrézol.
Az abrarol leolvashato hullamhossz értéke: 0,139 m. Ez az érték jo kozelités-
sel megegyezik a szamitott, illetve a frekvenciatartomanybeli szimulacié soran
szimulalt értékkel.

A reflexio vizsgalata az Gsszehasonlitas végett ugyanezen a geometrian tor-
ténik. A (3.19) képlet alapjan szamitott reflexio értéke erre a problémara
I' = —0,286. Frekvenciatartomanybeli szimulaci6 soran az eredmény abszo-
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3.23. abra: Szimulaci6 eredménye egy idGpillanatban

lutértékérdl leolvashatod volt az antenna és a kozeg kozott az elektromos tér-
er@sség maximuma és minimuma, melybd&l szamithato volt az dllohullamarany.
Ugyanez az dbra elgallithato egy periodusnyi idétartomanybeli szimulacié cso-
mopontonkénti maximumaval. Azonban ez a modszer csak akkor adja vissza
a frekvenciatartoménybeli eredményt, ha allandosult a jelalak, az Atmeneti
jelenségek lecsengtek, tehat djabb reflexiok méar nem véltoztatjak a periodu-
sonkénti viselkedést. A csomoépontonkénti maximumot mutatja a 3.24 &bra.
Az antenna és a kdzeg koztt Eyng, = 0,0134 X illetve Eppq, = 0,0241 X, tehat
az allohullamarany 1,798. Az allohullimarany értékének ismeretében a refle-
xi6s tényezd abszolutértéke 0,285. Ez kdzel megegyezik a szamitott értékkel,
illetve a frekvenciatartoménybeli szimulacié eredményével.
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0,015

E[V/m]

0,0075

0 1,25 2,5 3,75 5
x[m]

3.24. dbra: Egy periodusnyi hullam maximuma

3.2.3. 2D problémak az idétartomanyban

Az egydimenziés problémak id6- és frekvenciatartoméanybeli vizsgalatanal ki-
deriilt, hogy azonos feltételek mellett azonos eredményre lehet jutni. Azonban
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vannak olyan probléméak, melyek csak részlegesen, és vannak olyanok, melyek
egyaltalan nem oldhatok meg a frekvenciatartoménybeli analizissel. Ezek a
problémék f6képp tranziens jelenségeken alapulnak.

3.2.3.1. Csé6tapvonal irisszel

A kovetkezGkben a 3.1.3.2 fejezetben mar kordbban bemutatott, egyetlen
irisszel rendelkezd csGtapvonal idGtartomanybeli viselkedését mutatom be. A
tapvonal szélessége 10 cm, igy (3.22) alapjan a tapvonal alsé hatarfrekvenciaja
1,5 GHz. Az irisz szélessége 5 cm. A tapvonal fala és az iriszt koriilzaro feliilet
tokéletes vezets feliilletként lett bedllitva a szimulaci6é sorédn, mig a tapvonal
eleje és vége tokéletesen atereszts feliilet. A szimuléacio soran olyan gerjesztést
allitottam be, melynek spektruma tobb komponensii vonalas. A gerjesztés egy
1,6 GHz, egy 2 GHz, és egy 3,2 GHz frekvenciajui jel szuperpozicidja. A frek-
venciatartomanybeli analizis soran kapott eredmény alapjan (lasd: 3.11 abra)
kovetkeztetni lehet az id6tartomanybeli analizis eredményére.

Az irisszel rendelkezG tapvonal atviteli viselkedésének koszonhetGen a tap-
vonal végén varhatoéan a 3,2 GHz frekvenciaju komponens fog dominélni. A
szimulaciot végrehajtottam az Osszetett jellel, illetve a komponensekkel kiilén
az eredmény konnyebb atlathatosdgaért. A szimulaciok eredményeinek Ossze-
hasonlitdsa lathato a 3.25 abran. A kiilénb6z6 frekvenciakomponensek &ltal
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3.25. abra: Az Osszetett jel, és annak komponensei a csétapvonal végén

létrehozott térerdsségek dsszege megegyezik azzal az értékkel, ami az Osszetett
jellel torténd szimulacié eredménye, ezért ezt kiilon 4bran nem szemléltetem.
Az &bran lathato, hogy a szimulacié alapjan az 1,6 GHz frekvenciajiu kom-
ponens nagy mértéki csillapitast szenved a csGtapvonal végéig, a 3,2 GHz
frekvencidju komponens révid idé utan kozel allando amplitudoval, és a legki-
sebb csillapitassal ér a tapvonal végére, mig a 2 GHz frekvenciaju jel a kettd
kozotti csillapitast szenved. Mindhédrom komponens valtakozé amplitadoval ér
a tapvonal végére. Ez az ingadozas tapvonalon beliili reflexioknak koszonhetd,
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mely egy tranziens folyamat, ezért frekvenciatartoménybeli analizissel nem ki-
mutathaté. Az is észrevehets, hogy van olyan idGtartomény, ahol a 2 GHz

c s

komponens.

3.2.3.2. Négyszogletes rezonator

Az liregrezonator egy radiofrekvencias rezonans rendszer, egy jol vezets anyag-
gal koriilzart légiires, vagy dielektrikummal kitoltott tér. Sokszor oszcillator-
ként és sziir6ként alkalmazzak, de iiregrezonatornak tekinthets példaul a mik-
rohullamu siité is. A rezonatorba a bebocsatott jelnek bizonyos frekvencia-
komponenseire nagyobb, bizonyos frekvenciakomponenseire pedig kisebb jo-
sagi tényez6t mutat. Ezt altaldban csak a rezonanciafrekvenciakra szoktak
szamolni. A josagi tényez6, méasnéven korjosag az a szam, amely megmutatja,
hogy a rezonanciafrekvenciakon a jel hany periodus alatt csékken e-ad részére.
A négyszogletes rezonator rezonanciafrekvencidja |21, 23, 24| az alabbi Gssze-
fiiggés alapjan szamithato:

o= () () (5) 49

ahol m, n és [ a rezonatorban kialakul6 médusokat jeloli, ¢ a fénysebesség,
a, b és d rendre a négyszogletes rezonator szélességét, magassagat és hosszat
jelolik.

Az els6 szimuléci6 egy tokéletes vezetd fallal rendelkezé iiregrezonator vi-
selkedése. A probléma modellje a 3.26 abran lathato. A szimuldland6 elren-

0:

/ J T Ho, €0 /

3.26. abra: Az tiregrezonator modellje

dezés egy T'Eyp; moédusi rezonator, mivel kétdimenzioban nem lehet a sikra
merGleges kiterjedése a geometridnak. A (3.48) Osszefiiggés alapjan a rend-
szer els6 rezonanciafrekvenciaja 1,0606 GHz, a tobbi ennek egész szamu tobb-
szordse. A rendszerre kapcsolt jelnek a frekvencidja a rezonanciafrekvencia,
az amplitidoja egy periddusig linearisan névekvs, egy periddusig konstans,
egy periodusig pedig linearisan csdkkend. Az amplitudo ilyen mértéki szaba-
lyozasa az idGtartomanybeli analizis stabilitdsa miatt sziikséges. A rendszer
viselkedésének vizsgalata késébbi, mar gerjesztésmentes allapotban torténik.
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Az eredmény id&tartomanyban jobban szemléltethets, keriil dbrazolasra az
elektromos térerdsség alakulasa az id6 fiiggvényében. Mint az irisszel rendel-
kez6 cs6tapvonal esetében is, gy itt is lathato, hogy a térerdsség értéke nem
egyenletes az id6 mulasaval, ez az id6beli ingadozas toébbek kozott annak ko-
szonhetS, hogy a gerjesztés mérete nem végteleniil kicsi, nem pontszert, igy
a rezonatoron beliil az egyes csomopontokba a gerjesztésen talalhato diszkrét
elemekrél megindult hullamok kis faziskiilonbséggel érkezhetnek. Amennyiben
az liregrezonator fala nem tokéletes vezetd, a josagi tényezd mar nem végtelen,
igy az iireghdl a teljesitmény egy része eldisszipalodik. A kovetkezd szimu-
lacio egy kifejezetten rossz iiregrezonatort fog bemutatni a gyors disszipacio
érdekében. A 3.26 abran bemutatott geometriat a veszteséges esetben koriil-
veszi egy 1 cm vastag réteg, melynek relativ permeabilitasa és permittivitasa
W = €, = 2, vezetSképessége pedig o = 10 [%] A veszteséges, illetve vesz-
teségmentes eset Osszehasonlitdsa a 3.27 abran lathatoé. Az eredmény nem
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3.27. abra: Az elektromos térerdsség alakulasa idGben, egy tetszGleges
pontban

meglepd, hiszen amennyiben rezonétor fala tokéletesen vezets anyag, tehat a
zart iiregbdl az elektromégneses teljesitmény nem disszipalodik el, a rezonator
josagi tényezGje végtelen, a rendszer végteleniil sokdig rezeg. A veszteséges
rezonator esetén ellenben a rezonator falaba az elektromégneses hullam be-
hatol, mely kozeget komplex permittivitds jellemez. Komplex permittivitasi
kozegen keresztiil az elektroméagneses teljesitmény eldisszipalodik, a rezonator
fenti abrardl kozelitSleg leolvashato a josagi tényezs értéke egészre kerekitve,
mely a jelen geometria és anyagparaméterek mellett () ~ 6. A gyakorlatban
az iiregrezonatorok josagi tényezGje ennél joval magasabb, akar 10° értéket is
felveheti. Ugyanezen a frekvencian passziv aramkori épitGelemek hasznalata-
val 10% nagysagrendii josagi tényezsjl rezgd rendszereket lehet létrehozni. A
szimulacio célja a josagi tényezd értékének egy kozelité meghatarozasi lehetdsé-
gének bemutatisa volt. Frekvenciatartomanyban egy tokéletesen vezetd fallal
rendelkezd iireg modelljén a szamitasok elvégzése nem lehetséges, ugyanis a
vezetd feliilet a teljes tartoméanyt koriilveszi, az egyenletrendszer megoldéasa
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3.2. Id6tartomanybeli analizis

targyat képez6 geometria megegyezik a korabbi esettel, viszont ebben az eset-
ben a gerjesztés a szimulacio sikjaban talalhato kozépen, az oldalso falakkal
parhuzamosan. Ebben az esetben a rezonanciafrekvencia 750 MHz, a kovet-
kez6 szimuléciok tehat 750 MHz harmonikusai mellett torténtek. A 3.29 dbran
lathato elektromos és méagneses terek jellege megegyezik a négyszogletes cs6-
tapvonalak keresztmetszetében tapasztalhato elektromagneses viselkedéssel.
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3.29. abra: A rezonatorban kialakulé médusok

Idétartomanybeli analizis kival6an alkalmas dtmeneti folyamatok vizsgala-
tara, tetszoleges idGtartoméanybeli alakkal rendelkez§ jellel torténs szimuléaci-
ora. Konnyen elvégezhetd elektromagneses kompatibilitas vizsgélata. Hétra-
nya, hogy kiértékelhets eredményhez megfelels mennyiségii idGlépés sziikséges,
igy egy probléma megoldasa hosszadalmas lehet.
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4. fejezet

SZAMITASI IDO CSOKKENTESENEK
LEHETOSEGEI

Munkdm soran tébb probléma megoldasa sorén is azt tapasztaltam, hogy a
szamitasi folyamatuk meglehet&sen hosszadalmas. A tobb ezer, tobb tizezer
ismeretlennel rendelkezG egyenletrendszerek méretének redukaldsara viszont
sokszor nincs lehetGség, mivel radidfrekvencias problémak esetén az elemek
méretének fels§ hatart szab a hullamhosszal valé 6sszemérhet6ség. A szamitasi
id6 villamosmérnoki gyakorlatban kritikus pont lehet bonyolult elrendezések

//////

csOkkentésére szolgald modszert mutatok be.

4.1. Egyenletrendszer tarolasa a memoridban

Az el6allo egyenletrendszer egyiitthatoit reprezentald K egyiitthato-matrix
(lasd: 2.22 Gsszefiiggés) csak azon helyein vesz fel zérustol kiilonbozé érté-
ket, amelyek az egymassal kapcsolatban allo6 csomopontokat illetve éleket je-
16lik, példaul amennyiben az i-edik csomoépont a j-edik csomoponttal vala-
hol a problématéren azonos elemen beliil taldlhato, abban az esetben a K
egyiitthato-méatrix i-edik sordnak j-edik oszlopaban, illetve a j-edik soranak -
edik oszlopaban tartalmaz zérustol kiilonboz6 értékeket. Egy csomopont vagy
egy él tehat kevés szomszédos csoméponttal illetve éllel rendelkezik, ennek ko-
szonhetGen az egyiitthatokat reprezentalo egyiitthato-matrix tgynevezett ritka
matrix. A gyakorlatban az ilyen tipusi méatrixot sok esetben az angol megfe-
lelgjeként sparse méatrixként emlitik. Egy ilyen sparse métrixot mutattam be
kordbban a 2.11 abran, amely egy 3830 ismeretlenes egyenletrendszert 4brézol.
Az egyiitthato-méatrix ezaltal 14668900 elemet tartalmaz, viszont ennek csak
toredékén, 26138 pontjaban vesz fel nullatol kiillonb6z6 értéket. Ennek isme-
retében a szamitasokhoz elegendé az egyiitthato-matrix nem nulla elemeinek
tarolasa, melynek eredményeként a memoriaigény jelentdsen csokken.

A két kiilonb6z6 matrix tarolasi modszert, ezaltal a szamitési id6 kiilonb-
ségét a 3.1.3.3 fejezetben talalhaté parabola antenna probléméjan keresztiil
mutatom be, mely probléma zérustol kiilonbo6zé elemeit pontosan a 2.11 abra
mutatja. Leszogezném, hogy ebben a fejezetben féként az egyenletrendszer
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4.2. Problématér felosztasa szimmetriasikok mentén

megoldasahoz sziikséges id§ vizsgalatat tartottam fontosnak a két esetben,
mivel az asszemblalas elvégzésére forditott id6 a két esetben nem mutatott
lényeges kiilonbséget. A teljes egyiitthat6-méatrix memoridban torténd taro-
lasa esetén 99,51 masodperc a szamitdsokhoz sziikséges id6, mig ugyanez az
egyiitthato-méatrix kizarolag zérustol kiilonbo6z6 elemeinek tarolasa esetén csu-
pan 0,143 masodperc. Az eredményekbdl latszik, hogy a szamitédsokhoz sziik-
séges idGigény aranya (697,957) kozelitéleg megegyezik az eltarolt double érté-
kek aranyéaval (561,21). Természetesen itt a kizelitéleg megegyezés azt jelenti,
hogy a két érték egy nagysagrendbe esik. A ritka matrixként tarolt egyiitthato-
matrix asszemblaldsa soran az egyes elemmatrixok indexelt elhelyezése lassabb
miivelet, mint a teljes egészében tarolt matrix esetében, ennek kdszénhetGen az
elsG esetben az asszemblalésra forditott id6 23,13 mésodperc, mig a masodik
esetben ez a miivelet 16,32 masodpercet vett igénybe.

4.2. Problématér felosztiasa szimmetriasikok
mentén

Mint ahogyan azt emlitettem a 2.1.1 fejezetben, a végeselem-modszer nagy
elénye, hogy a szimmetriasikok mentén a problématér megfelezhet6 az isme-
retlenek szaméanak csokkentése érdekében. Szimmetriatengelyen az elektromos
térerdsségnek, a szimmetria tipusatol fliggéen, vagy csak normalis, vagy csak
tangencialis iranyt komponense van, ami Neumann-tipust peremfeltételt je-
lent.

A szimmetridk altal nyudjtott egyszertsitési lehetGség bemutatasara a
3.1.3.1 fejezetben bemutatott nyitott végi csétapvonal probléméja (lasd: 4.1
abra). A probléma érdekessége, hogy bar a felezett geometria csak a csGtapvo-
nal modelljének felét mutatja, a szimulacié eredményeként mégis az varhato,
hogy az elektromos tér gy viselkedik, mintha a tadpvonalat modellezs tokélete-
sen vezetd feliilet méasik fele is jelen lenne. A teljes problémateret ebben az eset-

szimmetriatengely

- m m m m m m m mE e === omomomomomomomomomomomoa

4.1. dbra: A problématér megfelezése a szimmetriatengely mentén

ben 4579, mig a felezett problémateret 2344 ismeretlen irja le. A matrixokat
a mar kordbban bemutatott ritka matrixként tarolta a program. Mivel ebben
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4.3. Végeselem-moédszer implementaciéja PETSc fiiggvények segitségével

az esetben mind az asszemblalasra, mind pedig az egyenletrendszer megoldé-
sara forditott id6 értelemszerten kiilonbozik, ezért a teljes program lefutasahoz
sziikséges idGket hasonlitottam Ossze. A teljes problématér megoldasara for-
ditott id6 23,18 masodperc, mig a felezett problématér esetén minderre 10,27
maéasodpercre volt sziikség, tehat a szdmitasokra forditott id6 a geometria elfe-
lezésével kevesebb mint a felére csokkent. Az eredmények Osszehasonlitdsa a
4.2, illetve a 4.3 4bran lathato.

0.425

y[m]

0.075

0.1
0 0158 01125 0075 00375 0
#(m] [m]

4.2. abra: Az eredmények abszolut értékének Osszehasonlitisa

0 #frad]

x[m]

4.3. abra: Az eredmények fazisinak &sszehasonlitasa

4.3. Végeselem-moédszer implementaciéja PETSc
fliggvények segitségével

A PETSc [6] a Portable Extensible Toolkit for Scientific computations rovidi-
tése, mely egy nyilt forrdsi C kényvtar tudoményos szamitasok tamogatasara.
A PETSc konyvtar hasznélatakor kiilonbozé adatstrukturakat, mint példaul
matrixokat is létre lehet hozni, melyek tarolasa alapértelmezetten sparse mat-
rixként torténik.

Az egyenletrendszerek megoldéasara lehet&ség van direkt és iterativ meg-
old6 algoritmusok segitségével is. A direkt megold6 algoritmusok az egyenlet-
rendszer pontos megoldasat szolgaltatjak. Az iterativ megoldd algoritmusok
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4.3. Végeselem-moédszer implementaciéja PETSc fiiggvények segitségével

lényege abban rejlik, hogy olyan konvergens sorozatot konstrudlnak, melynek
hatarértéke a Ku = b egyenletrendszer egyértelmi megoldasa. Ilyen iterativ
modszerek példaul a Jacobi-iteracio, vagy a konjugalt gradiens modszer. PETSc
kornyezetben lehetGség van az egyenletrendszer prekondiciondlasara. A pre-
kondicionald az egyenletrendszer egyiitthatoit olyan médon alakitja at, hogy a
direkt vagy az iterativ megold6 algoritmus futasahoz sziikséges id6 minimalis
legyen. A kiilonb6z6 prekondicionald algoritmusok alkalmazésa soran az egyes
problémak megoldési ideje lényegesen eltérd lehet. A 4.4 abran egy 5000 is-
meretlenes egydimenzids frekvenciatartomanybeli analizis futasi ideje lathato
a kiilonb6z6 prekondicionalok alkalmazasakor. A vizsgélat arra mutatott ra,
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4.4. abra: Az egyes prekondicionalok alkalmazasakor a szimulacié futési ideje
masodpercben

hogy az iterativ megoldé algoritmusok alkalmazésa frekvenciatartoménybeli
analizis futtatasara nem szerencsés, a konvergencia sebessége komplex egyiitt-
hatok esetén kifejezetten lassi. Osszehasonlitisként, Matlab kornyezetben a
probléma megoldasa direkt megold6 algoritmust alkalmazva 2,35 masodpercet
vett igénybe.
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KONKLUZIO, JOVOBELI TERVEK

Dolgozatom a radiofrekvencias terek numerikus analizisének témakorében iro-
dott, mellyel bGséges betekintést kivantam nytjtani mind a végeselem-modszer
elméleti héatterébe, mind a radiofrekvencias elektroméagneses terek viselkedé-
sébe kiilonb6z6 problémak bemutatéasai segitségével.

Dolgozatomban részletesen bemutattam a végeselem-modszer alapvets 1é-
péseit, azok elméleti hatterét. Bevezettem az elektromagneses térelmélet alap-
jait leir6 Mazwell-egyenleteket, illetve a peremfeltételeket. Ezek id6-, illetve
frekvenciatartomanybeli leirasa alapjan levezetésre keriiltek az elektromos tér-
ergsségre vonatkozd hullamegyenletek. A hullaimegyenletek és a Sommerfeld
sugarzasi feltételek alapjan bemutattam a végeselem-modszer implementacio-
jdhoz sziikséges gyenge alakokat, melyek implementaciojanak lépései mindkét
tartomanyban részletesen bemutatasra keriiltek, ezen feliil a masodfokid in-
homogén differencidlegyenletek megoldasara szolgalo, agynevezett Newmark-(3
numerikus modszer alkalmazésat is leirtam. Az elméleti alapok lefektetése utan
a modszerek alkalmazasanak eredményességét tobb, kiillonboz6 jellegt, analiti-
kusan jo kozelitéssel leirhaté probléman keresztiil végeztem el, majd ahol lehe-
tGség volt ra, gyakorlatban jol ismert Gsszefiiggések és eredmények segitségével
tdmasztottam ala a szimulaciok eredményeit. A csomoéponti és élmenti forma-
fliggvények alkalmazasa egyarant megtortént. A problémak megoldasa soran
tapasztaltak alapjan roviden jellemeztem az idG- és a frekvenciatartoméanybeli
analizisek elényeit és hatranyait, valamint alkalmazhatosaguk feltételeit és ha-
tarait egyarant. Dolgozatom zarasaként tobb, a végeselem-modszer szamitasi
idGigényének csokkentésére szolgald modszert, illetve azok megvaldsitasat és
Osszehasonlitasat mutattam be. A kutatasi munkam soran minden kétdimen-
zi6s geometria diszkretizalasat az ingyenes, végeselemhal6d generalédsara alkal-
mas GMSH [4] szoftver racsgeneralo moduljanak segitségével valositottam meg,
a végeselem-modszer minden egyéb 1épését pedig Matlab [5] illetve PETSc [6]
koérnyezetben implementaltam. Bemutattam néhany, a térszimulaciok szami-
tasi idejének redukalasara szolgalo technikat.

A kovetkez6 idGszak célkitiizése egyrészt a szimulacios metodika kiterjesz-
tése haromdimenzios problémakra, valamint egy PETSc kornyezetben kiala-
kitott keretrendszer megvalositasa tetszéleges geometriaji problémak megol-
dasara. Tovabbi terv evolicios és hibrid algoritmusok kifejlesztése szigortian
specifikilt sugérzasi karakterisztikak kialakitasa céljabol.
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