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1. El6sz6

Napjainkban a fizika egyik izgalmas és 1j felfedézesekkel kecsegtets adga a részecs-
kefizika. A 2012-es évben nagy felfedezés sziiletett ezen a teriileten, megtalaltak a
Higgs-bozont, igy felkeriilt a korona az elemi vildgot leir6 elméletre, a standard mo-
dellre. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy készen lennénk, ugyanis tobb jelensé-
get is ismeriink, amelyek nem férnek bele ebbe a keretbe: ilyen példaul a neutrinok
tomege, mely a standard modellben zérus, azonban a neutrind-oszcilldcio jelensége
miatt mégis kell, hogy rendelkezzenek vele (még ha az igen-igen kicsi is). Masik példa
a vilagegyetem jelenlegi felépitésének kialakulasaban nagy szerepet jatszo, agyneve-
zett sitét anyag, vagy a vilagegyetem gyorsuld tagulasiért felelSs sitét energia'. A
részecskefizikiban ezeken tul még tobb jelenség is talalhato, melyek kérdései megol-
datlanok, illetve zavarjak a szépségérzetiinket.

Az egyetemen végzett munkam alatt elektron-pozitron titkoztetések alkalmaval
keletkezd, igynevezett hadrondzsetek hataskeresztmetszetének elméleti szdmitasaval
foglalkoztam. Trécsdanyi Zoltdn vezetésével csatlakoztam be ebbe a kutatasba, mely
egy meglehetGsen nehéz feladat, és rengeteg technikai munkat tartalmaz. Jomagam
jelenleg még f6leg programozasi feladatokat végzek, a szamitasok automatizalasaval,
valamint egy kozelitési modszer kidolgozasaval foglalkozom. Jelen dolgozatom az
utébbi témat mutatja be.

Kezdetben egy rovid bevezetést nytjtok a szamitasok mogott rejlé elméletbe, ki-
hagyva a bonyolult matematikai levezetéseket és csak a f6bb mozzanatok egyszertisi-
tett formajara koncentralva. Igy végiil eljutunk a munkank részét képezs probléma-
hoz, a hadrondzset hataskeresztmetszet sugarzasi korrekcidinak meghatarozasahoz,
ahol alkalmazni szeretnénk a kidolgozott illesztési modszert. Roviden ismertetem az
illesztés menetét, majd néhany példan keresztiil bemutatom annak pontossagat. A
dolgozat egészében a részecskefizikiban szokasos ¢ = h = 1 természetes egységrend-

szert fogom hasznalni.

!Mind a s6tét anyag, mind s6tét energia csupan hangzatos elnevezések egy-egy jelenség olyan
okségi forrasaira, melyeket jelenleg még nem ismeriink, nem kell mogéjiik misztikus dolgokat gon-
dolnunk.



2. Elméleti hattér

2.1. A standard modell alapjai

A standard modell a részecskefizika jelenleg hasznélt érvényes elmélete, mely leirja
az elemi részecskék fizikajat és koztiik mikodd kolesonhatasokbol harmat: az erd-
set, az elektromagnesest és a gyengét. A gravitacio kilog a sorbol, gyengesége miatt
teljesen elhanyagolhaté ezen a teriileten. Az anyagot és a kolcsonhatasokat egyarént
részecske-hullam tulajdonsaggal rendelkezé ,részecskékkel” irjuk le, melynek fizikai
elméletét kvantummezomeéletnek? nevezziik. A kvantummezéelmélet fizikai mezék
kvantumelméleti leirasara alkalmas. A mezd6k gerjesztéseit nevezziik részecskéknek,
az anyagmezGk részecskéi a fermionok, mig a kdlcsonhatési mezdk részecskéi a bozo-
nok kozé tartoznak. A standard modellben 12 darab fermion és azok antirészecskéi és
12 darab bozon, valamint a Higgs-bozon talalhato®. A fermionokat az 1. tablazatban
lathatjuk, a fels6 két sor a kvarkokat tartalmazza, mig az also két sor a leptonokat.
A kvarkok mindhérom fajtaji kolecsonhatasban részt vesznek, mig a leptonok koziil
az elektron, a miion és a tau részecskék csak elektromagnesesen és gyengén hatnak
kolcson, a neutrinok pedig kizardlag gyengén. Az elemi fermionokbol felépitheték
mas Osszetettebb részecskék is. A kolesonhatasokat kozvetits részecskéket a 2. tab-
lazat sorolja f6l. Az elektromagneses kolcsonhatas részecskéje a jol ismert foton (),

az erésé a nyolc darab gluon (g), a gyengéé pedig a W—, W és a Z° bozonok.
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1. tablazat. Elemi fermionok: fels két sor: kvarkok; als6 két sor: leptonok

A kolesonhatasokat a standard modell lokalis szimmetriakbol vezeti le. Kvan-

tummezéelméletben egy fizikai rendszert az £ Lagrange-siiriségfiggvény felirasaval

2A magyar nevezéktanban elterjedten hasznalt a kvantumtérelmélet elnevezés is.
3 Az Osszeszamolés valdjaban tobb modon is lehetséges attol fiiggden, hogy még milyen tulaj-
donsagok alapjan kiilénboztetjiik meg a részecskéket.
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2. tablazat. Elemi bozonok

adunk meg [16]. A rendszeren transzformaciokat végezhetiink el, mint példaul a
koordinatarendszer elforgatasa, az idG tiikrozése, de vannak a térid6hoéz nem kot-
het6 tugynevezett belsd transzformdciok is. Ilyen példaul az elektromos t6ltés tiikrd-
zése. Egy transzformacié akkor lesz szimmetridja a rendszernek, ha azt elvégezve a
Lagrange-siiriiségfiiggvényen az L alakja ugyanaz marad. A transzforméaci6 globélis,
ha a téridé minden pontjaban ugyanakkora mértékben valtoztatunk és lokalis ha
minden egyes pontban més és mas ez az érték. A globalis szimmetridk megmarado
Ltoltésekhez” (itt a toltést altalanosan értjiik, mely lehet tetszGleges fizikai mennyi-
ség) vezetnek a Noether-tétel értelmében. Globalis szimmetriat lokalissa téve pedig
kolesonhatast kapunk a fermionok kdzott, mivel a lokalis szimmetria plusz bozonikus
mezGk bevezetésével érhetd el. Az elektromagneses kolesonhatas az U(1) csoportba
tartozo transzforméaciokkal szembeni lokalis szimmetridbol ered, az erds koleson-
hatds pedig az SU(3)? lokélis szimmetriabol. Azt gondolhatnank, hogy a gyenge
kolecsonhatas is hasonl6an miikédik, azonban vele gondba iitkéziink. A gyenge kol-
csOnhatéas szimmetriacsoportja az SU(2), azonban ebbdl levezetve a kolesonhatast
nem a ténylegesen megfigyelhets fizikit kapjuk. A lokalis szimmetridhoz sziikséges
bozonmez&k részecskéi ugyanis nem rendelkeznek tomeggel. Viszont a gyenge kol-
csonhatas harom bozonja igen, méghozza elég jelentGssell Ezt a problémat oldja
meg a BEH-mechanizmus (Brout-Englert-Higgs), mely bevezet egy 1j skalarmezdt,
megsértve ezzel a szimmetriat és a mechanizmus sordn témeget ad a harom gyenge
bozonnak. Emellett a BEH-mez6 az elemi fermionokkal is kolesénhat és tomeget
general szamukra. E skalarmezd gerjesztése a Higgs-bozon, mely megtalalédsa oly

sokaig varatott magara.

Az SU(N) az N x N-es specialis unitér métrixok csoportjat jeldli.



A standard modell Lagrange-stirtiségfiiggvénye tomoren és egyszertisitve az

1
—Fw " (2.1)
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alakban irhato fel. Az elsd sor tartalmazza a bozonmezdk kinetikus tagjait, a maso-
dik a fermionok és a bozonok kélcsonhatasat, a harmadik a fermionok témegnyerését
a BEH-mez§ altal, az utols6 pedig a ® BEH-mez6 és a bozonmenzdk kélcsénhatéasat.
Ez a fiiggvény lokélisan (és globalisan is) invaridns az SU(3)c @ (SU(2), ® U(1)y)
csoport transzformacioival szemben. A C' a szinkolcsonhatasra utal, az L a gyenge
kolcsonhatas azon tulajdonsagara, hogy csak balkezes részecskék és jobbkezes antiré-
szecskék vesznek benne részt, az Y pedig a gyenge hipertoltést jeloli, mely az elektro-
magneses toltés és a gyenge izospin kombinaciojabol adodik. A zarojellel jeldlt részt
nevezziik a standard modell szimmetriasértG részének, melyhez a BEH-mechanizmus

kapcsolodik; mig az erds kolesonhatast a standard modell tiszta részének.

2.2. Az erds kolcsonhatas

A négy alapvets kolcsonhatas koziil az erds kdlesonhatés a legerésebb, melynek kvan-
tumelméletét kvantum-szindinamikdnak (QCD - Quantum-ChronoDynamics) hivjuk
|17]. Az er6s kolesonhatas felels az atommagot felépité protonok és neutronok lété-
ért, valamint azért, hogy az atommag egyaltalan egyben tud maradni és az elektro-
magneses taszitas miatt nem lokik szét egymast a protonok. Az erds kolcsonhatasban
az elemi részecskék koziil kizarolag csak a kvarkok vesznek részt. A kolcsénhatas tol-
tése a szintoltés®, melynek értéke lehet R, G és B, valamint ezek antiszinei. A harom
alapszin, vagy szin és antiszin Osszege szintelent eredményez. A szinalgebrat leiro
matematika az SU(3) csoport algebraja, mely csoportbol vett transzformaciokkal

szemben a standard modell Lagrange-stirtiségfiiggvénye globalisan és lokdlisan is in-

5Ez csupan egy elnevezés, senki ne gondolja azt, hogy egy kvark ténylegesen kék vagy zold.



varians. A kdlecsonhatéast kozvetité bozonok, a gluonok is rendelkeznek szintoltéssel
(kétszer akkoréaval), emiatt a kvark-gluon kolesonhatés mellett gluon 6nkélesonhatas
is jelen van. Ez igen nagy kiilonbség szemben az elektromégneses kolcsonhatéssal,
ahol a foton nem rendelkezik elektromos toltéssel. Ennek eredménye az Ggynevezett
kvarkbezdrds jelensége, ami miatt a kvarkok alacsony energian (=~ 300 MeV alatt)
kizarolag kotott allapotban, Osszetett részecskék formajaban léteznek és ezért még
soha senki nem figyelt meg szabad kvarkot a természetben. A tapasztalat szerint
csupan harom kvarkbol és egy-egy kvarkbol és antikvarkbol felépiils részecskék lé-
teznek, melyek szintelenek.® A harom kvarkbol felépiils részecskéket barionoknak,
mig a kvark-antikvark allapotokat mezonoknak nevezziik. Barion példaul a proton

és a neutron; mezon pedig a pion. Osszefoglalo nevén hadronoknak hivjuk oket.

2.3. Perturbaciészamitas a kvantum-szindinamikaban

A részecskefizikaban az egyes folyamatok jellemzésére egyik leggyakrabban hasznalt
fizikai mennyiség a hataskeresztmetszet, mely a reakcié valoszintségével all kapcso-
latban. Az ehhez vezets konnyebb ut miatt ezen a teriileten a Feynman-féle pdlya-
integrdlos kvantalast alkalmazzék. Ennek nagy elénye, hogy klasszikus mezGelmélet
szintjén felirt £ fliggvény, mely tartalmazza a sziikséges szimmetridkat, kvantalhato
a szimmetria megtartasa mellett. Definidlhatunk egy Z[J] generalé funkcionalt az

aldbbi modon:
2] = N / D exp { - / Ao (L(6) + ng)} (2.2)

A fenti kifejezésbdl ezutan a funkciondlanalizis eszkoztaraval tetszéleges részecs-
kefizikai folyamatot leszarmaztathatunk, melyet az dtmeneti méatrixelem jellemez.
Szamolasuk kolcsénhatés esetén perturbacioszamitassal torténhet, azaz a g < 1
csatolas szerint sorbafejtjiik a kifejezést. A tagokat csak O(¢") rendig vessziik figye-
lembe, ahol n jeloli a perturbacioszamitas rendjét. Emellett szokésos jelolés az LO
(leading-order), NLO (next-to-leading-order) és dltalanosan N™LO.

6Az LHCD kisérlet kozben megfigyelt egy ezektdl eltéré egzotikus allapotot. Bévebben: ar-
xiv.org/abs/1404.1903



1. dbra. QCD grafok

A perturbaciészamitas sordn megjelend matematikai kifejezések helyettesithe-
t6ek Feynman-grafokkal, melyek atlathatobba és szemléletessé teszik a szamolaso-
kat. A felirt £ fiiggvényb6l a Feynman-szabalyok alapjan megkaphatjuk az adott
elmélet alapgréafjait, melyekbdl azutéan tetszéleges folyamat &braja felépithets. A
kvantum-szindinamika esetén ezek az alapgrafok a kévetkezdek (1. abra): a) fermion
propagator; b) gluon propagator; ¢) kvark-gluon kolesonhatas; d) 3 gluon kolesénha-
tas; e) 4 gluon kolcsonhatas.

A grafok kozott megjelenhetnek hurkok is, ezek wvirtudlis részecskéket jelentenek.
A korrekciok diagramjaiban az elemi folyamat abrajahoz képest plusz részecske vona-
lak és hurkok tiinnek fo6l. Fura tény, hogy a virtualis részecskék is jarulékot adnak az
atmeneti amplitudéhoz, teljes elhanyagolasuk esetén pontatlan eredményt kapunk.
Egy virtualis részecske impulzusa azonban tetsz6leges értéki lehet, igy a matemati-
kai kifejezésekben az impulzus zérustol végtelenig vett integralja szerepel. Ez tobb
graf esetében is végtelent eredményez a fels§ hatar miatt, ezt hivjuk ultraibolya-
(UV-) divergencianak. Tudjuk azonban, hogy a szdmolandé fizikai mennyiségek vé-
ges értéktiek, hiszen a kisérletek véges szdmu részecskét észlelnek. Az értelmetlen

végtelen jarulékokat tehat el kell tavolitani valamilyen modon. A probléma megol-



désdhoz elészor regularizdciot alkalmazunk, igy a végtelenek viselkedése ismertté és
matematikailag kezelhetévé valik. A tobbféle lehetséges modszer koziil a perturbativ
QCD a dimenzionélis regularizaciot hasznalja, mely sordn a térid6 d = 4 dimen-
ziojat d = 4 — 2e (e > 0) értékire valtoztatjuk. Ekkor a végtelenek ¢ tipusi
polusok forméjaban jelennek meg. A polusok ezt kovetGen eltavolithatoak tgy, hogy
levonjuk ket a Lagrange-siirtiség eredeti alakjabol. A divergens grafok formulai-
ban az L-ben 1év6§ tagokkal aranyos kifejezések jelennek meg, igy beleolvaszthatoak
egy, az adott tagot szorzd allandoba. Ez a renormdlds modszere, mely soran az
egyes fizikai mennyiségek tjraskalazodnak [17, 8]. A renormélést a perturbaciosza-
mitas minden rendjében ujra el kell végezni, eggyel feljebb lépve a kordbban mér
renormalt L-fiiggvénybdl kell kiindulni. A renormaélés kovetkezményeként a fizikai
mennyiségek — mint példaul a csatolas, vagy a tomeg — energiafiiggévé valnak, azaz
értékiik a kiilonb6z6 energidji folyamatokban méas és méas. A csatolas viselkedését
tanulméanyozva kideriil, hogy a QCD aszimptotikusan szabad elmélet: az energiaval
végtelenbe tartva a csatolas erdssége nullihoz tart (2. dbra). Igy magasabb ener-
gian ténylegesen alkalmazhatjuk a perturbéciészamitast, melynek kérdésérél eddig
hallgattunk. A napjainkban miikodé részecskegyorsitok energidjan azonban az erds
csatolas nem elegend@en kicsi. A 2. dbran lathato, hogy még 100 GeV kdrnyékén sem
éri el az erds csatolas ag értéke” a 0.1-et, és a csokkenés mértéke egyre alacsonyabb.
Els6 pillantasra ezért a QCD értelmetlennek is tiinhet, az LO rendben végzett sza-
molas csak egy nagysagrendi becslés a kisérleti adatokra, mindenképp sziikség van
az elsG sugarzasi korrekci6 (melynek értéke akar 70 % is lehet az LO-hoz képest!)
figyelembe vételére. Még egy tagot hozzdadva, azaz NNLO szinten az elmélet méar
szerencsére perturbativan kezd viselkedni és egyezést ad a kisérleti eredményekkel.
Példaul a 3. 4bran a Z° gyenge bozon tomegével egyenls energian megmért hadronos
R ardny p skdlafiiggését lathatjuk kiilonboz6 perturbacios rendekben. Az R arany
megadja, hogy e~ et iitkozés esetén p~ put végéllapothoz képest milyen gyakran ke-
letkeznek hadronos végallapotok. A u skéla egy a renormalas soran az elméletbe
bevezetett nem-fizikai skéla, a mérhet§ mennyiségek fiiggetlenek ettsl. Mivel per-

turbacioszamitéas esetén mindig elhanyagolunk tagokat, ezért bizonyos fokig mindig

2
7 _ 9
Ozs—ﬁ
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2. abra. Az erds csatolas energiafiiggése

bent marad a u fiiggés, azonban a rend ndvelésével ennek egyre gyengébnek kell
lennie. Azt gondolhatnank tehét, hogy akkor minden sziikséges folyamatot kiszamo-
lunk legalabb NNLO rendben, azonban majd lathatjuk, hogy ez a gyakorlatban nem
ilyen egyszerti. A lehetséges grafok szama és a befektetendé munka rohamosan né a

magasabb rendd korrekcidk figyelembevételével.

3. Hadrondzset hataskeresztmetszetek

Lattuk, hogy a renormalas segitségével az UV-divergencidk eltavolithatoak, igy egy
matematikailag jol definiadlt elméletet kapunk és végre nekidllhatunk a szémolas-
nak. Ett6l a fejezettsl kezdve mar a kutatasom targyat képezé folyamat példajan
haladunk tovabb, ez pedig az elektron-pozitron iitkoztetések soran keletkezé hadron-
dzsetek. A hadronok, mint mar korabban emlitettem, kvarkokbol felépiils részecs-
kék, hadrondzsetnek pedig ilyen részecskék egy iranyba haladé csoportjat nevezziik

(4. 4bra). Dzsetbdl mindig legalabb kett6 keletkezik az impulzusmegmaradas miatt,
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3. abra. A hadronikus R arany p skalafiiggése

azonban fels6 korlat nincs (habar a valoszintiség a dzset szammal egyre csokken).
Probléma, hogy szabad kvarkot vagy gluont (6sszefoglalé néven partont) még
senki nem mért a természetben és a QCD csak a partonokkal valo szamolasokra ad
utmutatast, hadronokra nem. Jelenleg a hadronizicionak, azaz annak folyamatnak,
mikor a szabad kvarkok Osszetett részecskéket formalnak, csak tapasztalati modellje
van. Esetiinkben ezt el is hanyagoljuk és egy dzsetet egy partonnak feleltetiink meg.
Ezt nevezik hadron-parton dualitasnak. Példaul két dzsetet a e”e™ — ¢q folyamattal

irjuk le a perturbéacioszamitéas legalacsonyabb rendjében (fagraf szinten — 5. abra).

3.1. Teljes hataskeresztmetszet

A szorasi folyamatok esetén az legjellemzébb fizikai mennyiség a szorasi hataske-
resztmetszet. A teljes hataskeresztmetszet aranyos a hadronos végallapotok keletke-
zésének valdsziniiségével, a luminozitassal megszorozva megkapjuk a szort részecskék

id6- és térfogategységenkénti szamat. A teljes hataskeresztmetszetet kvantummezd-

10



4. dbra. Hat dzsetes esemény az LHC CMS detektoraban

5. abra. e"e +7 qq
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elmélet esetén a kovetkezd formulaval szamolhatjuk:

1 1
Oteljes — % /d¢n(p17 -+ o5 Pn; Q)§ Z ’Mn|27 (31)

spin

ahol Q a teljes bejové négyesimpulzus, s = Q?%, S a spinek atlagolasabol és szim-
metriabol szarmazo faktor. | M, |? tartalmazza az adott folyamat Osszes lehetséges
Feynman-grafjat (dtmeneti matrixelemét), d¢,, pedig az n darab részecskébdl allo
végallapot fazistere:

Boulpree o i @) = m)4 (@ = ) [t - nd) (32
(27)d-1 J j

=1 " j=1

Itt d = 4 — 2¢ a dimenziészam, §¢ (Q“ — Z?:l p?) a négyesimpulzus megmaradasét
fejezi ki, 0, pedig arra utal, hogy csak a pozitiv energias megoldasokat tekintjiik.
Elektron-pozitron iitkdztetés esetén a teljes hataskeresztmetszet felirhato szepa-

ralt alakban: egy L,, leptontenzor és egy H*" hadronikus tenzor szorzataként.
_ 4 1 L
Oreljes(€” € — hadronok) = S—QLWH (3.3)

A leptontenzor tartalmazza a kizarolag elektromagneses részt, mely a perturbacio-
szamitas sordn végig azonos marad, a hadrontenzor pedig a QCD folyamatokat,
melyeket sorfejtiink. LO szinten a mar emlitett 5. 4braval szamolunk. NLO szinten
H™ kifejezésben megjelennek a Hy virtuélis és Hg valos gluon sugarzasi korrekcios
tagok, melyek a 6. 4bran lathato grafokbol szarmaznak.

A valés korrekcioban egy plusz részecske, egy gluon jelenik meg a végallapotban,
mig virtudlis esetben egy gluon hurok. Mindkét tag tartalmaz egy m alakt
kifejezést, mely végtelenhez vezet a p;,p; — 0 hatéaresetben. Az eltavolitott UV-
divergenciak utan egy tjabb fajtaja végtelen, az infravoros- (IR-) divergencia marad,
melyet ismét el kell tavolitanunk a méatrixelemekbdl. Erre is t6bb modszer lehetséges
és ismét alkalmazhaté a dimenzionélis regularizacio. Miutan elvégeztiik a renormaé-

e—0

last, eltiintettiik az UV poélusokat és vettiik a d = 4 — 2¢ —— d = 4 hatéaértéket,

azutan a dimenziészamot ismét d = 4 — 2¢ értékiire folytatjuk, ezattal azonban € < 0
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a) - valds b) - virtuélis

6. abra. NLO korrekcios grafok
valasztassal. Igy a végtelenek ismét e~ polusok formaiban jelennek meg. Ha a sziik-

séges szamolasokat végigesinaljuk, akkor kideriil, hogy mind Hg, mind Hy azonos

alaki polusokat tartalmaz, raadéasul ellentétes elGjellel!

2 3 19
HR = 6—2+E+?—7T +O(€) (34)

Tehat a két kifejezés Osszege eltiinteti a végteleneket H#’-ben és végiil értelmes

eredményt kapunk [17].

3.2. Differencialis hataskeresztmetszet

Az el6z6 alfejezetben felvazolt modszerrel megkaphatjuk a teljes hataskeresztmet-
szet értékét. Ez elégséges, ha csak a végallapotok szamérol és a folyamat valoszini-
ségérdl akarunk adatot. Ha viszont mar a végallapotok részecskéinek térbeli szerke-
zete, vagy valamilyen valtozo szerinti eloszlasa is érdekes, akkor a oy mennyiség
nem lesz megfelels. Az ilyen esetekre hasznaljuk a differencidlis hatdskeresztmet-
szet fogalmat. A 01fi—(Jff)df aranyos a szort részecskék f fizikal mennyiség [f, f + df]
tartomanyaba esG keletkezési valoszintiségével. A végallapotok jellemzésére alakpa-
ramétereket hasznalunk, mint példaul a dofet(thrust), szfericitas, aplanaritas. Alta-

lanosan ezt egy g (p1,- .., pn) dzsetfiggvény forméajaban irhatjuk melynek konkrét
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megtestesitdje lehet valamely fentebb emlitett alakparaméter. Perturbativ kvantum-
szindinamikaban azonban csak olyan alakparaméterekkel tehetiink elméleti joslato-
kat, melyek infravoros végesek. Ekkor az alakparaméterben differencidlis hataske-

resztmetszet

1
do — %/d¢n|Mn|2J$)(p1, o) (3.6)

alakot oOlti. A korabban mar emlitett dofetet a (3.7) képlettel definialjuk, melyrdl
belathato, hogy egy IR-véges mennyiség.

> lpin
T({pi}) = max =——— (3.7)
i > |pil
gy példaul a dzsetfiiggvény lehet egy Dirac-delta: J,, = (5(T — T({pz}))
Most alkalmazzuk az Gj modszert a teljes hataskeresztmetszet esetén szamolt
eet — hadronok folyamatra. Teljes hataskeresztmetszet esetén az els§ sugarzasi

korrekeid

alakban is felirhat6, ahol az integraljel a fazistérre vett integralasra utal, az also
index szama, pedig a végéallapotban 16v6 részecskék szamara (az R valos korrek-
ci6 tartalmaz egy plusz gluont!). Hogy differencialis hataskeresztmetszetet kapjunk,

ebbe egyszertien beillesztjiik a megfelels dzsetfiiggvényeket:

/ doNFO = / doy PR, + / doy "V T, (3.9)

Itt maris felfigyelhetiink arra, hogy a valos és virtudlis korrekciokat nem tudjuk egy-
szertien Osszerakni ugy, hogy az 6sszegiik véges legyen, mivel két kiillonboz6 dzset-
fiiggvényt tartalmaznak. Miel6tt tovabblépnénk vizsgaljuk meg, hogy milyen folya-

matok okozzak az infravoros-végtelen jarulékokat.

3.3. Az infravoros-divergencidk forrasai

Korabban emlitettem, hogy az atmeneti matrixelemben megjelenik egy m alakt
i TPj

tag. Ha elvégezziik a négyzetreemelést, akkor (p; + p;)? = 2p;p;, ami két négyesvek-
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tor szorzata. Itt kihasznaltuk, hogy a végallapotban megjelené részecskék tomeg-
héjon vannak, azaz ki kell elégitsék a p?> = m? feltételt. Gluonok esetén m = 0
mindig fennall, kvarkok esetén pedig élhetiink a m = 0 kozelitéssel (mivel a to-
meg eltlinik névekvé energidkon) perturbativ QCD esetén. Az ebbdl a kozelitésbdl
szarmazd6 hiba joval kisebb, mint amely a sugéarzasi korrekciok elhanyagoldsabol szar-
mazik, viszont kényelmesebbé teszi a szamolast. Irjuk at az impulzusokat tartalmazo

kifejezést mas valtozokkal kifejezve:
2pip; = 2E;E;(1 — cos§) ~ E;E;0°, (3.10)

ahol E; és E; az 1 és j részecske energiai, 0 pedig a koztiik bezart szog. Vegyiik
példaul azt az esetet, mikor egy kvark kibocsajt egy gluont (6.a dbra). A Ek+192 tag
divergal, ha E, — 0 vagy 6 — 0 (esetleg a kettd egyszerre) hatareseteket vessziik.
Az els6t nevezziik ligy esetnek, mig a masodikat kollinedrisnak (parhuzamosnak).
Fennallhatna még divergencia Ej; — 0 esetben is, azonban maéas szamlaloban 1év6
tagok ezt mindig kompenzaljak, igy a lagy kvark hatarérték integralja mindig véges
lesz. Ha elképzeljiik a lagy és kollinedris hatareseteket, akkor a két részecske ha-
taresetben megkiilonboztethetetlen lesz a detektorban, igy olyan mintha csak egyet

latnank. Ez lesz az egyik kulcs a végtelen tagok kezelésére.

3.4. Levonasi sémak

Térjlink vissza a (3.9) egyenlethez. A kifejezés véges, kivéve a lagy és kollinearis
hatéreseteket, amikor a kiillonb6z6 szamu részecskékre vonatkozd dzsetfiiggvények
miatt nem tudjuk Gsszadni a két korrekcios tagot, igy a divergencidk nem esnek
ki. Most, hogy mar értjiik az IR-divergencidk okait kikothetjiik, hogy csak olyan
dzsetfiiggvényeket hasznalhatunk, melyek — ahogy mar korabban emlitettem — IR-
végesek, és teljesitik a

1ag1y1,1£1011. o= 2 (3.11)

feltételt. Ekkor a fentebbi hatarérték esetén a hataskeresztmetszet végessé tehetd.

Gyakorlatban ezt gy tessziik, hogy az eredeti kifejezéshez hozzaadjuk, majd le is
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vonjuk ugyanazt a tagot. NLO szinten ez a

<wNw:qmgwﬂk—«wyﬁﬂﬁ+déuaﬁa+(/Hd“QﬂJZ (3.12)
1

formaban irhato el, ahol elhagytuk a korabban feltiintetett teljes fazistérre vett in-
tegralast. A doVFO4 a kozelits hatdskeresztmetszet, melyet 3 darab részecskékre
irtunk fel, ezért a mésodik tag esetében egy részecske fazisterére integralnunk kell.

Megmutathatd, hogy m részecskés végallapot esetén
do ., =dol @ I,(e) (3.13)

kapcsolat all fent, ahol B a Born-kozelitésre utal (LO). I,,(¢) a szintéren hatod opera-
tor, ezért roviden szin-operdtornak nevezziik, mely fiiggetlen a dzsetfiiggvénytél. Igy
végiil a levonasi triikk olyan tetszéleges dzsetfiiggvényre hasznalhato, amely kielégiti

a sziikséges kovetelményeket. Osszefoglalva:

L/@%+/®$J‘&n%\@% (3.14)
m 1 €=

/ (daﬁﬂjmﬂ - dameJm)
m—+1

—  véges (3.15)

A levonast tobbféleképpen is meg lehet tenni, attol fiiggfen miként definialjuk
do”-t. Ez nem egyértelmtien meghatarozott feladat, tébb olyan lépést is tartalmaz,
amelyet sokféle tton is el lehet végezni. Emiatt el6fordulhat, hogy az ember csak

nehezen ér el a végcélba.

3.5. Levonasi séma NNLO rendben

Ha a hatéaskeresztmet méasodik sugarzasi korrekciojat is meg szeretnénk hatarozni,
akkor a dolog még tovabb bonyolodik. A fagrafhoz most két részecskét kell hozzéad-
nunk, mely ez esetben lehet kvark és gluon egyarant. A hataskeresztmetszet ekkor

a kovetkezd harom tagbol all:

O'NNLO :/ do',ljlligt]m—f—Q +/ dO‘SL\_/HJm—&-l +/ dquvam~ (316)
m-+2 m+1

m
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A felsd indexek a korrekcidk tipusaira utalnak: RR a kétszeresen valos, RV a valos-
virtualis, VV pedig a duplan virtualis korrekcié.

A kozelité hataskeresztmetszet megalkotasa itt mar nem olyan egyszert feladat
ugyanis a kiilonozé korrekcios tagokban felléps szingularitasok részben atfednek egy-
massal. Emiatt tobbféle do4 is lesz. Mint fentebb emlitettem egy levonasi séma meg-
alkotésa nem egyértelmi, ezért kiilonb6z6 lehet&ségek vannak. Jelen dolgozatban a
Somogyi Gdbor, Trocsanyi Zoltin és Vittorio Del Duca &ltal kidolgozott algorit-
must [12, 13, 10, 11, 1, 2, 3, 4, 9] hasznalom. Ekkor a (3.16) egyenletet atirhatjuk a

kovetkezdvé:
o NNLO _ / doNNEO / doNNLO _|_/ doNNLO (3.17)
m+2 m+1 m
ahol az egyes tagok

doNLO {daiigjmﬂ —dofe g [daf}fjﬁl T — dofRe Jm} }EZO, (3.18)

A
02250 = {[aota [ a0l s = [aoid o (faolti) ]}
1 ! -~

(3.19)
A
o NLO _ { AoV 4 / [d0§§’§2 _ dazlj:é\lz} i / [dai\ifl + ( / daﬁv;l) 1” Im
) . 1 e=0
(3.20)

alakot Oltenek. Itt is fennallnak a (3.13) egyenlettel azonos forméaju Gsszefiiggések,
igy minden kiilon levonéasi taghoz tartozik egy-egy szin-operéator, melyeket egyenként
kell definidlnunk. Ez nem egyszert feladat, ugyanis a szingularitasok atfedései miatt
nem elegendd csak a sima lagy és kollinearis divergenciakat eltavolitani, hanem a ke-
reszttagok eltiintetésére is iigyelni kell. Ennek ellenére az eljaras altalanos formaban

megfogalmazhato, a nagyobb problémat a megjelend integralok kiszamitasa adja.
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4. Kozelité6 modszer

A szin-operatorok definidlasakor a teljes kifejezést egyméstol fliggetlen tagokra bont-
juk szét, melyek a kiilonboz6, Ggynevezett mester integrdlokat adjak. Az operétor az
egyes integralok linearis kombinécidjaként all 6ssze. A hatakeresztmetszet eredetileg
a négyesimpulzusoktol fiiggdtt, azonban a mester integralok esetén egy transzforma-
cio segitségével attérhetiink mas valtozok hasznalatara. Bizonyos véiltozokra elvégez-
hetjiik az integralast, mig a tobbi valtoz6 paraméterként benne marad az integral
kifejezésében. Ezen paraméterek valtoztatasakor az integrélokat tjra és djra ki kell
értékelni, ami nagyon szamitis igényes munka. Egy mester integral tipikusan 2-3
soros integrandust tartalmaz, melyet 3-4-5 valtozoban is kiintegralunk. A primitiv
fiiggvények vagy egyaltalan nem léteznek, vagy ha igen, akkor teljes analitikus meg-
hatarozasuk til koltséges feladat. FEzért numerikus moédszerek alkalmazasara van
sziikség. Az ebben a problémakorben felmeriil6 integralok numerikus kiértékelésére
irt egyik programcsomag példaul a SecDec |7]. A SecDec a Wolfram Mathematica
program segitségével elGszor Laurent-sorba (negativ hatvanykitevket is tartalmazo
hatvanysor) fejti az integrandust, majd az egyes polusok egyiitthatoit a Cuba [6] nu-
merikus algoritmusaival kiintegralja. Az integralok eredményeit nagy pontossaggal
szeretnénk ismerni, ezért altalaban 1077 — 107%-as relativ pontossagot hasznalunk
a numerikus szamoléds alatt. Ezen okbdl és az integrandusok bonyolultsdga miatt
a tipikus futasi id6 percekben mérhets egyetlen pontban. Ha megnézziik a (3.16)
egyenletet, akkor lathatjuk, hogy a sugarzési korrekcio értékének kiszamolasahoz in-
tegralnunk kell a differencialis hataskeresztmetszetet a teljes fazistéren. Ezt Monte
Carlo integralas segitségével szeretnénk elvégezni, ami tipikusan O(10%) — O(10°)
darab pontbeli fiiggvényhivast jelent. Ha csak csupan egy mester integralunk lenne,
az Osszes pontban torténd kiértékelés akkor is napokat venne igénybe. A helyzet
valojaban még rosszabb, ugyanis a mester integralok szama szézas nagysagrend-
ben mérhetd, ami joval megnéveli a sziikséges szamitasi idGt. Ezt elkeriilendd a
szin-operatorok bonyolult kifejezéseit joval egyszeriibb, gyorsan kiértékelhet§ fiigg-
vényekkel szeretnénk egyszertsiteni, ezért célul tlztiikk ki egy kozelitési modszer
kidolgozasat és megvalositasat. Ennek segitségével szeretnénk majd megmutatni a

szingularis polusok numerikus kiejtését 2 és 3 dzset esetére, valamint kiszamolni a
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sugarzasi korrekciot.

4.1. Kinematikai valtozok

A négyesimpulzosokrol 0j valtozokra valo attérés utdna az integralokban a kivetkezé

kinematikai valtozok szerepelhetnek paraméterként:

2F;

T, = — 4.1

0 (4.1)
bip;

Y., = —/——. 4.2

Q a teljes tomegkozépponti energia elektron-pozitron iitkoztetésben, p; és p;, pedig
az 1 és j-edik részecske négyesimpulzusa. Az x; valtozo6 az ¢ parton témegkdzépponti
energia felével normalt energiajit adja meg, mig Y;; az 7 és j partonok impulzusai
kozott bezart x;; szoggel all kapcsolatban (cos x;; = 1—2Y;). Az operatorok szintjén

azonban az y;; két részecske invaridns valtozot hasznaljuk, melynek definicioja:
_ 2pip;
Yij = o2

Az y,;, x; és Y;; valtozok nem filiggetlenek egymastol, kozottiik a

T = Zyz’j, (4.4)

JIF

v, = 2L (4.5)

Tl

(4.3)

relaciok allnak fent. Egy m dzsetes eseménynél az I operatorok m — 1 fiiggetlen y;;
valtozoktol fognak fiiggeni, mivel y;;-k szimmetrikusak és fennall a négyesimpulzus
megmaradasa (3_, ; yi; = 1).

Két dzset esetén nincs tényleges fiiggés, haromnal pedig y;3-at és yo3-at valaszt-
hatjuk fiiggetlen valtozoknak. A két valtozo egy [0, 1] x [0, 1] négyzetes tartomanyt
feszit ki, azonban a négyesimpulzus megmaradas miatt a fazistér haromszog alaki
lesz, mely szimmetrikus a két y felcserélésre. Az operatorok illesztését tehat ezen a

tartoméanyon kell elvégezniink, mig ha mester integralokat kivanjuk illeszteni, akkor
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az integral valtozo6i altal kifeszitett feliilet f6l6tt, mely magasabb dimenziészammal

is rendelkezhet, mint kett6.

4.2. A kozelités menete

A kozelité modszeriinket a dojryy2-ban talalhato I operdtoron kezdtiik el kidol-

gozni. Parhuzamosan egy mésik hallgato, Tulipdnt Zoltan szintén egy hasonlo logi-
kaja kozelitésen dolgozik egy masik szin-operatoron, azonban egy mésfajta illesztési
modszert, a Csebisev-polinomokat alkalmazva. Igy a végén lehetéségiink nyilik majd
a két modszer Osszehasonlitésara.

A kozelités logikaja a kovetkezd: megfelels — de a Monte Carlo integralas soran
sziikséges pontszam nagysagrendjénél joval kisebb — szami pontban numerikusan
kiszamoljuk a mester integralokat a SecDec segitségével. Ezutan az adatokbdl két
altalam C++ nyelven irt program (MakeAllRes és TransDat [15]) és egy Wolfram
Mathematica-ban irt program segitségével felépithetjuk az I, operatort és megkap-
juk annak értékét az adott pontokban. Az illesztést valojaban két szinten is elvé-
gezhetjiik: illeszthetjiik egyenként az 0sszes mester integralt, majd felépithetjiik az
operator fiiggvényét; vagy pedig el6bb numerikusan felépitjiik Io-t és azt illesztjiik
meg. Kezdetben mindkét at jonak tiint, azonban a jelenlegi tapasztalatok azt mu-
tatjak, hogy az utébbi lesz az egyszertibb és pontosabb. Ennek oka, hogy mig I
csak két valtozotdl fiigg, addig egyes mester integralok 3 —4 valtozotol is fiigghetnek
és az illesztés meglehet&sen nehezebb egy ilyen esetben. Tovabba a koriilbeliil szaz
darab integral illesztése miatt a végsé hiba el6reldthatolag nagyobb lenne, mintha
csak az operatort illesztenénk. Igaz, hogy ekkor példaul egy 110 y13 — 323 pont-
part tartalmazo racs esetén hozzavetélegesen 22000 pontban kell integralnunk, de ez
meégis kedvez6bb, mint a harom valtozos illesztés, ahol racspontok szama rohamosan
né a dimenzioé novekedésével és fazistér felosztasa a jobb illesztés reményében sem
egyértelmd.

A kozelitéfiiggvény megillesztésére a jol ismert és széles korben alkalmazott legki-

sebb négyzetek maodszerét hasznalom. Az illesztési pontokat, hibékat és az illesztendd
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F fiiggvényt egy

n

Z —ui)” (4.6)

=1 Z
formulaba tessziik bele, majd a y? mennyiséget minimalizaljuk gy, hogy valtoztat-
juk az F-ben szerepld fiiggvényegyiitthatokat. A y? minimumanak értéke informa-

ciot szolgaltat az illesztés josagarol [18|. Erre érdemesebb azonban a

X2

a— (4.7)

Xied =
redukalt mennyiséget hasznalni, ahol NV az illesztési pontok, n pedig az illesztett pa-
raméterek szama. x2,; > 1 esetben az illesztett fiiggvény nem megfelels,ha x2_, > 1,
akkor az illesztés nem teljesen megfelelGen illeszkedik a pontokra. x2, & 1 jol jar-
tunk el, azonban ha x2 , < 1, akkor az adatokat talillesztettiik”, és a kozelits gorbe
koveti a zajbol ered6 valtozasokat is. Az illesztés elvégzése utdn Osszehasonlithatjuk
F-et a numerikus értékekkel és meghatarozhatjuk a relativ pontossagot.

A kozelitofiggvény alakjat egy- és kétvaltozos mester integralok illesztésének
segitségével hataroztuk meg [14, 5|. Azt talaltuk, hogy a fiiggvény felirhato6 altalanos
alakban, amely igy egyszertien generalhat6 automatikusan. Az zq, xo, . . ., x5 valtozok

esetén F-et két fiiggvény szorzataként definialhatjuk:
F(x1, 9, ..., xs) = P™ (a1, T2, ..., xs) L™ (21, T2, ..., Ty) (4.8)

ahol P az x; valtozok polinomjait, mig £ a valtozok logaritmusainak polinomjait

tartalmazo fiiggvények:

S

P (w1, X9, .., Ts) = H P™(x;) 5 L"w1,29,...,25) = H L™ (zg), (4.9)

=1

P™(x;) =Y ayal 5 L'(ax) =Y bulog!(wx), (4.10)
j=0 =0

és ai;, by € R. Mivel az operatorok és a mester integralok poélusai egyértelmiien

meghatéarozzak az el6forduld logaritmusok lehetséges maximalis [ hatvanyat, ezért a
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log x; tagok [; kitevGire egy kényszert irunk eld:

Lh+lpg+-+1,<n. (4.11)
Hasonlb6an a polinomkitevékre:

pLrtp2+-tps < m. (4.12)

A (4.8) egyenletet a behelyettesités és a szorzasok elvégzése utéan atirhatjuk egy

mésik alakba, mely jobban tiikrozi a kozelit6 fiiggvény felépitését:

‘F(‘%l’ X2y 7‘TS) = Z C(7n;131,1027---,ps;l1,lg,...7lS (517]1011'12)2 . 331835)
Pl (4.13)

x (log" (x1) log™ (w,) - - - log" () .

Ezt az alakot hasznalva mésod- és harmadfoki polinom valasztassal élve az egy- és
kétvaltozos mester integralok példajan 10~ relativ pontossagot tudtunk elérni (lasd
5. fejezet).

A I, operator egyes polusai kisebb-nagyobb munkéval kiszdmolhatéak analiti-
kusan is. Fzeket a kifejezéseket tanulményozva az deriilt ki, hogy az y3, yo3 fliggés
csak logaritmusok és polinomok Osszegeként jelenik meg, elttinnek az y;;logy ti-
pusi kevert tagok, igy F helyett elegendé egy egyszertibb alakot hasznalni. Ez is azt
megérzésiinket latszik alatamasztani, hogy célszeriibb az illesztést a szin-operator

szintjén elvégezni.

5. Mester integralok illesztése

Ahogy korabban is emlitettem az illesztési modszer kidolgozasat a mester integra-
lok szintjén kezdtiik el. Ebben a fejezetben az elvégzett illesztésekbdl mutatok be
néhany példat egy- és kétvaltozos esetre egyarant, melyek a [14, 5| hivatkozasokban
is megtaladlhatoak. Az illesztéseket az altalam irt myCalc nevi C++ nyelven ir6dott
programmal végeztem. A myCalc a ROOT adatillesztésre fejlesztett programcsomag-

jat, a kiilon is elérheté Minuit?2 fiiggvényminimalizalo algoritmusait hasznalja.
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Tapasztalatunk szerint az illesztési tartoméanyt érdemes tobb részre bontani,
ugyanis agy javithatd a pontossig. Egyvaltozos esetben aszimptotikus és nem-a-

szimptotikusra valasztjuk szét az x; valtozok (0, 1) halmazat:
e aszimptotikus: xz; < 1074
e nem-aszimptotikus: x; > 107

Két valtozo esetében az x;,x; valtozok (0,1) x (0,1) négyzet alaku fazisterét harom-

felé vagjuk a kovetkezd modon:
e aszimptotikus: z;,x; < 107*
o kozép: x;, x; > 1072
e perem: z; < 1072 vagy z; < 1072

Az illesztés logikaja mindkét fajtanal azonos: elGszor csak a logaritmikus részt tar-
talmazoé fliggvénnyel megillesztjiik az aszimptotikus részt, majd ennek eredményét
felhasznalva illesztjiik a tébbi tartoméanyt.

Altalanosan elmondhato, hogy az F fiiggvénnyel torténd illesztés a mester in-
tegraloknal sikeresen teljesitette az altalunk kitiizott célokat. A pontossag megha-
tarozasdhoz a ,mérések” (numerikus integralas eredményei) és a kozelits értékek
kiilonbségeit, illetve hanyadosait hasznéaljuk. A kozelitések a mérési eredményektél
legtobb esetben csupan 10~ %-es relativ eltéréssel kiilonbdznek. Néhany esetben meg-
figyelhetd ennek a relativ pontossagnak a romlésa, ami a fliggvény elGjelvaltasanak
tartomanyaban jelentkezik. Az abszolut eltérés azonban ekkor is kielégits. Az n =1,
néha n = 2 logaritmus kitevék esetén célszert a harmadfoka polinom hasznalata a

jobb eredmény érdekében, egyébként elégséges a masodfok is.
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5.1. Zjco kollinearis integralok

Az Tyepaz I 50) operatorban megjelend kollinedris mester integral. A négyesimpul-

zusokrol Uj valtozokra torténd attérés utan az integral definicioja:

I{co(x €, v, dy) —x/ da/ dva™ _E )2d0 1( +(1—oz)x)_1_5

X (1 — v) ( +(1—a)xv)k

20+ (1 — a)z

(5.1)

ahol az x a kinematikai valtozo, a és v integralasi valtozok, ag, dy, k£ konstansok, €
pedig a regularizal6 paraméter, mely szerint az integralas soran a sorfejtés torténik.

Elssként tekintsiik az a9 = 1,dy = 3,k = —1, esetet. A (7). abran jol lathato,
hogy a hanyadosok tobbsége az F/Iicp = 1 egyenesen helyezkedik el. Nagyobb
eltérés a nem-aszimptotikus részen jelentkezik, egy kiugr6é pontot vehetiink észre a
fiiggvény eléjelvaltasanal, amire a korabbiakban utaltunk. Altalanosan tapasztalat,
hogy az aszimptotikus részek, egy- vagy kétvaltozos esetben is, nagyobb pontossig-
gal kozelithetGek a tobbi tartomanyhoz képest. Az els6 példaban rendelkezésiinkre
allt még egy igen jelentds ellendrzési lehetdség. Kordbbi szamolasokbol az integrél
analitikus megoldasa ismert ezen paraméterértékek mellett. Azt talaltuk, hogy az
analitikus fiiggvény és a kozelitett fiiggvény eredményei 107%-0s pontossaggal meg-
egyeznek, ami igencsak jonak mondhaté.

Az els6, még nem az altalanos fiiggvényalakkal torténd vizsgélat soran az aszimp-
totika analitikus alakjat szinte teljes egészében (az utolsé tag kivételével) sikeriilt
meghatarozni a numerikus szamolas segitségével. Sajnos az altalanos illeszt&fiigg-
vény ennek a rovasara megy, ugyanis az ilyesfajta kereséshez nagyobb foku fiigg-
vényspecializacio sziikséges, amire a forraskodban viszonylag egyszertien lehetGség
van, azonban az altaldnos kifejezéssel nagyobb pontossidg érheté el, és nem jar to-
vabbi bajlodassal.

Masodik példaban az oy = 0.1,dy = 3 — 3¢, kK = —1 paraméterekkel rendelkezd
Tic integralt vizsgaltuk (8. abra). Itt sajnos nem ismert az analitikus megoldés, igy
csak a mérési eredményekhez tudtunk viszonyitani. A fiiggvény elGjelvaltasanal itt

is kisebb pontossagu a kozelités, a tobbi pont viszont az el6z6 esethez képest jobban
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7. abra. Az Il((_)lo) (x;€,1,3) integral illesztése

illeszkedik az F/Zo = 1 egyenesre.

5.2. Iy tripla kollinearis integralok

Az Zy0p kollinedris integralhoz hasonléan az Zyc; is az egyvéltozos esetek kozé
tartozik, azonban az Iy szin-operéator részét képezi. Az integral kifejezése méar sokkal

bonyolultabb alakot vesz fel az el6z6h6z képest:

(1 —e¢) %0 !
k1,ka ksl ) e
I§c1,12 3 )(x;;;,e,ozo,do) =274 mx%/o da/o dt;s d7,s dv, dw,

% a—1—2e (1 _ a>2d0—3+25 (a + (1 _ a):L‘.N)_l_Qe (2a + (1 _ Oz):E.N)_l

wrs wrs

% t71i92+k3+1726 (1 _ tis)k1+k)3+l+1f2€ ng*& (1 _ Trs)klfe U;E (1 _ ,Ur)fe

% w—1/2—e (1 . ws)—l/2—e (1 — Tg ot Trs tis)_kl_k3_2+2€ (Oé + (1 . @)xer)l )

(5.2)

Ezen tripla kollineéris integral illesztésébdl 6t példat mutatok be, melyek kiilonb6z6

paramétervalasztasait a 3. tablazat tartalmazza, a pontossiagok bemutatésat pedig
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8. abra. Az Ifalo)(x; €,0.1,3 — 3¢) integral illesztése

a 9., 10., 11., 12. és a 13. dbrakon lathatjuk.

—_

Megfigyelhetjiik, hogy a (C) eset

Toca | k1 | ko | ks | 1
A 0710100
B 21-21010
C 1 (-1710 10
D 110 -101
E -1 0 (-1)2

3. tablazat. Az Ty, példai

kivételével a hanyadosok mindenhol 0.9999 és 1.0001 kozé esnek. A (11). &dbran

is csupan négy pont taldlhaté a tartomanyon kiviil, de még ezek is joval ezrelék

alatti pontossagot jelentenek. Tekintsiik még meg példaként az (E) esetben illesztett

fiiggvényt két tizedesjegy pontossidggal megadott paraméterekkel:

Foc1(F) = 4.81 — 28.45z + 31.942? — 3.77log(z) — 18.35z log(z) — 17.312* log(z)+

+1.331log?(z) — 0.53z log?(x) + 3.212% log*(x) .
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10. abra. Ty tripla kollinaris integral B példa
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11. abra.

Ty tripla kollinéris integral C példa

T (w56,0.1,3 — 3¢),

O

2000
1800
1600
1400
1200
~ 1000

|
+

I,
F

~1,0,-1,1)
C,1

+
M

it

12. abra. Zyc; tripla kollinaris integral D példa
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13. abra. Zyc; tripla kollinaris integral példa

Ez a fiiggvény megadja a sorfejtés € tagjanak az egyiitthatojat. Egy ilyen fiiggvény
kiszamitasa szamitogéppel igen csekély id6t vesz igénybe, mig az egy pontbeli nu-
merikus integrilas jelen esetben percekben mérhets ideji, az analitikus eredmény

pedig szinte reménytelen.

5.3. Iy dupla kollineéris integralok

A két kinematikai valtozoval rendelkezd integralok illesztését az Zoc ¢ dupla kolline-

aris integralon teszteltiik. Ezen mester integral definicidja a kovetkez6.

1 1
IéffékS)(x;;,x;;; €, 0,do) = 15755 / dadfO(ag —a - ﬁ)/ dvdu
0 0
Xxa BT (1 — o= )P (1 — ) um (L — )
xlat(l—a=PBagz] " B+1—a- Pl

Oz—l-(l—a—ﬁ)x,z;v ko B‘i‘(l—a—ﬁ)m%u k3
X(Qa—i—(l—a—ﬁ)x%) 28+ (1—a— Bz~ ,

js

(5.4)
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mely egy meglehetGsen bonyolult kifejezés. Az Zyc ¢ integralra illesztett gorbéket és
azok pontossagat a ky = —1,k3 = —1 és ko = —1, k3 = 0 paraméterértékek mellett
a 14. és a 15. dbra mutatja. A hényadost itt csak az egyik valtozo fiiggvényében

abrazoltuk, igy egy w7, értéknél az osszes hozzatartoz6 fel van tiintetve. Az

Lo (1,3=36),  O()

I D R N I
1.0002 —b) X < 1072, or x5, < 102

|
+
;5 1.0001 % 4
S 1.0!!— X X N ! i i é
K, 0.9999 +4

0.9998 [— I +I|z~,7m]i<1o 4 or oz, ]&>%) N

107 10% 107 10° 10° 10 107 107 10°

1‘7}

\

14. abra. Zyc 6 dupla kollinearis elsé példa

illesztések itt is hozzak a kivant tizezerlékes pontossigot, azonban a til altalanos
alak és a sok illesztési paraméter miatt lehetséges, hogy F tulsdgosan lekoveti a

statisztikus zajt.
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15. abra. Zoc ¢ dupla kollinearis masodik példa

6. Az I, operator ¢ 2 polusanak illesztése

Céliink a szin-operator véges polusanak megillesztése, el6szor azonban tovabb szeret-
nénk tesztelni és finomitani modszeriinket az operdtor mas poélusain. Ennek el6nye,
hogy O(e7?) rendig bezarolag ismerjiik I»-t analitikusan is, igy lehet6ségiink nyilik a
numerikus adatok és az analitikus eredmények Gsszevetésére. A beprogramozott Ma-
thematica kod segitségével a mester integralok numerikus eredményeibél felépithetd
az I, operator [15]|. Az illesztéshez sziikséges y13 — ya3 Tacsot egy sajat C++ program-
mal generaltam le, majd (4.5) Osszefiiggések alapjan attértem z;,Y;; valtozokra és

elgéllitottam a numerikus integraldshoz sziikséges bemeneti fajlokat. A pontokat a
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[y | oy [ (L(e?),, [ (La(e?), ]
0.3004 | 0.5998 || 119.7974777 | 119.7982364
0.0509 | 0.6497 || 418.0282414 | 418.0286620
0.3503 0.5 126.9412935 | 126.9410218
0.001 | 0.4002 || 1508.788856 | 1508.793831
0.2505 | 0.3503 || 242.9649032 | 242.9651966
0.001 | 0.9491 || 1239.487427 | 1238.1875&87

4. tablazat. Az operator e 2 polusanak analitikus és numerikus szamolasanak dssze-
hasonlitasa

(Y13, y23) € [0.001, ya3] x [0.001,0.999] tartoméanybol vettem gy, hogy mindig telje-
stiljon az yi3 4+ y23 < 1 feltétel. Egy yi3 — Y23 pontparhoz tobb z; , Y;; pontra is ki kell
szamolni az egyes mester integralokat, igy végiil 110 y-beli racsponthoz sziikség volt
22291 integralas elvégzésére. A folyamat gyorsitasa végett a véges poélusokat csak kis
pontossaggal szamoltam, azonban néhany esetben mig igy is til lassinak bizonyult
a szamolas (az integralasok idejének donts részét az e ! és €® polusok kiszamitasa
adja). Az id6 szlike miatt a szokdsos 1077 relativ pontossidgot lecsokkentettem 1075-
re a sziikséges esetekben. A kapott eredményekbdl felépitettem az I, operétort,
melyet ellenérzésképpen hat véletlenszertien valasztott racspontban 6sszehasonlitot-
tam az analitikus képletek numerikus kiértékelésével (4. tablazat). Az eredmények
5-6 jegyre egyezést mutatnak, egy esetben van jelentGsebb eltérés, ami valosziniileg a
csokkentett pontossag szamlajara irhat6. Az ellenérzést kivetGen az operator nume-
rikus kifejezésébdl levontam az analitikusan ismert aszimptotikus részt és kizarolag
csak a nem-aszimptotikus tartomanyt illesztettem meg egy kétvaltozos polinommal.

Sajnélatos médon a mester integraloknal hasznalt myCalc programot nem tud-
tam itt is hasznélni, mivel a Minuit2 feltelepitésével problémak akadtak (telepités
soran hasznalt mas programban egy bug jelentkezett), igy inkabb a Mathematica-
ban végeztem el a feladatot ugyantgy a legkisebb négyzetek modszerét hasznalva.
Modellfiiggvénynek egy hetedfoki, valtozdiban szimmetrikus polinom bizonyult a
legmegfelel6bbnek, melynek az illesztett pontokkal vett hanyadosat a 16. abran tiin-
tettem fel. Az illesztés egyel6re nem hozta teljesen a kivant pontossagot (z6ld vonallal

jelzett sav), de szerencsére a pontok nagy része 6t ezrelékes relativ pontossagon beliil
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1.015 T T T T T T T T T

X
1.01 | -
X
1.005 % %
. X iig Xx %
i e
(o]
] 4
0.995 | X X
0.99 X i ~
. ~ >< =
0985 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Y23

16. abra. Az I, nem-aszimptotikus illesztésének pontossaga

Ly | oy [[(L(e), | F
0.341 0.23 68.80372524 | 68.88590685
0.11 0.021 109.0848365 | 108.5239647
0.45 0.45 22.17613520 | 22.20468108
0.0034 | 0.95333 || 47.43013672 | 46.89883055

5. tablazat. Az analitikus és illesztett eredmények Gsszehasonlitésa

van (sarga vonallal jelzett sav). Az alacsonyabb pontossig valoszinisithets okai a
kovetkezbek: az integralasok nem voltak elég pontosak, a hibaterjedés megvaldsitasa
még nem a legoptimélisabb, és a modellfiiggvényhez mas tagok is kellenek. Ezek sze-

rencsére javithato dolgok és reményeim szerint a kézeljovében orvosolésra keriilnek.

Az illesztés utan a kapott fliggvényt probaként az illesztési racson nem szerepld
négy pontban Osszehasonlitottam az analitikus formulakbol kapott szamokkal, me-
lyeket az 5. tablazat tartalmaz. A pontok 6t ezrelékes pontossaggal egyeznek a nem-

aszimptotikus tartomanyon, azon kiviil azonban elromlik az F fiiggvény pontossiga,
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de ott més fliggvényt kivanunk hasznalni, igy ez nem okoz tényleges problémat.

7. Osszefoglalas

A dolgozatban rovid betekintést nyerhettiink a részecskefizika erds kolcsonhatassal
foglalkoz6 elméletébe, érzékelhettiik az ezen a teriileten végzett szamitasok nehézsé-
geit és problémait. Ezt kovetGen bemutattam a szin-operatorok illesztésére fejlesztett
kozelitési modszeriink lényegét. Néhény példan keresztiil igazoltam, hogy a hasznélt
modszerrel egy- és kétvaltozos esetben egyarant képesek vagyunk a mester integ-
ralok 107 relativ pontossagt kozelitésére. Ahol ismerjiik az integralok analitikus
kifejezését, ott az értékek a numerikus szamolas eredményeivel 5-6 jegyre egyeznek.
A modszert alkalmaztuk az I, operator e~ 2 polusanak kozelitésére, amely mar ke-
ményebb feladatnak bizonyult. A csokkentett integralasi pontossag és a hibaterjedés
ellenére itt is legalabb szazalékos egyezést tudtunk elérni, a numerikus mérések és az
analitikus kifejezésekkel egyarant, amely elegendd végsé célunk, az operatorok véges
részeinek kiszdmolasara.

A jovében szeretnénk a jelenlegi I illesztési teszt pontossagan javitani, majd
alkalmazni az egész eljarast a véges polusra. Ezt kovetGen lehetdségiink nyilhat a
hataskeresztmetszet értékének meghatarozasira, melynek eredményét folyodiratban
kivanjuk k6zolni. Munkdmat Phd hallgatoként szeretném folytatni a részecskefizikai

ezen teriiletén 2014. szeptemberétsl a Debreceni Egyetemen.

8. Ko0szonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Trécsdnyi Zoltdnnak, aki beveze-
tett engem a részecskefizikai szamitasok mogott rejlé elméletbe, mindig készségesen
segitett ha kérdéssel fordultam hozzés és kivalo tanécsokkal latott el tudoményos
munkaim sordn. Gondos vezetése nélkiil ez a dolgozat nem johetett volna létre.
Szeretném megkoszonni csalddomnak, bardtnémnek és bardtaimnak a tdmogatast
az altaluk nyujtott tamogatast. Veégiil szeretnék koszonetet mondani a TAMOP
4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 , Nemzeti Kivalosag Program” altal nytjtott tAmogatéasért.
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A kutatds a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 azonosité szami ,Nemzeti Ki-
valosag Program — Hazai hallgatoi, illetve kutatoi személyi tamogatast biztositod
rendszer kidolgozésa és miikddtetése konvergencia program” cimi kiemelt projekt
keretében zajlott. A projekt az Eurdopai Unié tamogataséval, az Europai Szocialis

Alap tarsfinanszirozaséaval valosul meg.

35



9.
[1]

2l

3]

4]

5]

6]
7]

8]

9]

[10]

Hivatkozasok

Ugo Aglietti, Vittorio Del Duca, Claude Duhr, Gabor Somogyi, and Zoltan
Trocsanyi. Analytic integration of real-virtual counterterms in NNLO jet cross
sections. I. JHEP, 0809:107, 2008.

Paolo Bolzoni, Sven-Olaf Moch, Gabor Somogyi, and Zoltan Trécsanyi. Analy-
tic integration of real-virtual counterterms in NNLO jet cross sections. II.
JHEP, 0908:079, 2009.

Paolo Bolzoni, Gabor Somogyi, and Zoltan Trocsanyi. A subtraction scheme
for computing QCD jet cross sections at NNLO: integrating the iterated singly-
unresolved subtraction terms. JHEP, 1101:059, 2011.

Vittorio Del Duca, Gabor Somogyi, and Zoltan Trocsanyi. Integration of

collinear-type doubly unresolved counterterms in NNLO jet cross sections.
JHEP, 1306:079, 2013.

Z. Trocsényi G. Somogyi, Z. Sz6r. Computation of integrated subtraction terms

numerically. 2012.
T. Hahn. Cuba - a library for multidimensional numerical integration. 2005.

G. Heinrich J. Carter. SecDec: A general program for sector decomposition.
2011.

Sailer Kornél. Szimmetridk és sériilésiik a kvantumtérelméletben. Egyetemi
jegyzet, 1994-2013.

Géabor Somogyi. A subtraction scheme for computing QCD jet cross sections at
NNLO: integrating the doubly unresolved subtraction terms. JHEP, 1304:010,
2013.

Somogyi, Gabor and Trocsényi, Zoltan. A Subtraction scheme for computing
QCD jet cross sections at NNLO: Regularization of real-virtual emission. JHEP,
0701:052, 2007.

36



[11] Somogyi, Gabor and Trocsanyi, Zoltan. A Subtraction scheme for computing
QCD jet cross sections at NNLO: Integrating the subtraction terms. I. JHEP,
0808:042, 2008.

[12] Somogyi, Gabor and Trocsanyi, Zoltan and Del Duca, Vittorio. Matching of
singly- and doubly-unresolved limits of tree-level QCD squared matrix elements.
JHEP, 0506:024, 2005.

[13] Somogyi, Gabor and Trocsanyi, Zoltan and Del Duca, Vittorio. A Subtrac-
tion scheme for computing QCD jet cross sections at NNLO: Regularization of
doubly-real emissions. JHEP, 0701:070, 2007.

[14] Sz6r Zoltan. Hadronsugar hataskeresztmetszetek nagy pontossiagi szamitasa.

szakdolgozat, Debreceni Egyetem,Kisérleti Fizikai Tanszék, 2012.

[15] Sz6r Zoltan. Harmas hadronzépor keletkezése elektron-pozitron szétsugarzas-

ban. diplomamunka, Debreceni Egyetem,Kisérleti Fizikai Tanszék, 2014.
[16] Trocsanyi Zoltan. Kvantumtérelmélet. Egyetemi jegyzet, 1991.

[17] Trocsanyi Zoltan. Quantum field theory II: Non-abelian gauge theories in the
Standard Model. Egyetemi jegyzet, 2007.

[18] Wikipedia. Goodness of fit. http://en.wikipedia.org/wiki/Goodness of _fit.

37



Filiggelékek

A. Kutatasi feladat

Kutatasunk targya az elektron-pozitron iitkoztetések sorédn keletkez6 hadrondzsetek
hataskeresztmetszetének masodik sugarzasi korrekcidjanak kiszamitésa. A szamolas
perturbativ médon végezhets a szin-kolcsonhatas kvantumelméletében, a kvantum-
szindinamikaban. A perturbativ sorfejtési tagokban megjelennek infra-voros diver-
gencidk, melyeket el kell tavolitani, azonban erre még nem létezik egyértelmd mod-
szer. A témavezetém, Trdcsdnyi Zoltdn altal fejlesztett levonési séma segitségével
ez feladat megoldhato, azonban ehhez sziikség van t6bb szaz darab bonyolult integ-
ral t&bbszori kiszdmitadsara. Ezt elkeriilend6 kozelitést célszerti alkalmazni, melynek
kidolgozasat én kaptam feladatul. Munkdm soran kifejlesztettem egy illesztési al-
goritmust, mely segitségével a nehezen szamolhato képletek egyszertien és gyorsan
kiértékelhetd fiiggvényekre cserélhetGek le. A kinematikai valtozok egy récsan nu-
merikusan kiértékelt integralokat legkisebb négyzetek modszerét alkalmazva illesz-
tettem meg. A modszert a mester integralok egy- és kétvaltozos esetein, valamint
az ezekbdl felépitett I, szin-operatoron is kiprobaltam. Elgbbin atlagosan 10~ %-es
relativ pontossdgot tudtam elérni, mig a masodik esetben ez az érték 1072 ,5- 1073,
amely azonban javithatonak tinik. A jelenlegi eredményeket és a tovabbi fejlesz-
téseket felhasznalva a modszer segitségével képesek lesziink a sugarzasi korrekcid
egyszerd kiszdmolasara, mely jelenleg még nem ismert eredmény. Késsbb ez felhasz-
nalhaté proton-proton iitkoztetési folyamatok szamolasaban is, mely iitkoztetések a

svajci CERN LHC gyorsitojaban jelenleg is zajlanak.
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B. A TDK és a diplomadolgozat osszehasonlitasa

VégzGs MSc-s hallgatoként diplomamunkamat Hdarmas hadrondzset keletkezése elektron-
pozitron tkéztetésben [15] cimmel irtam meg Trécsdnyi Zoltdn témavezetésével a
2013/2014-es tanév tavaszi félévében.

A diplomamunka elsé felében bemutatom a kutatési teriiletiink alapjait képezd
kvantummezGelméletet, a kvantum-szindinamikat. Ezt kdvetSen a pertubicidsza-
mitas masodik rendjében végzett levonasi séméat ismertetem. Feladatom az egyik
levonasi tagban megjelend Iy szin-operator matematikai kifejezésének szamitogépbe
torténd pontos és ellenérzott beprogramozésa volt, mely elengedhetetlen az operator
egy adott pontbeli numerikus és analitikus kifejezésének meghatarozasihoz. Ismert
analitikus képletekkel torténd 6sszevetéssel, valamint a témavezetémmel egyméastol
fiiggetleniil végzett szdmolasok Osszehasonlitasaval meggy6zGdhettiink arrél, hogy
a kod megfelel6en mikodik és késGbb hasznalhaté més feladatokban, mint példaul
jelen dolgozatban az I, értékének kiszamolasahoz a mester integralok eredményei-
bél. Emellett irtam még sajat két C++ programot, melyek a numerikus integralési
eredmények nagy adathalmazanak automatikus mozgatésat és sziikséges formazésat
végzik az integralasra hasznalt SecDec és az operatort Osszerakoé Mathematica kod
kozott.

Mivel a két dolgozat elméleti kerete azonos, ezért az elméleti hattérbe valo be-
vezetés fejezetei megegyeznek. Azonban az ezt kovets fejezetek eltérGek: a diplo-
mamunkéban az I, operator részletes szerkezetével és annak szamitogépes imple-
mentalasaval, valamint egyéb programozasi feladatokkal foglalkozom; mig a TDK
dolgozatban egy technikai fejlesztés, egy kidolgozott illesztési modszer dltalanos be-

mutatasaval és ellenSrzésével.
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