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1. Bevezetés

Sokan okoljak a bonyolult hitelderivativ termékek elterjedését a 2008-ban kezd&dott vi-
laggazdasagi valsag kialakulasaért. Tobbek kozott a CDS-ek és CDO-k valosagtol elru-
gaszkodott modellezését, a Gauss kopula hasznalatabol ered6 pontatlan arazast és kocka-
zatkezelést tartjak felelsnek. A témaban szamos cikk és szakdolgozat sziiletett, igy az én
dolgozatomban a milt helyett a CDO-k arazasanak jovGjére koncentralok, megvizsgalva
a Gauss kopula modell illeszkedésének javitasat célzo torekvéseket. A hitelderivativak és

a valsag kapcsolatarol Medvegyev — Gyarmati [2011] ad részletes bemutatést.

Habar a Gauss kopula modellt rengeteg megalapozott kritika érte, és szamos ku-
tatas ajanlott a historikus adatokra jobban illeszkedd, a normalistol kiilonb6z6 tobbdi-
menzios eloszlasokat alkalmaz6 modelleket, a piaci szerepl6k mégis a mai napig a Gauss
kopula modell valtozatait hasznaljak CDO-k arazasara és kockazatkezelésre. Tops [2010]
a Gauss kopula modellt a vastagabb farka és gyakoribb egyiittes extrém értéket generald
t-kopulahoz hasonlitja, és az utobbi modellt lényegesen jobbnak talalta a CDO-k drazasa-
hoz sziikséges egyiittes csGdeloszlasok modellezésére. A kérdést megvizsgalva, hogy miért
maradt a valsaggal egyértelmtivé valt helytelen egyiittes csédvaldsziniiségeket joslé mo-
dell tovabbra is hasznalatban azt talaltak, hogy amellett, hogy a Gauss kopula egyszeriien
kezelhet§ és sokkal kisebb szamitasigényt, a t-kopula magasabb arakat ad, ezért amig a

piac tobbsége a Gauss kopulaval araz, az egyéni szereplGknek nem érdemes ettdl eltérni.

A Gauss kopula modell vizsgélata tehat maig aktudlis kutatasi teriilet. Annél is
inkdbb, mert amig nem sziiletik egy modell, amely egyértelmiien foliillmilja a klasszikus
modellt mind illeszkedésben, mind konnyi interpretdlhatésdgban és kis szamitasigény-
ben, és amely modellre a relevins piaci szerepl6knek megéri attérni, a leginkdbb jarhato
utja a CDO arazashoz alkalmazott modellek tovabbfejlesztésének a Gauss kopula modell

tokéletesitése.

A Gauss kopula modell egy széles korben haszndlt eszkoz a portfolio korreléciok
modellezésére. A kopuldk hasznélatdnak elénye, hogy két egyméastol fiiggetlen feladatra
bontja a tobbdimenzios valoszintiségi valtozok eloszlasdnak lefrasat. ElsG 1épése a tobbdi-
menzids eloszlas hatareloszlasainak definidlasa, majd a masodik 1épés a fiiggGségi struk-
tira megallapitasa. A fiiggGségi strukturat a kopuldk korrelaciés mérGszamok nélkiil ir-
jak le. A Gauss kopula modellnek rengeteg valtozata létezik, a legtobbjiik a korrelacios
struktirat egyetlen paraméterrel igyekszik megragadni, tehat a korrelaciés méatrix alakja
rendkiviil egyszert, a valtozok variancidja egységnyi, mig minden paronkénti korrelacio
megegyezik. Dolgozatomban azt vizsgilom, hogy ezzel az egyszertisitéssel mekkora rugal-

massaga veszik el a modellnek, és tanulmanyozom a bonyolultabb korrelacios struktiara



bevezetésének hatasait a modell illeszkedésére.

Dolgozatom tovabbi részében el6szor bemutatom a fedezett addssagkotelezettségek
(CDO-k) felépitését, majd a hasznélatos arazasi megkozelitéseket és a Gauss kopula mo-
dellt, a modellel val6 arazés 1épéseinek bemutataséval. Az egyparaméteres Gauss kopula
modellt a kapott CDO tranche adatokkal és a CDS spreadekkel a piachoz kalibralom. A
korrelacios struktira altalanositasanak egy lehetséges iranyat sajat kutatassal is megvizs-
galom, és értékelem az illeszkedés javulasat az egyparaméteres esethez képest. A befejezé
részben az altalanos korrelacios struktiraval rendelkez6 egyéb Gauss kopula modelleket
mutatom be. A dolgozat zarasaként Gsszegzem a dolgozat eredményeit, és a Gauss kopula

modell legjelentGsebb hatranyait targyalom

2. Fedezett adossagkotelezettségek

A CDO (Colleteralized Debt Obligation), vagyis a fedezett adossagkotelezettség egy olyan
strukturalt eszkozalapu kotvény, amelynek fedezete egy vallalati kotvény portfolio. A
CDO-k azért valtak ennyire népszertivé kozvetleniil a valsdg el6tt, mert a pénziigyi inno-
vacio fénykoraban a hasonlo adossagok Osszegytijtésével (pooling), a kiilonbo6zé szeniori-
tasi osztalyok kialakitasaval (tranching) és az értékpapirositassal (securitizing) kiilonb6z6
befektetsi igényeket tudtak egyszerre kielégiteni az egyszertien vasarolhato, likvid érték-
papirokon keresztiil, a klasszikus értékpapiroknal magasabb hozamot igérve. A CDO-k
altalanos forgatokonyve, hogy az eszkozportfoliot kezels agynevezett SPV (special purpose
vehicle) a bejovs pénzaramlasokbol elGszor a senior tranche tulajdonosainak fizet, aztan
a fennmaradé Gsszeghdl a mezzanine tranche tulajdonosok koveteléseit elégiti ki, majd az
esetleges maradékot a legalso, equity tranche tulajdonosai kapjak. A veszteségeket tehét
alulrol az equity tranche fogja fel, a junior tranche-ok csak akkor szenvednek veszteséget,
ha az equity tranche kiiiriil (névértéke leirodik), és a veszteség belép a junior tranche-ba.
A tranche-ok altal felfogott veszteségek alsé hatarat attachment, felsé hatarat detachment

pontnak nevezik.

2.1. CDO-k csoportositasa

A market-value CDO olyan fedezett adossagkotelezettség, amelynek a fedezetéiil szolgalo
hitelpapirportfolié dsszetétele valtozik, egy portféliomenedzser aktiv kereskedési tevékeny-
sége folytan. Mivel ezeknek a CDO-knak a kifizetése a portfoliot alkoto hitelpapirok piaci

értékének valtozasabol szarmazik, tehat a kereskedéssel elért hozambol, az értékpapir ér-



téke erdsen fiigg a portféliomenedzser kereskedési teljesitményétsl. A cash-flow CDO-k
eszkozfedezetéiil szolgdlo portfolio a befektetés idGtavijara valtozatlan, igy ez a fajta ér-
tékpapir nincsen kitéve a portfoliomenedzser teljesitményének nem ismerésébdl fakado
bizonytalansagnak. Dolgozatomban kizarolag allando osszetételd, cash-flow CDO-kkal
foglalkozom, hiszen a market-value CDO-k értékeléséhez a pénziigyi alapokon kiviil vi-
selkedési megfontolasok is sziikségesek lennének a portfoliomenedzser teljesitményének

figyelembe vételéhez.

<0,

rivativ termékek szerepelnek, és a CDO-tranche-ok tulajdonosai ezekbdél a termékekbsl
szarmaz6 bevételeket kapnak meg gy, hogy a veszteséget a szenioritéssal forditottan vi-

P

kotvenyek, a hitelkockazat-vallalast CDS (credit default swap)-eken keresztiil érik el.

A CDS egy olyan szerz6dés, amely biztositast nyujt egy bizonyos vallalat (reference
entity) cs6dje ellen. A biztositas vevGje rendszeres dijfizetés (prémium, kupon) ellenében
jogot kap arra, hogy cs6desemény (credit event) bekovetkezése esetén névértéken eladja
a birtokolt kdtvényeit a biztositas eladojanak, akinek kotelessége van a kotvényeket meg-

venni.

Csaktgy, mint a cash CDO-k esetében, a szintetikus CDO-ba fektetdk is rendszeres
kamatfizetésben részesiilnek, méghozza a prémiumokat kapjak meg, illetve egy-egy vallalat
cs6djénél a befektetGk befektetésének névértéke csokken. A veszteségeket elGszor a junior,
majd a szenior tranche-ok szenvedik el. A cash CDO-kkal ellentétben a szintetikus CDO-
k szenior tranche-aiba fektetGknek altaldban nem kell a vasarlasnal t6két lekotniiik, csak
az esetlegesen bekovetkezd, a szenior tranche also hatarat tulleps veszteségek esetén.

Dolgozatomban kizarolag a szintetikus CDO-k arazésanak vizsgélatara szoritkozom.

2.2. Credit default swapok

A credit default swapok, roviden CDS-ek OTC piacon kereskedett pénziigyi termékek. A
legtobb CDS standardizalt az ISDA é&ltal kibocsatott dokumentacio szerint, de termé-
szetesen a felek eltérhetnek az alapértelmezettdl, ezért nagyon sok varidcié létezik. A
vizsgilatomban standardizalt CDS-ek szerepelnek, igy ezeknek az arazasat mutatom be.
A vizsgalt szintetikus CDO fedezetét egy CDS indexet alkoté CDSek alkotjak.

Népszerti CDS index példaul az eurdpai iTraxx és a CDX. Az iTraxx-bol félévente
jelenik meg 11j sorozat marcius és szeptember 20-dn, 3, 5, 7 és 10 éves lejaratokkal. A

lejaratok a megfelel§ év december vagy méarcius 20-a, amikor a fedezeti portfoliot alkotod



CDS-ek lejarnak. A kuponfizetések szintén standardizaltak, negyedévente kell fizetni, min-
den harommal oszthat6é sorszamii honap 20. napjan. A fizetett kupont évesitve jegyzik,
a tényleges kupon a periodus napjainak szaméaval aranyosan jar (Day Count Fraction —
Act/360 szabaly alapjan). Ha a kuponfizetés standard datuma nem a szerzédésben meg-
hatarozott kalendarium szerinti munkanapra esik, a kuponfizetés datumat modositjak a
20-a utani els¢ banki munkanapra. (Az altalam implementalt modellben ez a modositas
nem szerepel). Néhany CDS esetében a negyedéves kuponfizetésen kiviil upfront dijat is

kell fizetni a CDS vasarlasanal.

Ha cs6desemény torténik két kuponfizetés kozott, csak a fennallo idére kell a kupont
kifizetni, illetve ekkor a védelem nyijtdja névértéken megveszi a védelem vevGjétél a
birtokolt ktvényt. A rendezés népszeriibb forméja a készpénzfizetéssel (cash settlement)
torténd, mely esetén a védelem nyujtoja kiegeésziti az megtériilésen (recovery rate) foliil
allo részt, vagyis a befektetés azon részét, amelyhez a befektetGk nem jutnak hozza cséd

esetén.

2.3. Adatok

A szémitasokhoz felhasznalt adatsor egy 125 CDS-bél allo referenciaportfoliora szolo
CDO. Az adatok 2010. november 17-i drak 2, 4 és 7 éves lejaratokra. A tranche-ok

hatarait és arait a kovetkezd tédblazat foglalja Ossze:

Név Hatarok | Running spread | 2 éves | 4 éves | 7 éves
Equity: 0-3% 500 35,625 | 58,375 | 71,00
Junior: 3-7% 500 1,625 | 1,6875 | 24,00
Junior mezzanine:  7-10% 500 -7,5625 | -6,9375 | 2,00

Mezzanine: 10-15% 100 -1,125 | 0,8125 | 7,6875
Senior: 15-30% 100 -1,80 -2,10 -1,15
Super senior: 30-100% 100 -1,915 | -3,10 | -4,075
Index 0-100% | Running spread: 87 112 131

A CDO lejaratok standardizaltak, 2010. november 17-én a 2, 4 és 7 éves CDO-k
lejartai rendre: 2012. december 20., 2014. december 20. és 2017. december 20. Az Run-
ning spread negyedévente fizetendd, az upfront dij pedig azonnal, a tranche névértékének

szazalékaban.

A referenciaportfolioban azonos névértékkel szerepel minden CDS, amelyek névér-

téke eredetileg a CDO névértékének 0,8%-a volt. A jegyzés datumaig négy csédesemény
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tortént, osszesen a portfolio névértékének 0,71492%-a veszteség lett. A szamolasaimban
ezzel a bekovetkezett veszteséggel korrigaltam az egy CDS-re jutd szazalékos névértéket
és a tranche-ok hatéarait, hogy a jegyzett arakkal és a varhato veszteségekkel 6sszhangban

legyen.

Az adatokat a Morgan Stanley hozzajarulasaval hasznaltam, a CDS-ekre vonatko-
zoan csak a jegyzett prémiumokat kaptam meg, azt nem, hogy mire vonatkozott a CDS.
A szamolasokhoz felhasznaltam még a Bloomberg S23-as szami diszkontgorbéjének 2010.
november 17-i historikus értékeit. A dolgozatomban szerepls Osszes szamolast a Matlab
szoftver segitségével végeztem, ahol nem emlitem kiilén, a hatodik tizedesjegy pontossagra

torekedve. Az adbrakat szintén a Matlabbal készitettem.

2.3.1. Példa

A fenti CDO tranche-ok legyenek a példa targyai. Az egész CDO névértéke a kibocsatas-
kor legyen 100 milli6 dollar. Ebbé&l 2010. november 17-re 96,8 milli6 dollar maradt. A
bekovetkezd veszteséget, 715 ezer dollart az equity tranche tulajdonosai fizették ki, mivel
3 milli6 dollar alatt maradt a veszteség. Ezentil az equity tranche mér csak a fennmarado
2,285 milli6 dollar névértékre kap negyedévenként évesitve szamolva 500 bazispontnyi run-
ning spreadet. Ne felejtsiik, hogy a megtériilési értékig a super senior tranche-ot is érintik
a cs6dok. Ennek a tranche-nak nem kellett fizetnie, viszont ezentul mér csak 27,515
milli6 dollar névértékre jar a kupon. Ha ma (2010.11.17-én) valaki védelmet szeretne va-
sarolni az equity tranche-ra, akkor a fennmarado névérték 35,625%-at kellene fizetnie, és

a kovetkez6 2,3606%-nyi veszteség ellen kovetelhet kompenzaciot.

3. Arazasi modellek

A CDS-es és CDO-k arazasa minden modellben a kockdzatsemleges mérték létezésének
feltételén alapul. Az eszkozarazas elsé alaptétele szerint a piac arbitrazsmentessége ekvi-
valens a kockazatsemleges mérték létezésével. A piac arbitrazsmentessége nem garantalja

azonban a kockazatsemleges mérték egyértelmiiségét, ehhez a piac teljessége sziikséges.



3.1. CDS alapmodell

A szintetikus CDO-k fedezetét egy CDS-ekbdl allo portfolio adja. Igy eldszor is a CDS-ek
arazasat mutatom be, amelyre sziikségiink van a CDO-k arazasahoz, méghozza a keresett
egyiittes eloszlas peremeloszlasainak meghatarozasanal. Méasodik lépésként a peremelosz-
lasokat Osszekapcsolo egyiittes eloszlasok meghatarozasat mutatom be, amelynek eszkoze

a kopula.

Egy CDS fair arfolyamat ugy kapjuk meg, hogy egyenlévé tessziik a prémium és
a védelem (protection) lab diszkontalt varhato értékét. A cs6d a valosadgban barmelyik
pillanatban bekdvetkezhet, igy precizen egy folytonos modellt kellene hasznéalni. A gyakor-
latban viszont az egyszeriiség kedvéért sokszor azt feltételezziik, hogy ha cs6d kovetkezik
be, akkor a periodus kozepén torténik. Az implementalas folyamén én is ezzel a felté-
telezéssel éltem. Habar ez a megkotés nem reélis, a fair arfolyamot nem befolyésolja
jelentGsen. Kritikusabb pontja a hasznalatos modelleknek, hogy a megtériilési ratat ids-
t6l és vallalati kotvénytdl fiiggetleniil konstansnak, leggyakrabban 40%-nak szokték venni,

ami a fair arat is nagymértékben befolyasolja.
M
E(PVprem) = u+cY Bya(titig)P(r>t)
i=1
M
ti + 1t
Bi;+t;_ — .t P(r>t,_1) —P(r >t
# oY Buga (G ) @ > ) B> )

E(PVprot) = (1= R)Y  Busiy (P(7 > i) = P(7 > 1;))

ahol:
u — upfront dij
¢ — évesitett kupon, mas néven running spread
M — periodusok szama lejaratig
B,, — az . kuponfizetési ditumhoz tartozé diszkonttényezd
a(ti,t;io1) — adi. és (i —1). kuponfizetési datumok DCF-je
T — cs6d idépontja
P(-) — kockazatsemleges valoszintiség
R — megtériilés

Igy az egyenletekben két meghatarozandod paraméter van, a kupon és az upfront



dij nagysaga. A gyakorlatban két eset lehetséges. Az els§ eset az, ha meg van adva a
kupon nagysaga, és az upfront dij nagysagat hatarozza meg a piac (ez altalaban a CDO
tranche-okra jellemzd). A masodik eset pedig az, ha egyaltalan nincsen upfront dij, és a
piac a negyedévenként fizetends kupon nagysagat hatarozza meg (CDS indexek és CDS-ek

esetén).

Ha tudjuk a kockdzatmentes valoszintiségeket, u és ¢ meghatarozasa egyszert feladat.

Az els§ esetben:

M
u* = ZBtiJf;i—l (E<Lti)_E(Lti71))
=1

M
— C Z BtiCL (t“ tifl) ]E<Nt,)
i=1

M

+ CZ Bti+;i_1 a (#iz‘—l) (E(Nti—l> - E(Ntz>)
=1

A masodik esetben u = 0, és:

Zﬁl Btﬁt;fl (]E(Lti) - E(Lti—l))
ZZZI Btia (ti7 ti—l) E(Ntz) + sz\il Btiit;—l a (tiJr;Fl ) ti—l) (E(Nti—l) - E<Ntz))

cx =

Fontos észrevenniink, hogy egy modellen beliil a running spread upfront dijja szami-
tésa egyeértelmi, a cs6dok eloszlasanak ismerete nélkiil viszont az upfront nem szamithaté

at running spread értékre vagy forditva, az atkonvertalas modellfiiggs.

Lathato, hogy a probléma nehezebbik része nem az egyenletmegoldés, hanem a
kockdzatmentes varhato értékek megtalalasa. Legyen (Q, F,P) filtralt valoszintiségi mezd,
és P valoszintiségi mérték. Egy CDS cs6djének ideje 7 pozitiv valoszintiségi valtozd. A cs6d
egy nem alland6 intenzitast Poisson folyamat beérkezési ideje, vagyis a t-ig bekévetkezs

cs6d valoszintsége:
pilt) =P(r<t)=1—e€" I A(s)ds.

ahol \(s) ugynevezett (determinisztikus) cs6dintenzitas-fiiggvény (hazard function). Dol-
gozatomban a csddintenzitas-fiiggvény a legegyszeriibb, lépcs6s alakt, ahol az ugrasok
helyei a lejaratok. Paldaul T7=3, T>=>5, T5=7 és T4,=10 éves CDSek esetén:

4
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ahol T,=0.

A megfelel6 paraméterek illesztésének klasszikusan harom ttja van. Az elsé kézen-
fekv6 megoldéas a historikus adatok hasznéalata. A probléma ezzel a szokasos érvelés, vagyis
hogy a multbeli historikus valoszintiségeket elméletileg nem megalapozott valtozatlannak
tekinteni a jovére nézve. A csGdvaldszintiségek esetében a helyzetet még sulyosbitja az is,
hogy a cs6desemények ritka események, igy kevés adat all rendelkezésre, s6t, a jelenben
értékelendd vallalatokra nem is mindig létezik miltbeli cs6dadat, tehat nem keriilhetjiik
el a vallalatok kozotti &ltalanositast, ami pedig szintén nem reédlis. A harmadik prob-
léma az empirikus megkozelitéssel az, hogy a valésdgban megfigyelt csdvalosziniiségek
nem egyeznek meg a kockdzatsemleges csédvaldsziniiségekkel, igy arazésra nem lehetne

hasznélni Gket.

A maésodik lehetGség az elméleti modell épitése, példaul Merton [1974] alapjan. Mer-
ton bebizonyitotta, hogy a csGdesemény modellezheté a Black-Scholes modell keretein

beliil, hiszen a részvény gyakorlatilag egy call opcié a véllalat eszkozeire.

A harmadik modszer, amelyet én is hasznaltam, az implicit csdvaldszintdségek il-
lesztése a piaci adatokhoz, példaul CDS spreadekbdl vagy kotvényarakbol. A CDS-re
jellemz§ cs6dintenzitas-fliiggvényeket a piaci CDS adatokhoz kalibraltam, bootstrap mod-
szerrel. ElGszor meghataroztam a legrévidebb lejarathoz tartozo Aj-et, amellyel a modell a
piacon talalhaté kupont adja. Ha nincsen upfront, A\; kériilbeliil ¢/(1 — R), de ezt torzitja
a negyedévenkénti, tehat nem folytonos kuponfizetés, és felfelé torzitja a DCF. Ezutan
a A;-bdl szamolt csGdvaldszintiségeket felhasznalva az elsG lejaratig tartd idGszakra, a
masodik lejarat adataibol kiszamoltam a Ao-t, és igy tovabb. A hazardfiiggvény kiilon-
b6z§ szofisztikalt modszerekkel simithato, példaul Baranovski et al. [2009] @j modszert
ajanl sima csédintenzitis-fiiggvény becslésére CDS és kotvény spreadekbdl. Szamomra az
egyedi csGdintenzitas-fiiggvények csak az egyéni beddlési valoszintiségek, tehat az egyiittes
cs6deloszlas hatareloszlasainak meghatarozasahoz kellettek, igy a lépcsds hazardfiiggvényt

hasznaltam.

3.2. CDO A&razas

A szintetikus CDO-k arazéasa sok szempontbol hasonlit a CDS-ek arazésahoz. Az alap-
helyzet ugyanaz, CDO tranche befektetje biztositast véllal bizonyos veszteségek ellen,
cserébe upfront dijat és negyedévente fizetend6 prémiumot kap. A kiilonbség csupan
annyi, hogy nem egyetlen entitasra szol a biztositas, hanem bizonyos, bonyolultabb kifi-

zetésfliiggvény hatarozza meg a fizetendd Osszegeket, a cs6dok fiiggvényében.



Kosar hitelderivativaknak nevezziik az olyan pénziigyi termékeket, amelyek kifizetése
nem egyetlen vallalat cs6djétdl fiigg, hanem egy hitelportfoliotol vagy CDS portfoliotol. A
legegyszeriibb ilyen termék talan a CDS index swap, amely tgy viselkedik, mintha egyetlen
CDS lenne, amelyben a cs6d nem binaris értékeket vehet fél, hanem a veszteség a beddlt
CDS-ek névértékével (az egész pontfolio névértékéhez képest) és megtériilési ratajaval
aranyos. Népszerd és konnyen megérthetd kosar hitelderivativ termékek tovabba a first-
to-default vagy n''-to-default swapok, amelyek az els6 vagy sorban az n.-ként becssdolt
CDS-re nytjtanak biztositast, tehit a prémiumfizetés az n. csédig tart, vagy a biztositasi
id6szak végéig, ha addig nem torténik n cséd. Az n. cs6d bekovetkezésekor a megtériilési
értéken foliil levs részt fizeti a hitelderivitiva befektetdje, és a szerzddés befejezédik, tehat
ha ezutan tobb csdd is bekdvetkezik, a biztositas eladojanak nincsen fizetési kotelezettsége.
Lathato, hogy egyrészt ez a termék értékesebb egy CDS-nél, de kevésbé értékes az egész

portfoliora szolo kotelezettségnél, és szoros kapcsolatban all az értékelése a CDS-ekéhez.

Az el6z6 fejezetben bemutatott formula, kis valtoztatassal hasznalhato koséar hitel-

derivativak, igy CDO-k arazasahoz is:

M

E(PVprem) = u-+cY  Bya(titio)E(N,)
i=1

M

b+t

+ e) Biauoia <%,ti_1) (E(N,,_,) — E(N,,))
i=1

M
E(P‘/pmt) = ZBt'ﬁ';ifl (E(Ltb) _E(Lti—l))
=1

ahol:
N;, — amnévérték ¢;-ben
L;, — t;-ig bekovetkezett veszteség, melyre
L;, = (1— R)Ny, ha egyetlen CDS-r6l van szo, és
L, = Y (1-R;)Nj,,, han CDS-bol all6 portfoliorol.

j=1

A szintetikus CDO-k fedezete egy CDS portfolio, mely tgy miikddik, mint egy biz-
tositas a megfelelg kotvényportfolio ellen. A CDO n darab CDS-bél all, az Osszértéke
Z?Zl N;, ahol N; az i. CDS névértéke. A befekteték gyakorlatilag védelmet adnak el,
megkapjak a negyedévenként jar6é kuponjukat, de cséd esetén kifizetik biztositas értékét.

Ha az i. CDS-re cs6d kévetkezik be, akkor a befektetk két forrasbol is veszteséget szenved-



nek. El6szor is ki kell fizetniiik a megtériilési rata folé es6 névértéket, tehat (1 — R;)N;-t,
masrészt a kovetkez6 negyedévben mar csak a bedglt CDS névértékével csokkentett névér-
tékre kapnak prémiumot. A helyzetet bonyolitja, ha a CDO (mint altalaban) szenioritasi
osztalyokra van darabolva. Ilyenkor a cs6dkifizetés alulrél kumulalodik, ahogyan a meg-
tériilési értéken feliil levé névérték veszteség is, mig a megtériilési értékkel megegyezs
névértékveszteség foliilr6l kumulalodik. Vagyis ha cséd kovetkezi be, akkor a legalso
tranche fizeti a biztositast, (1 — R;)V;-t, és ennyivel kevesebb prémiumot kap a kovetkezs
periodusban, még a szenior trance R;N;-vel kevesebb névértékre kap prémiumot. A fenti
képlet tehat ugy alkalmazhaté a CDO tranche-ok &razasara, ha a tranche-ra jut6 indulod
névértéket modositjuk idGszakonként az adott tranche-ra jutd veszteségekkel. Ha a az
adott tranche attachment pontja, és b a detachment pontja, a portfoliéra szamitott érté-
keket felss indexben pf-fel jelolve és az egész portfolio névértékét 1-nek véve (kiilonben

csupan meg kell szorozni az egyenletek mindkét oldalat N2/-val):

L;(a,b) = max <min (Lfif, b> ,a) —a
Ny (a,b) = (b—a)— Ly(a,b) — max (min (Rfif,l—a) .1 —b) —(1-0)
ahol:

Rfif — a t;-ig cs6dbement CDS-ek 0sszes megtériilési értéke

A piacon az upfrontokat az adott tranche-ra jutdé névérték szazalékdban jegyzik,
tehat a fenti képletbdl kapott upfrontot még normalizalnunk kell a névértékkel. Ha példaul
egy olyan CDO-bdl szeretnénk piaci arakat kapni, amelynek a fedezeti portféliojaban a
kibocsatasa 6ta tortént csédesemény, akkor a tranche-okra jutoé névértékek a bekévetkezett
veszteséggel csokkennek, ugyanakkor az egyes CDS-ekhez tartozo névérték nem valtozik,

igy a tranche-ok hatarai is megvaltoznak.

Fontos tulajdonsaga a CDO tranche-oknak, hogy mindegyik tranche kifejezhets két
equity tranche kiilonbségeként. ElGszor a veszteségre végezve a szamolést, a minimum és
maximum operator disztributiv tulajdonsagait kihasznélva egymasra és az Osszeadéasra,

valamint felhasznéalva, hogy b > a (az atlathatosig kedvéért az indexek nélkiil):

L(a,b) = max (min(L,b),a) —a =min(L,b) + max (0,a — min(L, b)) —a =
= min(L,b) — min (0, min(L — a,b — a)) — a = min(L,b) — min(L,a) =
= L(0,b) — L(0,a)

Analég modon elvégzett szamolassal a megtériilési értékre is hasonld Osszefiiggést

kapunk, amellyel a névértékekre is bebizonyithato, hogy az (a,b) hatara tranche a b és
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az a detachment pontd equity tranche-ok kiilonbsége. A gyakorlatban, ha ily médon
szamoljuk a tranche-ok arat (mondjuk bootstrap modszerrel, felhasznalva az el6zoleg ki-
szamolt equity tranche arat), némi meggondolast igényel a megfelel§ névértékkel vald
normalizalas (hiszen a tranche-ok arat a tranche-ra juté névérték szazalékaban jegyzik).
Ha tranche-onként kiilonb6z6 a prémium kupon nagysaga, a kisebb equity tranche vesz-
teségeloszlasara is sziikségiink lesz, mert a spread kiilonbség csak a prémium labon okoz
eltérést, amely értékét nem tudjuk megallapitani pusztan az upfrontbol, sziikséges hozza

egy modell.

Mivel a kosar hitelderivativak, igy a CDO-k fedezete egy kotvényportfolio vagy egy
CDS portfolio, és a kifizetés bonyolult modon fiigg az egyedi cs6doktsl, a CDO-k arazasa-
hoz nem elég ismerniink a hatareloszldsokat, vagyis a cs6dok egyedi eloszlasat, hanem az
egész kotvényportfolioban levs kotvények egyiittes csddeloszlasat kell ismerniink. Kivételt
képez a CDS index swap (amely példaul a super senior tranche fenti modszerrel torténd
arazasédban a legnagyobb equity tranche-nak felel meg), hiszen ennek az értéke nem fiigg
az indexet alkotd6 CDS-ek csGdeseményeinek korrelaciojatol, mert minden cséd egyforman
hat az egész portfoliora. Ekkor a varhato veszteség egyszertien a CDS-enként varhato

veszteségek Osszege.

Mig eddig altalanosan igaz tulajdonsagokat vizsgaltam, dolgozatom tovabbi részében

egyenld névértéket és egyenld, konstans megtériilési ratat feltételezek.

3.2.1. Kopulak

A CDO-k arazésahoz sziikséges egyiittes eloszlas lefrasara leggyakrabban kopulékat hasz-
nalnak. A kopuldk hasznalatanak az elénye, hogy megadott egyedi eloszlasokkal lehet vele
fliggGségi strukturat definidlni, vagyis egyedi eloszlasokat tudunk Osszekapcsolni egyiittes
eloszlasokké a kopulak segitségével. A korrelacié mérésére nincsen egyértelmien jo mérs-
szam, a szakirodalom csak abban ért egyet, hogy minden mérdszamnak megvan a maga
hatranya és korlatja, egyik sem hasznalhato univerzalisan. Ha jobban belegondolunk,
nem is varhatjuk el egyetlen skalartol, hogy egyszerre jellemezze a valoszintiségi valto-
univerzalisan hasznalhato és fliggetlen az eloszlasoktol, valamint feleljen meg szamos ra-
cionalitason alapul6 elvirasoktol, példaul a fiiggetlen, a co- és counter monotone esetre.
A fiiggGség mérésérsl és a népszerti mérdszamok hasznalatanak hatranyairél Embrechts
et al. [2002] ir b&vebben.

A kopulakkal teljesen le tudunk irni egyiittes eloszlasokat, anélkiil, hogy a korrelacios

mérdszamok hatranyos tulajdonsagait probaljuk kikiiszobolni.
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3.1. definici6é. Ha Uy, Us, ..., U,, m egyenletes eloszldsi valdsziniségi vdltozo, a C eqyiit-

tes eloszldast leiro fiigguény, vagyis kopula figguény:
C(ul,ul, RN ,um) = ]P(Ul S u1,U2 S Ua, . . .,Um S Um)

Altaldnosan, az X = (X1, Xy, ..., X,) n-dimenzids valdszintiségi vektorvdltozs C kopula

fuigguénye az n-dimenzios eloszlasfiigguénye az
Y = (Fi(Xh), F5(Xs), ..., F.(X,))

vektor valdszinidségi vdltozonak, ahol F; az 1. vdltozd hatdreloszldsa.

3.2. Tétel. (Sklar [1973]) F n-dimenzids eloszldsfigguény, Fy, Fs, ..., F, hatdreloszld-
sokkal. Ekkor 3C" kopula, melyre

F(xy,29,...,2,) = C(F1(X1), Fo(Xa2), ..., F.(X,))

Ha a hatdreloszlasok folytonosak, akkor C rdaddsul egyértelmd. A tétel megforditisa is
190z, ha adottak a Fi, Fy, ..., F, hatdreloszldsok, és C eqy tetszdleges kopula, akkor az F

eqy n-dimenzids eloszldsfligguény, az adott hatdreloszldsokkal.

3.3. Tétel. (Invariancia tétel:) Legyenek Xi,...,X, folytonos eloszlisu valdsziniiségi
vdltozok, C'x kopuldval. Legyenek h = hq, ..., h, szigorian novekvd fligguények az X4, ...,
X, értékkészletén. Ekkor Cx = Cy(x), vagyis a kopula invaridns a valdsziniségi vdltozok

szigord monoton transzformdcidjdra.

A tétel bizonyitasa kétvaltozos esetben Nelsen [1999] 22. oldalan talalhato, amellyel
a tobbdimenzios eset analég modon bizonyithato. A kopula invariancidjat a CDO éara-
zésnal a marginalis eloszlasok (cs6diddk eloszlasa) egyenletes eloszlassa torténd transzfor-

méacional hasznaljuk ki.

3.4. definicio. A

Co(ur, ug, ... uy) = ®x( (), @ Hug), ..., 0 Huy,)),

képlettel megadott kopuldt Gauss kopuldnak nevezzik. (®)s a ¥ korreldcids mdtrizi egyit-

tes n-dimenzids normdlis eloszlds eloszldsfiigguénye.
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3.2.2. Gauss kopula

Sklar tétele csak azt mondja, hogy minden egyiittes eloszlashoz és marginalis eloszlashoz
létezik kopula fiiggvény, de nem ad utmutatast ennek a kopulanak a megtaldlasara. A
probléma megoldasa tehét nem egyértelmi. (Nyilvan a jo megoldas lehet egyértelm, csak

mi nem tudjuk, hogy melyik az.)

Li [2000] alapozta meg a kopuldk hasznalatat a CDO-k arazasara. Mar a cikk elstt
is voltak modellek, amelyek kopuldt hasznaltak, de Li cikke foglalta Gssze a matematikai

hatteret és igazolta a modell érvényességét a cs6dok modellezésére.

A régota hasznélatos CreditMetrics és a KMV vallalat modellje a bedélés valo-
szinliségének modellezésére latens valtozo modellt hasznélnak. Tipikusan a cs6d akkor
kovetkezik be, ha ez a latens valtozd egy bizonyos kiiszobérték ala esik, példaul ha az esz-
kozérték az idegen téke szintje alé esik. Ezekben a modellekben a fliggéségi viszonyok a
latens valtozok korrelacidjaval valosulnak meg. A KMV és a CreditMetrics modellek alap-
vet§ feltevése a valtozok egyiittes normalitasa. A KMV modell latens valtozdja a vallalat
eszkozértékének valtozasa, tehat az eszkozokon elért hozam. A CreditMetrics modelljé-
ben a latens valtozo a hitelképességet jeloli. Frey et al. [2001] ezeket a latens valtozos
modelleket vizsgalva arra jutott, hogy bar a modellek interpretacidéja nem egyezik meg,
ha azonosan vannak kalibralva, akkor ezek a modellek ugyanarra a strukturalis felépi-
tésre vezetnek (hiszen mindketts az egyfaktoros Gauss kopulan alapszik). Az empirikus

kutatasok szerint a hozamok egyiittes normalitas feltevése viszont nem helytallo.

Az altalanos egyfaktoros Gauss kopula modell a tlélési valoszintiségekre a kdvetkezd

egyiittes eloszlast adja:
Pir, <T,....,7, < T) = ®x(® (F(T)),..., 2 (F.(T)))),

ahol a k. vallalat tulélési idejének (7) az eloszlasfiiggvénye Fy, és ®x n dimenzids normaélis
eloszlastiiggvény, ¥ korrelaciés matrixszal (a tobbdimenzios normaélis eloszlast ugyanis

egyértelmiien meghatarozza a varhato érték vektora, és a korrelacios méatrixa).

Kozvetleniil az eszkozok egyilittmozgasabol kovetkeztetve a tobbdimenzids csédel-
oszlasra, Li [2000| az exponencidlis marginalis eloszlasokat vegyiti a Gauss kopulaval, a

kovetkez6 egyiittes eloszlastiiggvényt eredményezve:
F(xy,...,2,) = C5%(1 — exp(=Aiz1), ..., 1 — exp(—Apm))

A modell az aktuariusi tudomanybol vett technikdkat hasznalja fel a vallalati cs6doket

13



tartalmazo6 problémak kezelésére. Li felismerte, hogy a cs6dok kozti korrelacié énmagé-

ban nem egyértelmiien mérhetd, hiszen nem mindegy, hogy milyen idétavon vizsgaljuk a

o, e,

,,,,,,,

definialja:

_ COU(Ti, Tj)
\/Var(Ti)Var(Tj)

Pij

A kopulak hasznalatanal a cs6dok bekovetkezésének, tehat 7; eloszlasanak vizsgélata he-
lyett bevezetiink X; allapotvaltozokat, és eme valtozok eloszlasat modellezziik. Az egyedi
cs6dvaloszintiségeknek megfelelGen bevezetiink véallalattol és id6tél fliggd egyedi korlato-
kat (thresholds), k;(t), mely korlatok jelentik a cséd hatarat. Ha a latens véltozo értéke
,X;, a korlat al4 siillyed, cs6d kdvetkezik be. A korlatokat pontosan gy hatarozzuk meg,

hogy a cs6d valdsziniisége megegyezzen a kivant hatareloszlasbol kovetkezével.

Li a korrelacios paramétert az eszkézok valosagban megfigyelhetd korrelaciojaval ha-
egylittmozgasa okozza nem realis. Tops [2010] példaul ennek a cafolasara azt a példat
hozta, hogy két vallalat cs6djének a korrelacidjat okozhatja kozos kitettség is valamely
harmadik vallalat felé, amibdl nem kovetkezik, hogy az eszkozeik egyiitt mozognanak.
Li modelljének az alkalmazhatosaga altalanosabb, példaul ha a valosaghban megfigyelhetd
paronkénti eszkozkorrelaciok helyett a piacon megfigyelheté arakhoz kalibraljuk a modell
hatéreloszlasait (a beddlési kiiszobot), illetve a korrelacios paramétert (paramétereket),
akkor a bedd6lési kiiszobok értelmezése csupan egy kellemes interpretaciova valik, amellyel
konnyen értelmezhetGvé teszi a Gauss kopula (természetesen vitathato alkalmazhatosagi)

eszkozét az egyiittes eloszlas modellezésére.

A kopulaknal hasznalt korrelaciot korrelacios paraméternek nevezziik, mert nem
azonosithato egyszertien a gyakran haszndlatos Pearson, Spearman vagy Kendhall altal
bevezetett korrelacios definiciokkal, hiszen a kopulat jellemz6 korrelacionak fiiggetlennek
kell lennie a hatareloszlasoktol (a kopuldban minden hatareloszlast egyenletessé transz-
formalunk), és a fenti korrelacios mérgszamok nem rendelkeznek az eloszlastol valo fiig-

getlenség tulajdonsagaval. A hasznaland6 paraméter még csak nem is a csédig eltelt id6k

P
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3.2.3. Szimulaci6s lehet&ségek

Tetsz6leges korrelacios matrixszal rendelkezé kopulat kozvetleniil elé tudunk allitani,
vagyis a kopula segitségével tetszéleges korrelacios matrixszal rendelkezé n-dimenzios va-
loszintiségi valtozot tudunk generalni. Ehhez generdlnunk kell n darab fiiggetlen valoszi-
niiségi valtozot: Y = (y1,ya, . . ., Yn)-t, majd transzformalnunk kell ket, hogy a megfelels

korrelaciods struktiraval rendelkezzenek. A keresett n X n-es C' matrix:
Y =cc?

A felbontast példaul Cholesky dekompozicioval kaphatjuk meg, ami C-re egy fels§ harom-

“ .,

vektora. A valtozokat ezutan egyenletes eloszlasiuva kell transzforlalnunk (invariancia):

(U1, yun) = (P(x1),...,9(x,))

Ezutan a cs6did6k meghatarozasa 7, = F(u;) alapjan torténik. Ha valamelyik 7; < ¢,
akkor az i. CDS cs6dbe ment t-ig. Ebbd&l meghatarozhatjuk a kiilonb6z6 tranche-ok
veszteségét. Ez egy futas (egy id6pontra). Ezt a lépéssorozatot kell megismételni minden

id6pontra, tetsz6legesen sokszor, a megfelel6 pontossagt varhato érték meghatarozésahoz.

A kozvetlen szimulacios megkozelités hatranya, hogy nagyon sok futést kell végezni
az eredmények kivant pontossagahoz (hiszen a beddlések ritka események), aminek nagy
a szamitasigénye. Ezért a gyakorlatban a Gauss kopula egy masik valtozatat, az egyfak-
toros Gauss kopula modellt hasznaljak a cs6dok egyiittes eloszlasanak meghatarozasara

a kozvetlen szimulacios megkozelités helyett.

3.2.4. Egyfaktoros Gauss kopula

A cs6deloszlas meghatarozasanak lépéseit az egyfaktoros Gauss kopulaval Advanced Cre-
dit Portfolio Modeling and CDO Pricing |2008] alapjan ismertetem. A levezetés eltér a
cikkben bemutatottnal, ugyanis a cikkben a CDS kosarban szerepls 6sszes CDS csédin-

tenzitdsa megegyezik, mig én CDS-enként kalibraltam a hazardfiiggvényt.

Az egyfaktoros Gauss kopula lényege, hogy a korrelacio egy kozos faktoron keresztiil
valésul meg, vagyis a cséd bekovetkezése egy kozos és egy egyedi faktortol fiigg. A kozos

faktor reélis feltevés, hiszen a piaci kornyezet minden vallalatra hatassal van, és a vallalati
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cs6dok nem fiiggetlenek sem a piaci kornyezettsl, sem egymastol.

X =/pM +\/1—-pZ;;, 0<p<1, i=1,...n,

ahol M, 7y, ... Z, fiiggetlen és standard normalis eloszlasi valoszintiségi valtozok. Konnyen
ellenérizhets, hogy X; 0 varhato értékd és 1 szorast normaélis valoszintiségi valtozo, és
Corr(X;, X;) = p,i # j.

A korlatokat tgy definidljuk, hogy a bedélés valoszintisége t-ig megegyezzen a ki-
vant eloszlasbol kovetkezd valoszintiséggel, tehat azzal a valoszintiséggel, amelyet a piacon

forgalmazott CDS-ek kuponjaibol szamitottam ki:

ki(t) = 7 (pi(t)),

ahol ®~!(z) az standard normalis eloszlas inverz eloszlasfiiggvénye, és p;(t) pedig az eddig
is hasznalatos jelolése a t-it bekovetkezs cs6d valdszintiségének. A korlat természetesen
fiigg az id6t6l, és monoton nd, igy 7;-t definidlhatjuk tgy, mint az elsé idGpontot, mikor

az allapotvaltozé kisebb, mint a korlat:
Ezzel 7; a kivant eloszlasi, hiszen:

P(ri <) = P(X; < @=1(pi(1))) = P((Xi) < pi(t)) = pi(t)
rdadasul Tipi_l(@(Xi)), ezért a 7-k fiiggGségi struktiuraja megegyezik az X;-k fiiggsségi

struktarajaval.

Ahhoz, hogy levezessiik az egyiittes cs6deloszlast, tehat meghatarozzuk, hogy az
egyes periodusokban hény vallalat, milyen valosziniiséggel megy csédbe, vezessiik be az
M-re feltételes eloszlasokat:

P(ri M) = P(X: < ki(t)|M) = ¢ (M)

vVIi=p

Ezek a feltételes valoszintiségek mar fiiggetlenek, igy az egyiittes feltételes eloszlast
megkaphatjuk szorzat alakban. Azt, hogy egy n elemid CDS portfoliobol pontosan k
cs6d kovetkezik be t-ig, megkaphatjuk multinomidlis eloszlasként. Ezutan a feltételes

eloszlasbol numerikus integralassal kapunk feltétel nélkiili eloszlast. A teljes valosziniiség
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Veszteségeloszlas (p = 0,05)
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Cs6ddk szama 1dg
1. dbra. Veszteségeloszlas
tétele alapjan:
Pd(k},t> :E(Pda{?,t’M)) = /Pd(k:,t]M)dFM(m) = /Pd(k:,t]m)f(m)dm,

ahol Py(k,t) a feltétel nélkiili, és Py(k,t|M) a feltételes valoszintisége annak, hogy k cs6d
kovetkezik be t-ig. Py(k,t|M) az egyedi feltételes eloszlasokbol rekurziv fiiggvény segitsé-

gével szamolhato.

Legyen p(n, k) annak a (feltételes) valoszintisége, hogy n vallalatbol &k cs6d kovetke-

zik be az adott idGszakban, és legyen pi a k. vallalat cs6djének valdszinisége. Ekkor:

p(0,0) = 1
p(n,O) = p(n— 1’0)(1 _pn)7
p(n, k) = p(n— Lk— 1)pn —I—p(n— Lk)(l_pn)a

hiszen a rekurzioban kétféleképpen fordulhat els, hogy n vallalat koziil £ cs6d kdvetkezik
be: vagy méar n — 1 vallalat koziil megtortént a k cséd, és az n. vallalat talél, vagy az
n — 1 vallalat koziil £ — 1 ment cs6dbe, és az n. is cs6dbe megy. A teljes valosziniiség
tétele alapjan a formula egyértelmten kovetkezik, hiszen a feltételes valoszintiségek mar
fiiggetlenek, igy az események metszetének valoszintiségét a valosziniiségek szorzataval
kapjuk. Az, hogy n vallalatbol 0 megy csédbe csak egyféleképpen kaphatd meg, mégpedig

ugy, hogy az n — 1 tulélg vallalat mellett az n. sem megy csédbe.

17



A szamolés végén egy diszkrét eloszlast kapunk, amely megmondja, hogy mi a valo-
szintisége, hogy egy adott datumig 0,1,...,n cséd kovetkezik be. Az 1. abran egy ilyen
eloszlast lathatunk. Az x tengelyen a fizetési napok szerepelnek, 7 évig. Az y tengelyen
a beddlt vallalatok szama, 0-t6l 50-ig, mivel 50 utan beddlés valoszintisége kozel 0. A z

tengelyen a valoszintiségek lathatok.

Mivel a feltételezésiink szerint a CDS portfolioban szerepld CDS-ek névértéke és
megtériilési ratdja megegyezik, innen méar egyszertien szamolhatunk varhat6 névértéket
és varhato veszteséget az adott tranche-ra (amelynek a az attachment és b a detachment

pontja) a befektetés szazalékaban kifejezve:

k=0

my = (min(max(Rk/n,1—5),1—a)—(1—-10))/(b—a),
E(L) = Y kip(k, t),
k=0

e = (min (max ((1— R)k/n,a),b) —a) /(b—a),

E(N,) = 1— <E(Lt) + ikip(kvt)mk) ;

Li(a,b) = min (maX (Li’if, a) ,b) —a

Ny, (a,b) = (b—a)— Ly (a,b) — min (max (Ri,f, 1— b) 11— a) —(1—10)
ahol:

Rfif — a t;-ig cs6dbement CDS-ek Osszes megtériilési értéke

A konstans névérték és megtériilési rata feltételének feloldasa nagyban megnehezi-
tené a szamolésainkat, hiszen akkor nem lenne elég azt tudnunk, hogy mi a valésziniisége
k vallalat cs6djének, hanem azt is fontos lenne tudni, hogy melyik k véllalat ment cs6dbe.
A gyakorlatban ez azt jelentené, hogy a fent bemutatott rekurziv fliiggvényben nem azonos
eseményt eredményez, ha n — 1-b6l k — 1 vallalat megy cs6dbe, és az n. vallalat is cs6dbe
megy, illetve hogy az n — 1 vallalatbol mar k cs6d kovetkezett be, és az n. talél, és igy

(n+ 1) végss allapot helyett 2" végss allapot valoszintiségét kell kiszamolni.

3.2.5. Gauss-Hermite kvadratara

A tranche arazésnak a veszteségeloszlas szamolasa a legszamitasigényesebb része, és még
az alap, egyparaméteres és egyfaktoros (GGauss kopulaval is hosszi masodperceket vesz
igénybe egy szamolas, amit a kalibracional a valtozok szaméval ardnyosan, de mindenkép-

pen tobbszazas nagysagrendi alkalommal kell elvégezni az optimum megtalalasiig, ami
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orakat vehet igénybe. A szamolas legidGigényesebb része a feltételesen fiiggetlen valdszi-
niiségekbdl a veszteségeloszlas elGallitasa, amelyet a numerikus integralasnal sok ponton
meghiv a Matlab integral fliggvény. Némileg gyorsitja a szdmolast, ha nem az egész szam-
egyenesen integralunk, csak ott, ahol szignifikins a fiiggvény értéke (példaul a (—8, 8)-as
tartoményon), illetve néha segit az is, ha ezt az intervallumot is két részre osztjuk. Az

idényereség sajnos meég igy sem kielégits.

Nagyban javitja a hatékonysagot, ha valamilyen kvadratira szabaly alkalmazasaval
kozelitjiik a numerikus integralt. En erre legalkalmasabbnak a Gauss-Hermite szabalyt

tartom, ezért ezt alkalmaztam a kalibralasnal a folyamat felgyorsitasara.

A Gauss-Hermite szabaly kivaléan alkalmas a normaélis valészintiségi valtozok fiigg-

vényeinek varhat6 értékének kiszamitasahoz, hiszen a kévetkez6 alaki integralt kozeliti:

[t =3 wif@) + o
- i=1

ahol n a mintapontok szama, amit a kozelités hasznél, x; az n-ed fokt Hermite-

polinom, H,(z) i. gyoke (i = 1,...,n), és az ehhez tartozo silyok:

2" Inl\/7
n?(Hy1(x:))?

w; =

A hiba:

|

A Gauss-Hermite kvadratira szabalyrol Abramowitz — Stegun [2012] ir bdvebben.
A Hermite-polinomok olyan ortogonalis polinomok, amelyeknek a matematikai felhasz-

nalhatosaga rendkiviil sokrétd. Az n. Hermite-polinom definici6ja:

dr d\"
H,(x) = (—1)”6962/2%6“2/2 = (:L‘ - @> 1

Szerencsére a gyakorlatban egyszertibb moédja is van a Hermite-polinomok megha-

tarozasanak, hiszen rekurziv médon képezhetdk:
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Hi(x) = 2z

H,(x) = 2zH, 1(x)—2nH, s(x)

A Hermite polinomok elGallitasa tehat egyszert feladat, a nehezebb a magasabb fok-
szami gyokeinek a meghatarozasa. A jo kozelitéshez viszonylag magas (150) fokszamra,
van sziikség, amely polinomok zérohelyeinek meghatarozasa mar nem egyszert naiv mod-
szerekkel. A fliggvény kiértékelésének pontjait (x;-k) és a silyokat (w;) a Matlab fajl-
megoszté honlapjan talalhato GaussHermite 2.m ! fiiggvénnyel hataroztam meg, amely

Frobenius tarsmatrix segitségével szamolja a gyokdket.

A konkrét problémara val6 alkalmazhatésaghoz némileg modositani kell a fiiggvény-

forman. p varhato értékd és o szorast normalis eloszlas fiiggvényének varhato értékére:

o\ 2T

E(f(y) = — / )" g

1 »
— ﬁ/ f(V20x 4+ p)e™ dx

Q

% Z w; f(V20x; + 1)

A mi esetiinkben a o 1-nek, a p pedig 0-nak felel meg. Sajnos a mi fiiggvényiink
Hermite-polinomokkal viszonylag nehezen kozelithetd, ezért elég nagy fokszamra van sziik-
ség a pontos kozelitéshez. A kozelités pontossaga fligg a korrelacié nagysagatol. A leg-
kevésbé jol a kozépss tranche-okat kozeliti modszer, 150-foku polinom (vagyis 150 hely
és hozzé tartozo silyok) és 0,4-es korrelacios paraméter esetén a leginkdbb a negyedik
tranche ara tér el, a hiba: 0,16e — 04. Ugyanezzel a korrelacioval, 500-ad rendd kozeli-
téssel a hiba a tizedik tizedes jegy alatt marad. Mivel altalaban is a hatodik tizedes jegy
pontossagra torekedtem, ezt a hibat elfogadtam, hiszen ezzel egy-két nagységrendet ja-
vult a futasidé. Nagyobb korrelacio esetén, példaul 0, 8-as paraméterrel szdmolva a hiba
megnd, 500 csomopont esetén a negyedik,150 csomopont esetén pedig méar a harmadik

tizedes jegy kiilonbozik a negyedik tranche-ra. Altaldban a pontos szamolast alkalmaz-

1Letolthets:  http://www.mathworks.com/matlabcentral /fileexchange/26737-legendre-laguerre-and-
hermite-gauss-quadrature/content /GaussHermite.m
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tam, csak a kalibraciokndl hasznaltam a kozelitést. Ahol magas korrelaciok jottek ki, ott
a kalibraciot ujrafuttattam a numerikus integralédst hasznalo arazassal, a Gauss-Hermite

polinomot haszndl6 kalibracié eredményét megadva kezdGértéknek.

4. A korrelaciés struktira vizsgalata

4.1. A korrelacio hatasa

A korrelacios struktira vizsgélatdhoz elészor meg kell érteniink, hogy hogyan hat a kor-
reldcid a tranche arakra. Ha né a korrelacio, akkor a nagyobb veszteséggel jaro egylittes
bedélések valoszintisége megné a kevés beddléshez képest (mig a valoszintiségek Gsszege 1,
és az egész, portfoliora sz010 varhato veszteség valtozatlan marad), igy az equity tranche-ra
juto varhato veszteség csokken, és az ara (upfrontban vagy running spreadben szamolva)
csokken. Ez azt is jelenti, hogy a super senior tranche ara né a korrelacioval. A két szélsG

tranche-on kiviil viszont nem monoton a korrelacié hatéasa.

A 2. 4brakon az egyfaktoros kopula modell &ltal generalt upfront arak lathatok, a
korrelacios paraméter fiiggvényében. A kétéves CDS index spread a referencia portfoli-
6ra 87 bazispont, tehat a piac a két év alatt a portfolioban koriilbeliil 1,7% veszteséget
var. 0 korrelacié esetén ez gy kovetkezik be, hogy fiiggetleniil egymastol osszesen 1,7%
veszteség kovetkezik be, nyilvanvaléan valamekkora szorassal. Ez a veszteség az equity
tranche-on beliil marad, a szordssal szamolva lehet, hogy ki is meriti, és belép a junior
tranche-ba. Arra mindenesetre igen kicsi az esély, hogy a magasabb szenioritdsu tranche-
okat, példaul a super senior tranche-ot is elérje. A szélsGséges 1 korrelacio esetén vagy az
osszes vallalat cs6dbe megy, (0,4 megtériilési rataval szamolva) koriilbeliil 2,8%-os valoszi-
niiséggel, vagy egyik sem. A két szélsGséges eset végeredménye nincsen egyméastol messze,
ezzel magyarazhato a képen lathaté 2 éves mezzanine és senior tranche-ok viszonylagos
érzéketlensége a korrelaciora. 0 korrelacio esetén a super senior tranche-nal példaul szinte
csak a 100 bazispontos running spread upfrontra cserélése torténik. Az 1 korrelaciohoz
kozeledve nagyon lassan emelkedik az ar, de mivel a 2,8%-o0s valoszintiséggel is csak a
super senior tranche névértékének 26,44%-at fizeti ki (a varhato érték 0,7%), az upfront
dij mindvégig negativ marad, tehat a 100 béazispontos running spread tobbet ér, mint
a varhato kifizetés. 1 korrelacio esetén a -1,3% koriili upfrontnéal valamivel kisebb érté-
ket kapunk, a megtériilési rataval a cs6dok miatt folyamatosan apadoé névértékre fizetett

csokkend spread miatt.

A monotonitas hidnya (a mezzanine tranche-oknal) sajnos egyben azt is jelenti,

21



Equity tranche arak Mezzanine tranche arak

100 \ \ 20 T L \
15 ;
é é 10 |
= = P el
) Qo P e S~
N L.s:'. 5 ¢¢’ |
o, o, P
- o R
O 'o' |
| | | | _5 " | | | |
0O 02 04 06 08 1 0O 02 04 06 08 1
Korrelécid Korrelacid
Super senior tranche arak
T
_2 [
R Rk
-
o, o
= — 2 éves
—6| -=-=4 éves
..... 7 éves
| | I I
0O 02 04 06 08 1

Korrelacio

2. abra. Tranche arak upfrontban, a running spread rendre: 500, 100, 100 (bps)
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hogy a mezzanine tranche-okra visszaszamolt korrelacié nem egyértelmd az equity és a
super senior tranche-okkal szemben. Ennek a problémanak a kikeriilésére gyakran nem a
valédi visszaszamitott korrelaciot hasznaljak, hanem az tgynevezett bdziskorreldcict. A
baziskorrelacio egy olyan mesterséges korrelacio, amelyet bootstrap modszerrel szamolnak

a kovetkezdGképpen:

1. Az equity tranche béziskorrelacidja a valodi visszaszamolt korrelacio, vagyis az a
korrelacio, amelyet az egyfaktoros Gauss kopula modellbe helyettesitve a megfeleld
running spread és diszkontfaktorok hasznélataval a piacon megfigyelhets drat kapjuk

az equity tranche-ra.

2. A k. tranche baziskorrelacidja az a korrelacio, amellyel a k. tranche detachment
pontjaval meghatarozott equity tranche értékébdl kivonva a (k—1). tranche detach-
ment pontjaval meghatarozott equity tranche értékét, a piacon megfigyelhetd arat

kapjuk.

3. A super senior tranche-ra nem létezik baziskorrelacio, hiszen a detachment pontjahoz
tartozo equity tranche az egész portfolio, amelynek a varhato vesztesége nem fiigg

a korrelaciéotol.

A baziskorrelacio kihasznélja, hogy a tranche-ok elgallithatok két equity tranche
kiilonbségeként. A baziskorrelacio szamitasanal gondolnunk kell a tranche-ok kiilénbo6zé
névértékeire és running spreadjeire, tehat vagy kiilonos gondossaggal végezziik a szamita-
sainkat, vagy kozvetleniil a teljes névérték szazalékdban kifejezett veszteségek kiilonbségét
vessziik, és ezzel szamolunk. A baziskorrelaci6 altalaban létezik, és egyértelmt, hiszen az
equity tranche-ok ara folytonos, szigoriian monoton fiiggvénye a korrelacionak. A maga-
sabb tranche-oknal, f6leg hosszabb lejarata CDO-k esetében el6fordul, hogy nem létezik
olyan korrelacio, amelyet az egyfaktoros Gauss kopula modellbe helyettesitve megkapnank
a piaci arat, vagy példaul extrapolacioval 1-nél nagyobb értéket kapunk. Ez a jelenség
ugyanugy el6fordulhat a valodi visszaszamolt korrelacional (amely rdadasul gyakran nem
is egyértelmii), és az egyfaktoros kopula modellspecifikicié helytelenségét mutatja, de ett6l
még a baziskorrelaciok hasznalhatoak, és hasznéljék is 6ket a piacon megfigyelhets arak
jellemzésére. (A baziskorrelacié hasznalatanak hatranyaira, vagy legalabbis korlataira a

fejezet tovabbi részében még kitérek.)

Ahogy a valédi visszaszamolt korrelacio, a baziskorrelacié is modellfiiggd lenne alta-
lanossagba, de a gyakorlatban visszaszamolt korrelacio és baziskorrelacio alatt a legegysze-
riibb egyfaktoros Gauss kopula modellel szamolt korrelacios paramétert értjiik. Fontosnak
tartom hangstulyozni, hogy a baziskorrelacié csupan egy eszkoz, amelynek segitségével egy-

szertien és egyértelmten beszélhetiink a visszaszamolt korrelacios struktirarol és a piacon
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3. Abra. Béazis és valodi korrelécid

jegyzett arakrol, mint ahogyan a Black-Scholes modellben a visszaszamolt volatilitasrol.

A baziskorrel4cié egy mesterséges szam, semmilyen valodi jelentéssel nem bir.

Ha az alap egyfaktoros Gauss kopula modell feltevései a valosdgban teljesiilnének,
akkor a piacon jegyzett tranch arakbol visszaszamitott korrelacionak, és a béziskorrela-
cionak is konstansnak kell lennie a tranchok és lejaratok kozott. FEz sajnos nem teljesiil,
a piacon visszaszamitott korrelacios mosolyt, ferdeséget vagy grimaszt figyelhetiink meg,

ami id6ben sem valtozatlan.

A 3. abran lathato a 2, 4 és 7 éves CDO tranche-ok valodi visszaszdmolt és baziskor-
relacioja. (A valodi visszaszamolt korrelacié szamolasat az el6z6 tranche mar kiszamolt
korrelaciojarol inditottam.) A tranche arakat, a visszaszamolt és baziskorrelaciok érté-
két az dbrédkon mindig az adott tranche detachment pontjahoz rendelem. Nem megleps
modon a kétféleképpen szamolt korrelaciok nem egyeznek meg egymaéssal, és a legkevéshé
sem konstans egyik sem, rdadéasul a 7 éves CDO senior tranche-anak béaziskorrelacioja
extrapolalva nagyobbra jon ki, mint 1. A mar régota megéllapitott tényrél magunk is
megbizonyosodtunk, a valés piaci arakat general6 folyamatok nem a teljesen alap Gauss
kopula modell feltételei szerint alakulnak, tehat a sok feltétel kozott legalabb egy nem tel-
jesiil. Dolgozatom célja megvizsgalni, hogy az egyfaktoros korrelacios struktira lazitasa-
val, a tobbi feltevés (konstans megtériilési rata, Gauss kopula) feloldasa nélkiil mennyivel
javulhat a modell illeszkedése. Ehhez elGszor nézziik meg, hogy mennyire rossz a mo-
dell, vagyis mennyire ad az eredetiektdl eltérd arakat, ha annak ellenére, hogy tisztaban
vagyunk vele, hogy a korrelaci6 nem konstans, mégis raerdltetjiik az egyfaktoros Gauss
kopulat a piaci drakra. Az eredmény maga nem igazin meglepd, hisz mér a visszasza-
mitott korrelaciokbol is sejthetd, hogy a legkdzelebbi arak is igen tavol esnek a piacon

megfigyelhet6ktSl. A tovabbiakban viszont ehhez az eltéréshez tudjuk viszonyitani az il-
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leszkedés javulasat a feltételek feloldasanak eredményeként, raadasul a vizsgalat kézben

egy érdekes kovetkeztetést vonhatunk le a baziskorrelacio és az arak viszonyarol.

A fejezet tovabbi részében a kiilonb6z6 kalibraciokat a 2 éves CDO arakra végzem

el, a kalibracié magas szamitasigénye miatt.

Egyetlen korrelacios egyiitthatoval kalibralva, az upfrontoktol vett relativ négyzetes
hib4t minimalizilva, a Gauss kopula korrelacios paraméterére 0,2893-at kaptunk, a relativ
eltérés négyzetosszege, vagyis a hiba 0,0727. Ami meglepd, hogy az illesztett modell ba-
ziskorrelacidja egyaltalan nem illeszkedik az eredeti adatokbdl szamolt baziskorrelaciora.
Jobbat nem varhatunk el t6le, mivel konstans, csak azt, hogy valamilyenfajta atlagat keé-
pezze az eredeti béziskorrelacionak, vagyis legalabb metssze egy helyen a gorbét. Ez nem
torténik meg, mélyen alatta van, pedig a fonti érvelés alapjan egy-egyértelmi a kapcsolat
a tranche arak és a béziskorrelacio kozott, tehat ha jol kozelitjiik az arakat, a baziskorre-
laciot is jol kozelitjiik, amibdl arra kovetkeztetnénk, hogy (a hiba eltérg stlyozasa okozta

kiilonbséget leszamitva) mindegy, hogy az arakra, vagy a baziskorrelaciora kalibralunk.

Hogy jobban atlassuk a helyzetet, nézziik meg, hogy milyen eredményt kapunk, ha a
baziskorrelaciora illesztiink. Ezt a baziskorrelacié szamitas idGigénye miatt, kihasznalva a
baziskorrelacio és az equity arak biztosan egy-egyértelmii kapcsolatat, a piacon megfigyel-
het6 upfrontokbdl a bootstrap eljaras inverzét végrehajtva, equity upfrontok szamolaséval
helyettesitettem, és a modell altal meghatarozott equity upfrontok relativ hibainak négy-
zetét minimalizadltam. Ennek az eljardsnak a szdmitasigény csokkenésén kiviil még egy
elénye van a baziskorrelacié kozvetlen kalibraldsdhoz képest, igy ugyanis a super senior
tranche arat is szamitasba vessziik. A béaziskorrelacioé szamitasat a super senior ara nem
befolyasolja, gyakorlatilag barmi lehet, akar teljesen inkonzisztens értéket is folvehet. Az
altalam alkalmazott moddszerrel viszont a super senior tranche befolyasolja a kialakult
hibaminimalizalé korrelacié értékét, ha nem is a detachment pontjahoz tartozo equity
tranche aron keresztiil, hiszen az konstans, de legalabbis az attachment pontja altal meg-
hatarozott equity tranche aréan (a varhato veszteségen) keresztiil. (Az egy masik kérdés,
hogy néha a gyakorlatban is taldlkozhatunk olyan példékkal, hogy a super senior tranche
ara nem konzisztens a piac altal meghatarozott senior trance és ugyanarra a portféliora
vonatkoz6 CDS index swap araval. Ennek az anomalidnak a vizsgalata meghaladja a

kutatasom kereteit.)

A baziskorrelacioval végzett kalibracio 0,4734-et ad a korrelacidés paraméterre, 0,03
hibaval. A két hiba persze nem 0Osszehasonlithato, de latszik, hogy a masodik moédszerrel
teljesiilnek a kivanalmaink a paraméterrsl (ami ebben a specidlis esetben megegyezik a

bazis és a valodi korrelacioval, hiszen konstans).
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4. dbra. A korrelacios paraméter kalibraciojanak eredményei

A 4. bal oldali 4brajan az eredeti araktol valo relativ eltérések, a jobb oldali 4brajan
pedig a visszaszamolt baziskorrelacid értékei szerepelnek. Lathato, hogy a mésodik kalib-
racié valoban kozelebb hozta a baziskorrelacio értékeit, a valédi tranche araktol viszont
nagyobb eltérést okozott, tehat az el6bbi kalibralas még lehet jo a maga nemében. A két
eredmény kozott egyértelmi a kiilonbség, és nagyobb, mint amit vartunk volna az eltérs

stlyozas miatt. Két eset lehetséges:

1. A kettd koziil valamelyik algoritmus eredményei rosszak (példaul mert valamiért
nem futott végig, lokélis minimumot talalt stb.). A programkod bongészése helyett

ezt a kapott értékek konzisztencidjanak ellenérzésével zarhatjuk ki.

2. Ha gyakorlatilag mindkét kalibracié eredménye helyesnek bizonyul, akkor a két el-
jaras koziil valamelyiket elméletileg helytelen hasznalni. Ebben az esetben el kell
donteniink, hogy melyik a jo modszer, amit a tovabbiakban kovethetiink (és ezzel

egyiitt illene meghataroznunk, hogy a masik miért rossz).

Konnyd latni, hogy az els6 modszerrel kozelebb kertiltiink az arakhoz. Lathato,
hogy bar a modellel szamolt arak nem illeszkednek jol a piacon megfigyelhets arakra, az
algoritmus végigfutott, a rugalmatlan modell lehet&ségein beliil igyekezett a megtaldlta
a modell altal elérheté minimumot, a megtaldlt értékek hol nagyobbak, hol kisebbek a
megcélzottaknal. Ugyanez elmondhat6 a baziskorrelacioval valo kalibralas eredményére, és
a baziskorrelaciéra. Az elsd tranche értékeire egyszertien ellendrizhetjiik a konzisztenciat,
hiszen az equity tranche baziskorrelaci6ja a valodi korrelacio, amelynek negativ fiiggvénye
az ar. A két abrat Osszehasonlitva ez teljesiil, mert amelyik gorbe az eredetinél nagyobb

equity upfront dijat mutat (az upfronttal kalibralt) annak a baziskorrelacioja kisebb,
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és forditva. A korrelacidra torténé kalibralasnal észrevehets, hogy a negyedik tranche
eltérése a legnagyobb, tobbszorose az upfronttal kalibralt maximalis eltérésnek. Ezt a
hatalmas négyzetes eltérést eltériti a minimumto6l probléméat. A 2. abran a széban forgd
értéket egy pottyel kiemeltem. A fliggvény enyhe pozitiv lejtésébdl latszik, hogyha ezt a
hibéat a kalibracio ki akarja kiiszobolni, akkor ennél a pontnél joval kisebb korrelaciot kell
valasztani. Ez meg is tortént az upfrontra térténd illesztésnél. A relativ négyzetes hiba a
legkevéshé érzékeny, de rossz helyen levs tranche-okra minimalizal, a sajat korrelaciojuk

felé hazassal.

Bar az elemzés nem teljes, a jelek szerint az algoritmusok jol futottak le, tehat
a megoldasok gyakorlatilag jok, mar csak el kell donteniink, hogy elméletileg mi a baj
az egyikkel, és melyiket helyes hasznalnunk. A masodik kérdésre konnyebb a valasz.
Mivel a piacon az arakat running spreadekben és upfront dijakban jegyzik, nem pedig
béziskorrelacioban, minden modellel ezeket az drakat toreksziink elGallitani, tehat ezekkel

értelmes a kalibraciot elvégezni, kovetkezésképpen baziskorrelacidoval nem érdemes.

Az egyetlen paraméter kalibralasa a modell rugalmatlansaga miatt elég extrém eset-
nek tinik, de a jelenséget hiien tiikrézi. Hasonlé végeredményt kaptam a dolgozatomban
vizsgalt masik modelleknél is, az upfront dijjal kalibralt modellek béziskorrelaciojanak
egy tranche baziskorrelacioja az el6z6 tranche-ok arara épit, valamint az utana kévetkezs
tranche-ok ra épitenek. Ezt azt jelenti, hogy ha a modelliink nem tudja jol megkdzeli-
teni az arakat, nem keriil nagyon kozel hozzajuk, a rugalmatlan korrelaci6érzékenységii
tranche-ok miatt a baziskorrelaci6 nem feltétleniil illeszkedik. Emiatt a baziskorrel4cio
nem alkalmas a modell kalibralasara, hiszen eredménye gyakorlatilag értelmetlen mind-
addig, amig nem keriiliink megfelel6 kozelségbe a kalibralt tranche arakkal az eredeti
arakhoz. Sajnos nincsen mas lehetGségiink, minthogy felkésziiliink ra, hogy a kalibralt
modellbél szamitott baziskorrelacié struktiuraja kevés hasonlosagot fog mutatni az erede-
tivel. Ett6l még ugyanigy igaz, hogy a kapcsolat a baziskorrelacio és a tranche arak kozott
egy-egy értelmi, igy kovetkeztethetiink egyikb6l a mésikra, csak minél tavolabbi tranche
arakkal (minél rosszabb illeszkedéssel) allunk szemben, annéal nehezebb az Osszefiiggéseket

meglatnunk az arak és a korrelaciok kapcsolatai kozott.

4.2. A konstans egyiitthaté feloldasa

A legegyszeriibb egyfaktoros Gauss kopula modell feltevése, hogy az Gsszes CDS egyiitt-

hatoja megegyezik a kozos faktorra, vagyis a korrelacios matrix a kovetkezd alaki:
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Még az egyfaktoros modellen beliil lehetGségiink van a korreldcios matrix altalano-
sitasara, méghozza ha megengedjiik, hogy a CDS-eknek kiilonb6z6 egyiitthatéi legyenek

a kozos faktorra. Ekkor a fenti modell a kovetkezs egyenletében modosul:

Ezzel a valtoztatassal a mar kiszamolt kiiszobok nem valtoznak, csak a feltételes
valészintiségekben kell az eddig allando egyiitthatot kicserélni a CDS-enként kiilénbozére.
A modell szamitasigénye nem né szamottevéen, de maris szinesebb korrelacios strukturat
érhetiink el vele, egészen pontosan az egyiitthatok diadikus szorzatdhoz a korrelécios
matrix atlojahoz az egyedi faktorok varanciajat hozzaadva (az atlot egyre kiegészitve, és

gyokot vonva, de az egy marad):

1 VP2P1 A/ PrP1

v _ | VPrP2 L /pap2

VP1Pn N P2Pn - 1

A modellnek az egyfaktoros alapmodell egyetlen paraméteréhez képest drasztikusan
megnGtt a paraméterszama, méghozza a szintetikus CDO-t alkoté CDS-ek szaméara. Jelen
esetben ez 121 valtozot jelent, és 6 tranche arat, amit a kalibralasnal hasznalhatunk,
vagyis a modelliink szabadsagfoga teljesen elveszett. Ertelemszertien nem kezdhetiink
neki a kalibracionak 121 valtozéval, hiszen nincs olyan algoritmus, amely belathat6é idén
beliil eredményre vezetne ebben a kotott problémaban. Ha mégis valamiféle eredményre
szeretnénk jutni, amivel Osszehasonlithatjuk az egyparaméteres modell illeszkedését, le
kell egyszertisiteniink a problémat. Természetesen ehhez megkotésekre van sziikség, ami a
modell rugalmassagat csokkenti, de reménykedhetiink benne, hogy még igy is szignifikins

javulast tapasztalunk.

Mivel egyetlen adat van a kezemben a CDS-ekrél, méghozza az egyedei spreadek,

ezekkel az adatokkal kell dolgoznom, hogy meghatarozzam az egyedi korrelaciokat (./p;)
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5. abra. Erzékenységvizsgalat

a kozos faktorral. A helyzet nem teljesen reménytelen, hiszen a CDS spreadekbdl beddlési
valészintiségeket lehet szamolni a csédintenzitds meghatarozasan keresztiil. A bedglési
valoszintiségeknek pedig sok koziik van a CDO tranche-ok értékeléséhez. Az elsGként
bed6lé CDS nagy valoszintiséggel a nagy csédintenzitast, vagyis a nagy spreadet fizets
CDS-ek koziil keriil ki, tehat ezeknek a CDS-eknek van a legnagyobb hatasa az equity
tranche-ra. Ha példaul a magas spreadet fizet6 CDS-eknek nagy a korrelacios egyiittha-
toja, az azt jelenti, hogy egymassal korreldlnak, nagy valoszintiséggel délnek be egyiitt,
vagy nem délnek be. Amig a legtobb CDS korreldciés egyiitthatoja eléggé kicsi, addig
példaul a super senior tranche-ot kevéshé érinti, hogy a veszélyes CDS-eknek mekkora a
korrelacios egyiitthatoja, hiszen ha valami kedvez6tlen hatas miatt bedél néhény kocka-
zatos CDS, és még egy par kevésbé kockézatos, a super senior tranche-ba még mindig

nagy valoszintiséggel nem lép be a veszteség.

Ahhoz, hogy elképzeléseinket igazoljuk, vizsgaljuk meg, hogy lehet-e az egyiitthato-
kon keresztiil (tobbé-kevéshé) célzottan hatnunk egy-egy tranche arara, vagy a baziskor-
relécios gorbe egy-egy pontjara. Ha érzékenységet vizsgalunk, akkor érdemes a baziskor-
relacion keresztiil (is) elemezniink a kérdést, hiszen elég kicsi eltérésekrsl beszéliink ahhoz,
hogy a baziskorrelacié ,ne romoljon el”, rdadasul az upfrontokboél nem latszik szemléle-
tesen a valtoztatds hatésa (bar a super senior tranche-rol szokasosan le kell mondanunk,
ha csak a baziskorrelaciot vizsgaljuk). Az az eldfeltevésiink, hogyha a kockazatos CDS-ek
egylitthatojat valtoztatjuk, annak nagyobb (a véaltoztatéassal ellenkezd iranyt) hatasa lesz
az equity tranche arara, mint a super-senior tranche-ra, és esetleg forditva is. Emellett

szamithat a korrelacio atlagos értéke is, ami a baziskorrelacié gorbe szintjét adja.

A korrelacios egytitthatok valtoztatasanak hatasat tgy vizsgaltam, hogy a korrela-

cios egyiitthatonak alapértékként a kalibralt 28,93%-os korrelaciot adtam, majd a 2 éves
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spread szerint csokkend sorrendbe allitott CDS-ek koziil elGszor az elsé 6t, masodikként
az 51-55., harmadikként pedig az utols6 6t CDS korrelacios egyiitthatojat cseréltem ki
38.93%-ra (minden proba utan visszaallitottam az Gsszes CDS egyiitthatojat az alapér-
tékre). Ezzel a modszerrel két csoportot alakitottam ki a CDS-ek kozott. A megvaltozta-
tott értékii csoporton beliil a CDS-ek korrelacioja 38,93%, az valtozatlan értéki csoporton

beliil a korrelacio 28,93%, és a két csoport barmely két tagja kozott a korrelacio 33,56%

v st

Az 5. abra jobb oldalan az igy kapott tranche upfrontokbol szamitott baziskorrelacio
van illusztralva, az abra bal oldalan pedig a 28,93%-o0s paraméterrel szamolt araktol valo

relativ eltérés.

A relativ eltéréseket tartalmazé abran latszik, hogy az van a legnagyobb hatéssal
az Osszes tranche arra, ha a kockazatos CDS-ek egyiitthatojat valtoztatom, és megleps
modon nem az els6 tranche-ra van a legnagyobb hatéssal, hanem a mésodikra, bar az els6é
tranche-on legalabb a valtozéas irdnya megfelel a virakozasainknak. Ha a kozepesen koc-
kazatos CDS-ek arat novelem, az elsé harom tranche-ra alig van hatéssal, csak a negyedik
tranche-ra egy kicsivel. Ugy tiinik, hogy az utolsé két tranche arra nincsen szignifikins
hatassal semelyik valtoztatds sem. Ennek az az oka, hogy ezek a tranche-ok amiigy sem
érzékenyek a korrelaciora. A legkisebb hatassal a tranche arakra a biztonsagos CDS-ek

korrelaciojanak novelése volt.

A jobboldali abran lathatjuk az arakbol visszaszamolt baziskorrelacidt. Az elsé
kisérletnél itt is nagy hatas latszik. A tranche arakon nem latszott igazan beteljesiilni
az a varakozas, hogy a kockazatos cégek korrelaciojanak ndvelése az els§ tranche-ra lesz
a legnagyobb hatassal, a béaziskorrelacion annél inkabb, valoban megnévekedett az elsG
tranche-ok baziskorrelacidja, az utols6 baziskorrelacio felé egyre csokkend mértékkel. Az
utols6 béziskorrelacio (a senior tranche arabol szamolva) alig emelkedett. A masodik
kisérlet emlitésre mélté eredménye, hogy valoban a gorbe kozepét tolta fel leginkabb a
valtoztatas. Az abran nem latszik tisztan, de az utolsé baziskorrelacio kicsit alacsonyab-
ban van, mint az utolsé el6tti. A harmadik kisérletben az az érdekes, hogy a mésodikkal
szinte egybeesik a gorbe vége (s6t, a harmadiké egy kicsit lejjebb van), csak a harmadik
gorbe meredekebben emelkedik, mindenhol alacsonyabb az értéke. Gondolhatnank azt,
hogy ennek az lehet a magyarazata, hogy a nagyon biztonsagos CDS-ek egyiitthatojat val-
toztattuk meg, tehat a gorbe legvégét varjuk legmagasabbra, de sajnos ezt nem lathatjuk,
mert az utolsé tranche-ra nincsen baziskorrelacio. A szomoru hir viszont az, hogy még ha
ki tudnank is szamolni a super senior tranche-ra a béaziskorrelaciot (ami elég értelmetlen
gondolat), akkor is ugyanaz lenne a gorbe jobb oldali vége. Hiszen ha egy tranche-ra ki-

szamolt baziskorrelacio megegyezik egy masik kalibracié ugyanerre a tranche-ra szamitott

P
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sz0), akkor a tovabbi baziskorrelacio értékei is meg fognak egyezni, tehat ha két gorbe

osszeér (ha a tovabbi arak ugyanazok), tobbé mar nem agaznak szét Gjra.

Meglepd, hogy bar mind a harom kisérletben ugyanakkora valtoztatast eszkozoltem,
csak masik CDSeken, az upfront arakon és a baziskorrelacion viszont nemcsak a hatas
helye volt a kiilénbség, hanem az ereje is az egész struktirara nézve. Ez azt a felte-
vést igazolja, hogy van értelme a CDS spreadek fiiggvényében megvalasztani a korrelacios
egyiitthatokat. Sot, az is kideriilt a jobb oldali 4brabol, hogy ha emelkedd béziskorrela-
ciot szeretnénk elGallitani, akkor valoban a spread csokkend fiiggvényének kell lennie az
egyiitthatoknak, ha csokken6t, akkor pedig forditva, ha pedig egy darabig névekvd, majd
csOkkend gorbét, akkor a spreadek medianjatol valamennyivel balra kell magas egyiitt-
hatokat adnunk a CDS-eknek. Az elGallitott modell alakjarol (konvex, konkav) ezen tuil-
menden elég nehéz altalanos kovetkeztetéseket levonni, mert ehhez a vizsgalat nem volt
elég széleskort, azt viszont semmiképpen ne gondoljuk, hogy a spread — egyiitthato fiigg-
vény pontjainak valamiképpen megfeleltethetGek a béziskorrelacié pontjai, ennél sokkal

bonyolultabb az Gsszefiiggés koztiik.

4.2.1. Kalibracio

Mint ahogyan méar emlitettem, sajnos nem realis lehetGség 121 valtozot kalibralni a 6
upfront arra. Dolgozatomban a korrelacios egyiitthatokat a spreadek szakaszonként kons-
tans (1épcsés) fiiggvényeként kalibraltam. Ezen a kereten beliil is még nagy az eldontendd
(eldonthetd) valtozok szama: a lépcsSk szama és a lépesGfokok helye nem egyértelmten
adodo paraméterei a kalibracionak. Nyilvanvaléan anndl pontosabb lesz a kalibréacié, mi-
nél tébb valtozot hagyunk meghatarozhatonak az algoritmus alapjan, de anndl lassabb
lesz az algoritmus, mert annal tobb fliggvényhivasra van sziiksége minden iteraciohoz. A
kalibraciot elvégeztem ketts, harom, négy és 0t szakasszal is. Ha meg szeretnénk hatérozni
a toréspontokat, elég gyenge labakra tdmaszkodhatunk csak, és mondjuk ott hizhatjuk
meg a hatarokat, ahol a tranche-ok hatarai vannak olyan értelemben, hogy mennyi CDS
bedélése sziikségek egy-egy tranche kimeritéséhez. Ez elég erdltetett otlet, ezért inkabb
azt valasztottam, hogy az algoritmus hatarozhassa meg a lépcsék magassagan kiviil a
helyzetiiket is. Ezzel az 0t szakasz kalibralasihoz 9, a négy szakasz kalibralasahoz 7
(stb.) valtozé volt sziikséges, amik nagyobb szamok, mint ahény tranche-arra kalibra-
lunk. A kalibraciot a Matlab Isqnonlin fliggvényével végeztem négyzetes relativ hibat
minimalizalva. Mivel a valtozok szama eggyel nagyobb, mint a megadott &rak szama,
a Levenberg-Marquardt algoritmust valasztottam. Ez az algoritmus nem tud korlatokat
kezelni, marpedig a korrelacié és a szakaszhatarok is hatarok koézott mozognak, ezért a

valtozokat a log(1/x — 1) fiiggvénnyel transzformaltam, igy az algoritmus az egész szam-
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6. abra. Korrelacios egyiitthato, a CDS spreadjétsl fiiggGen

egyenesen keresi a megoldast, de a korrelaciok a (0, 1) intervallumba esnek. A kalibraciot
el6szor a 3.2.5. alfejezet alapjan 150 pontos Gauss-Hermite kvadratirat hasznalo arazo
fliggvénnyel végeztem, majd mégegy kalibraliot futtattam a kapott eredményt kezd&pont-

ként hasznéalva.

A negyedik szakasztol kezd6dGen az algoritmus Gsszevont szakaszokat, és méar nem
javult az illeszkedés, ezért a harom szakaszbol allo fiiggvény eredményét tartom a rele-
vansnak, és azt mutatom be. A végeredmény hibaja 0,03935, ami tobb, mint fele az egy
paraméterrel elértnek (0,0727). Latszik, hogy az illeszkedés javult, de nem nagységren-
dekkel. A 6. abran a CDS-ek kalibralt egyiitthatoi lathatok, a 2 éves CDS spreadjiik
csOkkend sorrendbe rendezett helyzetéhez képest. A toréspontok a 14. és a 105. CDS-nél
vannak, a felvett értékek rendre: 40,08%, 24,85% és 100%. Egyrészt megallapithatjuk,
hogy a toréspontok nem aszerint lettek optimalisak, ahogy az egyetlen tippiink szolt, és

a biztonsagos CDS-ek egyiitthatojat gyakorlatilag 1-nek hatarozta meg az algoritmust.

A kalibralt korrelacids egyiitthatok a 6. abran lathatok, amig a kalibralt arak relativ
eltérései az eredeti araktol, valamint a kiilonb6z6 modellek altal meghatarozott arakbol

szamolt baziskorrelacid értékei a 7. abran.

A jobb illeszkedés latszik az abrakon, de nem kielégit. Az utols6 tranche arat most
sem sikeriilt eltaldlni, de a harmadik tranche ara szinte teljesen ugynaz, és a méasodiké is
kozel van. Erdekes modon nem monoton a kalibralt fiiggvény, hanem a kézepén alacso-
nyabb az egyiitthato, mint a két szélén. Ez azt jelenti, hogy a kockazatos és a biztonsagos
CDS-ek korrelalnak jol egyméssal. Ennek lehet az a magyarazata, hogy a kockazatos
CDS-ek természetes modon korrelalnak egymassal, és a Gauss kopulahoz képest magas

extrém bedd6lések miatt a biztonsagos CDO-knak is magas korrelacios egyiitthatot kell
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7. abra. Kalibralt eltérések az upfronttél és baziskorrelaciok

adni. Elgfordulhat, hogy ez csak egy kényszerti megoldas, amit az algoritmus elért, és
emoOgott a struktira mogott két faktor hizodik, amelyek kiilon felelgsek a kockazatos és

a biztonsagos CDS-ek korrelaciojaért.

Bar nem tudtuk kihasznalni a modell szabadsagfokait, az eddigi eredményeken is
nyilvanvaloan latszik, hogy még ez a modell sem éri el a kivant illeszkedést az arakra,
ezért tovabb kell keresniink a megfelel6 piaci modellt. Andersen — Sidenius |2004] szerint
bar a kiilonboz6 egyiitthatokat hasznélé modell képes meredek korrelacidés mosolyt re-
produkalni, szamos hatranya van. ElGszor is az empirikus tapasztalatok nem tdmasztjak
alé a feltevést, hogy a kockazatos vallalatok kevésbé korrelalnak a piaci faktorral, mint a
biztonsagos vallalatok. Masodszor pedig, a cikk empirikus vizsgélata alapjan a legjobb
illeszkedést biztosit6 CDS spread - korrelacios egyiitthato fiiggvény elég extrém alakot
olt, amely fiiggvény olyan korrelacios matrixot generdl, amelynek elemei irredlisan kozel
vannak a 0-hoz vagy az egyhez. Utobbi esetet a mi példankban is tapasztalhattuk. To-
vabbi kritika, hogy ha a spread arakat naponta frissitik, akkor a korrelacidk is naponta
valtoznak. Utolsoként pedig az illeszkedéshez sziikséges extrém korrelacidkkal szamolt

fedezési stratégiak merGen kiilénbozéek az egyéb modellek altal javasoltaktol.

4.3. Tovabbi korrelaciés modellek a Gauss kopulan beliil

4.3.1. Tobbfaktoros (Gauss kopula

Az el6z6 alfejezethez képest hasonlé vonalon haladva bevezethetiink tobb faktort. A d

faktoros Gauss kopula modell:
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Xi = paMy + \/piaMa + - -+ \/piaMa + /1 — pis — pia — - .. piaZi
0<px <1, i=1...n, k=1...d,
O0<pan+tpet-+pa<l, 1=1...n

Ahol My, ..., My, Zy, ..., Z, fliggetlenek és standard normaélis eloszlasiak. Ekkor két CDS

kozotti korrelacio:

Zij = \/pilpjl + \/pi2pj2 + +\/ PidPjd

Ez a megkozelités képezi a kutatasom tovabbi irdnyat. Az arazasi modell tobb fak-
tor esetében sem valtozik lényegesen, csak az Gsszes faktorra vett feltételes valdszintiségek
lesznek fliggetlenek egyméstol, amikbdl ugyanigy rekurzioval kapjuk a feltételes valo-
szintiségeket, melyeket tobb faktor szerint kell numerikusan integralni a feltétel nélkiili
valészintiségek szamolasanal. A szamitasigény gyorsan novekszik, ezért elengedhetetlen a
numerikus integralkozelit6 technikdk, mint példaul a Gauss-Hermite kvadratiira haszné-

lata, ha a modelliinket kalibralni is szeretnénk a piaci drakhoz.

Bar Szabo [2013] vizsgalta a két és haromfaktoros modellek illeszkedését, informéacio
hidnyaban azonos faktoregyiitthatokat feltételezett a kiilonb6z6 CDS-ekre, aminek ko-
vetkeztében a CDS-ek kozotti korrelacio konstans maradt minden CDS parra. Mivel egy
Gauss kopulat meghatarozza a varhato érték vektora (amelyet zerovektornak feltételeziink
az egyfaktoros Gauss kopula modellben) és a korrelacios matrixa, ez az eset nem kiilonbo-
zik érdemben az alap egyfaktoros kopula modelltél, igy nem meglepd, hogy az illeszkedés

nem javult, s6t elmaradt a sztochasztikus korrelacios modell teljesitménye mogott.

Kutatasom kovetkezd fazisaban az éaltalanos egyiitthatoju egyfaktoros modellhez
hasonléan a CDS spreadek alapjan csoportokat alkotok a CDS-ek kozott, amelyekhez
csoporton beliil ugyanolyan, csoportonként viszont eltérd egyiitthatokat fogok rendelni,

és az ilyen moédon meghatarozott modellnek az illeszkedését vizsgalni.

4.3.2. Egyéb modellek

A Gauss kopula és a visszaszamolt korrelacié problémajanak a parhuzamét a Black-Scholes
modellel és a visszaszamolt volatilitdssal tovabb erdsiti, hogy az els6 megoldasi javaslatok

kozott voltak a sztochasztikus és lokalis valtozokat javaslo modellek. Burtschell et al.
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[2007| sztochasztikus korrelaciorol beszél, ha a faktoroktol fiiggetlenek a véletlen egyiitt-
hatok, és lokalis korrelaciorol, ha a faktoroktol fiigg6ek. Ez a szohasznélat megfelel a
részvényekre épiil6 modellek szohasznalatanak. Az altalanos felépitése a sztochasztikus

korrelacios modellnek a kovetkezd:

X; = /piM+\1-pZ,0< p; <1, i=1,...n,

Ahol minden eddig hasznalatos jelolés ugyanazt jelenti, p; pedig véletlen egyiitthato,
amely fiiggetlen M és V; értékét6l. A modell elénye, hogy ezzel a valtoztatassal a hatarel-
oszlasok, V; értékei még normalisak maradnak. A feltételes cs6dvaloszintiségek szamitasa
nem valik kezelhetetleniil bonyolultta, és a feltételes valoszintiségek kiszamitasa utan az
arazas az eddigiek szerint torténik. A modell elénye, hogy a konstans korrelaciot feloldja,

de a véletlenszert korrelici6 realitdsa vitathato.

Turc et al. [2005] (idézi: Burtschell et al. [2007]) lokélis korrelacié modellje:

Bar a megkdzelités igéretesnek tiinik, mivel az interpretaci6ja konnyebb, mint a
sztochasztikus korrelacio modellnek, ebben a modellben a hatareloszldsok méar nem fel-
tétleniil normalisak, ezért az arazas és a kalibralas elveszti egyszertségét, rdadasul nem

mindig vezet arbitrazsmentes CDO tranche arakhoz.

Burtschell at al. arra az eredményre jutott, hogy a sztochasztikus korrelacios modell
jol illeszkedik a piaci drakra (egy lejaratra), rdadasul az implementélédsa is egyszeri marad
a modellnek, és a paramétereknek intuitiv interpretacié adhato. Két- és haroméallapota
modell kalibralasaval Szabé [2013] is azt tapasztalta, hogy a sztochasztikus korrelacios
modell az egyparaméteres, egyfaktoros Gauss kopulanal egy nagysagrenddel kisebb elté-
rést ad a piaci adatoktol. A lokalis korrelacidos modell hasznalatanak ezzel szemben szamos
hatuliit6je van, példaul az eredmény 1étezésének és egyértelmiiségének a problémai miatt.

A korrelacio idé6fiiggs tulajdonsagat egyik modellnek sem sikeriil konzisztensen megfognia.

4.4. Gauss kopula hidnyossagai, alternativak

A bemutatott modellek mind konstans, determinisztikus megtériilési ratat feltételeznek.

Ennek még a Gauss kopula modellen beliil lehet feloldasa, azonban sajnos még ez sem

35



elegendd, hiszen ugyantugy nem generdl szélsGséges veszteségeket, igy alulértékeli a super
senior tranche értékét, ahogy azt az el6zé fejezetekben tapasztalhattuk is. A normélis el-
oszlas mindig is nagy népszeriiségnek orvendett a kedvezd tulajdonsagai miatt, de sajnos
be kell ismerniink, hogy az életben a normalis eloszlasnal sokkal bonyolultabb strukti-
rak és Osszefiiggések vannak, amelyeket a Gauss kopula semmilyen valtozata nem tud

megfogni.

Frey et al. [2001] szerint a normalitas feltevése az empirikus tapasztalatok szerint
nem megalapozott. Ellenben a latens valtozé eloszlésa érzékenyen befolyasolja a csGdvalo-
szintiségek alakulasat. Ha a csGdvaloszintségek és az eszkozok korrelacioi adottak, egészen
maés tulajdonsagi csddeloszlasokat kapunk a Gauss kopula, és mas kopulédk alkalmazasa
esetén. Példaul a t-kopula hasznalataval sokkal gyakoribb extrém értékeket kaphatunk,

amik a t-kopulara jellemz6 kilogo értékek fiiggségi szerkezetének koszonhetd.

Tops [2010] részletesen vizsgalja a Gauss kopula modell megalapozottsagat, és a
nem teljesiils feltételek hatésat a kopula hasznalatara nézve. A cikk megerdsiti a gyakran
emlegetett hianyossdgat a Gauss kopulanak, hogy nem general elég szélsGséges értékeket.
A t-kopula példaul ebbdl a szempontbol jobban teljesit, gyakoribban fordulnak benne el
tomeges bedélések, mig a bedélések szama atlagban kisebb. Ennek az a kovetkezménye
az arazasra nézve, hogy az alacsonyabb tranhce-okra magasabb, a magasabb tranche-okra
alacsonyabb arat hataroz meg a Gauss kopula, mint a t-kopula, és mint a piac. A nor-
malitas feltevésének irrealitdsan kiviil biraljak, hogy a hatareloszlasok transzformacioja
miatt a valoédi korrelacio sokkal kisebb, mint a Li-féle Gauss kopulaba hasznélatos esz-
kozkorrelacio, ami a valésdgban nem mindig igaz, hiszen a csédoknek mas mozgatoi is
vannak, mint az eszkozkorrelacio (példaul a mar emlitett kitettség harmadik fél fel¢), igy
a valodi korrelécio nem csak akkor valtozik, ha az eszkozkorrelacio is. A dolgozat a kopula
hasznalatat is biralja, mert barmilyen paraméteres eloszlas tul egyszeri ahhoz, hogy sza-
mitasba vegye az Osszes kockazati faktort a cs6dok modellezésénél. Az utolsd hatuliitjét
a Gauss kopula modell (vagy akar méas hasonlé modellek) hasznalatanak a hatareloszlasok
meghatarozasdban latja, ugyanis a CDS-ek egyrészt nem minden esetben likvid termékek,
igy magas likviditasi prémiumot tartalmazhat a spreadjiik, mésrész spekulativ termékek
is lehetnek, minek kovetkeztében a piacon megfigyelheté 4r nem mindig tiikrozi hien a

cs6dvaldszintségeket.

Burtschell et al. [2009] mélyrehaté analizisében a Gauss kopulaval dsszehasonlitotta
a Student-t, a Clayton és a Marshall-Olkin kopuldkat, a piacon megfigyelhetd drakra valo
illeszkedés tekintetében. Azt taldlta, hogy a Stundent-t és a Clayton kopula a Gauss
kopuldhoz kozeli arakat ad, mig a vastag farokeloszlasit Marskall-Olkin kopula kiilonb6z6
eredményeket ad, a szimultan beddlések aranylag magas valdszintisége miatt, és a szto-

chasztikus korrelaciés modell is képes a korrelacios mosoly elGallitasara.
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5. Osszefoglalas, kitekintés

Dolgozatom els6 részében bemutattam a CDO tranche-ok értékeléséhez sziikséges elmé-
leti modelleket, és gyakorlati szamitasokat. Az arazés lényege a kockazatsemleges mérték
létezésének feltétele. A piacon megfigyelhetd (elképzelhetd, hogy likviditasi és spekulacios
torzitasoktol nem mentes) CDS arakbol meghataroztam a csédintenzitast, amit 1épesds
fiiggvénynek feltételeztem. A hazardfiiggvény felhasznalasaval elGallitottam a megfeleld
peremeloszlasokat, amelyeket a Gauss kopulan keresztiil kapcsoltam &ssze. A csGdeloszlés
meghatarozasa egy rekurziv algoritmuson keresztiil torténik, hiszen az egyfaktoros Gauss
kopuldban a valoszindségek a kozos faktorra feltételesen fiiggetlenek, és a fiiggetlen valoszi-
niiségekbdl kdnnyen allithatjuk eld a feltételes eloszlast. A feltételes eloszlés integralaséval
a kozos faktorra megkapjuk a feltétel nélkiili eloszlast, amibdl mar egyszertine szamolha-
tunk veszteségeloszlast az egyes tranche-okra. Az arbitrazsmentes ar az az upfront dij,
amellyel a védelem és a prémium 1ab értéke egyenls. A rekurzidé magas szamitasigénye
miatt a kalibracional Gauss-Hermite kozelitést haszniltam a numerikus integral értékének

meghatarozasara.

Az egyfaktoros Gauss kopula egyetlen paramétere (a peremeloszlasokon kiviil) a kor-
relacio. A korrelaciotol fiiggenek a tranche-ok arai. Az equity tranche ara a korrelacio
monoton csokkend, a super senior trance ara a korrelacio (2 év esetén nagyon lassan)
novekvé fliiggvénye. A koztes tranche-okra nem egyértelmi a korrelacié hatasa. A mono-
tonitas hianya miatt a kozéps6 tranche-ok visszaszamitott korreldcioja nem egyértelmii,
ezért a piacon bevett szokis a baziskorrelaci6 hasznélata, ami mar egyértelmt, mert a
tranche-ok detachment pontjaval meghatarozott equity tranche-bol, bootstrap modszerrel
visszaszamitott korrelacio. A béziskorrelacionak két nagy hatranya van (azzal az elényé-
vel szemben, hogy egyértelmi). Az egyik nagy hatranya, hogy nem veszi figyelembe a
super senior tranche értékét. A masik nagy hatranya, hogyha valahol a baziskorrelacid
egy kicsit eltér, példaul egy félrearazas miatt, 6sszes tobbi kovetkezd tranche béaziskorrela-
ciojanak értéke sokkal jobban el fog térni. Emiatt a tulajdonsaga miatt a baziskorrelécié
nem alkalmas kalibralasra, csak ha mar mindenhol nagyon kozel vannak az arak az elérni

kivanthoz.

Az egy paraméteres, egyfaktoros Gauss kopula kalibrélt korrelacidja kisebb lett,
mint barmelyik baziskorrelacié. A kalibralas 0,07 relativ eltérés négyzetosszeggel zarult.
A korrelacios struktira elsé altalanositasaként azt vizsgaltam, hogy mennyivel javul a
modell illeszkedése, ha nem azonos korrelacios egyiitthatoi vannak a CDS-eknek, hanem
a CDS spreadtdl fiiggs. Mivel hirtelen 121-re nétt a kalibrdland6 paraméterek szama,
amelyet semelyik algoritmus nem tudna kezelni, a CDS spread szerint cstkkend sorba

rendezett CDS-ekre 1épcsss fliggvényt kalibraltam az egyiitthatok meghatarozasara. A
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kalibracio harom lépcsé esetén lett a legjobb, négy és 5 lépcsénél Osszevonta a fokokat, és
a hiba nem javult. A relativ négyzetes eltérés 0,039 lett, ami tobb, mint a fele az para-
méteres kalibracionak. Természetes modon a valtozok szamanak novekedésével javult az
illeszkedés, de nem a vart mértékig. A kiilonboz6, spreadtdl fliggd korrelacios egyiitthatot
feltételez6 modellnek szamos hatranya van. Toébbek kozott a piaci tapasztalatok nem
tdmasztjak ala, hogy a kockazatos CDS-ek kevésbé mozogjanak egyiitt a piaccal, mint a
biztonsidgosak, pedig az arak és baziskorrelacios struktira kalibralasa erre vezet, rdadasul
az illeszkedéshez sziikséges korrelacidos matrix til sok extrém, 0 vagy 1-es értéket tartal-
maz. Nem realisztikus az sem, hogy a naponta frissiil6 CDS adatokkal egyiitt valtozik a

korrelacid.

A Gauss kopula kijavitasara kiilonb6z§ irdnyokbol érkeznek probalkozasok, példéul a
tobbfaktoros és a kiilonb6z6 sztochasztikus korrelacios modellek. Tovabbi kutatéasi teriilet
lehet a tobbfaktoros Gauss kopula illeszkedésének a vizsgalata, de a sajat eredményeimbél
kiindulva nem varok szignifikians javulast a tobb faktor bevezetésétdl, raadasul még az
egyik legnagyobb elényét, a kis szamitasigénytiségét is elveszti a modell. Az illeszkedés a

korrelacios struktura lazitdsaval javul, de nem éri el az elfogadhato6 szintet.

Osszességében megallapithato, hogy a Gauss kopula nem alkalmas a piaci arak re-
produkalésara. A jobb illeszkedés eléréséhez a Gauss kopula helyett olyan modellek felé
kell nézniink, amelyek gyakoribb extrém értékeket generdlnak. A Gauss kopulédnal vas-
tagabb farokeloszlassal rendelkezik a Student-t kopula, aminek kdszonhet&en a senior
tranche-okra a piachoz kozelebbi arat ad, de még igy is kozel van az eredmény a Gauss
kopuldjéhoz. Az igazan extrém esetek eléréséhez a szakirodalom a vastag farokeloszlasu
Marskall-Olkin kopulat javasolja. A Gauss kopula toretlen népszertiségének titka csupéan
a megszokas, a konny( implementalhatosig, kis szamitasigény, és az univerzalisan jobb
alternativa hianya. De mit sem érnek az egyszert szamitésok, ha nincsen mogotte valos

elméleti alap.

38



Hivatkozasok

Abramowitz, M. — Stegun, 1. A. [2012], Handbook of mathematical functions: with formu-
las, graphs, and mathematical tables, Courier Dover Publications.

Advanced Credit Portfolio Modeling and CDO Pricing |2008]|, in H.-J. Krebs — W. Jéger,
eds, ‘Mathematics — Key Technology for the Future’.
URL: http://www.stochastik.uni-freiburg.de /homepages/eberlein/papers,/
bmbf1.pdf

Andersen, L. — Sidenius, J. [2004], ‘Extensions to the Gaussian copula: Random recovery
and random factor loadings’, Journal of Credit Risk Volume 1(1), 05.

Baranovski, A. — von Lieres, C. — Wilch, A. [2009], New recipes for estimating default
intensities’, SFB 649 Discussion Paper 2009-004 .
URL: www.econstor.eu/bitstream/10419/25320/1,/590250492.PDF

Burtschell, X. — Gregory, J. — Laurent, J.-P. [2007], ‘Beyond the Gaussian copula: sto-
chastic and local correlation’, Journal of Credit Risk 3(1), 31-62.

Burtschell, X. — Gregory, J. — Laurent, J.-P. [2009], ‘A comparative analysis of CDO
pricing models’, The Journal of Derivatives 16(4), 9-37.

Embrechts, P. — McNeil, A. - Straumann, D. [2002|, Correlation and dependence in risk
management: properties and pitfalls’, Risk management: wvalue at risk and beyond
pp. 176-223.

URL: ftp://magellan-01.math.ethz.ch/pub/risklab/papers/CorrelationPitfalls. pdf

Frey, R. — McNeil, A. J. — Nyfeler, M. A. [2001], Copulas and credit models’, Risk 10, 111
114.

Li, D. X. [2000], ‘On default correlation: a copula function approach’, The Journal of
Fized Income 9(4), 43-54.

Medvegyev, P. — Gyarmati, A. [2011], ‘Valsag és hitelderivativak. A szintetikus fedezett
adossagkotelezettségek (CDO-k) arazasa és kockazataik (Crisis and loan derivatives.

The pricing and risks of synthetic collateralized debt obligations)’, Kézgazdasdgi Szemle
58(11), 949-969.

Merton, R. C. [1974], ‘On the pricing of corporate debt: The risk structure of interest
rates’, The Journal of Finance 29(2), 449-470.

Nelsen, R. B. [1999], An introduction to copulas, Springer.

Sklar, A. [1973], ‘Random variables, joint distribution functions, and copulas’; Kybernetika
9(6), 449-460.

Szabo, T.|2013], CDO-k arazéasa: a Gauss kopula és a korrelacios struktura altalanositasai,
MSc thesis, E6tvos Lorand University.
URL: http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/msc_ actfinmat /2013 /szabo
_beata_ tunde.pdf.

39



Tops, R. [2010], Copulas and correlation in credit risk, MSc thesis, University of Amster-
dam, KdV Institute for mathematics.
URL: http://www.science.uva.nl/onderwijs /thesis/centraal /files/f1791155980. pdf

Turc, J. — Very, P. - Benhamou, D. [2005], ‘Pricing CDOs with smile’, SG Credit Research

40



