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Bevezetés

Napjainkban a kamatlabderivativak piaca az egyik legnagyobb pénziigyi piaci
szegmens. Ezek a derivativdk olyan pénziigyi megallapodasok, amelyekben a két
szerz0d6 1 kifizetései a kamatlabak jovobeli alakuldsatol fliggnek. A termékek arazasa
soran emiatt a kamatlabak jovébeli dinamikajat modellezni kell, amelyhez szamos
széleskorlien alkalmazott kamatldbmodellt taldlunk a pénziigyi szakirodalomban.
Természetesen a modellezés sordn itt is megjelenik a pénziigyr matematika egyik
leggyakrabban hasznalt fogalma, a Kockazatsemleges mérték, ugyanis amikor ezeket a
kamatldbmodelleket a piaci adatokhoz kalibraljuk, és ezaltal megprobaljuk a piaci
nformaciokat felhasznalni, pontosan ezt a valoszinliségi mértéket keressiik.

A piaci adatokhoz kalibralt modellben a kamatldb alakuliasa egy sztochasztikus
folyamatot kovet, ezt felhasznalva, a kontraktusban szerepld kifizetések jelenértéke inek
varhatd értékének kiszamitdsaval tudjuk arazmi a derivativat. Egyes kamatldbmodellek
esetén bizonyos termékeknél analitikus képlettel meg tudjuk adni a szirmaztatott
termékek értékét, azonban sokszor az ilyen formaban torténd kifejezésre nincs lehetdség,
ezért numerikus modszereket vagyunk kénytelenek alkalmazni  Kamatlibmodellek
esetén ezért gyakori megoldas, hogy az id0 diszkretizdlasat megjelenitdé binomidlis és
trmomidlis fdkat alkalmaznak az egyébként folytonos idejli kamatlabfolyamat
reprezentalasara.

TDK dolgozatomban azt a célt tiztem ki, hogy két gyakran hasznalt
kamatldbmodell esetén megvizsgaljam, hogy a trinomidlis fa felépitése soran hasznalt
paraméterek (levagasi szintek, csomopontok idébeli tavolsaga) milyen hatassal vannak a
diszkrét modell arazasi képességére. Természetesen ahhoz, hogy az arazasi pontossag
vizsgalatat el tudjuk végezni, szikségiink van egy szarmaztatott termékre is. Dolgozatom
soran az egyk legelterjedtebb ilyen pénziigyi terméket valasztottam ki — swaption — és
két olyan kamatldbmodellt —Hull-White és Black Karasinski —, amelyek koziil az elsének
erre a derivativaira vonatkozoan Itezik analitikus képlete, igy ezzel Osszehasonlitva
tudtam a faépitést meghatdrozd paramétereknek az arazas pontossagara gyakorolt hatisat
meghatarozni, utobbi esetén mivel nem Iétezik zart képlet, ezért Monte Carlo
szimulacidval helyettesitettem az analitikus arazast.

A dolgozatot a kamatlabderivativak piacanak bemutatdsaval kezdem, majd az
alapvetd fogalmak ismertetésével folytatom. A masodik fejezetben megadott definiciok
adnak alapot a késébbickben bemutatott arazasi eljarasok megértéséhez. A TDK dolgozat



nyUjtotta  kereteknek megfeleléen nem torekedtem a teljes pénziigyi fogalmi eszkdztar
bemutatdsara, annal inkabb a dolgozat szempontjab6dl szdmomra IEnyeges fogalmak
tisztazasara. A kovetkezd fejezetben bemutattam a kamatldbmodellek irodalmat,
valamint azt, hogy milyen modellek terjedtek el a gyakorlatban, ¢és hogy milyen
szempontokat érdemes figyelembe venniink, amikor kivalasztjuk a modellezésiink soran
alkalmazott modellt. Ebben az esetben is csak az elterjedt modellek szik korét
vizsgaltam, ugyanis a téma aktualitisa miatt napjainkban is (jabb és ujabb modellek
keriilnek kifejlesztésre. A modellek ismertetése utan kivalasztottam két szamomra
alkalmasat, majd példak illetve részletes magyarazat mellett bemutattam, hogyan lehet a
piaci adatokhoz kalibralni a modellt, illetve hogyan lehet az altalam kivalasztott pénziigyi
derivativat arazni analitikkus moédon, trinomidlis fa segitségével és Monte Carlo
szimulacio segitségével. Kitérek arra is, hogy a kamatlabmodellek esetén miért érdemes
trinomialis fat épiteni, és hogy ezt hogyan lehet megvaldsitani az adott modell keretei
kozott. Végezetiil a dolgozat utolsé felében bemutatom az 4ltalam legyartott ¢és
MATLAB-ban leprogramozott numerikus eljarasok segitségével, hogy a fa felépitése
soran alkalmazott paraméterek valtoztatdisa milyen hatdssal van a swaption arazasanak
pontossagara, hogyan lehet a trinomialis fatol eltéré kamatlabfakat épiteni, illetve milyen,
a gyakorlatban hasznalhaté kovetkeztetések vonhatok le ebbdl, azaz milyen eldnyei és
hatranyai vannak a faépitésnek, az egyeéb arazasi modszerekkel szemben.

Reményeim szerint dolgozatom hasznos képet nydjt a kamatlibmodellekrél és a
kamatlabakra sz0l6 pénziigyi derivativak alapjair6l, valamint ezek arazasanak numerik us

modszereirdl, eldényeirdl, hatranyairdl.



1. Kamatlabderivativak arazisi nehézségei

A kamatldbakra sz0l6 derivativ termékek olyan pénziigyi termékek, amelyek
kifizetése a jovobeli kamatlabak fliggvénye. Az elmalt 30 évben rendkiviil gyorsan nott
mind a tézsdéken, mind az OTC-piacokon ezen termékek forgalma, egyre nagyobb részt
hasitottak ki a derivativ termékek vilagabol. Ha kicsit tagabb értelemben vizsgaldodunk,
akkor tekinthetiink a kotvényre és a betétre is gy, mint kamatlidbra szold6 szarmaztatott
termékre, amelyeknek rendkiviil fontos szerep jut az 4razds folyamata sordn. Egy
egyszerti kotvényt konnyedén tudunk arazni spot hozamgorbe segitségével, és a forward
gorbével a jovoben kibocsatott papirok is nehézségek nékkiil arazhatéak, de mindez azt
feltételezi, hogy azligyletet ajelenben meg kell kotni. Ha valaki egy jogot vesz arra, hogy
egy kotvényt vagy barmely mas kamatlidbra szold derivativat vasarolhasson a jovdben,
abban az esetbena kamatlab alakulisa mar bizonytalan, és ezaltal csak bonyolultabb,
sztochasztikus folyamattal irhato le.

Ugyanakkor éppen az egyre bonyolultabb termékek elterjedése miatt egyre
fontosabb, hogy megbizhaté arazasi modszerek alakuljanak ki, Fontos megjegyezni, hogy
ezeket a pénziigyi termékeket nehezebb arazni, mint akdr a részvényekre vagy devizakra
sz0l6 derivativ ligyleteket, amelynek tobb oka is van:

1. A kamatlabak viselkedését altaliban egy sztochasztikus folyamattal jellemezziik,
ez egyrészt bonyolultabb, mint egy-egy részvény vagy deviza esetén, masrészt,
sok esetben ezekkel ellentétben, nem elég csak egy pont viselkedését modelle zni,
hanem az egész hozamgorbéét kell.

2. A hozamgorbe kiilonb6z6 pontjainak kiilonbdz6 a volatilitdsa, valamint az id6
mulasaval valtozhat az alakja is.

3. A kamatldbak a derivativa vegsd kifizetésének meghatarozdsa mellett a
kifizetések diszkontalasakor is szerepet jatszanak.

A fent felsorolt okok miatt a derivativak arazasakor szikséges fontolora venni, hogy
milyen kamatldbmodellt hasznalunk, annak milyen eldnyei és hatranyai vannak. (Hull,
(1999))

2. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben tisztdzom a legalapvetobb pénziigyi fogalmakat, amelyeket a
dolgozat soran a késébbiekben hasznilni fogok. Nem célom az telies pénziigyi fogalomtar

bemutatasa, hiszen ez hosszadalmas, és részben felesleges is lenne, igy most csak azokat



a legfontosabb fogalmakat definidlom, amelyek a késébbi gondolatmenet megértéséhez
feltétleniil sziikségesnek talalok.

A fejezetben bemutatott fogalmakat fOként Brigo és Mercurio (2006) alapjan
vezetem be, ez a konyv az egyk legismertebb nemzetkozi szakirodalom, amely a
kamatlabmodellekkel foglalkozik.

1. definicio Pillanati kamatlab: A t idépontban megvalosuld pillanati kamatldb az a
kamatldb, amely a t id6pontban kezd6dd végteleniil rovid iddperiddushoz tartozik.
Jelolese rt.

2. definicio Bankbetét: A késObbickben B(t)-vel jelolom a bankbetét értékét a t>0
idopontban. Emellett legyen B(0)=1 és a bankbetét novekedési iitemét irja le a kdvetkezd

differencialegyenlet:
dB(t) = n,B(t)dt, (2.1)

ahol ri poztiv fliggvénye az idonek. Ebbdl kovetkezik, hogy B(t) értéke kiilonbozo t-k

esetén a kovetkezd egyenlettel adhatd meg;

B(t) = exp (fotrs ds) (2.2)
A fenti fogalom azt mutatja meg nekiink, hogy ha bankbetétbe fektetink egységnyi
Osszeget, akkor annak tidOpontbeli értéke az addig megvalosult rt pillanatnyi kamatlibak
értekétdl fligg.
3. definicio Diszkontfaktor: Diszkontfaktornak fogom nevezni és D(t, T)-vel jeloIni
annak a befektetésnek a t idépontbeli értékét, amely T idépontban 1 egységet fizet. Ezt a
kovetkezd képlettel lehet kiszamo Ini:

D(t,T) =28 = exp (- [T 1, ds) (2.3)

B(T)

A legtobb arazasi modszer alkalmazasa soran (pl.. Black-Scholes formula) —
mivel rt deteminisztikus folyamatot kovet — a bankbetét, és a diszkontfaktor is az id6
determmisztikus fliggvénye. Ennek oka, hogy a részvényekre vonatkozd opciok aranak
valtozékonysaga csak kicsit fligg a pillanatnyi kamatlabak volatilitisatol. Ezzel szemben
ha kamatldb-derivativat arazunk, akkor annak a wvolatilitisa a kamatlabak
valtozékonysagatél flige. Emiatt a dolgozatomban a pillanati kamatldbat nem
determinisztikusnak fogom feltételezni, hanem egy sztochasztikus folyamattal fogom
modellezni, emiatt mind a bankbetétnek, mind a diszkontfaktornak sztochasztikus jellege

lesz.



4. definicio Z€ré kupon kotvény: A T lejarati zEré kupon kotvény (diszkontpapir) egy
olyan kontraktus, amely garantdlja a tulajdonosanak, hogy T idépontban egységnyi
kifizetést biztosit. Ennek értékét t<T idépontban P(t,T)-vel fogom jeloli. Természetesen
minden T esetén P(T,T) = 1.

A zéré-kupon kotvény értéke mutatja meg, hogy a T id6pontban egy egységnyit
fizetd papfrnak mennyi a jelenértéke a t iddpontban. Természetesen felmeriil a kérdés,
hogy mi a kapcsolat P(t,T) és D(t,T) kozott. Ha a pillanati kamatlab determinisztik us
folyamatot kovet, akkor minden egyes (t,T) parra D(t,T) = P(t T). Azonban ha a pillanati
kamatlab sztochasztikus, D(t,T) egy random mennyiség a t idépontban, amely a tés T
kozotti jovobeli ri-k alakulasatol fligg. Ezzel szemben a P(t,T) értéke determinisztikus a
t idépontban. Ahogy majd a késGbbiekben is lehet latni P(t,T) a sztochasztikus D(t,T)-nek
a varhato értéke egy bizonyos valoszinliségi mérték mellett.

5. definicio Lejaratig hatralévé ido: Lejaratig hatralévé idoként hasznilom ezentdl a z(z,
T)=T-t mennyiségét az idének, azaz amennyi id6 a mostani pillanattol (t) hatravan a
lejarati idépontig (T).

6. definicio Folytonosan szamitott spot kamatlab: Folytonosan szamitott kamatlAbnak
fogom nevezni és R(t, T)-vel jelolni, azt a konstans kamatlabat, amely biztositja, hogy
P(t, T) egységnyi t id6pontu befektetésbdl folytonos kamatozas mellett T idépontban
egységnyi eértékll befektetés legyen. A kovetkezO képlettekkel lehet leirni:

_InpP(tT)
T(t,T)

R(t,T) =

(2.4)

eR(t'T)T(t'T)P(t, T) =1 (25)

Ebbdl kovetkezik, hogy a zéré-kupon kdotvény értéke folytonos kamatozas mellett a

kovetkezOvel egyenld:
P(t,T) = e~ R&DED (2.6)

7. definicio Nomindlisspot kamatlab: Nominalis kamatlabnak fogom nevezni és L(t, T)-
vel jelolni, azt a konstans kamatlabat, amely biztositja, hogy P(t, T) egységnyi tid6ponta
befektetésbdl egyszerli kamatozas mellett T id6pontban egységnyi értékii befektetés
legyen. A kovetkezd képletekkel lehet lefrni:

— 1-P@T)
L(t,T) = ) (2.7)
P(t,TY(1+L(t,T)r(t, T))=1 (2.8)



Ebbdl kovetkezik, hogy a zEré-kupon kotvény értéke egyszerli kamatozas mellett a

kovetkezOvel egyenld:

1
1+L(t,T)T(t,T)

P(t,T) = (2.9)

8. definicié Evesitett spot kamatlab: Evesitett spot kamatlabnak fogom nevezni és Y(t,
T)-vel jelolni, azt a konstans kamatlabat, amely biztositja, hogy P(t, T) egységnyi t
idéponti befektetésbdl évi egyszeri kamatozds mellett T idOpontban egységnyi értékii
befektetés legyen. A kovetkezé képlettekkel lehet megadni:

1

[P(t‘T)]l/T(t,T)

Y(£,T): = (2.10)

P(t,T)(1+Y(t, T)™™D =1 (2.11)

Ebbél kovetkezik, hogy a zEro-kupon kotvény értéke évi egyszeres kamatozas mellett a
kovetkezdvel egyenld:

1

P(t, T) = (1+Y(t,T))T(t’T)

(2.12)

9. definicio Zéro-kupon gorbe: Zér6 kupon gorbének, vagy mashogy kifejezve
hozamgorbének fogom nevezni a tovabbiakban azt a t idépontbeli fliggvényt, amely a
kovetkezOképpen fejezhetd ki:

T—>{L(t'T)' t<T<t+1

Y&, T), T>t+1 (2.13)

A zerd kupon gorbét nevezhetjik a kamatlabak t idopontbeli lejarati szerkezetének is.

A hozamgorbébdl nem csak a jelen és egy jovobeli iddpont kozotti hozamot lehet
meghatarozni, hanem implicit modon adodik a jelen pillanatbol megfigyelhetd
két jovobeli idopont kozotti befektetés hozama is. Ezeket a hozamokat nevezziik
hataridés, forward hozamoknak. A hataridés kamat definiciojat a hataridés kamatlab-
megallapodasok fogalman keresztil fogom bevezetni.

10. definicio Hataridés kamatlab-megallapodas (FRA): Az FRA egy olyan hiarom
idoponttal jellemezhetd (jelenlegi idépont (t), kontraktus kezdete (T), kontraktus vége (S))
kontraktus, amelynek tulajdonosa a lejaratkor egy bizonyos t-ben megallapitott K fix
kamatlabat cserél ki arra a valtoz6 kamatldbra, amely a T és S kozotti periodusra érvényes.

Tehat formalizailva a kontraktus végén S-ben az egyk fél 7(T,S)L(T,S)N,

egységnyi Osszeget kap, amasik £l pedig 7(7,S)KN Osszeget ad, ahol N jeloli a kontraktus



nominalis értékét, 7(7, S) pedig a kezdete és vége kozott eltelt idot. Ez alapjan a kontraktus
értéke S idépontban:

N(T,S)(K — L(T, S) (2.14)

11. definicio: Nomindlis forward kamatlab: Nomnalis forward kamatldbnak fogom
nevezni, és F(t,T,S)-el jelolni azt a t-benmegallapitott T és S kozott érvényes kamatlabat,

amely a kovetkez0 egyenlet alapjan szamithato ki

1 (P (t,T) 1)

FET.S) = o(T,5) \P(t,S)

(2.15)

Ez pontosan az a fix kamatlab, amely alapjan a T és S kozotti idéntervallumra vonatkozo
FRA tigylet étéke fair médon megkdthetd a t idépontban. Ez alapjan megallapithaté az
FRA t idOpontbeli értéke, amit a kovetkezd képlet mutat be:

FRA = NP(t,5)1(T,S) (K — F(t,T,S) (2.16)

Tehat ahhoz, hogy kiszamoljuk az FRA jelenértékét, meg kell hatdroznunk a T és
S ko6zotti nominalis forward kamatlabat, ezt behelyettesiteni a (2.14) egyenletbe, majd
venni ennek a jelenértékét. A forward kamatlabra F(t,T,S) tekinthetiink Ugy, mint a
jovobeli T és S spot kamatlab t idOpontbeli becslésére, amely a t id6pontbeli piaci
informaciokat hasznalja fel ehhez

A kamatcsere tigylet (IRS) az FRA tigylet altalanositasa, tehat a két szerz6dé fél
tobb idOszakon keresztiil cseréli el a fix és valtozdo kamatlabat. Valtozd labnak nevezziik
a valtozd kamatok sorozatat, és fix labnak a fix kamatok sorozatit. Ebbol adodoan két
fajtajat kilonboztetjik meg a kamatcsere tigyletnek: a payer swapot (PFS), amelynek a
tulajdonosa a fix labat fizeti, és a valtozot kapja, illetve a receiver swapot (RFS),
amelynek a tulajdonosa a valtozot fizeti, és a fixet kapja. Formalizdlva az elmondottakat
a PFS tulajdonosa minden Tiidépontban az IRS soran NziK Osszeget fizet és ezért cserébe
NziL(Ti-1,Ti) 0sszeget kap, ahol N jeloli az tigylet névértékét, és zi az egyes kifizetések
kozotti idészakok hosszat. A korabban bemutatottaknak megfeleléen, ha To-s, ..., Tp-val
jeloliik a cserék id6pontjait, akkor az idészakokra vonatkozd valtozé kamatlidbak a T,
Ta+1, ..., Tp1 id6pontokban hatarozodnak meg ¢€s ezek alapjan torténikk meg a csere az
eggyel kés6bbi idépontokban. Altalinosan jellie ezentil Tau=(T,, ...7p1) a forward
kamatlabak meghatarozasainak id6pontjainak halmazat, és t=(ts+1....75) a kifizetések
id6pontjai kozotti iddintervallumok hosszat.

Az elmondottak alapjan a payer swap jelenértéke a t idopontban, ahol t < Ty :



z D(t, TINT, (L(T,_y, T; — K) (2.17)

a receiver swap jelenértéke pedig:

Z D(t, TINT, (L(T,_y, T; — K) (2.18)
i=a+1

A kovetkezOkben bemutatom az egyk leggyakoribb kamatlab-derivativat, a
swaption-t. Ez a derivativa egy swapra szo0l6 opcio, igy hasonléoan az IRS-hez, ennek is
két fajtaja van: payer és receiver. Mivel a dolgozatomban csak europai swaption-nel
fogok foglalkozni, ezért csak ezt mutatom be ebben a fejezetben. Az eurdpai payer
swaption egy opcio, amely feljogositja tulajdonosat, hogy egy bizonyos idopontban
belépjen egy swap-ba, amelyben a fix kamatlabat fizeti, és a valtozot kapja. Az eurdpai
receiver swaption pedig arra jogositja fel a tulajdonosat, hogy egy bizonyos idépontban
belépjen egy swap-ba, amelyben a valtozO6 kamatlabat fizeti, ¢és a fixet kapja.
Leggyakrabban akkor haszndlnak a vallalatok europai swaption-t, ha biztositani akarjak
maguknak, hogy a hitelik utan fizetett valtozd kamatldb ne haladjon meg egy bizonyos
értéket. Ekkor vasarolnak egy payer swaption-t, és igy fix kamatlabat fizetnek, mikézben
megkapjak a valtozd kamatldbat minden egyes csere idOpontjakor. A swaption opcid
jellege miatt a vallalat védve van a kamatlabak kedvezdtlen mozgasa ellen, ugyanakkor
a kedvezd ranyt mozgasabol profitalni tud.

Altaldban a swaption alapjaul szolgalé IRS hosszat (az én jelolésemben Tp-To)
,Tenor’™-nak nevezk, akezdeti idépontot és a kifizetéseket pedig Tenor struktaranak. Ha
a swaption kifizetéseinek az értékének vesszik a jelenértékét az IRS elsd kamat-
megallapitasi id6pontjaban (T«), ami a swaption kezdeti id6pontjaval megegyezik, akkor

a kovetkez6 kifejezéssel adhatdé meg;

N z P( T)T (F( a l 1 l) K) (219)

i=a+1
A swaption opciés jellege miatt a kifizetéseknek csak apozitiv részét kell dsszegezni, igy
tehat a swaption értéke a t<T, iddpontban a kovetkezd kifejezéssel adhatdo meg,

+

B
NDET) | D P T (F(TT, 0, T) = K) (2.20)

i=a+1

amelyben a D(t, T,) at idopontra valo diszkontalast jeleniti meg.
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A swaption aranak meghatdrozdsakor meg kell emliteniink a masik gyakran
hasznalt kamatlab-derivativat, akamatlabplafon (cap-et)is. Ez egy olyan termék, amelyre
tekinthetiink gy, mint egy payer IRS-re, azonban az egyes kifizetések csak akkor
kovetkeznek be, ha ezeknek az értéke poztiv.

A cap értéke a kovetkezd képlettel adhatd meg.

B
Z D(t, TONT, (L(T,_,, T, — K)* 2.21)

i=a+1
Ha ezt 0sszehasonlitjuk a (2.18) képlettel, akkor latjuk, hogy csak abban tér el, hogy egy
pozitiv-rész operator van hozzarendelve minden egyes kifizetés iddpontjakor a csere
értékéhez. Az ok, amiért bemutattam ezt a masik derivativat az volt, hogy rendelkezik
egy olyan 4razas szempontjabol fontos tulajdonsdggal, amivel a swaption nem. Mig a
cap-et fel lehet bontani capletek Gsszegére (kotvényopciok sorozatara, amelyet elemi
kotvényekre szold eladasi opciok sorozatanak is lehet tekinteni), amelynek mindegyike

egy-egy forward kamatlabtol fiigg:
D(t, T)Nt;(L(T,_,, T; — K)* (2.22)

addig a swaption esetén ez algebrailag nem megoldhatd, mivel a pozitiv-rész operator
nem az Osszegzésen beliil, hanem kivill van. Ez a pozitiv-rész operator nem rendelkezik
a disztributivitds tulajdonsdgaval, azonban linearis ¢€s konvex fliggvény, ezért habar az

egyenldség nem, viszont a kovetkezd egyenlétlenség fennall:

(B0, PO TOT(FT Ty T) —10) < S8, P, TG (F (T Ty, T — KO (2.23)

A fent bemutatottak kovetkeztében a payer swaption értéke mindig kisebb az azzal

megfeleld cap kontraktus értékénél.
3. Kamatlabmodellek

Az elmilt néhany évtizedben a kamatlibmodellek nagy valasztéka alakult ki a
pénziigyi piacokon mind a derivitivak arazasa, mind kockazat-érzékenységiiknek mérése
szempontjab6él. A modelleket harom nagy csoportra lehet osztani: rovid
kamatldbmodellek, forward modellek, és piaci modellek, ahol a sorrend kialakulasuk nak
idépontjat is jelz. Mindegyik csoportnak megvannak az eldnyei és hatranyai amelyeket
amodellezés soran figyelembe kell venni. A rovid kamatlabmodelleket konnyli megérteni
¢s implementalni ugyanakkor nem biztositjak a teljes szabadsagot a volatilitasstruk tura
modellezése soran. A forward (HIM) modellek elénye hogy rugalmasabbak és igy
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barmilyen volatilitdsstruktira modellezhetd veliik, ugyanakkor hatranyuk, hogy a
pillanati forward kamatldbak nem megfigyelhetéek a piacon igy ezeket a modelleket
nehéz kalibralni. A piaci modellek kikiiszobolik ezeket a hatranyokat ugyanakkor
komplexek, ¢€s szamitasigényesebbek mint a rovid kamatldbmodellek. TDK dolgozatom
soran én a legelsé csoporttal fogok foglalkozni. (Khan, (2008))

A kamatlab-derivativok éarazasahoz leggyakrabban valamilyen (révid) kamatlab
modellt hasznalnak, és mivel a kamatlibmodellek és hozamgdrbe lejarati szerkezete az
egylk kozponti témaja a pénziigyi irodalomnak ezért szamos ilyen modell sziiletett. Ebben
a fejezetben bemutatom, hogyan lehet csoportositani 6ket, és hogy milyen szempontok
alapjan érdemes modellezni illetve egy derivativ termék arazasa soran valasztani ezek
kozil a modellek koziil

A kamatlabmodellek célja, hogy leirjak a teljes hozmagorbe lejarati szerkezetének
valoszinliségi viselkedését. Mindegyik kamatlibmodell a pillanatnyi kamatlab (rt)
alakuldsat modellezi. Fontos azt kiemeli, hogy a kotvények és mas kamatlab-derivativak
értéke nem a valos r folyamattol fligg, hanem att6l, hogy a pillanati kamatlab hogyan
alakul a kockazatmentes vilagban (Hull, (1999)).

Az alabbiakban a kamatlabmodellek egy lehetséges csoportositasat mutatom be
Kopanyi (2009) cikke alapjan. Szdmos szempont alapjan lehet a modelleket
csoportositani:

1. azid6 felfogasa alapjan: folytonos, és diszkrét idejii modellek;

2. amodellezés célja szerint: egyensulyi és no-arbitrdzs modellek;

3. a modellekben szerepldé bizonytalansagi faktorok alapjan: egyfaktoros,
kétfaktoros, tobbfaktoros modellek;

4. a modellben szerepld valtozok kozotti fliggvénykapcsolat alapjan: affin,
kvadratikus, rezsimvaltdo és ugro-diffizios modellek.

A folytonos modellek elénye, hogy nem kell t6rédniink az idéintervallum
valasztas problémajaval, €és nagyon bd szakirodalom targyalia a modellek 4razasi
modszertanat, illetve ugyan kevés, de néhany fontos esetben zart képlettel kiszamithato
az egyes derivativak 4ra. Azonban azon termékeknél, amelyekre nem alkalmazhaté
analitikus képlet, numerikus eljarasokat kell alkalmaznunk az &razids soran, igy
mindenképp diszkretizalnunk kell az idétavot. Ennek a modellezési eljarasnak tovabbi
elonye, hogy realisztikusabb, mivel a valésag sohasem folytonos idoben zajlik, hanem az
arak pillanatrol pillanatra valtoznak, masrészt ezek dinamikdjat altaldban joval konnyebb

megérteni, ha a binomialis és trinomidlis fak elméleti alapjaira gondolunk.
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Az egyensulyi modellek elsédleges célja a hozamgorbe elérejelzése. Az elsé
kamatldbmodellek ebbe a csoportba tartoznak, ezért ezt a modellcsaladot sokszor
,Klasszikus modellek™-ként szoktak emlegetni. A modell endogén modon definidlja a
hozamgorbét, azonban emiatt az igy kapott eredmény és a piaci adatok kozott altalaban
eltérés van. Nagy elonye ezeknek a modelleknek azonban abelsé konzisztencia, valamint
az is hogy a paraméterek idében viszonylag allandoak. Ezzel szemben a no-arbitrazs
modellek tokéletesen illeszkednek a piaci hozamgdrbére, emiatt ezeket a modelleket
minden becslésnél wjra kell parametrizalni, ¢és igy az idé mulasaval rendkiviil sokat
valtozhatnak.

Az egyfaktoros modellek eldnye, hogy ezek alkalmazasakor sokkal egyszeriibb,
¢s nagyobb annak az esélye, hogy a termék arat meg lehet hatarozni analitikus képlet
segitségével. Azonban ha tobb faktortol fligg a bizonytalansag, akkor a valésagot jobban
leir6 modelleket kapunk, és igy komplettebb és rugalmasabb szerkezettel vagyunk
képesek a pillanatnyi kamatlab alakulasat leirni. Ugyanakkor fontos megemliteni, hogy
altaldban ilyen esetekben szikkséges valamilyen numerikus modszert is tarsitani a
modellhez, mivel zart képlettel csak a legritkabb esetekben adhatdo meg a szirmaztatott
termékek ara.

Az affin modellekben a modellvaltozok kozott linearis kapcsolatot feltételeziink,
mig a kvadratikus modellekben ezzel ellentétben, tallépve a linearitas hatirain a valésagot
mar jobban leird6 nem linearis kapcsolatot definidlunk a valtozok kozott. A legijabb
modellek a hagyomanyos diffuzios dmamikat kiegészitik sokkhatdsokkal, hogy minél
realisztikusabb képet kapjunk a kamatlabak alakulasarol.

Az egyfaktoros modellekben a pillanati kamatlab alakuldsanak bizonytalanséga
egyetlen forrasbol szarmazik. A kockdzatsemleges viligbeli kamatlibat altaliban a

kovetkez6 Ito-folyamat jellemzi:
dr = m(r,t)dt + s(r,t) dW (3.1

ahol a drift (m(r, t)) és a szoras (S(r, t)) is az id6 és a pillanati kamatlab fliggvénye. A
bizonytalansag egyetlen forrasait a dW reprezentalja ahol dW egy Wiener folyamat
novekménye, amely normalis eloszlast, varhato értéke nulla, szorasa pedig dt fliggvénye.
Az egyfaktoros modellek kozil is tobb valtozat terjedt el a szakirodalomban, amelyek
tobbnyire abban kiilonbdznek, hogy hogyan definidljak a drifiet és a szorast (Larsson,
(2004)).
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Az alabbi tablazatban Osszefoglalom a legfontosabb modelleket, hogy egy
atlathatd képet kapjunk arrol, miben kiilonboznek ezek egymastol.

Modell Dinamika r>0 | r~ | AB | AO
\Y dr, = k[6—r,]dt + ad W, N N | Y Y
CIR dr, = k[0 —r,]dt + oyrdW, Y |NCy?| Y Y
D dr, = ar,dt + or,dW, Y LN | Y N
EV dr, = r.[n—alnr,]dt + or,dW, Y LN | N N
HW dr, = k[6,—r.]dt + adW, N N | Y |Y
BK dr, = r[n, —alnr,]dt + or,dW, Y LN | N N

1. tablazat: A f6bb kamatlabmodellek jellemz6i (Bringo, (2006), 57. old)
A tablazatban a kovetkez0 jeloléseket alkalmazom: V=Vasicek, CIR=Cox, Ingersoll and Ross D=Dothan,
EV=Exponential-Vasicek HW=Hull-White, BK=Black-Karasinski, N=nem, Y=igen, N=normalis ecloszlas,
NCy%=nem centralis khi eloszlas, LN=lognormélis eloszlas, AB=analitikus bond 4r, AO=analitikus opcid
ar
Amikor kivalasztjuk a modellezés soran hasznalt modellt tobb szempontot kell
figyelembe venniink, hogy az megfeleld eszkozt nydjtson nekiink az &razas soran. Par
kérdésre adott valasz segitségével jol le tudjuk sziirni a lehetséges modellek korét, ezek
kozil mutatok be néhanyat:
e Biztositja-e a modell dinamikaja a kamatlabak pozitivitasat?
e A modell altal implikdlt pillanati kamatldb eloszldsa milyen tulajdonsdgokkal
rendelkezik? Normalis, lognormalis, vagy esetleg vastagfarka?

e Szamolhato-e a kotvény ara
P(tT) = B, {e7 9%} (3.2)
képlettel — és eziltal a spot és forward kamatlabak illetve a swap ratdk — zart
képlet alapjan a modellb61 (AB Y vagy N)?
e Kiilonbozd opcids kamatldbderivativak dra analitikus képlettel szamolhato-e a
modell altal megadott pillanati kamatlab dinamikajabol (AO Y vagy N)?
e Tartalmaz-e a modell a kamatlabak alakulasara jellemz6 mean-reversion-t?
e Mennyire érzékeny a modell a diszketizaldsra, azaz a kamatlabfak altal kapott ar
mennyire tér el a folytonos modell alapjan kapott analitikus artol?
Ezekre akérdésekre adott valaszok alapjan mar egyrészt konnyli kivalasztani azalkalmas
kamatldbmodellt, masrészt ravildgitanak arra is, hogy megértsik az egyes
kamatlabmodellek  kozotti 6  kiilonbségeket, mind elméleti mind  gyakorlati
szempontbol.
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4. A Hull-White és Black-Karashinski kamatlabmodellek

Kamatlabderivativak arazisa esetén a két leggyakrabban alkalmazott mddszer a
Hull-White és a Black-Karashinski modell, ezért dolgozatom soran ezeket fogom
bemutatni, elemezni. Hull és White (1994) cikkében egyrészt részletesen masrészt
példakkal kiegészitve bemutatta, hogyan kell felépiteni az Hul-White egyfaktoros
kamatlabmodellt, igy a folyamat programozisa soran mindig volt lehetdségem arra, hogy
ellenérizzem, hogy egyes paraméterek mellett akapott eredmények egyeznek-e acikkben
kozoltekkel. Ezenkiviil azt is lefrta, hogy ezt hogyan kell a fit atalakitani Black-
Karashinski kamatlabfolyamat esetén. (Khan, (2008))

A Hul-White modellt a kovetkezd sztochasztikus —differencidlegyenlet

reprezentalja:
dr = [0(t) —ar]dt + o dW 4.2)

ahol dW jeleniti meg a pillanati kamatlab sztochasztikus jellegét. A 6(z) figgvény
segitségével lehet a modellt kalibralni az aktualis piaci hozamgérbéhez, a és o pedig a
modell két volatilitas megjelenité paramétere, a jeloli a mean reversion értékét, o pedig
a pillanati kamatlab volatilitdsat. A kamatlabmodell, ha kicsit masképp tekntiink ra, nem
mas, mint a Ho-Lee modell kiegészitve egy a ilitemii mean reversion-nel, vagy a Vasicek
modell kiegészitve egy idotdl fliggd visszatérési sznttel.

A Black-Karashinski modellt a kovetkezd sztochasztikus differencialegyenlet

reprezentalja:
dinr = [0(t) — alnr]dt + o AW 4.2)

Mindkét kamatldbmodell nagy elénye, hogy kezeli a kamatlibak azon a
tulajdonsagat, hogy mindig visszatérnek egyfajta hosszi tava atlagos kamatszinthez. Ezt
a tulajdonsagot nevezzilk mean-reverison-nek, vagyis atlaghoz valo visszahuzasnak.
Amikor a pillanati kamatlab szintje magas, akkor az atlaghoz vald visszahuzas miatt a
mozgas driftjének értéke varhatdoan negativ lesz, mig ha alacsony, akkor poztiv. Ennek
hatterében az a kdzgazdasagi megfontolas all, hogy amikor magasak a kamatlabak akkor
ennek hatdsara a gazdasag lelassul, ¢és kisebb az Uy hitelek iréanti igény, igy végezetiil
altalaban a kamatlabak esése kovetkezik be. (Hull, (1999))

A Hull White modell elénye, ahogy az 1. tablazatban is lathatd, rendelkezik azzal
a tulajdonsdggal, hogy a swaption értéke szamolhatd analitikus képlet alapjan.
Ugyanakkor az a tulajdonsaga, hogy a kamatlabak novekménye normalis eloszlasu, igy
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elofordulhatnak olyan esetek is, amikor a modell altal létrehozott kamatldbak negativak
lesznek, hatranynak tekinthet6. Azonban ekkor azt is figyelembe kell venni, hogy
Osszehasonlitva a Ho-Lee modell-el — amely hasonldan normalis eloszlasu
kamatlabnovekménnyel rendelkezik —, annak a valbsziniisége, hogy a kapott kamatok
negativak, sokkal kisebb, mivel itt megjelenik az atlaghoz vald visszahuzas (Larsson,
(2004)).

Mivel a BK modell lognormalis eloszlasti igy megvan az elénye hogy a pillanati
kamatlabak a folyamat soran mindig pozitivak, ugyanakkor ugyanebbdl a tulajdonsagbol
adodik hatranya is, mégpedig hogy zart képlettel bizonyos termékeket nem tudunk &razni,
Monte Carlo szimuldciot kell futtatnunk a pénziigyi derivativa pontos aranak
meghatarozasahoz.

Ha ugyanahhoz a piaci hozamgorbéhez kalibraljuk a két modellt akkor at-the-
money termékeket nagyjabol ugyanigy arazzak, azonban out-of-the money termékek
esetén ahol a kamatldbak vastag szélének modellezése relevansabb, ott a lognormalis
jellege miatt a Black-Karashinski modell alkalmazasa célszeriibb. (Baldvinsdottir,
(2011))

Amikor valasztunk a két modell kozil érdemes figyelembe venniink a
hozamgérbe alakjat, szntjét. Ha alacsony hozamok jellemzdek, akkor érdemes a Black-
Karashinski modellt alkalmazni, hogy elkeriiljiikk a negativ kamatldbakat, ha magasabbak
akkor a Hull-White modellt hogy el tudjuk keriini a Monte Carlo szimulacio idéigényes
folyamatat.

Ebbol adodik, hogy szikséges megvizsgalni a modellezés elbtt, hogy egy adott
piaci hozamgorbe mellett az egyes kamatldbmodellek esetén milyen valdszinliséggel lesz
a pillanati kamatldbak egy része negattv. Ennek a legegyszeriibb kivtelezése, ha
generalunk N véletlen trajektoriat, amelyek illeszkednek a piaci hozamgoérbéhez ¢és a
kerestett valosziniiség megegyezik Nne/N-el, ahol Nne azokak a trajektoridknak a szama,
ahol a pillanati kamatlabak a folyamat soran valahol negativ értékeket vesznek fel. A
kamtlabmodellek tulajdonsagaibol adodoan ez a valoszinliség egyenesen aranyos o —val
és forditottan aranyos 6 és a-val. Erdemes nemcsak azok mellett a paraméterek mellett
elvégezni a vizsgilatot amelyekkel pontosan illeszteni tudjuk az adott piaci
hozamg6rbéhez, hanem ezek egy adott kdrnyezetében is, mintegy érzékenységvizsgilatot

elvégezve ezzel (Ge, (1998))
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A kovetkezd két abra a két modell szimulaciojat mutatja, ezeken is jol latszik,
hogy mig a HulFWhite modell esetén lehetnek a pillanati kamatlabak negativak, addig ez

Black-Karashinski esetén nem fordul eld.

Pillanati kamnatlab (r)
Pillanati karnatlab (1)

166 (84) 166 (84)

1-2. abra Hull-White és Black-Karashinski modellek trajektoriai (Sajat szerkesztés)
5. Numerikus megoldasi modszerek

A kamatldbmodellek numerikus megoldasi modszereinek harom fajtaja van,
amelyek kozil csak az elsd kettdt fogom dolgozatomban részletetsen bemutatni és
alkalmazni, azonban ebben a fejezetben Kkitérek mindhdirom modszer eldnyére és
hatranyara, ¢€s arra is hogy hogyan lehet ezeket a mddszereket Osszehasonlitani:

o fa modszer;

e Monte Carlo szimulacio;

e véges differencia modszerek;

Amikor valasztunk a moddszerek kozil érdemes bizonyos szempontokat
figyelembe venniink, és azok alapjan értékelni a kiilonboz6 modelleket. Ezek a
szempontokat a kdvetkezd harom kérdés jol dsszefoglalja:

o Lehet-e a modszert hasznalni az Osszes egyfaktoros modell esetén nagyobb

modositasok nélkiil?

e Konnyli-e implementalni a modszert?

e Elég gyors-e a modszer, konvergal-e a pontos elméleti arhoz?

A Monte Carlo médszert konnyli implementdlni, de nagyon szamitdsigényes és nem
tud kezelni amerikai tipusi opcidkat. A véletlen valtozok szdminak novekedésével az
eljaras elonyosebb a tobbihez képest. A fa mddszer és a véges differencia modszerek
mind amerikai, mind eurdpai tipusu derivativak arazdsa esetén is alkalmazhatéak, viszont

probléma Iép fel, ha a kifizetések az allapotvaltozod jelenbeli és multbeli értékekeitdl is
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fiiggenek. Emellett tovabbi hatranyuk, hogy a véletlen valtozok szidmanak ndvekedésével
egyre komplexebbek lesznek, igy a szamitasi igény is jelentésen megno.

Ezek alapjan, ha egy wéletlen folyamatt6l fliggdé derivativait modelleziink akkor
érdemes fa vagy véges differencia modszert haszndlnunk, mig ha tobb wvéletlen
folyamattol fligg6t, akkor Monte Carlo szimulaciot.

Ahogy irtam kiilonb6z6 modszerrel kapcsolatos kérdésekre kell valaszolni amikor
numerikus modszert valasztunk, azonban ezekhez egy pénziigyi termék is kell.
Dolgozatom soran az egyik legelterjedtebb ilyen derivativat valasztottam ki — swaption —
mivel az els6 kamatldbmodellnek erre a derivativdira vonatkozoan Iétezik analitikus
képlete, igy ezzel Osszehasonlitva tudtam a faépitést meghatarozo paramétereknek az
arazas pontossagara gyakorolt hatasat meghatarozni, mig a masodik modell esetén meg
tudom vizsgalni hogy a - mivel nincs zart képlet - a Monte Carlo szimulidcié vagy a

trinomidlis fa ad-e egy adott hibahataron belill gyorsabban eredményt .

6. Kamatlabfak

A folytonos kamatldbmodellek kamatlabfdkra vald mplikdlasa eléggé Osszetett
folyamat. Ennek oka, hogy a modellek altal meghatarozott differencial egyenletet
diszkretizaljuk, és a folytonos modell alapjan felépitjik a kamatlabak Iehetséges
mozgasat reprezentalo faszerkezetet. A kamatlibfa ugyanis a pillanati kamatlab
sztochasztikus folyamatanak diszkrét megjelenitése. Ha a IEpéskozt a fan At-nek
valasztjuk, akkor a fin megjelenitett kamatldb a At periddusra érvényes folytonos
kamatlab, ¢ésa fa felépitésénél mindig azt feltételezzikk, hogy ez ugyanazt a sztochasztikus
folyamatot koveti, mint a hozza tartozd folytonos modellben a pillanati kamatlab.

A kamatlabfak részben nagyon hasonléak a részvényarfolyam-fahoz, amelyek a
részvény arfolyammozgasat modellezik diszkrét id6ben, és altaliban opciok arazasanal
szoktak hasznalni, a Black-Scholes modell alternativajaként. Az egylk alapvetd
kiilonbség azonban az, hogy mig a részvényarfolyam-fak esetén a diszkontalaskor a
kamatldb minden csomopontban ugyanaz, kamatlabfakndl ez csomopontrdl csomdpontra
valtozik. A masik eltérés pedig hogy mivel a kamatldbfak tobbnyire aritmetikai Brown
mozgast jelenitenek meg, ezért a fliggbleges kiilonbségek allandoak a szerkezetben. A
faszerkesztési modszer elénye, hogy minden kamatlabtol fliggd szarmaztatott termék
bedrazhatd, hatrdnya, hogy iddigényes, és az elért eredmény pontossidga nagyban fligg a

szamitdsra szant id6tol, azaz hogy mennyire finomitjuk az idéskalat.
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A szakirodalomban a kamatlabfak binomialis és trinomialis megkozelitésére is
talalunk példat, utébbinak az a 0 eldnye, hogy eggyel tobb a szabadsagfok, igy a
kamatlab alakuldsara jellemz6 folyamatokat, mint példaul a mean-reversiont, - azaz az
atlaghoz vald visszahtizast - konnyebb megjeleniteni. Emellett az addicionalis
rugalmassag biztositani tudja, hogy nem csak az els, hanem a masodik momentumaban
is egyezzen a diszkrét modell a folytonossal. Hatranya, azonban hogy nem alkot teljes
piacot, hiszen mig egy kockazati faktorunk van, addig 3 felé agazik a fa, igy nem lehet
minden kifizetést replikalni. (Nelson et. al., (1990)), (Medvegyev et. al., (2010))

A trnomialis fak esetén a legismertebb, és éppen ezért altalam is kivalasztott
modszer a Hull és White altal kidolgozott trinomialis faépitési modszer, amelyet az
alabbiakban részletesen bemutatok, majd ennek modositasat Black-Karashinski folyamat
esetén, illetve akésdbbiekben ennek numerikus érzékenységvizsgilatit fogom elvégezni.

(Hull et. al.,, (1994))
6.1. Hull White féle trinomialis fa

Hull és White 1994-ben publikalt cikke bemutat egy kétlépcsés modszert,
amellyel nemcsak az 0 kamatlibmodelljiiket lehet diszkrét kornyezetben modellezni,
hanem sok mas egyfaktoros kamatlabmodellt is. Ebben a fejezetben a cikk alapjan
bemutatom, hogyan lehet trinomidlis fat épiteni a Hull- White kamatlabmodell
segitségével.

A Hull White kamatlab-folyamatot az elozd fejezetben bemutatott (4.1)
egyenlettel lehet jellemezni. Elsé épésben az r*=0 koriili szimmetrikus fat kell felépiteni,

amelynek kezdeti értéke nulla, €s az alabbi sztochasztikus folyamatot modellezi:

dr* = —ar*dt + o dW (6.1)

Ezt az els6 épés soran felépitett fat sztenderd kamatlabfanak fogom nevezni. Ez abban
kiilonbozik a modell altal implikalt hozamgdrbéhez igazitott kamatlabfatol, hogy a
fak6z€p mindenhol nulla. A modellezés masodik IEpésében majd a fakdzEép pontjait egy
adott kamatlabbal eltolva kapjuk meg a végleges kamatlabfat.

Az r* valtozasanak 3 lehetséges kimenete van: vagy novekszik Ar-el, vagy
valtozatlan marad, vagy csokken Ar-el (Ar jeloli a kamatlabak kozotti fliggble ges
tavolsagot a fan). Ezen kimenetek valosziniiségei rendre pu, pm és pd. A sztenderd

kamatlabfa csomopontjait jelolie akés6bbiekben rendre r*(i, j), ahol i a kezdé csomépont
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Ota eltelt periddusok szamat, j pedig a felfele mozgasok nettd szamat jeldli. Ez alapjan az
r*(i, j) megadja at = iA¢ iddponthoz, és az jAr kamatszinthez tartozd csomdpontot.

Az emlitett eldgazasi mintdt az 3. dbra mutatja, egy ez alapjan felépitett sztenderd
fat pedig a 4. ébra.

Pu r*(i+1,i-1)
(i) pm | r(i+1))
p re(i+1,j-1)

3. abra Az alap elagazasi minta (Sajat szerkesztés)

™ i S
T B
= P “"x.\-h e .h_}<.-r/)
oAt = =
51 TP
—— ~.
— e
3 . /f"
4 \é
5 L L L L o
0 1 2 3 4 <]
"i értéke"

4. abra Az alap elagazasi minta alapjan felépitett sztenderd fa (Sajat szerkesztés)

A modellezés sordn olyan trinomidlis fat kell felépiteni, amely a lehetd
legpontosabban kdveti az 4.1. egyenlet altal leirt sztochasztikus folyamatot. Ezt ugy lehet
elérni, hogy a varhato értéket illetve a varianciat kiszdmoljuk mindkét folyamatbol
(diszkrét és folytonos), és ezeket egyenldové tesszikk. Az r*(t+At)-r*(t) valtoz6 normalis
eloszlasu, ¢és ha elhagyjuk a At-nél magasabb rendi tagokat, akkor a kovetkezé varhatod

értékkel és szorassal rendelkezik:
E(hy —nln)=nM (6.2)

Vg —nlm) =V (6.3)
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ahol

M=rme *t —1 = —qAt (6.4)

o2

V= —[1- e 28] = g2At

2a
Mivel harom ismeretleniink van: pu, Pm, A7 (a harmadik valésziniiség adodik az
elsé kettébOl: pa=1-pu-pm), és két egyenletiink, ezért szikséges, hogy az els6 két
momentumon kivill még egy magasabb rendiiben is egyezzen a diszkrét ¢€s folytonos
kamatldbmodell. Mivel mind a diszkrét, mind a folytonos modell eloszldsa szimmetrikus,
ezért a ferdeséget nem érdemes vizsgalni, a csticsossagot viszont mar igen. A normalis

eloszlds nem-centralis momentumait a 2. tdbldzat mutatja.

1 7

2 ©+ o2

3 u3+ 3uc?

4 u* + 6uc?+ 304

2. tablazat: A normalis eloszlas nem centralis momentumai (Sajat szerkesztés)

A keresett harmadik egyenletet tehat Ugy kapjuk meg, hogy hasonldéan az
elobbiekhez a diszkrét eloszldas negyedik momentumat is egyenldvé tessziik a folytonos
eloszlaséval. (Dancs, (2005))

Ez alapjan a kovetkezé haromegyenletes egyenletrendszert kell megoldani a

standard kamatlabfa sziikséges paramétereinek megismeréséhez.
pu(DAT + () * 0 — pg(DAr = jArM
Py (D(AT2 + pr () %0+ pa () (—Ar)2 =V + (jArM)?
(D AN* + pp () * 04 pa () (—Ar)* = 3V2 + 6V (jArM)? + (jArM)* (6.6)

Az egyenletrendszer megoldasanak egyik modja ha megvizsgaljuk hogyan néz ki
a j=0 helyen vagyis a fakdzépnél. Ekkor mivel minden paratlan momentum értéke nulla
(csak olyan tagok vannak benne, amik j-t6l fliggenek) a kovetkezé egyenldsé gnek
teljestilnie kell.

v 3v2
pO = pu (O) = pd(o) = Z(AT)Z = 2(AT‘)4 (6'7)
Ebbdl az egyenléségb6l kapjuk meg a Ar valtozo és po értékét.
Ar = V3V (6.8)
4
Po= 5 =% (6.9)
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A negyedik momentum egyezOséget tehat azért kellett bevenniink az
egyenletrendszerbe, hogy a ha a j=0 esetet nézziik akkor legyen még egy egyenletiink
amivel definidlni tudjuk Ar-t. Késobb amikor ratérek majd a trinomidlis fa altalanositdsara
akkor ezeknek a paros momentumoknak még fontos szerepe lesz. Amikor jnem egyenld
nullaval akkor a kovetkezd egyenletrendszer teljesiil:

pu(DAT + pa()(=Ar) = jArM

Pu(D (B2 + pa() (—Ar)? = (jArM)? + ~ (Ar)?

Ezt megoldva pedig megkapjuk a keresett valoszinliségeket.

. 2 _
p, = %+ —UM)Z M (6.12)
2 .
Pm =3 — (M)* (6.13)
. 2 _
pg==+- L0 (6.14)

Az el6z0 abran bemutatott kamatldbfa nem elhanyagolhaté hatrdnya azonban,
hogy nem ¢épiti be a folytonos kamatldbmodellben megfigyelhetd mean reversion-t.
Ahhoz, hogy a folytonos folyamatnak ezen tulajdonsagat is be tudjuk épiteni a modellbe,
az eddigi egyfele elagazisi eljaras helyett alternativ megolddsokat kell haszndlnunk a fa

épitése soran. Ezt a két {1j lehetéséget mutatja be a 5. és 6. abra.

pu  r(i+1,j+2) r*(.i) O (L))
pm’  re(i+1,j+1) p,  re(i+1,j-1)
(i) a re(i+1) pa re(i+l,j-2)
5. abra Elagazasi minta — (a) alternativa 6. abra Elagazasi minta — (b) alternativa
(Sajat szerkesztés) (Sajat szerkesztés)

A rendkiviil alacsony kamatldbak elkeriiésének megolddsa Iehet a ,kettdt
fellegyet felelore” (a) alternativa, €s ehhez nagyon hasonld6 modon nydjt megoldast az
,elore/egyet le/kettdt le” (b) alternativa az irredlisan magas kamatlabak ellen.

Erre a két 01j elagazasi mintara is igaznak kell lennie, hogy az egyes kimenetelek
valoszinlisé geinek biztositania kell a diszkrét kamatlabfa, és a folytonos modell kozotti

kapcsolatot, igy a korabban bemutatott modszerhez teljesen hasonld médon kapjuk meg
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az egyes kimenetelek valosziniiségét (egyenldové tesszik az elsd, masodik, és negyedik
momentumokat). Az alabbi két egyenletrendszer adja meg az (a) és (b) alternativa esetén

a kapott atmenet-valoszinlisé geket.

(a) alternativa (b) alternativa
( ,_1+(jM)2+jM ( ”_Z_I_(jM)Z—BjM
Pu =% 2 Pu =g 2
, 1 . . 1
) Pu = 3= GM)’ — 2jM \Pn = =3 = GM)? +2jM
.7 (M)? + 3jM 1 (M)? - jM
Pg =gt U > / (6.15) \pd = g+—(] )2 = (616)

Az elagazasi alternativak hasznalatdnak egy lehetséges modjat mutatja az 7. abran

lathatd kamatlabfa.

o S X<
L T B
= o 3

y o

"j értéke"
o
/1N

m

"i értéke"
7. abra Az alternativ elagazasi lehetéségekkel felépitett kamatlabfa (Sajat szerkesztés)

Azonban rogton felmeriilhet benniink a kérdés, hogy van-e olyan szint ahol mar
mindenképp at kell téri az alternativ elagazasi formakra, és ha igen, akkor ez hol van.
Ennek a problémanak a megolddsi kulcsa, hogy mind a normdl, mind az alternativ
elagazasi modszereknek biztositaniuk kell, hogy mindharom kapott valosziniség a [0,1]
intervallumban legyen. A legtobb esetben az el6szor bemutatott elaigazasi minta megfelel
ennek a célnak. Azonban, ha a ,jmean reversion” paramétere nagyobb, mint nulla (a>0),
akkor az alap elagazasi modszerr6l a (b) alternativara kell attérni, ha j elég nagy értéket

vesz fel, illetve az (a) alternativara, ha elég kicsit.
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Erdemes megvizsgalni hogy az Atmenet-valészintiségek milyen j értékek esetén

esnek ebbe az mtervallumba. Ezt a 3. tablazat adja meg.

normal fent lent
1y Jz3y | 34 (23 1y 23
Pu 2~ 12 2~ 12 | 2+ 12 1
M M M
2 2 _ 2
P +[%/3 1+ [%/3 1+ / /3 0
M —M —M
1, |23 1, /23 3. [23
Pa 222 | 22 %2 | 22" 2 1
M M M

3. tablazat: Az dtmenet-valoszintiségek egyenleteinek gydkei (Sajat szerkesztés)

A tablazatbol egyrészt lehet latni, hogy pu-nak és pg-nek nincs nullhelye, pm pedig
mindig kisebb mint 1, és csak bizonyos j intervallumok esetén lesznek az atmenet-
valoszinliségek 0 ¢és 1 kozott. A masik fontos megallapitdsom, hogy ezek az
intervallumok egyrészt szimmetrikusak (0-koril), masrészt mindegyik M fliggvénye,
vagyis ha csokkentjik At-t, akkor ezek aranyosan valtoznak vele egyiitt. Természetesen
M nemcsak At hanem a vagyis a mean-reversion paraméter fliggvénye is, igy ez lehet
ennek az érdekes ténynek az oka. Az atmenet-valoszinliségeket a 8. dbra mutatja j

fliggvényében.

Atmenetvaldsziniiségek (pu, pm, pd)

j értéke

8. abra Az atmenet-valosziniiségek ,j” fliggvényében (Sajat szerkesztés)

A tablazatbol és az dbrardl is leolvashaté hogy az alternativ elagazasok pu, Pm, és pd
anormal elagazas eltoltjai méghozza 1/M-el és-1/M-el. Ennek bizonyitasat pu esetre adja

a kovetkez6 levezetés.
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2 .
7,1 1 1 2\ _ 7, 3.3, Y (2 Y 2\ T2, 3.
6+2(3(] M)M+(J M)M)_6+2]M 2+2(]+M2 M)M _6+2]M+
looyey L _J _7_ 3,3, ozl _oiMm=

2]M+2M2 M 6 2+2]M+2]M+2 ZiM

1,1, 1.om2

S+ = M+ ~j?M (6.17)

Jelolje ezentll jmaxaztaz értéket, amely esetén mar kotelez az eredeti modszerrdl
a (b) alternativara attérni, €s jmin azt, amely esetén az (a) alternativara. A kovetkezd
szamegyenest reprezentald abra azt mutatja meg, hogy ha j elég nagy értéket vesz fel
ahhoz, hogy pu pm és pd értékek mar nem 0 és 1 kozé esnek (>8 esetén) akkor ha nem
térnénk 4t az alternativ modszerre, negativ valosziniiségek jonnének ki afa épitése soran.
Ezekre viszont nyugodtan attérhetiink, hiszen itt megfelelnek az alternativ elagazasok

valosziniiségei az elobb felallitott kritériumnak.
-8 0 8
-18 18

-2 2

9. abra Az atmenet-valosziniiségek ,j” fliggvényében a szamegyenesen (Sajat szerkesztés)

Annak koszonhetden, hogy ezek az mtervallumhatarok lnedrisan fliggenek dt-td1
minden rogzitett a mellett megadhatjuk azt az idétdvot amelyet maximalisan tudunk
modellezni a normal elagazassal, illetve az alternativ eligazdsok kombinaciojaval. Ha az
a=0.1 esetet vizsgaljuk, akkor ez 8 illetve 18 €v, hiszen hidba csokkentjik At, és ezaltal
megnd az intervallum ahol az atmenet-valoszintiségek 0 és 1 koz¢ esnek (pl.: At=0,5
esetén [-36;-4], [-16;16] , [4;36]) ugyanugy 16/2=8 és 36/2=18 évet tudunk modelle zni.
Erre azért fontos figyelniink mert hossz( lejarati swaptionok esetén vagy mas alternativ
elagazasi formakat is be kell vezetniink, vagy akar mas kamatldbmodellt.

A probléma megoldasaként azt kaptuk, hogy létezik egy olyan j szint (jmax, jmin),
ami utin mar mindenképp at kell térni (b) illetve (a) alternativara attérni (8, -8), és egy
olyan amely elott nem lehet (2, -2), azonban azt nem tudjuk hogy mi ezek kozil az
optimalis. A Hul-White cikk az alternativ levagasi szintek intervallumainak nullahoz
legkozelebb esd pontjat fogadja el optimalis levagasi szintnek, azonban a késObbiekben
meg fogom vizsgdlni, hogyan hat egy kamatlib-derivativ étékére, ha ettdl kiilonbozo
levagasi szinteket alkalmazunk a trinomidlis fa épitése soran. (Hull, (1994))

A sztenderd fa felépitésének bemutatisat egy példaval fejezem be. Ehhez

felhaszndlom a kamatldbmodell paramétereire vonatkozoan a cikk altal megadott

adatokat (¢ = 0.01; a = 0.1; At = ] év). Ebben az esetben Ar = 0.01v/3 = 0.0173, jmax
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pedig egyenld 0'01—814-né1 nagyobb legkisebb egész szammal, azaz jmax= 2 és jmin=-2. AZ

igy elkészitett 4 periddusos fat a 10. abra mutatja, az alatta 1év0 két tadblazat pedig

tartalmazza a kapott atmenet-valosziniiségeket, illetve az r* értékett.

1.73% g g
. olA C ><><X

1.73%

2 - D H ><
-3.46%

10. abra Egy lehetséges kamatlabfa (Sajat szerkesztés)

A B C D E F G H |
r 0.00% 1.73% 0.00% -1.73%  3.46% 1.73%  0.00% -1.73% -3.46%
Pu 0.167 0.122 0.167 0.222 0.887 0.122 0.167 0.222 0.087
Pd 0.666 0.656 0.666 0.656 0.026 0.656 0.666 0.656 0.026
Pm 0.167 0.222 0.167 0.122 0.087 0.222 0.167 0.122 0.877

4. tablazat A sztenderd kamatlabfa pontjainak tulajdonsagai (Sajat szerkesztés)

J K L N M 0 P Q R S
3.46% 1.73% 0.00% -1.73% -3.46%  3.46%  1.73% 0.00% -1.73% -3.46%
0.887 0122 0167 0222 0087 0887 0122 0167 0222  0.087
0.026 0656 0666 0.656 0026 0026 0656 0.666 0656  0.026
0.087 0222 0167 0122 0877 0087 0222 0167 0122  0.877

5. tablazat A sztenderd kamatlabfa pontjainak tulajdonsagai (Sajat szerkesztés)

Az atmenet-valosziniségek kapcsan két dologra érdemes felfigyelni Az egyik,
hogy a fa szimmetridja miatt a fakozEp feletti pontok pu, pm, pd értékei pont tiikkorképei a
fakozEép alatti pontok hasonld értékeinek (azonos j magassag esetén: B és D, F és H
pontok) , masrészt az egyes csomopontokhoz tartozd valoszinliségek nem fliggenek a At-
t6l csak j-t6l (stacioner a folyamat), azaz hogy milyen messze helyezkednek el a
fakozéptol.

A Hul-White fle trinomialis fa felépitésének masodik Iépése, hogy az r*
folyamatot lefrd sztenderd fat atszerkesztjik az r sztochasztikus folyamat alakuldsat
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bemutatd fava. Ennek aza lépésnek a lényege, hogy a fa atkalibralasakor nem az atmenet-
valoszintisé geket valtoztatjuk, hanem a csomopontok r* értékeit, mégpedig ugy hogy a
fa tokéletesen illeszkedjen a piacon megfigyelt hozamgdrbéhez. Mivel az egyes
csomopontok kozotti fliggdleges kiilonbség adott (Ar), ezért elegendd a fakozepet
reprezentdld pontokat ugy eltolni, hogy az adott jAz id6pontokhoz tartozd kamatlabak
alapjan kapott hozamgdérbe pontosan megegyezzen a piaci hozamgorbével. Az eltolas
mértekét ezentll jelolje oi (az r* és r kiilonbségét az iAt csomopontban).

A cikk a kalibralas két lehetdségét emliti meg. Az els6 modszer Knyege, hogy
megadja o(?) értékét az idében folytonos modellben, amely segitségével a sztenderd fabol
megalkothatjuk a kalibralt fat. Azonban az igy elddllitott fa nem teljesen konzisztens a
hozamgérbével, mivel a folytonos modellben szerepld o-t haszndlja fel egy diszkrét
implementacioban. A masik lehetséges eljaras, amelyet magam is részletesen bemutatok,
hogy az a értékét minden egyes jAt idOponthoz iterativ modon hatarozzuk meg, ezaltal a
kapott fa tokéletesen konzisztens lesz a piaci hozamgorbével (Hull, (1999)).

Jelolje a késobbiekben Qij egy olyan értékpapir jelenértékét, amely 1 egységet
fizet az (i,j) csomépontban, és minden mas esetben nullat. Ezeket a Qjj arakat a
szakirodalom komponensaraknak, vagy Arrow-Debrau draknak is nevezi. A definicidbol
egyenesen kovetkezik, hogy Qo= 1. A kovetkez részben a sztenderd fa felépitésé hez
hasznalt példat folytatom ¢€s bemutatom, hogyan kell megvaldsitani a Hull-White fele
faépitési eljaras masodik részét. Ehhez eldszor szikséges egy hozamgdrbét definidlni A
cikk a kovetkezd Kifejezéssel adja meg a t éves folytonosan szamitott elemi kotvény
hozamat:0.08-0.05e0-18., Az oo értékét tigy kell megvalasztani, hogy egyenld legyen az
elsd Atidészakra vonatkozd kamatldbbal, ugyanis ebben az esetben drazddik jol a At ido
milva lejard elemi kotvény. Mivel a sztenderd fa felépitése sordn a At-t 1 évben
hataroztuk meg, ezért az ao = 0.08-0.05e0-18=0.0382. Ebbdl megkapjuk a kamatlabfa
kezdépontjanak az értékét: r =3.82%. Ezutdn meg kell hataroznunk az elsé év végi
komponensarakat (Qo,0, Q1,0, Q1,-1). Annak a valoszinlisége, hogy egyet Ipiink felfele
0.1667, igy a Q1,1 értéke 0.1667¢70-0382=0,1604. Ugyanilyen médon megkapjuk, hogy
Q1,0=0.6417 és Q1,-1=0.1604. A kovetkezd 1épés az a1 meghatarozasa. Ezt az el6z6hoz
hasonlé médon ugy kell meghatdrozni, hogy a két periodus milva lejard elemi kotvény a
piaci adatoknak megfeleléen arazodjon. Mivel az elsé év végén harom kiilonb6zo
pontban lehetiink, ezért a masodik évre harom Ilehetséges egyperiddusos kamatldb
alakulhat ki. Ennek kovetkeztében az egyéves elemi kotvény (elsé és masodik év kozotti
kotvény) ara a B pontban e(¢1%0.0173) 3 C pontban e!, és a D pontban e(@1-00173) Ezeket
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a B, C, D pontok komponenséraival beszorozva (igy szamolunk jelenértéket) megkapjuk

az A pontbeli kétéves elemi kotvény arfolyamat:
Q11614001734 Q; gl +Qy _ye-(@1-0.0173) (6.18)

A piaci hozamgorbe alapjan, mivel a két éves folytonosan szamitott elemi kotvény
hozama 0.08-0.05e018"2=(0.04512, a kotvény arfolyama e0-04512"2=0,9137 kell, hogy
legyen. A kovetkezO egyenloséget kell tehat aa fliggvényében megoldani:

Q1,167 (@1+0.0173) 4 ge el 4+Qy 167100173 = 0. 9137 (6.19)

Megoldasként aa-re a kdvetkezot kapjuk:

—-0.0173 0.0173
a, = In 0.1604e +0.6417+0.1604 € = 0.0520 (620)

0.9137

ami azt jelenti, hogy az r fan a At idopontbeli fakozEp értéke 5,2%. Ezutan az elobbi
lépéshez hasonld modon torténik a Qz2, Qz2,1, Q2,0, Q2,-1 és Q2,-2 megadasa.

Erdemes megfigyelni, hogy az 6t Arrow-Debrau ar 6sszegének ki kell adnia a két
idészakra vonatkozo diszkontfaktort. Ennek oka, hogy az i-edik iddpontban lejard elemi
kotvény értékét kétfeleképp lehet kiszamolni. Egyrészt a komponensarak i-edik
oszlopanak Osszegeként, masrészt azi-1-edik oszlop meghatarozott értékeibdl is, ugyanis

Pi=2%;0Q; =2 X%k Qo1 di—1xPrj = Lk Qi1 diz1i (6.21)

ahol d(i, j)=e¢"(.)) minden egyes esetben. Az sszegzés soran j a fa alsé peremétdl (jmin)
a fa fels6 pereméig fut (jmin), k pedig végigfut az egész oszlopon, mivel azok az AD-

arak amelyek irelevansak nulldk. Mivel a
Qij = 2k Qo1 im1k Prj (6.22)

egyenldség mindig teljesiil, ezért az (5.18) egyenldség is mindig igaz.
A modszer altalanositasa érdekében tételezzikk fel, hogy ismerjik Qij-ket minden
i<m-re. Ekkor meg kell hataroznunk om értékét ugy, hogy az (m+1)t id6 mulva lejard

elemi kotvény jol arazddjon. Ennek a kotvénynek az arfolyama

N

Pas =) Quyexpl—(a, + jAr)a] (6.23)

jz_nm

ahol nm a fakdozép két oldalan elhelyezkedé csomdpontok szamat jeloli az mAt¢

idépontban. Ezt az egyenletet, ha om-re rendezziik, a kovetkezot kapjuk:
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n —jarat
In¥™ Qe T -InPy

— J=—"m
Ay = o (6.24)
Az om ismeretében pedig megadhatd mar az 6sszes Qijérték az i=m+1 idépontra:
Qms1j = 2y Qmx Pk Dexp[—(a,, +kAr)At] (6.25)

ahol p(k, j) azt az atmenet-valoszintiséget jeloli, hogy az (m, k) pontbdl az (m+1, j) pontba
jutunk el, és minden olyan K értékre el kell végezniink ezt az Gsszegzést, amely nem nulla.

12%

10%

8%

6%

4%

2% 1 1 1 1 1

11. abra Egy lehetséges kamatlabfa (Sajat szerkesztés)

A B C D E F G H |
r 3.82%  6.94% 520%  3.47% 9.72%  7.99%  6.25%  4.52% 2.79%
Pu 0.167 0.122 0.167 0.222 0.887 0.122 0.167 0.222 0.087
Pd 0.666 0.656 0.666 0.656 0.026 0.656 0.666 0.656 0.026
Pm 0.167 0.222 0.167 0.122 0.087 0.222 0.167 0.122 0.877

6. tablazat kamatlabfa pontjainak tulajdonsagai (Sajat szerkesztés)

J K L N M o) p Q R S
10.51% 8.77% 7.04% 531% 358% 11.09% 9.36%  7.63% 5.90% 4.17%
0.887 0122 0167 0222 0087 0887 0122 0167 0222  0.087
0.026 0656  0.666 0656 0026 0026 0656 0666 0.656  0.026
0.087 0222 0167 0122 0877 0087 0222 0167 0122  0.877

7. tablazat kamatlabfa pontjainak tulajdonsagai (Sajat szerkesztés)

A 11. abra mutatja a piaci hozamgorbéhez illesztett Hull-White féle trinomialis
kamatlabfat, amelyet érdemes Osszehasonlitani a sztenderd kamatlabfaval. Lathat6, hogy
a fakozEp elmozdulasaval igazodott a piaci hozamgorbéhez a trinomidlis fa, mkozben a
figgdleges tavolsagok a fan nem valtoztak.
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6.2. Black-Karashinski féle trinomialis fa

Az elébbiekben bemutatott mddszer minden olyan altalanosabb modellre
kiterjeszthetd amely felirhatdo a
df (r) =1[0(t) —af(r)]dt + o dW (6.26)

alakban, igy tehat a Black-Karashinski modell esetén is.
Az elsé lépésben amikor a sztenderd fat épitjik a modszer teljesen hasonlit az
el6zOh6z, de most az r* az Inr-t reprezentalja.
dr* = —ar*dt + o dW (6.27)
Inr=r"+a r=exp(r'+a) (6.28)
Az eltérés a Hul-White fahoz képest ott Iép be amikor a piaci hozamgdrbéhez
kalibraljuk a fat, ugyanis mig korabban az egyéves elemi kotvényeket az exp(-(al+j *dx)
képlettel kaptuk meg, ez most a lognormalis kamatlibfolyamat miatt ez a
kovetkezoképpen néz ki: exp(-exp(o1+j*dx).
Az (m+1)t id6 malva lejard elemi kotvény arfolyamat a kovetkezd Osszefliggés

adja meg:

nm
Ppii = Z Qmjexp[—exp (a,, +jar)At] (6.29)

jz_nm

Ez az egyenlet nem lehet analitikusan megoldani, mint a korabbi esetben, csak
numerikusan ennek egyik lehetdsége a Newton-Raphson modszer.

Az om ismeretében pedig megadhatdé mar az 6sszes Qijérték az i=m+1 id6pontra:

Qne1j = 2y Qmux Pk, j)exp[—exp(ay, + kAr)At] (6.30)

ahol p(k, j) azt az atmenet-valoszintiséget jeloli, hogy az (m, k) pontbdl az (m+1, j) pontba
jutunk el, és minden olyan k értékre el kell végezniink ezt az 6sszegzést, amely nem nulla.
(Hull; (1994))

A 12. abra és 8. illetve 9. tablazat mutatja a Black-Karashinski trinomialis fa
értekit o = 0.25; o = 0.22; At = 0.5 év paraméterek mellett.
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12. abra Egy lehetséges Black-Karasinski kamatlabfa (Sajat szerkesztés)

A B C D E F G H |

3.82% 7.78% 5.05%  3.27% 14.18% 9.20% 596% 3.87%  2.51%

Pu 0.167 0.081 0.167 0.301 0.604 0.081 0.167 0.301 0.044
Pd 0.666 0.618 0.666 0.618 0.353 0.618 0.666 0.618 0.353
Pm 0.167 0.301 0.167 0.081 0.044 0.301 0.167 0.081 0.604

8. tablazat kamatlabfa pontjainak tulajdonsagai (Sajat szerkesztés)

J K L N M 0 P Q R S
15.84% 10.27% 6.66% 4.32%  2.80%  17.11% 11.09% 7.20% 4.67%  3.03%
0.604 0081 0167 0301 0044 0604 0081 0167 0301  0.044
0.353 0618  0.666 0618 0353 0353 0618 0666 0618  0.353
0.044 0301 0167 0081 0604 0044 0301 0.167 0081  0.604

9. tablazat kamatlabfa pontjainak tulajdonsagai (Sajat szerkesztés)

Jol lathaté, hogy Black-Karashinski trinomialis fa esetén mar csak a
valoszintisé gek szimmetrikusak, azonban a kamatlabfa mar nem, mivel nem r-t hanem
Inr-t modelleztikk a folyamat soran. Ebbol adodik az is, hogy a fa alsé részEén a fliggdle ges

kiilonbségek kisebbek, mint a felsd részén.
7. Swaption arazisa kamatlabfan
A kamatlabfa kétlépcsds épitési eljarasanak bemutatdsa utdn ebben a fejezetben
leirom, hogyan Ilehet a trinomialis fan swaption-t arazni, illetve milyen tovabbi

szamitasok elvégzése szikséges a szdrmaztatott termék ardnak meghatirozisdhoz. A
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tovabbiakban is azt a példat hasznidlom a modellezés szemléltetéséhez, amelyet a faépités
soran alkalmaztam.

A swaption harom legfontosabb paramétere, hogy melylkk idéponttdl indul,
hanyszor van csere a Tenor alatt (azaz hany FRA-t tartalmaz), illetve hogy mikor van a
lejarata. Annak érdekében, hogy fel tudjam hasznalni azel6z6 példat, a swaption lejaratat
Ot évben defnidlom, a kezdeti iddpontjat pedig két évben, illetve felteszem, hogy évente
egyszer torténik kamatfizetés, az év végén, amelynek valtozd kamata az el6zd év végi
egyperiodusos kamatlab alapjan hatarozodik meg. A swaption ¢lettartama alatt tehat 3-
szor torténik a kamatlabak alakuldsa alapjan pénziramlas cseréje. A 8. dbran a téglaalap
jeloli, hogy honnan indul a swaption.

A swaption arazasa soran elsé Epésként meg kell allapitanunk, hogy hany részfat
kell majd felépiteniink. Minden egyes ilyen részfa egy-egy haroméves swap-ot jelenit
meg, ¢és az ezekre kapott arak hatdrozzak majd meg a swaption értékét. A swaption
trinomialis faval torténd arazasa soran tehat annyi swap arat kell meghataroznunk, ahany
lehetséges pont van a kamatlabfan a swaption kezdetének idépontjaban.
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13. 4bra Részfik kezddpontjai (Sajat szerkesztés)

Mindegyik részfa esetén mas €s mas lesz a pillanati kamatlabak dinamikéja, és
ezaltal mas-mas arakat fogunk kapni a swapokra. Az egyes részfak megvalosulasanak
valoszinisé geivel kell sulyozni a kapott arak poztiv részét (a swaption opcio jellege
miatt), hogy megkapjuk a derivativa kamatlabfa altal meghatarozott értékeét.

Esetinkben mivel a swaption a masodik év végén kezdddik, ¢és a

kamatlabfolyamat itt otfele értéket vehet fel, ezért 6t ilyen részfat kell kialakitanunk a
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modellezés soran. Ez a szam fligg mind a felsd, mind az also levagasi szinttdl, azonban
ebben a példaban ezek nem befolyasoljak, ugyanis csak a késobbi idépontokban van
LJnegmetszve” a fa. Az Ot részfa kiilonbozd kamatldb-dinamikajanak megvaldsulasait
mutatja be a 14. abra.
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14. abra A részfakon lehetséges rovid kamatlabak szerkezetei (Sajat szerkesztés)

A 14, dbran lathatd, hogy minden egyes részfa a masodik év végétél indul, és az
otodik év végéig tart, illetve hogy a levagasi szintek hogyan hatnak arra, hogy mikor kell
attérni az alternativ eldgazasi formakra. Az is lathatd, hogy ahogy haladunk az E pontbol
kezd6do részfatol az I pontbdl kezdddd részfaig, gy a pillanati kamatlabak egyre kisebb
értékeket vesznek fel a modellezett iddszak soran.

Minden egyes részfa esetén ezek alakulasdbol meghatarozhatdo egy-egy
hozamg6rbe, valamint ez alapjan a valtozd kamatlab kifizetéseit meghatdroz6 forward
gorbe. Ezen adatokat tartalmazza az Ot részfa esetén a kovetkezO két tablazat.

Diszkontfaktorok

2D3 2D4 2Ds
E pont 0,907 0,820 0,739
F pont 0,923 0,847 0,774
G pont 0,939 0,876 0,811
H pont 0,956 0,905 0,850
I pont 0,973 0,962 0,891

10. tablazat Egyes részfakon megvalosuldo hozamgorbék pontjai (Sajat szerkesztés)

Forward kamatok

2F3 2F4 2Fs
E pont 10,21% 10,68% 10,98%
F pont 8,31% 8,97% 9,43%
G pont 6,45% 7,29% 7,91%
H pont 4,63% 5,63% 6,41%
I pont 2,83% 3,99% 4,92%

11. tablazat Egyes részfakon megvalosuld forward kamatlabak (Sajat szerkesztés)
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Adott fix kamatldbak mellett meghatarozhatd ezek utan mind a payer mind a receiver
swapok értéke. Dolgozatom soran csak payer swaption-nel foglalkozom, igy példamban
is ennek érzékenységét mutatom be. Természetesen minél nagyobb az a fix kamatlab,

amelyet nekiink kell fizetniink, annal kevesebbet érnek a swapok. Ezt mutatja be a 12.

tablazat.
Swap értékek

0% 4% 8%
E pont 26,133 16,269 6,407
F pont 22,584 12,405 2,227
G pont 18,864 8,358 0
H pont 14,964 4,120 0
| pont 10,877 0 0

12. tablazat Egyes részfakon megvalosuld swapok értéke (Sajat szerkesztés)

Lathato, hogy ahogy noveljik afix kamatlabat, ugy csokken minden részfa esetén
a kapott swap értéke. Ha a kamatlib 4% illetve 8%, egyes pontoknial mar negativ
értékeket kapnank (a forward kamatlabak masodik év végére visszadiszkontalt értékinek
Osszege Kisebb, mint a fix kamatlabak visszadiszkontalt értékinek Osszege), azonban a
swaption opcids jellege miatt ezekben a pontokban az egyes részfak altal modelleze tt
swapok értéke nulla. Ennek az a kovetkezménye, hogy a swaption értéke egy darabig
linearis fliggvénye a fix kamatldbnak, azonban egy szt utdn mar elkezd gorbiilni.

A modellezés utols6d épéseként a swaption értékét ugy tudjuk meghatdrozni, hogy
az egyes részfak esetén kapott swapok értékét sulyozzuk annak a valosziniiségével, hogy
mennyi esély van arra, hogy eljussunk abba a pontba, amelyb6l a részfa kindul.
Szerencsére ezek a valoszinliségek a rendelkezésiinkre alinak, ugyanis a hozamgdrbéhez
valo igazitds sordn mar meghataroztuk ezen pontok komponensarait. A példaként arazott
swaption értéke tehat a fix kamatlabak fliggvényében a kovetkezoképpen alakul, ha a
névérték 100 dollar (15. abra):

34



20 T T T T

16_\ ............ , ................. ................. ................. .................
5 N
B2 R e ................. e ]
o : \\ : : ;

Q) 3 .
5 =, : : :
5 N : ;
= R N B SRt R R AN D e S e R RN PR SRR SRR Ry
U
@ PN : ?
P = :
W R T TRTIN.  WERI o > g .................
f\ :
: P 4

0 i ] 1 -*'—'“-«&—-

0 2 4 (5] 8 10

Fix kamatlab (%)

15. abra A swaption kamatlabfa altal szamolt értéke a fix kamatlab fliggvényében (Sajat

szerkesztés)

8. Swaption arazasa zart képlettel

Ebben a fejezetben a Hull-White kamatldbmodell esetén az analitikus érték
kiszamitasahoz sziikséges fogalmakat, egyenleteket mutatom be, ez a rész a Bringo —
Mercurio (2006) konyv alapjan késziilt.

Az elemi kotvények arfolyamat a kovetkezd képlet adja meg:
P(t,T) = A(t, T)e BEDT® (8.1)
ahol A és B értéke a kovetkezd két egyenlettd]l fligg:
B(t,T) ==[1- )] (8.2)

PM(0,1)
PM(o,t)

A6, T) = exp{B(t,T)fY(0,0) = Z-(1 - e*)B(1,T)?} (8.3)

Lathato, hogy az egyenletek az elemi kotvény arfolyamat a t idépontban megfigyelhetd
pillanati kamatlab és a mai kotvényarfolyamok fliggvényében adjak meg. A képletben
szerepld fM(0,t) parcialis derivalt értéke a kovetkezd becsléssel elég j6 pontossaggal

kozelithet (e legyen egy nagyon kicsi szam) (Hull, (1999)):

InP (0,t+&)—InP (0,t—¢)
2€

(8.4)

A swaption zart képletének meghatdrozasahoz sziikségiink van azelemi kotvényre

sz0l6 eurdpai vételi opcido (ZBC) képletére, amelyet a kovetkezd egyenlet fejez ki
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ZBC = P(t,S)®(h) — XP(t, )P (h — a,,), (8.5)

1— e—Za(T—t)
0,=0 TB(T,S) (8.6)

1 InP(tS) o,

P —+_
o, P(LTIX ' 2

ahol

h=

A képletben szerepld X az opcid kotési arfolyamat jelol, @ pedig a kamatlabak
dinamik4janak normalis eloszlasara utal.
Ennek analogiajara az eladasi opcid (ZBP) értéke a kovetkezo

ZBP = XP(t,T)®(—h+ 0,) — P(t,S)®(—h) (8.8)

egyenldsé¢ggel adhatd meg.

A swaption zart képletének meghatdrozasa sordn ugy is tekinthetiink ra, mint egy
kamatfizetéssel rendelkezd kotvényre sz0l6 opciora. Ezekre a kamatszelvényes
kotvényekre szold eurdpai opciokra fejlesztett ki Jamshidian egy modszert, ami alapjan
diszkontkotvényekre sz0ld opciok sorozatara lehet bontani ket (Hull (1999)).

Ezt az eljarast alkalmazva kapjuk meg az analitikus arat. Nézziink egy olyan payer
swaption-t amelynek a fix kamatlaba X, a névértéke N, és jogot biztosit a tulajdonosanak,
hogy to=T id6pontban belépjen a kamatcsere ligyletbe, amely cseréinek idépontjai
Tau=(t1, to, ..., tn), ahol t1>T. Jelolje 7i az egyes cserék kozotti iddpontok hosszat, €s Cia
kamatszelvények értékét, vagyis Ci=Xzi ha i=1, ..., n-1, illetve ch=1+Xxi.

Jamshidian eljardsdnak Iényege, hogy atstrukturdlja ezt a kamatszelvényes
kotvényt egy diszkontkotvénnyé, amelyet mar az erre sz0lo cladasi illetve vételi opcid
arazasi képletével értékelni tudunk. Ehhez szikséges megkeresni azt a kamatlibat,
amelyre teljesiil a kovetkezd egyenldség:

Ly GA(T, t)e BT = 1 (8.9)

Ha ez megvan, akkor ennek segitségével az elemi kotvényre sz0l6 vételi opcioban

meghatarozott kotési arfolyamot a kovetkezd képlettel kapjuk meg:

X, = A(T, t)e BTt (8.10)
igy apayer swaption ara a t<T idopontban ezen elemi kotvényekre szoldo opciok értékének
Osszegébdl adodik:

PS = N X, c;ZBP (8.11)
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Természetesen megadhatd képlet a receiver swaption-ra is:

RS=N Y™, c,ZBC (8.12)

Dolgozatom soran csak payer swaption modellezésével foglalkkoztam, amelynek
néhany tulajdonsagat emelném ki a fejezet végén. Ebben ez esetben, mivel a tulajdonos
fizeti afix kamatlabat, a swaption értéke ezzel forditottan aranyos. Egy adott tartoma nyon
szinte teljesen linearis, azonban a szarmaztatott termék opcids jellege miatt az
részvényekre sz0lo opcid ardhoz hasonldan egy id0 utdn itt is megjelenk a gorbiilet.
Ahogy noveljik a Tenor hosszat, tigy né a swaption ara is, hiszen ebben az esetben azonos
cserélési fiekvencia mellett tobbszor kapjuk meg a valtoz6 kamatldbat. A kovetkezd két

abra is ezt két emlitett tulajdonsagat szemlélteti a pénziigyi derivativanak.

20 T
[ —+—T=4
1 : T=5
| —+-1=6
16 1
E R 3 : s
I b B O N e A E
£ *\\ \Q(— swaption (ﬁ)zg rate=4%, T=6}
5 i T ’ % 3 :
5 R e : 5
. 8_ LT AR o, DA \ ......... B R .................
& ah\ * : :
& Sh ¥ ¢ :
R N ;
Sk % :
. B e R R R : \\\ ,,,,,,,,,,,,,, .................
*_ \\% :
S :
B
0 i 1 1 -*h'““\—-*-l?_s-n_
u] 2 4 B 8 10

Fix kamatlab (%)

16. abra A swaption analitikus képlet altal szamolt értéke a fix kamatlab fliggvényében (Sajat szerkesztés)
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17. dbra A swaption analitikus képlet altal szamolt értéke a fix kamatlab fliggvényében (Sajat szerkesztés)
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Jol latszik, hogy az elsd esetben a T=4-ben lejaratd swaption minden egyes fix
kamatlab esetén nagyobb értéket vesz fel, mint a masodik abran (az elsé esetben a Tenor

hossza 2 év, mig a masodikban 1 év).

9. Swaption arazisa Monte Carlo szimulicioval

Mint ahogy mar korabban emlitettem, mivel a Black-Karashinski modell esetén nem
letezik zart képlet a swaption ¢€s egyéb bonyolultabb derivativak arara, ezért nem tudom
kikeriilni, hogy Monte-Carlo modszerrel ellenérizzem a kamatlabfa pontossagat.

Altaldinosan Monte-Carlo modszer esetén a megfeleld sztochasztikus folyamat
paramétereinek  megkeresése utdn a rovid kamatldbak sorozatat szimuldljuk
kockazatsemleges vilagban akér tobb tizezerszer is. Minden egyes trajektroia soran
kiszamoljuk a szarmaztatott termék értékét a lejarat idépontjdban, majd ezeknek a
szimulalt valtozonak vessziik a jelenbeli értékét (a szimulalt kamatlabpalyat haszndlva
ennek meghatdrozdsa soran). Ha elég nagy szamban elvégeztik a kisérletet, akkor
kiszamolhatjuk a diszkontalt kifizetések szamtani atlagat, amely megadja a kapott
szarmaztatott termék arat (Hull, (1999)).

Esetiinkben mivel swaption-t arazunk ezért duplan kell trajektoridkat gyartanunk,
eloszor a swaption kezdetéig (n), majd ezekbdl a pontokbdl a swaption lejarataig (m).
Természetesen itt is megjelenik a hozamgdrbéhez vald igazitdis mint a trinomialis fa
esetén, ebben az esetben a 6 paraméteren keresztil, amit ugy lehet kivtelezni, hogy egy
adott kezdeti 6 mellett legyartjuk a trajektoriait a kamatlabfolyamatnak, majd minden
egyes diszkrét idopontban (itt is diszkretizdlnunk kell valamilyen szinten a modell
futtatdsa miatt, ezt célszerti rendkiviil kicsi At mellett tenni) kiigazitjuk ezeket azzal a 6-
val amellyel illeszkedik a trajektoridk altal kummulalt hozam atlaga a piaci
hozamgdrbéhez. Ezek utdn a swaption kezdeti id6pontjab6l minden egyes trajektoria
esetén Ujabbakat nditunk ¢és az altaluk implikalt forward hozamgorbe alapjan allaptjuk
meg a swap-ok kifizetésit, majd ezeket visszadiszkontdlva aswaption kezdeti idépontjara
azok arait. Ezeknek a swaption kifizetésfiiggvényének segitségével vesszik a pozitiv
részét, atlagoljuk, ésa t=0 idOpontra diszkontdlva kapjuk meg a swaption arat. Tehat ha
n*m darab trajektoriat gyartunk a szimulacié soran akkor n darab swaptionarat kapunk és
ezeket atlagolva kapjuk meg a végleges értéket. A kovetkezO abra azt mutatja be hogy az
elozo fejezetben hasznalt modell paraméterei mellett n=3 és m=6 trajektoria esetén hogy
néz ki a pillanati kamatldb alakulisa. Ha ezeket haszndlndnk a szimulacid soran akkor

Osszesen 3 darab swaption ar atlagolasaval kapnank meg az elméleti arat.
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18. 4bra Swaption 4razésahoz hasznalt trajektoridk (Sajat szerkesztés)

Célszeri azt megvizsgalni, hogy a kétfajta trajektoriabol milyen ardnyban
érdemes szimuldlni, egyrészt konvergencia sebessége, masrészt az szamitdsi 1d6
szempontjabol. A 19. abran a korabbi fejezetekben emlitett hozamgorbe és T=4 illetve
Tenor=2 paraméterek mellett araztam swaptiont Monte Carlo szimuldcioval haromféle
bedllitas mellett (n és m trajektoridk ardnya), és megnéztem, hogy ezek hogyan
konvergalnak az analitikkus értékhez (Hull-White kamatldbmodellt haszndltam, hogy
tudjam egy adott értékhez hasonlitani a szimulacidkat, és donteni arr6l, hogy milyen

aranyban érdemes a kétfele trajektoridk szamat meghatarozni).
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19. abra Kiilonb6z6 Monte-Carlo szimulaciok konvergenciaja (Sajat szerkesztés)

Mindharom szimulacié soran Osszesen egymillio trajektoriat gyartottam azonban
mas felosztasban. Az elsé esetben a swaption kezdetéig 5000-et (n) majd ezek
végpontjaibdl 200-at (m), a masodik esetben 1000-et (n), és ezekbdl Gjabb 1000-et (m),
mig a harmadik esetben a swaption kezddpontjaig 200-at (n) és a swaption Tenor részére
5000-et (m). Az abra alapjan lehet latni hogy leggyorsabban abban az esetben konvergal
a szimuldcionk ha ardnyaiban n nagyobb azaz a swaption kezdete elotti rész modellezése
»inomabb”, mint a swaption ideje alatt. Ha a szamitasi sebességet vizsgaljuk akkor az
elsé szimulacio tartott a legtovabb (450 mp), a masodik (420mp) és a harmadik (400mp)
ennél rovidebb volt, azonban nem jelentds mértekben (6,5%, illetve 11,7%), igy a

késobbiekben a modellezés soran ezt a fajta szimulaciot fogom hasznalni.
10. Kamatlabmodellek numerikus érzékenységvizsgalata

TDK dolgozatom utolsé részében bemutatom, hogy a kamatldbmodell trinomialis
fara torténd diszkretizdldsa sordn megvalasztott paraméterek mennyire befolyasoljak
annak arazasi képességét. Azt fogom vizsgalni, hogy a csomdépontok tavolsaganak, illetve
a levagasi szintek valtoztatdsanak milyen hatdsa van a trinomialis fa altal adott swaption-

arra, és hogy ez mennyivel tér el az analitikus képlettel kapott értéktol.
10.1.A Hull-White trinomialis modell érzékenységvizsgalata
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Ahogy mar a Hull-White trinomialis fa modell bemutatasakor is részleteztem van
egy-egy intervallum, ahol a modellezés soran alkalmazott elagazasi formak atmenet-
valoszinliségei a [0,1] tartomanyba esenek, azonban azt nem adja meg a cikk, hogy mi az
optimalis levagasi szint, és hogy ezt hogyan célszeri bedllitani. Termszetesen ezt nehéz
i5, hiszen az egyes szarmaztatott termékek esetében cltéré lehet. A tovabbiakban azt
fogom vizsgalni, hogy az altalam valasztott derivativa (Swaption) arazasa esetén mi
torténik, ha az eredeti cikk altal javasolttol ettdl eltérden valasztom meg az alsé és felso
levagasi szintet. A kovetkezd négy 4abra bemutatja, hogyan modosul a sztenderd
kamatlabfa, valamint a piaci hozamgobéhez illesztett kamatlabfa annak fliggvényében,
hogy mikor vagom meg a fat.
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20.-23. 4bra A sztenderd fa és a kamatlibfa a levagasi szint fiiggvényében (Sajat s zerkesztés)

Jol lathatd, hogy a levagasi szint modositasdval teljesen kiilonbozd pillanati
kamatlab realiziciok valosulhatnak meg a modellezett idOtav sordn, igy ennek
megvalasztasa hatassal lehet a swaption értékére. Mindkét esetben 6 éves idétdvon
modelleztem a pillanati kamatlabak alakulasat. Elsé esetben az also levagasi szintnek a
cikk altal kijeloltet (2) a fels6 levagasi szintnek egy magasabbat valasztottam (4), igy a

41



kamatldbak alakulisa egy tdgabb mtervallumban tudott megvalosulni, mintha mindkettdt
az ajanlott szintnek megfeleléen valasztottam volna. Masodik esetben pedig a felsd
levagasi szint értékét adtam meg az ajanlott értéknek megfeleléen, és azalsé szint értékét
valtoztatottam. Mivel lathatd, hogy a lehetséges megvalosuld pillanati kamatlabak
eltérnek az egyes levagasi szintek valtoztatdsakor, ezért érdemes azt vizsgalni, hogy ez
milyen hatassal van a swaption arazisara.

A masik szempont, amelyet megvizsgaltam, az az volt, hogy a csomopontok
kozotti idébeli tavolsag (At) milyen hatdssal van az arazas pontossagara. A kovetkezd
abra szemlélteti, hogy mennyire kiilonb6z0 kamatlab-intervallumok valosulhatnak meg,

ha a At-t csokkentem, ezaltal stritve a diszkterizalast.
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24.-25. abra A kamatlabfa a csomdpontok kdzotti tavolsag fliggvényében (Sajat szerkesztés)

Egyik esetben sem alkalmaztam levagasi szinteket, mivel azt szerettem volna
vizsgalni, hogy kizarolag a csomopontok idébeli tdvolsdga milyen hatissal van a
swaption értékére. Ha bedllitottam volna mindkét esetben hogy az ajanlott levagasi
szinteken torténjen meg az alternativ eldgazasi modszerekre torténd attérés, akkor a At
valtoztatasa miatt ez mindkét esetben mas trinomialis fat eredményezett volna, mivel a
Jmin és jmax értéke fligg az egyes csomopontok kozotti idébeli tavolsagtol (At és a
fliggvénye).

Lathat6, hogy itt is jelentésen modosul a megvalosuld kamatlabak intervalluma
az egyes idopontokban, valamint az is, hogy a masodik esetben negativ érétkeket is vettek
fel. Ennek az az oka, hogy a mean reversion-t biztositd levagasi szinteket kiktattam a
modellbél. Fontos megemliteni, hogy a At csokkentésével aranyosan, mégpedig
négyzetesen nd a kamatlidbfa pontjainak szama -elsé esetben 16, masodik esetben 64,
mikdzben At a felére csokkent, ((T/At)? a pontok szama) -, igy az arazis futtatdsa soran

egy adott szint utdn problémaba iitkdzhetiink. A két abra alapjan azt a kovetkeztetést lehet
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levonni, hogy ezt a kérdést is érdemes vizsgdlni az érzékenységvizsgalat sordn, kitérve
arra is, hogy adott paraméterek rogzitése mellett milyen itemben nd az arazis soran
hasznalt program futasi ideje.

Kutatdsomat azzal kezdtem, hogy a levagasi szmtek a kordbbi intervallumokon
belili megvalasztdsa hogyan hat a swaption ardra. A modellezés soran végig payer
swaption-t araztam, igy most is az erre késztett abrakat és Osszefliggéseket mutatom be.
Minden esetben a diszkrét fa kamatldbaibol ado6do swaption értéket hasonlitottam Ossze
az analitikus arral. Rogzitettem a swaption kezdetét, a végét (ezaltal a Tenor-t is), a csere
alatti kifizetések szamat, és a At-t. A kovetkezd abra T=5, At=1, Tenor=3 paraméterek
mellett, a fix kamatlab, valamint alevagasi szintek fliggvényében mutatja a trinomialis fa
altal kapott és az analitikus ar kozotti kiilonbséget.

Mivel hdrom valtozo fliggvényében szdmoltam ki a hiba mértékét, ezért egy olyan
3D-s abrara volt sziikségem, amely valamilyen modon meg tud jeleniteni egy negyedik

dimenzidt is, igy valasztottam az alabbi abrazoldsi modszert.
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26 abra A kétfajta arazasi modszer kozotti eltérés az also és felso levagasi szint illetve a fix
kamatlab fliggvényében (Sajat szerkesztés)
Az abran az X és Z tengelyek jelolik a levagasi szinteket (4 lehetséges alternativa
van mindkét esetben 2, 3, 4, 5, mivel jmin=2 ésN=6) Y tengely pedig a fix kamatlabat. Az
abra melletti szines téglalap segitségével Ilehet megjeleniteni a negyedik dimenzidt,

ugyanis az abran lévé pontok szine jeloli ahiba mértékét, amelyet a névértékre vonatkozo
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bazispontban adtam meg. Ebben az esetben a hiba maximalis mértéke 16 bazispont, mig
a minimalis értéke 0. Ha alaposabban megnézzilk az abrat, lathatjuk, hogy ha a fix
kamatlab 0-4% kozott van, akkor szinte nulla bazispont a hiba, és 12% kortil is nagyjabol
ennyl. Az els@ annak kdszonhetd, hogy ha a fix kamatldbat nullinak valasztjuk, akkor
igaz az, hogy barmilyen At és levagasi szint valasztdsa mellett a trinomidlis fabol kapott
swaption-arnak és a zart képletb6l kapott arnak meg kell egyezniec. Ennek elméleti oka,
hogy ilyen esetben minden csere alkalmaval megkapjuk a forward kamatldbat, mikdzben
nem kell érte semmit sem adnunk, igy a folyamat diszkretizaldsa semmit nem ront az
arazason. A Matlabban torténd programozasom soran Volt ez az egyik legegyszeriibb
modja, hogy ellendrizzem az arazasi programom pontossagat. A kozepes (4-9% kaozotti)
fix kamatldbak melletti érzékenységet érdemes jobban szemiigyre venni, ezért

elkészitettem két fix kamatlab (7%, 9%) mellett a 26. abra egy-egy szeletét.

fix rate=9% fix rate=11%

Kamatlafa és analitikus képlet kizotti hiba (bazisponthan)
Kamatlafa és analitikus képlet kozdtti hiba (bazisponthan)

4
3

4
3

alsé levagési szint felsd levagési szint alst levagasi szint felsd levagasi szint

27-28. abra A kétfajta arazasi modszer kozotti eltérés az also és felso levagasiszint fliggvényében (Sajat
szerkesztés)

A két abra tanulsdga, hogy az alsé levagasi szint megvalasztasatol nem fligg a
swaption értéke, tehat mindegy ebben az esetben, hogy alul j=2, 3, 4, 5-nél vagom le a
fat, ugyanazt az értéket kapom meg a szarmaztatott termékre. Ennek oka a swaption
opcios jellegében keresendd, ugyanis szinte minden esetben — ahogy mar kordbban a 12.
tablazatban is lattuk — az alacsony kamatldbakhoz tartozd részfak esetén a swap értéke
nulla lesz fgy mindegy, hogy alul hol vigom le a fat, ugyanis csak ezeket a nulla értékeket
veszitem el a részfak swaparainak Osszegzése soran. Természetesen a reciver swaption
esetén ez az alltas a felsd levagasi szintekre ugyanigy igaz a Szimmetria miatt.
Erdemesebb tehat azt vizsgalni, hogy a fix kamatldb és a felsé levagasi szint
figgvényében hogyan valtozik az arazisi hiba mértéke. Ezt jeleniti meg a 29. 4bra.
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29. abra A kétfajta arazasi modszer kozotti eltérés az felsd levagasiszint illetve a fix kamatlab
fiiggvényében (Sajat szerkesztés)

Két dolgot érdemes észrevenni az abran. Egyrészt egyes fix kamatlabak mellett
(7%, 9%) a vonal vége meghajlik, masrészt a hiba mértéke nem linearis fliggvénye a fix
kamatladbnak, az alacsonyabb ¢és a magas értékek esetén nulla, a koztes értékeknél pedig
latszolag ,0ssze-Vissza” mozog. Az elsé észrevételt mar az el6z0 két abran is fel lehetett
fedezni, ugyanis ha a fels6 levagasi szintet valtoztatjuk, egyes esetekben azonos (3, 4, 5),
maskor kiilonb6z6 mértékli hibat kapunk (2), mikézben a fix kamatlab értéke rogzitett
(7% vagy 9%, 27-28. abra). Ennek oka, hogy nem mindegy hogy a swaption kezdete elott
vagy utan vagjuk meg a fat. Esetiinkben a swaption a masodik évt6l indul el, ezért nem
kiilonbozik a hiba mértéke az azutan torténd levagasok esetén (a levagas szintje nem
befolydsolja az arazas pontossagat), viszont ha a kezdeti id6pontban vagy eldtte vagjuk
meg a fat akkor ettdl eltérd értéket kapunk. A masodik észrevétel oka a diszkretizalas
tényében keresendd, a trinomialis kamatlabfa struktiraja okozza ezt a ,Ossze-vissza”
ugralast a hiba mértékében, erre késobb kitérek majd hogy pontosan miért.

Meg szerettem volna azt is vizsgalni, hogy a At valtozasa hogyan hat az arazisi
hiba nagysagara, ezért rogzitettem a swaption kezdetét, lejaratat, a csere alatti kifizetések
szamat és a levagasi sznteket is (sehol nem vagtam meg a fat), ¢s kiilonb6z6 At-k mellett
vizsgaltam a két arazdsi modszer kozotti eltérést. A kovetkezd abra T=5, Tenor=2
paraméterek mellett, levagasi szint alkalmazasa nékiil afix kamatlab és At fliggvényében

mutatja a trinomialis fa altal kapott, valamint az analitikus ar kozotti kiilonbséget.
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30. abra A kétfajta arazasi modszer kozotti eltérés a At fliggvényében (Sajat szerkesztés)

Az édbra alapjan harom kovetkeztetést érdemes levonni. Egyrészt, itt is lathato,
hogy a fix kamatlab fliggvényében a hiba mértéke nem linearis, hanem nagyon
valtoz€kony, masrészt egy adott kamatlibra nézve annak kozelében elég nagy mig
tavolodva téle csokken, illetve szimmetrikus erre a pontra, harmadrészt €z a pont
figgetlen a diszkretizalds mértékétdl. Ezenkiviill érdemes azt is megjegyezni, hogy
ahogyan stritjiik a kamatlabfin a pontok szamat, gy javul diszkrét arazas pontossaga.
Az abra alapjan érdemes megvizsgélni, hogy mi a kitiintetett fix kamatlab oka, kiilonb6z6
swaption-ok esetén ez hol helyezkedik el illetve hogy miért nagyobbak a pozitiv
tartomanyban 1évd hibak a negativ tartomanyban 1évoknél, és hogy miért kiilonboznek a
forduldpontok (fent konkav, lent csticsos).

Ehhez elkészitettem egy abrat (31. abra), ami csak abban tér el az el6z6t6l, hogy
T=6, igy a Tenor=3. Jol lehet latni egyrészt hogy teljesen hasonldban néz ki az abra az
el6zohoz, illetve hogy ugyanarra a fix kamatldbra szimmetrikus a fa diszkretizaladsabol
ad6do hiba.
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Kamatlabfa és analitikus képlet kazatti hiba (bazispont)

Fix kamatlab (%)

31. abra A kétfajta arazasi modszer kozotti eltérés a At fliggvényében (Sajat szerkesztés)

Mivel a két abra abban egyezik meg hogy a swaption kezdete T=3, ezért az indok
ebben keresend6. Véleményem szerint ez a kitlintetett pont az adott T idopontban
(swaption kezdete) a folytonos kamatlabfolyamat varhato értékével van Gsszefliggésben.
Erdemes tehat megnézni, hogy ebben az iddpontban mi az eltérés a folytonos folyamat és

a diszkrét folyamat varhatd értéke €s szorasa kozott, ezt jeleniti meg a 13. tablazat.

dt Atlag Széras Atlag Szoras
1 0,0578 0,0128 0,0625 0,0135
0,5 0,0578 0,0128 0,0603 0,0131

0,25 0,0578 0,0128 0,0591 0,013
0,125 0,0578 0,0128 0,0585 0,0129
0,0625 0,0578 0,0128 0,0582 0,0129

13. tablazat: Konvergencia sebessége a At fliggvényében (Sajat szerkesztés)

A tablazat alapjan lathato, hogy ahogy csokkentjik At-t Ggy konvergdl egyre
jobban a diszkrét folyamat varhatd értéke a folytonoshoz, ami megmagyarazza hogy miért
csokken az eltérés ahogy egyre kisebbek a diszkrét idokozok a fan. Megvizsgaltam azt is,
hogy ez a konvergencia hogy valtozik az id6ben ezért épitettem két T=5 éves (At=1 és
At=0,5 mellett) kamatlabfat, és megvizsgaltam hogy ahogyan iddben haladunk eldre
hogyan kozelit a diszkrét fa pontjaibol kapott varhatd érték a folytonos modell varhatod
értékéhez (32-33. abra).
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32-33. abra A kétfajta arazasi médszer kozotti eltérés a At fliggvényében (Sajat szerkesztés)

A két abra alapjan egyrész ki lehet jelenteni hogy ahogy megylink elére az idében
ugy konvergal a diszkrét folyamat varhato értéke a folytonoséhoz, illetve azt is hogy ez
alacsonyabb At mellett gyorsabb. Mindketté oka, hogy egyre tobb pontban torténik meg
a diszkretizalas, igy egyre jobban hasonlit a fa a folytonos folyamathoz. Jol lathatd, hogy
a diszkrét folyamat varhato értéke pontosan a fakdzépnél van, ez a mar korabban emlite tt
szimmetrikus atmenet-valoszintiségek kovetkezménye.

Ugyanakkor azt is meg kell magyardzni még hogy miért ,0ssze-vissza” valtozik
a hiba mértéke a fix kamatlab fliggvényében. Mint ahogy kordbban emlitettem ez a
folytonos folyamat diszkretizalasdbol adodik, és egy példaval szemléltetném. A 34. dbra
azt mutatja be hogy kiilonb6z6 k-k esetén mi az eltérés akozott ha kintegraljuk a max(0,
x-K)-t fliggvényt gy hogy x standard normalis eloszlasti, és Gsszehasonlitjuk egy olyan
kozelitéssel, ahol a standard nomralis eloszlast diszkretizaljuk eloszor majd ezen diszkrét
eloszlas szerint szamitjuk ki az integralt. Az ok tehat a diszkretizalds, illetve a derivativa

opcios jellege.
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34. abra A diszkrét és folytonos integralas kozotti eltérés (Sajat szerkesztés)
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Teljesen hasonld abrakat kapnank akkor is ha egy eurdpai részvényopciot
értékelnénk trinomialis faval és azt vetnénk Ossze annak analitikus (Black-Scholes)
értekével. A kordbban emlitett érdekessség, miszerint egy adott fix kamatlab kornyékén
nagyobbak az eltérések a két modszer kozott, mig attol tavolodva csokkennek annak
koszonhetd, hogy az ntegralasi hibat milyen ratdk mellett kovetjiik el. Ha az a fan az also
kettd vagy fels6 kettd pont koriil van a a fix kamatlab akkor a kifizetési fliggvény jelentds
részén nem hibdzunk, mig ha a fa kozepén van a fix kamatldb akkor
Hkiegyensulyozottabb” a hibazds mértéke. Vagyis max(0, x-k) kintegralasa esetén kis fix
kamatlabak esetén aranyaiban a swaption értékéhez képest kis hibat kapunk, mig nagy fix
ratdk esetén nagyot, ugyanakkor ezek sulya kicsi lesz, ezért kicsi a hiba mértéke a fent
bemutatott abrakon ezeken a részeken, ugyanakkor a varhato érték korili rate-ek
kornyékén magas.

Meég egy dolgot érdemes észrevenni a 30. és 31. abra kiilonbségébdl, mégpedig
hogy azonos At esetén utobbinal nagyobb az eltérés mértéke. Ennek oka pedig az hogy
az eltérés mértéke ardnyos a swaption futemidejének (Tenor) hosszaval, ésez az elsé 4bra
esetén 2 év a masodiknal pedig 3 év.

Mivel a Black-Karashanski modell feépitése csak a masodik 1épésben térel a Hull-
White trinomidlis fatol, ezért érdemes megnézni, hogy ezek a megallapitott tények ott is
teljestilnek-e.

10.2. A Black-Karashanski trinomialis fa érzékenységvizsgalata

A kovetkezé abra az ismételten az mutatja, hogy a diszkrét fabol adodo swaption

ar mennyire tér el a Monte Carlo szimuldcioval kapott artol.
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35. abra A Monte Carlo szimulacio ¢és a fa kozotti eltérés a At fliggvényében (Sajat szerkesztés)

Ugyanazok a jellegzetességek figyelhetdek meg itt is, ami annak a
kovetkezménye, hogy akét fa épitése csak a piaci hozamgdrbéhez vald igazitads Epésében
kiilonbozik. Mivel lattuk az abrakon mindkét modell esetén hogy ahogy csokkentjik At-
t egyre tobb diszkrét pont jon létre a fan a swaption Kezdetének idépontjaban, ésigy egyre
kisebb a hiba az analitikus (Monte Carlo szimulacioval kapott) illetve a fa altal kapott
swaption érték kozott, ezért felmeriil a kérdés hogy At csokkentésén kiviil hogyan lehet
még javitani a modell pontossagat, amire a kovetkezd fejezetben egy megolddsi modszert

mutatok.

11. A Hull-White tinomialis fa altalanositasa

Mivel az arazas szempontjabol a fan swaption kezdeti id6pontjdban lévd diszkrét
pontok szama jatsza a legfontosabb szerepet, ezért ebben a fejezetben megvizsgalom
hogy ennek ndvekedését At csokkentésén kiviil hogyan lehet még elérni. Az altalam
vizsgalt médszer erre a problémara hogy trinomidlis fa helyett 5 illetve 7 felé agazd fakat
szerkesztek, és ezekkel modellezzem a diszkrét ecloszlast. Ezek szimmetridgja, és a
trmomidlis fahoz valé hasonlosdga miatt késdbb az modell altalainosithatosdgat 2*n-1
elagazasra is meg lehet majd vizsgalni.

A faépités a trinomialis esethez hasonloan itt is kétlépcsds, €s r* valtozasanak 5
felé agazo fa esetén 5 lehetséges kimenete van: vagy novekszik 2Ar-el, illetve Ar-el, vagy

valtozatlan marad, vagy csokken Ar-el, illetve 2Ar-el. Ezen kimenetek valoszinlisé gei
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rendre Puu, Pu, Pm Pd €s Pdd. Hét felé agazd fa esetén még ehhez adodik 2 tovabbi kimenet
amikor 3Ar-el-nd, illetve csokken ugyanennyivel az r*, ezek valoszinlisége Puuu és Pddd.
Az emlitett eldgazdsi mintdkat alapjan felépitett sztenderd fikat a 36. és 37. é4bra, a
hozamgorbéhez igazitott kamatlabfat pedig a 38. és 39. abra mutatja.
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36-39. abra Kamatlabfak 5 és 7 felé elagazas esetén (Sajat szerkesztés)

Természetesen itt is be kell majd vezetniink alternativ eldgazasokat 5-0s fa esetén
ebbdl 4, 7-es fa esetén 6 darab van. Az atmenet-valoszinlségeket a trinomialis fahoz
hasonléan it is ugy kapjuk meg hogy a diszkrét és folytonos folyamat momentumait
egyezOvé tessziik. Mivel itt mivel tobb valtozd van (5 esetén plusz 2 7 esetén plusz 4)
ezért magasabb rendli momentumokat is figyelembe kell venniink. A 14. tdblazat ezeket

u*+ 6u?0?+ 30
u® + 10u30?+ 15u0*
6 ub + 15u%*c? + 45u%0* + 150°

mutatja.
1 Iz
2 ‘le + 0-2
3 u3 + 3uc?
4
5

14. tablazat: A normalis eloszlas magasabb foki nem centralis momentumai (Sajat szerkesztés)

A kovetkezd par bekezdésben csak az 5 felé 4gazd fa esetén vezetem le az
atmenet-valosziniiségek egyenleteit, de ezt 7-re teljesen hasonld modon lehet megoldani.
A megoldand6 egyenletrendszer 5 fele 4gazo fa normalis eldgazisa esetén igy néz ki

P (DN28r + p,(DAT + 0+ py(N(=AT) +pya(N(—24r) = jArM
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D) QA+ 0, (D(AT)* + 0+ pa() (—AT)? + pa (N (—24r)* =V + (jArM)?
Puu() @Ar)3 +p, (DA + 0+ pa() (A1) + paa(D(—247)% = 3(ArM)V + (jArM)?
DD QAN +p, (DAY + 0+ () (=Ar)* + p (N (—247)* = 3V 2+ 6(JArM)?V + (jArM)*
D) A1) + 0, (DAY + 0+p () (=AT)° + p (D (—24Ar)° = 15 GArM)V % + 10GArM)3V + (jArM)®
A trinomidlis esethez képest plusz 2 egyenletet kellett felirnunk annak
kovetkeztében hogy 2 {j valtozonk van (pu, €s pdd), azonban a megolddsi modszer

teljesen hasonld. A elsé és a harmadik egyenletbdl adodik, hogy:
2Py, (0) + p, (0) = p4(0) + 2p,44(0)
8Py (0) + P, (0) = p,(0) +8py,(0)
Ezekbdl azonban csak arra tudunk kovetkeztetni, hogy
Puu = Paa
Pu = Pa

a kettd aranyrdl az egyenletek alapjan nem tudunk pontosat mondani, ezért ezt egy vmi

valtozoval definidlom:
Puu = VMU * Py,
Ezek alapjan a masodik és a negyedik egyenldségbdl adodik dr, azonban ez nem egy
pontos szam lesz, hanem egy vmi-t6] fliggd érték.
4p, *vmi + py + py + 4p, * vmi = V/Ar2

16p, *vmi +p, + p, + 16p, * vmi = 3V

Ar = 24 vmi + 6
"= 132 vmi+ 2

Tehat ha tobb felé agaztatjuk a fat (5 vagy akar 7 felé), akkor nem tudunk egy pontos Ar

/pre

értéket meghatarozni, hanem csak olyat ami pu és pw aranyatol fligg. Ezt ki lehetne
kiiszobolni azzal, hogy bevonunk még egy magasabb rendli momentumot és azt is
egyenlové tessziik a diszkrét és folytonos folymat esetén eziltal egzaktul megoldhatova
téve az egyenletrendszert azonban ekkor az 5 fele 4gaz6 fa esetén olyan egyenldsé gnek
kellene teljesiilni-e  vmi-re  (2.-k és 4.k, illetve 4.-ik és 6.-ik momentumok
egyezdségébdl), amelynek gyoke negativ.

3(8vmi+2) 5 (32vmi+2)
_— = —
32vmi+2 3 (128vmi+ 2)
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Ez azt jelentené, hogy pu és pw ellentétes eldjelii lenne, vagyis ezek kozil egykk negativ.
Természetesen ez nem hasznalhatd atmenet-valdosziniiségként a modelliinkben, ezért
kielenthetjik, hogy 5 felé agazd fa esetén nem tudjuk egyezdvé tenni a folytonos és a
diszkrét eloszlas 6-ik momentumat, és eziltal nem tudunk pontos Ar-t meghatirozni a
modellben. Késébb kitérek majd még arra, hogy ez a rugalmassaga a modellnek
elonyként vagy hatranyként értelmezheto.

Az normal elagazds atmenet-valosziniségeit a kovetkezd matrixegyenlet

megoldasaval tudjuk megkapni:

— jM

2 1 _1 _2 puu '2M2 +V

411 <Pl _ J /Arz

811 8| |Pa|” jPME+3imMV/,

161 1 16 Paa . . 2
J4M4+6]2M2 V/A-r-2+3V /Ar‘l'_

Erdemes most is megvizsgalni, hogy milyen j-t6] intervallumokon beliil lesznek a kapott
valoszintiségek [0,1] kozott, illetve, hogy az alternativ elagazdsi modszerek
valoszinlisé gei most is anormal eligazis eltoltjai-e. A 40-43-as dbrak ezeket mutatjdk 5-

fele és 7-fele valo elagazas esetén.

Atmenetvaldsziniségek (puu, pu, pm, pd, pdd)
Atrmenetvaldszinliségek (puu, puu, pu, pm, pd, pdd, pdd)
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Atrenetvalészintiségek (puu, pu, pm, pd, pdd)

Atmenetvaldszintiségek (puu, puu, pu, pm, pd, pdd, pdd)

0 -10 0 10 20 30 40
j értéke

40-43. abra Az atmenet-valoszintiségek ,j” fliggvényében (Sajat szerkesztés)

Az abrakrol lehet latni, hogy a valdszinliségek itt is szimmetrikusak (minde gyik
valoszintiségnek megvan a parja amivel a 0-ra nézve szimmetrikus), illetve az eltolas is
megjelenik. Ha az 5 felé 4gazo fat vizsgaljuk akkor az els¢ alternativ elagazas (1 Ar-et
épink fel, 1,2,3 Ar -et le) 1/M-el van eltolva, mig a masodik alternativ elagazas (0 Ar-et
epink fel 1,2,3,4 Ar-et le) pedig 1/M-el. Természetesen az hogy pontosan mik az
intervallumok végpontjai (pl: trinomialis fa esetén -8 és 8) az Ar. fliggvénye. Mivel ha
optimalizaljuk a normalis elagazas intervallumat hossziusag szerint (amire az 5 dtmenet-
valoszintiség 0 és 1 kozé esik) akkor azzal a tobbi elagazas is optimalizilva lesz
(megegyezik az intervallumok hossza, mivel egymas eltoltjai), ezért megkerestem a Ar-
ek azon tartomanyat amely alapjan 0-koril a legnagyobb szimmetrikus ntervallumra jo
eredményeket kapunk az atmenet-valoszinliségekre. Ez alapjan egy korlatos
intervallumot tudok definidlni mind 5 mind 7-felé agazo fa estén is, és amikor az arazas

soran felhaszndlom amodelleket, akkor mar csak ezen intervallumon beliil kell dontenem
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Ar-rol. 5 felé elagazd fa esetén ez az intervallum [1,448%, 1,632%] 7 felé 4gazo fa esetén
pedig [1,256%, 1,275%]. Ekkor 5-fclé agazo fa esetén a valoszinliségek a kovetkezd
intervallumokban lesznek 0 és 1 kozott At=1 esetén (puu: [-28; -12], pu: [-18; -2], pm: [-8;
8], pa: [2; 18], pdd: [12; 28]), mig a 7 felé agazd fa esetén (puw: [-38; -22] puu: [-28; -12],
pu: [-18; -2], pm: [-8; 8], pd: [2; 18], pdd: [12; 28], padd: [22; 38]). Tehat 5 felé agazo fa
esetén 5 évet tudunk csak a normal elagazasi moédszerrel modellezni mig 7 felé 4gazd fa
esetén maximum 3-at (elobbi esetben 2-6t Iép felfele a fa évente, utobbiban 3-at).

A fent emlitett intervallum két szE8Is6 értékét valasztva Ar-nek felépitettem a
kamatlabfakat, €s megvizsgaltam, hogy az ezekkel kapott swaption arak hogyan

viszonyulnak a zart képlettel kapott arhoz.

B
Fix kamatlab (%)
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44-45. abra Az otfelé agazo fa és a zart képlet altal kapott ar kozotti eltérés kozotti eltérés a At

figgvényében (Sajat szerkesztés)

A kordbbiakhoz nagyon hasonl6 dabrdkat kaptunk azonban érdemes arra
felfigyelni, hogy a két dbran vannak olyan fix kamatlabak ahol az egyikk Ar esetén kisebb
a hiba mértéke. Ezeket dbrazolja At=1 mellett a 46. abra.
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T T T T U
—dt=1632%
15 —dr=1,448%

Dikssasasimia .............. .............. i\

Kamatlabfa és analitikus képlet kazotti hiba (bazispont)

Fix kamatlab (%)
46. abra Az otfele agazo fa és a zart képlet altal kapott ar kozotti eltérés a Ar fliggvényében
(Sajat szerkesztés)

rom

Ugyan meg lehetne azt vizsgalni, hogy az adott intervallumon belil 1év6 Ar-ek
kozil melyik esetén illeszkedik a legpontosabban a diszkrét eloszlds a folytonoshoz
(Kolmogorov-Szmirnov probaval), és az alapjan donteni az optimalis Ar-r6l, azonban
véleményem szerint az a rugalmassag, hogy megvalaszthatjuk Ar-t a modellt sokkal
kezelhetobbé teszi, hiszen lattuk a képek alapjan minden egyes fix kamatlabhoz tudunk
valasztani olyat amely mmnimalizdlja a hibat. Megvizsgaltam azt is, hogy a kiilonboz6 fak
esetén rogzitett At (At=1) mellett hogyan néz ki a hiba a fix kamatlabak fliggvényében.
Ezt mutatja meg a 47. dbra:

Kamatlabfa és analitikus képlet kdzétti hiba (bazispont)

Fix kamatlab (%)
47. abra A kiilonbozo fak és a zart képlet altal kapott ar kozotti eltérés a fix kamatlab

fliggvényében (Sajat szerkesztés)
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Az ébra alapjan az a kovetkeztetés vonhat6 le, hogy kiilonbozd fix kamatlabak
mellett nemcsak azt érdemes megvizsgalni, hogy milyen Ar esetén lesz az eltérés mérték
minimalis, hanem azt is hogyan milyen fat érdemes haszndlni. Van amikor a trinomialis
a legpontosabb ugyanakkor van amikor az 5 felé 4gaz6 fa. Természetesen figyelembe kell
venni a szamitasi koltségeket is a modellezés soran, hiszen példaul Black-Karashinski
esetén ahol nem kapunk meg nagyon gyorsan egy-egy analitikus arat, dont6 tényezo lehet
az a modellezés soran, hogy a megfelelé szami Monte Carlo szimulacio fut-e le, vagy a
trinomialis (t6bb-elagazasos) fa.

A futtatasok idejének Osszehasonlithatosaga végett megvizsgaltam, hogy egy
swaption (T=5, Tenor=3) arazisa soran atlagosan mennyi idObe telik a trinomidlis és

tobbfelé agazd fakon meghatarozni az értékét kiilonbozé At-k fliggvényében.

180

150H ——7 ] AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA ]_

120

48. abra A kiilonbo6z0 fak arazasi ideje At fliggvényében (Sajat szerkesztés

Lathato, hogy ha csokkentjiik At-takkor nem linedrisan nd vele a szamitasi igény,
igy elég kicsi At esetén mar meglehetésen hosszu ideig tart kiszamolni egy-egy swaption
arat. Ennek oka, hogy a diszkrét pontok szama trinomialis esetben N2, 5 felé elagazas
esetén 2N2-N, 3 felé elagazas esetén pedig 3N2-2N tehat nem linaris fliggvénye N-nek
(periddusszam). Emiatt egy trade-off jelenik meg az arazas soran a futasi ido, illetve a
kapott ar pontossaga kozott, vagyis komplex feladat donteni a modellek sorrendjérdl.

Ebben a kutatdisomat bemutatd fejezetben bevezetem két U faszerkesztési eljarast

¢s az arazasi képességiiket figyelembe véve Osszehasonlitottam a trinomialis faval Ugyan
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az arazas pontossagat jelentdsen lehet novelni velik (lehet valasztani minden egyes fix
kamatldbhoz egy-egy adott Ar-t ami csokkenti a hibat), azonban futasi idejiik hosszabb,
igy nem lehet egyértelmi sorrendet mondani.

A tovabbi kutatis sordn érdemes lenne megvizsgalni egyrészt hogy mas termékek
esetén mennyire tér el a trinomidlis fabol, illetve a zart képletbdl kapott érték, illetve hogy
milyen mas paramétereket lehet valtoztatni a fan (pl: nem egyenld At a fa felépitése
soran), ¢s azoknak milyen hatdsa lenne a két ar kiilonbségére. Ezenkiviil lehetne
altalinositani a modellt még tobbfele elagazasra, illetve elemezni, hogy hogyan lehet
optimalizalni Ar megvalasztasat egyes fix kamatldbak esetén. Végil azt is fontos lenne
még megvizsgalni, hogy az itegralast hogyan lehet masfeéleképpen megoldani a fan,

ezaltal is csOkkentve a hiba mértékét.
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Konkluzio

Dolgozatom célja a kamatlabmodellek, azon beliil is a Hull-White ¢és a Black-
Karashinski modell bemutatasa, és numerikus érzékenységvizsgalata volt. Mivel kamatlab-
derivativakat két teliesen eltér6 modszer alapjan lehet éarazni - folytonos iddben é€s
diszkretizalas utjan faépités segitségével -, ezért ezeket a modszereket mind elméleti, mind
gyakorlati oldalukrol bemutattam és elemeztem. A kiilonboz6é eljarasok elméleti bemutatasa
utan az egyk leggyakoribb kamatlab-deritvitiva - swaption - arazasan keresztiil
megtapasztaltam ezek elonyeit és hatranyait, melyeket probaltam a részletesen kifejteni. A
modellezéshez megirt Matlab programjaim segitségével a trinomialis fa épitését nagyban
befolyasolo 3 paraméter (csomopontok kozotti id0 tavolsaga, alsd és felsd levagasi szint)
érzékenységvizsgalatat végeztem el Azt vizsgaltam, hogy ezen paraméterek valtoztatasa
mennyiben befolydsolja az analitikus képlet altal meghatarozott pontos ar, és a trinomialis
fabol kapott ar kozotti kiilonbséget. Ezutan megvizsgaltam mi torténik, ha nem harom, hanem

5 vagy akar 7 fel¢ agazik el a fa.

Kutatasom soran tobb kovetkeztetést is levontam. Egyrészt az alsd levagasi szint
modositasa a tobbi paraméter valtozatlansdga mellett a swaption opcid jellege miatt nem
valtoztatja annak arat (payer swaption esetén), masrészt ahogy csokkentem a csomopontok
kozotti idéintervallum hosszat ugy kapok egyre pontosabb értéket a trinomialis fa soran,
azonban ezzel egyiitt jelentdsen nd az adrazashoz hasznalt program futasi ideje is. Emellett az
is megfigyeltem, hogy a diszkretizalds miatt az arazas pontossaga a payer swaption
tulajdonosa altal fizetett fix kamatlab fiiggvényében nem egyenletes. A folytonos folyamat
varhato értéke koriili fix kamatldbra szimmetrikus ¢és a kornyékén joval nagyobb mint attol
tavolodva. Ezenkiviil azt is megallapitottam, hogy 5 és 7 felé agazo fa esetén nem lehet pontos
Ar-t megadni a modellben, viszont ezt nem hatranynak tekintettem, hanem a modell
rugalmassaganak, mivel igy kiilonboz6 fix kamatlabakhoz kiilonb6z6 Ar-t megadva
csokkenteni tudom a hiba mértékét. Végiil azt a kovetkeztetést is levontam hogy nem tudunk
altalinosan donteni hogy melyik a legjobb fa modell az altalam megvizsgalt 3 koziil, mivel
kiilonb6z6 fix kamatlabak esetén eltérd lehet az optimalis, illetve a tobbfele elagazo fak joval
szamitasigényesebbek mint a trinomialis fa

Kutatdsom végére érve elmondhatom, hogy a dolgozatom alatt mélyrehatoan
megismertem a Hull-White és Black-Karashinski kamatlabmodellekett mind folytonos mind
diszkrét szemszogbodl, és sikeriilt az egyik leggyakoribb kamatldbra vonatkozd szarmaztatott
termék aralakulasanak érzékenységvizsgalatat az altalam irt programokkal elvégeznem. Ugy

gondolom, hogy munkdm eredménye ¢€s esetleges tovabbi hasonld kisérletek elvégzése a
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gyakorlatban is hasznosithatd. FErdemes lehet hasznilni a kapott eredményeket olyan
esetekben, amikor nem létezik a derivativara analitikus képlet és a hosszadalmas Monte Carlo
modszer illetve a trinomialis fa kozott kell donteniink, vagy ha fat épitiink akkor hanyféle
elagazdsos modszert alkalmazzunk.

Osszességében ugy érzem, hogy egy értékes alkotast tettem le az olvasd asztalara,

amely jo tAmpontot nyudjthat késébbi kutatasok elvégzéséhez is.
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