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1. Bevezetés

Az eszkozarazas alaptételeinek elméleti megalapozéasa az Arrow-Debreu (1959)
[11] modellhez, Black és Scholes (1973) [4] formuldjahoz, valamint Cox és
Ross (1976) [8| eszkozarazasi modelljéhez kothets. A tételek az altalanosan
ismert alakjukban Harrison és Kreps (1979) [20], Harrison és Pliska (1981)
[21], valamint Dybvig és Ross (1987) [14] nevéhez kothetSk. Az elsG alapté-
tel azt mondja ki, hogy egy piac pontosan akkor arbitrdzsmentes, ha létezik
olyan mérték, amire nézve az alaptermék diszkontalt arfolyamata martingal.
A maésodik alaptétel pedig azt allitja, hogy a modell pontosan akkor teljes, ha
a martingalmérték egyértelmd. A tételeknek pontosabb és altalanosabb defi-
niciojat, valamint a bizonyitasokat Medvegyev Péter: A pénziigyi eszkozok
arazdsanak alaptétele diszkrét ideji modellekben” (2002) |26] cimi cikkében
olvashatjuk. Mivel a szarmaztatott termékek értékét agy szamoljuk, hogy a
jovebeli kifizetés diszkontaltjanak a martingalmérték szerinti varhato értékét
vessziik, a derivativa ara pontosan akkor lesz egyértelmi, ha a piac teljes.
Egy piac nem teljességén azt értjiik, hogy a gazdasaghol eredd bizonytalan-
sdgok nem fedezhetGk a pénziigyi eszkozokkel vald kereskedéssel.

Bar a pénziigyi és biztositasi termékek az elmilt par évtizedben nagy fejls-
désen mentek keresztiil, még vannak olyan kockazatok, amikre nincs fedezeti
lehetség (pl. idgjaras, ugro-folyamatok, egy kereskedett termék sztochasz-
tikus volatilitdsa vagy egy redleszkoz felhasznédlasa - ezekrdl részletesebben
példaul Sztics Balazs Arpad (2012) cikkében[31] olvashatunk). A deriva-
tiva birtokosdnak célja kockédzatanak minimalizalasa, illetve hasznossagfiigg-
vényének maximalizalasa. Mind a hasznossagfiiggvények, mind a kockazati
mértékek az egyén kockdzatelutasitasi hajlamat fejezik ki. A kettd kozotti
kapcsolatra néhany példat lathatunk tobbek kézott Carlo Acerbi (2004) [1] és
Dowd, illetve Cotter (2007) [12] cikkeiben. A 2008-as gazdaséagi valsag utan

kiilondsen hangstlyos szerepet kapott a kockazatalapi arazas, sokan ugyanis



a szarmaztatott termékeket okoljak a valsagért [13].

Dolgozatomban a derivativa aranak alakulasat vizsgaltam diszkrét és foly-
tonos esetben. Diszkrét esetben egy linearis programozasi feladat minimum
és maximum megoldasaként hatarozom meg. Az elméleti hattér, valamint
néhany szamolasi példa talalhato Gotoh, Yamamoto, Yao (2010) [18] cikkeé-
ben is. A cikk leirja az alapvetébb arazasi definicidkat, majd az arbitrazst
egy LP feladatként hatarozza meg. Nem teljes piacon az ar két korlatja
ugyanannak az LP feladatnak a minimalis és maximalis értéke. Az altalanos
arbitrazs definiciojat hasznalva kérdés, hogy mi legyen az elfogadasi tarto-
many, amibe a jovébeli kifizetés értéke eshet, hogy ne legyen arbitrazsra lehe-
t6ség. Ezt a kockazati mérték negativ tulajdonsagaval hozzak Gsszefiiggésbe,
ekkor ugyanis pozitiv nagysagu kockazati prémium vonhato ki a portfoliobol.
Egy szarmaztatott kovetelés kockazatanak fedezésére definidljak a kockazati
mértékhez tartozo fedezési stratégiat, ami egy olyan onfinanszirozo stratégia
valasztasa lehet, ami alapjan képzett portfolio és a szarmaztatott kovetelés
egyiittes értékének jovGbeli varhato értéke nemnegativ, illetve ezen portfolio
kockézata nem pozitiv, ezzel fedezve a derivativa altali kitettség mértékét.

Eladéi és vevéi oldalrol megkozelitve a portfoliot, az LP feladat egy olyan
onfinanszirozo fedezeti stratégia megtalalésa, amivel a kezdeti koltségek ér-
téke 0, lejaratkori varhato értéke nemnegativ és ami fedezi a szdrmaztatott
termékbdl fakado kockdzatokat. Ez a feladat a duélisdnak segitségével atir-
hat6 arra a probléméra, ha a derivativa varhat6 értékének minimumat vagy
maximumat keressiik egy martingalmérték szerint. A Gotoh, Yamamoto,
Yao (2010) és tovabbi cikkek alapjan részletesebben is bizonyitasra keriil a
tétel, miszerint ha az eredeti probléma kielégiti a Slater-féle regularitasi fel-
tételt, vagy az eredeti mértékre teljesiil egy, a kockazati mérték altali feltétel
és nincs arbitrazsra lehetGség, akkor létezik martingdlmérték. A duélis fel-
adat konkrét adatok esetén mar konnyen megoldhato. A targyalt cikk két
példat vizsgal. Az egyik egy hipotetikus feladat, ahol feltessziik, hogy ismer-



tek harom kereskedett eszkéznek és egy szarmaztatott terméknek a kovet-
kezG periddusbeli lehetséges éllapotai. A feladat modellje nem binomiélis,
az arak négyfelé agazhatnak. A szamolas 3 dontési valtozot és 7 feltételt
tartalmazott, igy az Excel Solver program segitségével egyszeriien reprodu-
kalhato volt. A cikk szerzéi az NTT Data nevii japan vallalat altal fejlesztett
Numerical Optimizer program segitségével szamoltak. A programkoédban az
optimalizalasi feladat célfiiggvénye tévesen le lett osztva a lejaratkori alla-
potok szaméval, igy az eredmény negyedére csdkkent a tényleges opcidarhoz
képest. Dolgozatomban a helyes megoldés bemutatasra keriil. A masik ki-
dolgozott példa valos adatok alapjan lett szamolva. Kilenc részvény adatait
vették a Nikkei 225 japan index historikus adatai alapjan. A modell itt egy
tizfelé agazo fa, amit gy generdltak, hogy a részvényeknek vették 10 histo-
rikus hozamét és ezeket hasznaltak fel a lehetséges jovGbeli arfolyamalakulas
modellezésére. A 9 részvénybdl 4-et hasznaltak a derivativa fedezésére, ami
egy 4zsiai put opcié. Igy harom periodusra 1000 végallapoti a kapott fa. Az
optimalizalasi feladatnak 999 dontési valtozoja és 2555 feltétele van. Az Ex-
cel linearis optimalizalas esetén maximum 200 valtozoval tud szamolni, igy a
hasonl6 szdmolasokat R-ben programoztam le.

Dolgozatom tovabbi részében megvizsgaltam két esetet napjainkbol is:
a Google és a Magyar Telekom 2014.03.22. és 2014.03.21-én lejar6 ameri-
kai tipusu call opcidit. Az eredmények a valosdgnak megfeleltek, a piacon
megfigyelt opcidarak tobbnyire a szamolt korlatok kozott voltak.

Folytonos esetben az tin. ,good-deal bounds” drazasi technikat mutatom
be. Jaschke és Kiichler (2001)[23| cikke alapjan tudjuk, hogy a GDB altal
kapott hatarok és a koherens kockazati mértékek ekvivalensek. A Floroiu és
Pelsser (2013)[15] cikk alapjan vizsgalt eurdpai call opcié egy ritkan, vagy
egyaltalan nem kereskedett alaptermékre vonatkozé szarmaztatott kovete-
lés, amit egy, az alaptermékkel korrelaldé kockazatos eszkozzel fedeziink. A

call opci6 értéke a diszkontélt kifizetésfiiggvény varhato értéke. Mivel nem



teljes piacon a fedezés csak részben lehetséges, a sztochasztikus diszkontfak-
tor tartalmaz egy nem fedezhetd kockazati komponenst. A GDB modszer
alapoétlete, hogy a diszkontfaktor volatilitasat korlatozzuk. Bizonyitasra ke-
riil, hogy a fedezhetsé komponens egyilitthatoja megegyezik a kockazat piaci
araval, azaz a Sharpe-mutatoval. Igy a volatilitas korlatozasa miatt a nem
fedezhetd komponens egyiitthatoja egy bizonyos intervallumra korlatozodik.
Ez hatarozza meg az opcidé aranak intervallumat is. Ennek bizonyitdsara a
tobbdimenziés Girsanov formulat alkalmaztam. Az alaptermék értékére igy
kapott dinamikdban egy osztalékot fizet6 részvény dinamikajat ismerjiik fel,
amire vonatkozd opciot a Black-Scholes modellbdl ismert formulaval araz-
hatunk. Béar a kapott osztalékfizetési rata értéke negativ, ezt elfogadjuk,
mint azt az arat, amit azért kell fizetni, hogy a fedezetlen kockézat eltiinjon
és kilépjiink a nem teljes piacok vilagabol. A Black-Scholes formulaba be-
helyettesitve a paraméterek értékét, megkapjuk az opci6é aranak lehetséges
tartomanyat.

Megvizsgaltam az ar alakulasat a paraméterek kiilonb6z6 alakulasa mel-
lett, illetve a legutolso fejezetben bemutatéasra keriil néhany példa is a GDB
alkalmazasara: a beépitett foldteriiletek, mint redlopcidk, valamint az id§jé-

rasra vonatkozo opciok lehetséges arazasa GDB modszerrel.



2. Alapfogalmak, jelolések

A szarmaztatott termékek arazasanak alapelve az arbitrazsmentes arazas.
Az arbitrazs definici6janak bemutatasihoz elgszor vezessiink be néhany jelo-
lést a Gotoh, Yamamoto, Yao (2010) |18| cikk alapjan! Diszkrét esetben az
alaptermék aralakulasat egy faval szemléltetjiik, amihez a kovetkezs jelolések

és tulajdonsagok adottak:

2.1. A diszkrét fa felépitése
o T a fa mélysége,
e N;. a fa T lejaratkori allapotainak halmaza, ahol t =0,...,T,
e n,;: ezen halmaz szamossaga,

e N: az 0Osszes lehetséges allapot halmaza, azaz N := U Ny,
0<t<T

[ N,t = N\Nt,
e a(n): egy n € N; pont Gse,
e ¢(n): annak utoda,

e p: az objektiv valoszintiségi eloszlés, amit az egyes végpontokhoz ren-

delt p, stlyok jelentenek, ahol >\ pn, =1,

e p pedig a kézépst pontokhoz tartozé valdszintiségek, azaz p, = zmec(n) D
ahol p, = p, Vn € Np-re.
Legyen J + 1 darab kereskedhet§ értékpapirunk, j =0, ..., J indexszel.

o 5, = (59l sT az értékpapirok ara n allapotban, s > 0,

ny°ont 1 °n

e 4, = = a diszkontrata
s9 )



® 2, = 0,5, a diszkontalt értékfolyamat.

e O, a j-dik értékpapirbol tartott mennyiség n allapotban, ©,, = (0%, 01 ...

n

a kereskedési stratégia (ezentil jeloljiik egyszeriien ©-val).
e y, a szarmaztatott kovetelés értéke n allapotban,
* ¢ = & a szdrmaztatott kovetelés (vagy derivativa) diszkontalt értéke.
1. Definicié. © dnfinanszirozo stratégia, ha
25 (05 — O4m) =0, (n € N_g). (1)

Most mar egyszeriien definidlhatjuk az arbitrazst:

2. Definicié. Egy ionfinanszirozo stratégidat arbitrdzsnak nevezink, ha kielé-

giti a kovetkezd egyenleteket:

26, = 0
25 (0, — Oumy) = 0, (n€ Ny)
e, > 0, (n€ Nyp)
Z P2t©, > 0 (2)

n€ENp

azaz

1. kezddértéke 0,

2. énfinanszirozo,

3. minden n végdllapotban nemnegativ,

4. lejdaratkori vdarhato értéke szigorian pozitiv.



2.2. Az eszkozarazas alaptételei

Nem teljes piacon az arazas eredményeként nem egy konkrét arat, hanem
egy tartoméanyt kapunk. Dolgozatom utolso fejezetében ez a tartomény lesz
konkrét példakra és kiilonb6z6 paraméterekre meghatérozva. Nézziik meg,
hogy hogyan is kapjuk meg ezeket a hatarokat!

Az eszkozarazés elso alaptétele kimondja [20], hogy egy piac akkor és csak
akkor arbitrazsmentes, ha létezik egy p-vel ekvivalens ¢ martingalmeérték,

azaz amire

e a nullelem® halmazaik megegyeznek: ¢, =0 < p, =0 Vn € N-re és
e 2, martingdl, azaz teljesiil ra, hogy ¢,z, = ZmeC(n) Gmzm Yn € N_p-te.

Az eszkOzarazas masodik alaptétele alapjan ha a piac teljes, akkor ez
a martingdlmérték egyértelmd. Mivel a nem teljes piacokat vizsgalom, ez
a martingdlmérték nem egyértelmd, létezik egy M halmaz, ami azokat a
mértékeket tartalmazza, amik szerint az eszkozok diszkontalt értékfolyamata
martingal. Igy arbitrazsmentes piacon a derivativ termékek aranak alsé és

felsG hataras:

1 . =5
< mln GnOnYn
(S() qgeM neNy
és
1 0 9
— max nOnUn,.-
(50 qeEM q Y

T

Ha az ar az als6 hatar alatt van, akkor a vasarlo tud arbitralni, ha a felsd
hatar felett van, akkor az eladénak van arbitrazs lehet&sége. A két hatar

kozotti intervallumot hivjuk ,no-arbitrazs intervallum”™nak.
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3. A koherens kockidzati mértékek és az arbit-
razs

Az arbitrazsmentes tartomanyt a piaci szereplGk kockazatelutasitasi hajlama
alapjan hatarozzuk meg. A kiilénb6z6 kockazati mértékek a martingalmeérté-
kekre kiilonb6z6 megszoritast jelentenek. Nézziik meg pontosan a definiciokat

és hogy hogyan kapcsolhatjuk Ossze Gket!

3. Definicid. [18] Eqy © stratégiat dltalanositott arbitrdzsnak nevezink, ha
teljesiilnek a 2. definicio feltételei, de a 3., a portfolio lejdratkori varhato
értékének pozitivitdsi feltétele helyett eqy meghatdrozott A elfogaddsi tarto-

mdanyba esését kdovetelyik meg, azaz
(210, ) nen, € A. (4)

Az elfogadasi tartomanyt meghatarozhatjuk egy koherens kockazati mér-
tekkel:
A, ={z € R"| p(x) < 0}, (5)

ahol z egy portfolio veszteségének eloszlasa (valosziniiségi valtozo), p(z) :
X — R koherens kockézati mérték. A p(x) negativitdasa azt jelenti, hogy
—p(z) nagysagi pénzmennyiség lehivhatoé a poziciobol a kockazatviselésért
cserébe (pozitiv p(x) esetén bizonyos szabalyozasok szerint potlolagos befi-

zetésre van sziikség).

4. Definicié. Egy p(z) : X — R figguényt koherens kockdzati mértéknek
neveziink, ha X wvaldsziniségi vdltozo eloszldsa a portfolic veszteségének el-

oszldsa és Vx,y € X esetén teljesiilnek rd a kovetkezd feltételek: (Artzner

(1999) [3], Csdka (2003) [9])
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1)  Szubadditiv: p(z+vy) < plx) + ply)

2)  Monoton: Ve>y: plx)>ply)
3)  Elsdfoki homogén: Y AX>0,A€eR: p
4) Eltolds invaridns: Y aeR: plz+a«

~
=
I
S~— >/
=
=

= p(x

A szubadditivitasi tulajdonsag szerint az Osszevonas nem jar extra vesz-
teségekkel: két portfolio egyesitése esetén kockézatdiverzifikdcios hatas ér-
vényesiil. A monotonitasi tulajdonsag szerint, ha az x portfélion legalabb
annyit veszitiink, mint az y portfélion, akkor az x kockazata legalabb akkora,
mint y kockdzata. Az els6foki homogenitas biztositja a skalainvarianciat, va-
lutafiiggetlenséget, valamint a linearitast. Az eltolasinvariancia (méasnéven
sallangmentesség) szerint egységnyi konstanssal névelve a veszteséget egység-
nyivel ng a kockazat.

Csoka, Herings és Koczy (2007) [10] cikkében teljes piacokra belattak,
hogy a koherens kockézati mértékek reprezentalhatok egy egyensilyi modell-
b6l szarmaztatott kockazati mértékkel.

Harom sz¢les korben alkalmazott kockazati mérték a kockaztatott érték
(kbzismertebb nevén VaR — Value at Risk), a feltételes kockaztatott érték
(CVaR — conditional value at risk), illetve az Expected Shortfall. Adott
B € (0, 1) konfidencia szint mellett a VaR értéke az a legkisebb = érték, amire
annak a valoszintisége, hogy az X veszteség meghaladja x értéket legfeljebb

(1 —p). Azaz, ha Fx(z) az X eloszlasfiiggvénye, akkor
VaRg(X) =inf{x € R: Fx(x) > p}. (6)

A CVaR ezen VaR érték és az ennél nagyobb veszteségek atlagat adja
meg:

CVaRs(X) = B(X|X > VaRs(X)). (7)

Az Expected Shortfall-t pedig a kivetkezd képlettel definialjuk:
1 [P
0
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A VaR nem szubadditiv, ezért nem koherens kockazati mérték. Az Acerbi,
Tasche (2002) [2]| cikk alapjan viszont tudjuk, hogy az Expected Shortfall
koherens, illetve hogy az eloszlasfiiggvény folytonossaga esetén az Expected
Shortfall éppen megegyezik a CVaR-ral. A CVaR is koherens kockazati mér-
ték [30], ezért a bemutatott példakban ezt fogom alkalmazni az elfogadasi
tartomény meghatarozasara.

(€ A) feltétel helyett egyenldtlenséggel is helyettesithetjiik. Ehhez vezessiik

be a kiovetkezs jelolést:

P, = {m|m valoszintiségi mérték Np-n és

E.(—2) < p(z), Vo € R"-re (ahol E(—x) =77 (—xz))}. (9)

Ekkor
p(x) = sup {Er(—z)| 7 € P,}. (10)

A jévébeli kifizetés kockdzatanak negativitasa, p(— (220, )nen,) < 0 ak-
kor és csak akkor teljesiil, ha V7 € P,ra > 270, > 0. Ekkor az
altalanositott arbitrazs 3. feltétele az alabbi alakba irhato:

Y M0, >0, (TE€P,). (11)
neNy

Az altalanos arbitrazs definiciojanak ezzel az egyenlettel kiegészitett rend-
szerét nevezziik p-arbitrazsnak.

Az optimalizalasi feladatnal sziikségiink lesz az A, halmaznak a kovet-
kez§ tulajdonsagara: ha p koherens kockazati mérték, akkor A, zart konvex
kiup. (Bizonyitas Artzner cikkében|3].) P, pedig R"” kompakt konvex rész-
halmaza, ami nem tartalmazza az origot. Ekkor ugyanis az opcié arat meg-
hatarozé LP feladat a dudlisanak segitségével egyszertibb alakra hozhat6. Az
also, illetve felsé korlat az opcié lejaratkori értékének martingalmérték sze-
rinti varhato értékének minimuma, illetve maximuma. A koévetkezd fejezet-

ben a Gotoh, Yamamoto, Yao [18| cikk alapjan, a bizonyitas részletezésével
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megmutatom, hogy bizonyos feltételek teljesiilése esetén létezik martingél-

mérték.

3.1. A martingdlmérték létezése

1. Tétel. [18] Hasonléan az arbitrizs egyszerd definicidgjdhoz, egy piac p-
arbitrdzs mentességének sziikséges feltétele, hogy létezzen eqy q¢ martingdlmér-
ték. Ha a p-arbitrdzsra teljesiil a Slater-féle regqularitasi feltétel, azaz létezik

olyan 0= (én)neN vektor, ami kielégiti a kovetkezd egyenleteket:

Zgéo =0
IO, — Oumy) = 0 (n € N_o)
Z T2l ©, > 0 (meP,), (12)

neNp

akkor a p-arbitrizs mentes piacon létezik olyan q valdszinidségi mérték,

amsi

1. a végdllapotokban P,-beli,
2. 0-ndl nagyobb értékeket vesz fel, ha p, (n € Nr) is 0-ndl nagyobb,

3. wvalamint amely mérték alatt z, (t € T') martingdl.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasa a [18]-es cikk alapjan torténik. Ebben
azonban nincsenek részletezve a primal feladatbol a dualra valo attérés lépé-
sei, ugyhogy azokat King (2002) [25] cikke illetve Temesi, Varro (2007) [32]
Operaciokutatas cimd konyve segitségével vezettem le.

Tekintsiik az arbitrdzsmentesség modellezésére a kdvetkez6 optimalizalasi
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problémét:

Célfliggvény:  sup Z Pzl O,
nENT

Feltételek: 20 ©g =0
Zg(@n - @a(n)) =0, (n S N_o)
Z T2t ®, >0, (7m€P,) (13)

neNT

ahol az elsg feltétel jelenti, hogy kezdetben a portf6lié értéke 0, azaz nem
igényel t6két indulaskor, a masodik feltétel az Onfinanszirozas feltétele. A
harmadik pedig azt kéveteli meg, hogy a portfolié varhato értéke lejaratkor
pozitiv legyen minden olyan valésziniiségi mértékre, ami a p mérték szerint
elfogadhato. A célfiiggvény a lejaratkori varhato érték, aminek optimalis ér-
téke 0, ha nem létezik arbitrazs, egyébként a célfiiggvény nem korlatos. Mivel
végtelen sok m € P, létezik, végtelen sok egyenlStlenségi feltételiink van, ezért
nevezik ezt az optimalizalasi feladatot félig-végtelen linearis programozasnak.

A dudlis meghatéarozasahoz nézziik a Lagrange-fiiggvényt [25]:

L(@, >‘7 ,U/) = Z ang@n -
TLENT
T

DY Az (0 — O —

t=1 neN;

> iz O, (14)
TLENT

O-ra rendezve:

L(@7 )‘»M) = Z (pn - /\n - Nnﬁn)'zg@n -

neNr

T

S ez = Y Anzn)70n (15)
t=1 neMN; mee(n)
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A duélis feladat a Lagrange-fiiggvény ©-ban val6 maximalizalasabol jon.

Azaz teljesiilnie kell a kovetkez§ feltételeknek:
(P — A\ — Zumg))zn = 0 (n€Nyp)

Azn = > Anzm = 0 (n€N_p). (16)
mec(n)

Az elsénél valamely véges szamu 70 € P, valoszintiségi mértékre vald
teljesiilést koveteliink meg. Mivel a priméal feladatban a déntési valtozok
(0,) elGjelkotetlenek, ezért a dual feladatban a feltételek egyenlGségként tel-
jesiilnek. A primal feladat egyenlGséggel teljesiils feltételeibsl kovetkezik a
hozza tartozd A\, dudl valtozok elGjelkotetlensége, a nagyobb vagy egyenld
feltételekbdl pedig a hozzajuk tartozo u,, dual valtozok negativitasi feltétele.
(Bar \,-re azt mondtuk, hogy el6jelkitetlen, a dual feladat elss feltételébhol
az armérce kezdeti értékére (20 = 1) latjuk, hogy p, —A,—>, i 7 =0

—~— =

>0 <0 >0
miatt A\, > O-nak teljesiilnie kell.)

Az el6zében levezetett primal-dual feladatok kozotti osszefiiggések Gsszefoglalval32]:
(ha a primal feladat dontési valtozoi x;, feltételeinek korlatai b;, a dudl feladat

dontési valtozol y;, feltételeinek korlatai ¢; (i € I,5 € J) )

maximumfeladat minimumfeladat
< b; y; =20
feltételek = b, & elgjelkotetlen valtozok
> b; y; <0
x; >0 >c¢ >0
valtozok elgjelkotetlen & = feltételek
z; <0 <g¢

Mivel fennall a Slater-féle regularitési feltétel és P, kompakt, ezért ha nincs

arbitrazsra lehetGség, azaz az els6 feladat optimuma 0, akkor a dudlisnak is
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van optimuma, és az erds dualitasi tétel miatt ezek éppen megegyeznek. A
dualis feladat célfiiggvénye egyébként a primél feladat korlatainak jobb oldala
miatt konstans 0-val egyezik meg, tehat egy lehetséges megoldast keresiink,
mert ha az létezik, akkor létezik optimalis megoldas.

Definialjuk ¢-t, mint ), és A\ hédnyadosat (n € N)!

A duélis rendszer egyenletei az armérce kezdeti értékébdl (20 = 1):

> Ay (MEN) (17)

mee(n)
pn+zmn, (n € Ny) (18)

amiket ismételten alkalmazvas:

=Y A= (pn+zm,<f>> :1+Zm>0 (19)

neNt neNt

amibdl A\g > 0, A\, > 0, azaz ¢ > 0 ha p,, > 0. A maésodik bizonyitand6
allitast (¢ ekvivalenciaja p-vel) ezzel belattuk.

A duélis rendszer harmadik egyenletébe \,-be beirva g,-t, egyértelmien
latszik a martingaltulajdonsag, ezzel a harmadik bizonyitando Aallitas is be-
latva.

(18) és (19)-bdl pedig kapjuk, hogy

- )\n -

. o+ (1) 20

e W S Z Z T (20)
(0

Tehat g, két P,-beli konvex kombinécidja (p, és m’). Mivel P, konvex
halmaz, gy ezen halmazba esik. Ezzel az elsé bizonyitando allitast is belattuk.
O
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4. Arazas

Ebben a fejezetben a szarmaztatott termékek korét lesziikitjiik specidlisan az
eurdpai tipusiakra, azaz ha a kifizetés csak lejaratkor, T-ben hivhato le.

Az ar felsé hatarat az eladok oldalarol kozelitjiik meg. Ez az a minimalis
Osszeg, amit az eladd a szdrmaztatott termék tartasdbol kovetkezs kockaza-
tanak fedezésére fordit. Az elad6 célja tehat kezdeti koltségeinek minimali-
zalasa egy olyan stratégia kialakitasaval, ami 6nfinanszirozo, és ami fedezi a
derivativabol szarmazo kockazatat. ElGszor definialjuk a fedezeti stratégiat,

azaz a p-hedge stratégiat!

4.1. Fedezeti stratégia

5. Definicid. [18] p-hedge stratégidnak nevezziik a © stratégidt, akkor és

csak akkor, ha teljesiilnek o kovetkezd feltételek:
® > nens Pn(20On — ) >0
* p((2,On = Cn)neny) <0
azaz
1. ha a portfoli a j-dik értékpapirbol ©F darabot (j = 0,...,J), a szdr-

maztatott kovetelésbdl pedig —1 darabot tartalmaz, akkor annak vdrhato

értéke nemnegativ és

2. ezen portfolio jovdbeli értéke elfogadhato a p koherens kockdzate mérték

szerint.

A mdsodik eqyenlet ekvivalens a kovetkezd alakkal:

Y (o On =) 20 (VT EP,). (21)
n€ENp

Most mér felirhatjuk az elad6 optimalis stratégidjat meghatéirozo linearis

programozasi feladatot.
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4.2. Az arat definialé LP feladat

Célfiiggvény:  inf z{ ©g
Feltételek:  z(0, — Oum) =0, (n € N_)

n

Z Tzl ©, > Z TnCn, (T € P,)

neNr neNr
> 200> ) puca. (22)
neNt neNt

Az elado célja kezdeti kdltségeinek minimalizalasa tgy, hogy a portfolio
onfinanszirozd maradjon és kitermelje a termék altal kinalt cash flow-t.

Vegyiik az el6z6 feladat dudlisat! A p valdszintiségi mértékre vonatkozo
feltételtdl eltekinthetiink, ugyanis feltessziik, hogy p € P,. Ha a rendszer
kielégiti a Slater-féle regularitési feltételt, akkor a duélis rendszer (a korabbi

tablazat alapjan):

Célfiiggvény: sup Z ,uﬁ( Z 7Tn0n)

7r€73p TLENT
Feltételek: Ao=1

/\nzn = Z )\mzmy (n e-A/’—T)

mec(n)
AnZn = Z UnTnZn, (n € Np)
meP,
K Z 07 (ﬂ- € PP)
{m € P,lpr > 0} < 0. (23)

A harmadik egyenl6ségbdl 20 = 1-b6l kovetkezik, hogy A, = Zwepp JT o
Vn € Np-re. Legyen

_ { A han e N_rp (24)

dn ‘=
Zwem pxm, hanc Ny
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Ekkor a dualis a kovetkezd alakra hozhato:

Célfiiggvény:  sup gmc
Feltételek: g =1
Gnin = Z Gmzm, (n € N_7)

meéc(n)

aT € Ppa (25)
ami rovidebben:

Celfiggvény:  supEg,.(c)
Feltételek: aT e Mrn Pp. (26)

A masik oldal a vaséarlo oldala, aki yo Osszeget fizet, cserébe y,, kifizetést
var Vn € Np-ben. Az 6 kitettsége ekkor —y,,. A vevs p-hedge stratégiat foly-
tat, ha a portfoliojanak varhato értéke nem negativ, azaz ZHGNT pn (27O, +
cn) > 0 (¢, elGjele itt pozitiv, mert az eladoval ellentétben, & kapja a ki-
fizetést), illetve ha ezen portfolio jovobeli értéke elfogadhato a p koherens
kockazati mérték szerint, azaz p((210,, + cp)neny) < 0

Ez a kovetkez6 optimalizalési feladatra irhato:

Célfiiggvény:  inf 20 Oy
Feltételek: 2 (0, — Oum)) =0, (n € Ng)
Z Th2l©, > — Z TpCn, (T € P,)

neNT neNt
TLENT TZENT

A Slater-féle regularitasi feltétel teljesiilését feltéve, ez a kovetkezd alakra
hozhato:

Celfiggvény:  supEg,.(—c)
Feltételek:  gr € My NP, (28)
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ami ekvivalens a kovetkezs alakkal:

Ceélfiiggvény:  —infEg (c)
Feltételek:  gr € MpNP,. (29)

Ez adja meg a kezdeti —c, érték fels¢ hatarat.

2. Tétel. [18] A derivativ termék dranak also és felsd hatdrdra tehdt a ki-

vetkezd értékeket kaptuk:

inf{Ez,(c)|gr € MrNP,}

sup{Eg, (c)lgr € Mz N'P,} (30)

3. Tétel. Az eldz0 tétel teljesiil a Slater-féle regularitdse feltétel helyett a P,
politdp feltétellel is. Ekkor no-arbilrdzs esetén szintén létezik q valdsziniiségi

mérték, ami P,-beli, ekvivalens p-vel ¥ € Np-re és ami alatt zr martingdl.

Bizonyitas. Ha P, politop, akkor a (13) rendszerbeli végtelen sok egyen-
I6tlenség ekvivalens véges szamu egyenl6tlenségi korlattal, amik mind a po-
litop egy-egy extrém pontjahoz tartoznak. Ekkor szintén teljesiil, hogy ha a
primél feladat optimélis megoldasa 0, akkor a dudlisnak is létezik optimélis

megoldasa. 0
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5. Példa

Az arak alakulasénak illusztralasara nézziink néhany egyszertibb példat!
Mint a 3. fejezetben mar megemlitettem, a harom széles korben alkalma-
zott kockadzati mérték kozil a CVaR-t alkalmazom az elfogadési tartomany
meghatarozasara. A CVaR a maximélis veszteség varhato értékét, atlagos
nagysagat adja meg a [ szdzalékos esemény bekovetkezése esetén. Rockafel-
lar és Uryasev [30] bizonyitasa alapjan a CVaR (vagy f-CVaR, 5 € [0,1)) a

kovetkez6 feladat optimumaként is meghatarozhato:

p(z) = min{a +t1 3 Z Pul—2n —a]T | @ € R} (31)
nENT

4. Tétel. [18] A B-CVaR-hoz tartozé P, halmaz (azaz azon m valdszindségi
mértékek halmaza Np-n, amikre Vo € R™ esetén teljesil E,(—z) < p(x)):

:{ﬂglp;ﬁhreR”T,WzO, ef'r =1} (32)
Bizonyitas. A Gotoh, Yamamoto, Yao (2010) cikkben [18] ez a tétel bizo-
nyitas nélkiil lett megadva, itt viszont levezetem a P, halmaz megvélaszta-
sdnak alkalmassagat.

E.(—z) < p(x) teljesiiléséhez kell, hogy

Z To(—2,) < min{«a —|— Z Pol—2n — T}

neNT neNT

A bal oldal kisebb a jobb oldal minimumanél, ha minden a-ra kisebb a

jobb oldalon allo értéknél. Ezt, valamint az o = o) T, egyenlGséget

TLENT
kihasznalva és a-t baloldalra atirva a kovetkezd alakot kapjuk:

Z (=2 — Z Po[—2n — ], Va € Rete,

neNr nENT

ami pontosan akkor teljesiil, ha m, < fﬁ‘ﬁ Vn € Np-re.

Mivel P, politop, teljesiilnek rd a korabbi tételek.
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5.1. Egyperiédust modell

Az els6 példa legyen egy egyperiodust modell (T = 1, Ny = {1,2,3,4}),
harom eszkozzel (a nulladik az armérce, aminek értéke az egyszeriiség ked-
véért végig 1, igy a diszkontéalastol most eltekinthetiink), és egy eurdpai call

opcioval. Az eszkozok értékeit a kovetkezs abra tartalmazza |18]:

120
110

105
105

Z9 1
100 1 2
100 90
95

100
70

Az eredeti valoszintség: p = [1;4; 1; 1; 3], a szdrmaztatott kovetelés ér-
téke n € Np-ben: ¢! = [75;100; 0; 0], a keresett valoszintiség: ¢ = [q1; 2; ¢3; Qu]
(QO = 1)-

A linearis optimalizalasi feladat célfiiggvénye:

gc — min / max

Feltételei:

4
20 = E qizi
i=1

Di
<
q = -3

Az LP feladatnak igy 3 dontési valtozoja van: qi, go, g3 (qo = 1 feltétel,

i=1,2,3 4.

q4 pedig adott, mert az Osszeg 1) és 12 feltétele (mindharom eszkozre 1-1
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martingdl feltétel, P, miatt ¢;, ¢ = 1,2, 3,4 értékére fels6 korlat, ugyanezekre
nemnegativitési feltétel, valamint gy = 1).

Gotoh, Yamamoto, Yao|18| cikkében = 0.7 esetén az opcié arara a
szamossaggal valo téves leosztas miatt a [6.25; 15.7895] tartomény jott ki
megoldasként. Egy [75; 100; 0; 0] kifizetési fiiggvényt opciora ez nagyon
alacsony ar lenne. A valés megoldés ennek pont négyszerese, azaz = 0.7
esetén az ar a [25; 63.1579] tartoményba esik.

A megoldés  fiiggvényében:

70

60

. /
40
/ felsd korlat

30 - ——alsé korlat

20

Opcidar

10

0,7 0,65 0,6 0,55 0,5 0,45 0,42

Az arak kozti kiilonbség 5 = 0.4167-ig csokken, ennél kisebb (-ra az ar
egyértelmd. Ennél kisebb értékek esete nem is informativ, mert tipikusan
90% feletti konfidenciaszintet tekintiink, ami 3 > 0.9-et jelent. S > 0.7-re az

adrak allandosulnak.
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5.2. Tobbperiédusti modell

Egy mésik példahoz vegyiink valés adatokat! 9 kockdzatos eszkoz arfolya-
mat vizsgaljuk, amib6l az els§ 4 eszkoz adata lényeges, ezeket hasznaljuk
az opcio fedezésére. Az eszkozok értékének alakulaséat tiz historikus hozam
alapjan hatarozzuk meg (minden kovetkezd lépésben a lehetséges allapotok
az el6z6 érték szorozva a hozamegyiitthatoval). A nulladik eszkoz legyen
az armérce, aminek értéke végig egy, tehit az egyszeriiség kedvéért a disz-
kontalastol most is eltekintiink. Legyen a fa mélysége T' = 3, igy mivel
minden allapothoz 10 kdvetkezd lehetséges allapotot rendeliink, lejaratkor a
lehetséges allapotok halmaza 1000 elemi. Az opci6é legyen egy azsiai put
az els6 kockézatos eszkozre, azaz olyan eladasi jog, aminek lejaratkori értéke
megegyezik az alaptermék lejaratkori dranak és az opcié élettartama alatti
atlagaranak kiilonbségével, feltéve, hogy ez pozitiv értéket ad. FEgyébként
pedig nulla. Hasonlbéan az eurdpai tipusti opcidhoz, az azsiai opcidt is csak
lejaratkor lehet lehivni. Az azsiai put opcio kifizetés fiiggvénye 3 periddus
esetén n € N lejaratkori allapotokban, ahol K a kotési arfolyam, z, az adott

részvény arfolyama n allapotban, a(n) pedig az n allapot Gse:

Zn Tt Za(n) T Za(a(n)) T 20\ T
(K_ (n) T Za(a(n)) o>

- (33

Az eszkozok kezdeti értékei: [1; 684; 223; 34000; 306; 1213; 506; 217,
2850]. Az els6 eszkoz értéke végig 1 (mint armérce folyamat, garantélja a

diszkontalastol valo eltekintés lehetSségét). Az eszkdzok hozamegyiitthatoi:

25



1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 1,306 1,027 0,971 1,023 0,956 0,903 0,931 1,019
2 1 0,933 0991 0912 1042 095 098 0871 1,036
3 1 1,06 1,07 1,03 1,123 1,106 0,98 1,091 0,942
4 1 0,922 0914 0,984 0904 0891 088 087 1,053
5 1 0,972 1,027 1,102 1,272 1,117 0,89 1,09 0,995
6 1 1,024 1,075 1,046 0,964 1,132 0,861 1,005 0,98
7 1 0,987 1,057 1,038 1,059 1,098 1,056 1,033 1,014
8 1 1,047 1,035 1 0,998 1,017 0,997 1,016 1,017
9 1 0,992 0929 0934 09 091 1,063 1,052 0,92
10 1 0,904 0,928 0,944 0,925 0,908 0991 0,916 1,004

Ez egy 999 dontési valtozobol és 2555 feltételbsl allo LP feladathoz vezet.
(Dontési valtozok a végallapotokhoz tartozé valoszintiségek, egyel csokkentve
az Osszeg = 1 feltétel miatt, a feltételek pedig: 111 martingél feltétel mind a
4 értékpapirra, a végallapotokban a valoszintiségekre 1000 darab fels6 korlat,
illetve az Osszes valoszintiségre nemnegativitéasi korlat).

A derivativa arara kapott korlatok f fiiggvényében:

40 -
35
30
25

20 -+
felsé korlat

Opcidar

15
also korlat

10 +

A Gotoh, Yamamoto, Yao[18] cikkben 5 = 1 esetben az opcidar tarto-
ménya: [2.62; 31.91]. Az altalam kapott tartoméany pedig [3.22; 31.86], ami
nagysagrendileg megegyezik a cikkben kapottal. A cikkszerzék programjaban

26



itt mar nem taladlhaté a korabban megfigyelhetd eszkdzszammal valo osztas,
igy a szamolas helyes.

A fiiggelékben a szamolashoz hasznélt R programkod részletesen megta-
lalhato. Futasi ideje egy-egy LP feladat megoldasadra 30 masodperc koriili.
[ < 0.4167 értékekre a solve parancs visszatérési értéke 2, ami azt jelenti,

hogy nincs megfelel§ megoldas.

5.3. Valo6s adatok

Egy az el6z6h6z hasonld modellt allitottam fel a Google 2014.03.22-én lejaro,
kiilonb6z6 kotési arfolyamt amerikai tipusi call opcidira, valamint a Magyar
Telekom 2014.03.21-én lejar6 amerikai tipusu call opcidira. Az ar alakula-
sahoz a heti effektiv hozamokat vettem (At = 1 hét), ezért ezen a rovid
idgtavon a diszkontéalastol én is eltekintek (azaz a nulladik, kockdzatmentes
eszkoz értéke végig 1). ElGszor nézziik a Google opcioit! A kockdzatmentes
eszkoz mellett a masik harom eszkoz a Google, a Yahoo és az IBM részénye.
Ezeket tgy valasztottam, hogy megvizsgaltam néhéany, a Google-lel korrelalo
részvényt, és a Yahoo-nak a legmagasabb a pozitiv korrelacioja (0.925), az
IBM-nek pedig a legnagyobb a negativ korrelacidja (-0.67). Mivel arjegyzés
csak hétkoznapokon van, igy T lejarati id6t én (az amigy sztenderdizalt,
minden honap 3. szombati lejarati napjatol eltekintve most) 2014.03.21.-nek
veszem, a t id6pontok pedig: t,=2014.02.28., t;=2014.03.07., t,=2014.03.14.
Az eszkozok ertéke a kezdeti id6pontban(tg): [1; 1215.65; 38.67; 185.17|. Az
arfolyamok alakulésat 10 hétre visszamendleg a heti hozamokbol szamitottam
(2014.02.28. elstti heti hozamok). Igy az eszkozok alakulasa a kovetkezok-
bél szamolhato (a sorokban a heti hozamok, az oszlopokban a kockazatos

eszkozok):
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GOOGLE YAHOO IBM

1 0,985% 3,701% 1,302%
2 0,324% -3,193% 0,522%
3 3,443% 6,291% 4,105%
4 -1,779% 0,639% -0,598%
5 5,084% -5,012% -1,646%
6 -2,801% -6,024% -4,831%
7 2,299% -1,417% 0,735%
8 2,284% 1,994% 0,399%
9 -1,115% -1,304% 0,694%
10 3,015% 1,523% 3,719%

A részvényarfolyamokat és az opcidk arat a Corvinus Pénziigyi Labora-
toriumban, a Bloomberg programbol toltottem le.
Az LP feladatot szintén R program segitségével oldottam meg, a prog-

ramkodban a kifizetés fliiggvény a kovetkezSképpen modosul:

Zn"_zan +Zaan +Z
max{K— (n) 4(()) 0;0}
helyett

max {z, — K; 0}
Vn € Nr allapotra.
Kiilonboz6 K kotési arfolyamok mellett az eurdpai call opciora kapott
korlatok értékei, valamint az utolsd oszlopban a vizsgalt opcid piaci értéke

2014.02.28-4n:

K min max opcioar
1185 33,413 41,82 39,1
1190 29,068 38,035 32,49
1195 25,44 35,083 29
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Mivel a Google opci6i amerikai tipusiiak, meg kell még jegyezniink, hogy
a jegyzett &r magasabb, mint az eur6pai tipusié. Viszont még ez az ar is a
vart tartomanyon beliilre esik.

K = 1990 dollar mellett g fliggvényeként a kévetkezs korlatokat kapjuk:

—

©

pe

<3 — felst korld
elsé korlat

o

also korlat

1 0,95 0,9 0,85 0,8 0,75

Harom tizedesjegyig vizsgalva a feladat § = 0.722 értékéig oldhatd meg.
Ez még tovabb pontosithato, a program futasi ideje azonban egy LP feladatra
3 periodus és 10 hozam esetén fél perc, ami egy tizedesjegy pontositassal tiz-
szeresére ng, 3 tizedesjegyre ez 15 perc koriili, ezért most tovabbi pontositéast
nem vizsgaltam.

Nézziik meg a Magyar Telekom opci¢jara vonatkozé modellt! A kocké-
zatos eszkozok a kovetkezGek: a Magyar Telekom, az OTP, illetve a MOL
részvényei. Kezdeti, 2014.02.28-i értékeik: [335; 12.49; 29.4]. Hasonldan szé-
mitva heti hozamokat, a részvények varhato alakulasa a kovetkez6k alapjan

szamithato:
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MTELEKOM oTP MOL

1 1,515% -5,697% -1,161%
2 -0,602% 0,475% -2,909%
3 8,852% -1,405% 0,073%
4 -0,974% 2,398% -1,009%
5 1,987% -1,882% 0,362%
6 -1,307% -4,106% -2,261%
7 -0,971% -0,628% -1,668%
8 -0,962% 5,938% 0,594%
9 0,322% 3,720% -0,383%
10 5,424% -5,846% -0,931%

K kotési arfolyamok mellett az (Sp — K)7T kifizetésfiiggvény europai
call opcidra kapott korlatok értékei, valamint az utols6 oszlopban a vizsgalt
opcio6 piaci értéke 2014.02.28-4an (illetve amennyiben nincs aznapra jegyzett

arfolyam, akkor az el6z8 jegyzett ar):

K min max opcidar
320 15 18,16289 9,5
325 10,08489 14,6781 15,5
330 6,242556 11,65438 8,5

Ebben a magyar példaban a tényleges jegyzett opcié drak mar nem mind-
egyik esetben estek a vart tartomanyba. Ennek oka lehet egy masik kockazati
mérték hasznalata, mas id6tav vagy mas historikus hozamadatok hasznalata,
illetve ha a piaci szerepl6k egyéb modellt alkalmaznak. Ha van az opcibra
jegyzett ar, akkor a modell az arképzés szempontjabol nem is annyira, mint
inkabb a fedezéshez lehet hasznos.

K = 325 forint mellett § fliggvényeként a kovetkezd korlatokat kapjuk az

opcid értékére:
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10,5

10,0 /

Opcidar

felsé korlat

= 2lsé korldt

9,5
1 0,99 0,98 0,97 0,96 0,95

Lathato, hogy [-nak igen kevés értékére oldhatéo meg az LP feladat, 5 =
0.947 alatt mar nincs megoldas. Igy a korlat is szik tartomanyok kozott
mozog, 5 — 1 esetén [10; 10.23] az opci6 aranak korlatai, tehat az opcid

értéke jol behatarolhato.
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6. Folytonos eset

6.1. Aralakulas nem teljes piacon

Folytonos vilaghan a derivativ arazas alapmodellje a Black-Scholes-Merton
modell. Ez azonban tobb alapfeltevéssel is él, amelyek a valosaghan sokszor

sériilnek. A modell feltételei:

e a rovidtava kamatlab ismert és id6ben allando,

e az alaptermék &arfolyama geometriai Brown-mozgast koévet folytonos

id6ben, konstans drifttel és konstans volatilitassal,
e az alaptermék osztalékot nem fizet,
e az opcid eurdpai tipusu (azaz csak lejaratkor lehivhato),
e nincs tranzakcios koltség,

e megengedett a rovidre eladas.

Az altalam vizsgalt nem teljes piac esetén a folytonos kereskedés feltétele
sériil, ekkor ugyanis az alaptermék ritkdn vagy akar egyaltalan nem kereske-
dett, és mar nem létezik replikalo stratégia és kockazatsemleges mérték.
Nem létezik egyértelmi opcidar sem. Kozonséges eurdpai call opcid esetén
példaul az arbitrazsmentesség teljesiil minden olyan opcidar esetén, ami 0
és az alaptermék ara kozotti tartomanyba esik. Ez igen széles tartomény,
nem tal informativ. Lesztikitésére tobb modszerrel probalkoztak, a harom

leginkabb hasznélt arazasi formula[15]:

o Az egyik hasznossagfiiggvény segitségével hatarozza meg az opcié ara-
nak tartomanyat, ami a kockizatkeriilési egyiitthatd csokkentésével
csOkkenthets. Ennek hatranya, hogy csak exponencialis hasznossag-
fliggvényre meghatarozhato, amivel rdadéasul a call opcid eladasi arfo-

lyama végtelenhez konvergal.
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e Egy masik lehetdség a koherens kockazati mértékkel valé arazés, amirdl
elGszor Artzner (1999)[3] cikkében olvashatunk. Késébb Carr és szerzo-
tarsai (2001)[5] altalanositottak a modszert, ha a befektetGk nem csak
az arbitrazs lehetGségeket keresik, hanem barmilyen lehet&séget, ami
a kockazatkeriilési szintjiiknek megfelels elfogadasi tartoméanyba esik.
gy (a korabbi, diszkrét esethez hasonléan) a kockézatok minimumat
keresik egy elfogadasi tartomanyban. A modszer hatranya, hogy az
elfogadési tartomény szubjektiv, nem lehet a piac egészére altalanosi-

tani.

e A harmadik modszer Hansen és Jagannathan (1991) [19], valamint
Cochrane és Saa-Requejo (2000) [7] otlete alapjan a Sharpe-mutato
korlatozasara épiil, kihasznélva a tényt, hogy a befekteték azokat az
eszkozoket is elényben részesitik, amiknek magas a Sharpe-mutatéjuk
(mert ezek azok a ,,j6 iizletek”, amiknek magas az egységnyi szorasra

juto, kockazatmentes hozam feletti tobblethozama).

A Floroiu és Pelsser (2013) [15] altal vizsgalt ,,good-deal bounds” modszer
(ezentil GDB) a harmadik tipusira hasonld arazési mechanizmus, azzal az
eltéréssel, hogy a Cochrane és Saa-Requejo (2000) [7] altal vizsgalt esettel
ellentétben itt a folyamat diszkontfaktora az 0j mérték alatt nem ismert. A
GDB legnagyobb el6nye a tobbi modszerrel szemben, hogy nincs sziiksége
a kockazatkeriilési paraméterre. A dolgozatom szempontjabol pedig azért is
érdekes ez az arazasi technika, mert ahogy Jaschke és Kiichler (2001) [23]
cikkében olvashatjuk, a koherens kockazati mértékek ekvivalensek az altaléa-

nositott arbitrazs hatarokkal, azaz a GDB-vel.
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6.2. Az arat meghatiroz6 modell

A Floroiu és Pelsser (2013) [15] cikk 4ltal bevezetett jeloléseket hasznélva le-
gyen a bearazni kivant, ritkan kereskedett opci6 értéke V, kotési arfolyama K.
Tegyiik fel, hogy a piacon létezik egy S-el jelolt, kereskedett kockazatos esz-
koz, ami korrelal V-vel (korrelacios egyiitthatojuk p), és egy kockdzatmentes

eszkoz, B. A hérom eszkoz dinamikaja ekkor:

dB = rBdi (34)
dS = psSdt + o5SdW, (35)
dV = Mvvdt + JVV(pdVVl + v/ 1-— ,02dW2)7 (36)

ahol r a rovid kamatlab (determinisztikus), dW; és dW, fiiggetlen Brown-
mozgasok. A drift és diffuzio egytitthatoi (us, py, os, oy) konstansok, nincs
osztalékfizetés, a kockizatos eszkdzos értékfolyamatai geometriai Brown moz-
gast kovetnek.

gy a kozonséges, lejaratkor egy 6sszegben fizets eurdpai call opcid értéke
tetsz6leges ¢ € [0,T]-ben a t és T id6pontok kozott diszkontélt kifizetés P

valodi mérték szerinti varhato értéke:
A
C, =E, TT max(Vy — K,0)], (37)
t
ahol A; a diszkontfaktor értéke t-ben, T a lejarati id6. A sztochasztikus
diszkontfaktor a kévetkezs alakban all eld:

ANy = —rAydt — Ky A dWi (1) — KoAdWo(t), (38)

ahol dWW; a fedezhetd, dWW5 a nem fedezheté komponens K7 és Ky kons-
tans egyiitthatokkal. Az egyenlet determinisztikus része a kovetkezd tétel

bizonyitasaban levezetésre keriil.

5. Tétel. Teljes piacon csak a dWi-es fedezhetd komponens lenne. Ekkor a
sztochasztikus diszkontfaktor volatilitdsa megegyezik az drazni kivdnt eszkéz

kockdzatdanak piaci drdval, azaz a Sharpe-mutatéval.
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Bizonyitas. A tétel bizonyitasanak alapjaul Cochrane 2005-6s Asset Pricing|6]
cimt konyve szolgalt. A konyvben a bizonyitas az altalam feltett osztalékfizetés-
mentességtdl eltekint. A levezetésbe most én is beleveszem az osztalékfize-
tést, azonban ez csupan egy plusz tagot eredményez, a bizonyitas lényegén
nem valtoztat.

A jelolések legyen az eddig bevezetettek, teljes piacon azonban a V-vel je-
161t eszkoz nem létezik, csak a kockdzatmentes B, illetve a geometriai Brown-
mozgést végzs S részvény. A részvény dt idGintervallum alatt D,dt osztalé-
kot fizet. A Sharpe-mutaté meghatarozasihoz a késébbiekben sziikség lesz a

részvény teljes hozaménak, azaz a

dS; Dy
— 4+ —-dt 39
) (39)
egyvenletnek a varhato értékére:
dsS; Dy
E/| — —dt 40
(55 + Gt (10)

illetve szorasara:
(%), "
az osztaléktag determinisztikus, igy annak szordsa 0. E.(.) = E(.|F)
jeloli a feltételes varhato értéket (és hasonloan Dy(.) = D(.|F;) a feltételes
szOrést), azaz ha a t iddpillanatig az informécié ismert.
Most vizsgaljuk meg a részvény diszkontalt értékének alakulasat! Tudjuk,
hogy végtelen intervallumon felirhat6é a jovébeli osztalékok végtelen soroza-

tanak egyiittes jelenértékeként, azaz
AtSt = Et/ At+sDt+5dS. (42)
0

A [0, 00] intervallumot [0, At] és [At, 00| részre bontva az integral két

tagbol all:

At 00
AtSt = ]Et/ At+sDt+5dS + Et/ At+sDt+Sd8' (43)
0 At
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At infinitezimalis idGtartam, igy az egyenlet jobb oldalanak elsd tagja a

kovetkez§ alakra hozhato:
At
Et/ At—l—sDt—i-sds = AtDtdt7 (44)
0

mert az integralt az alsé kozelité Osszeggel helyettesithetjiik, és ekkor a
feltételes varhato érték elhagyhato, mert az igy kapott valtozd Fi-mérhetd.

A masodik tag az u = s — At valtozdcserével tovabb alakithato:
Et/ NipsDyyods = Et/ AvpuracDipugacdu = Et(At+AtDt+At)o (45)
At 0

A varhato értéket tovabb alakitva

Ei(AirarSiear) = EfASe 4+ (AsarSeear — ALSy)]
= E,(A:S)) + E(AiyarSiear — AiSy). (46)

Ennek els§ tagjabol a varhato érték az Fi-mérhetdség miatt elhagyhato,
igy ez a tag egyszeriisithetd a (43) egyenlet bal oldalaval. A masodik tag
pedig a dr = x4 4 — x4 jeloléssel: Ey(d(AySy)).

A kapott egyenlet a diszkontalt részvényarfolyam dinamikajara:
]Et(d<AtSt)) + AtDtdt = O, (47)

ami A;S;-vel osztva arra vezet, hogy

w + &dt =0. (48)

AiS Si
A kockazatmentes B eszkozre gondolhatunk tgy, mint egy olyan részvény,
aminek ara konstans 1, és osztalékként a kockdzatmentes hozamot fizeti,
azaz S; = 1, Dy = r. Az el6z6 egyenletet erre a kockazatmentes eszkozre

alkalmazva a kovetkezG egyenlethez jutunk:

dA,
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Ez konzisztens a korabban mar felirt (38) egyenlettel.

Visszatérve a diszkontalt részvényéarfolyamhoz, alkalmazzuk az Ito-lemmat!
d(AtSt) = AtdSt + StdAt "— dAt dSt, (50)

A Si-vel leosztva

d(A¢Sy) B d_St n d_At LY dA, dSt
NSy S, Ay Ay St

(51)

Varhato értéket véve és a mar ismert tagokat behelyettesitve a kovetkezo

egyenletet kapjuk:

dSt Dt dAt dSt
E — —r |dt = —E; 52
t5t+(5t r) (At St ( )
Igy az egyenlet bal oldalan megjelenik a (hozam varhaté értéke - r) kife-
jezés, azaz a Sharpe-mutatd szamlaloja. Mar csak azt kellene belatni, hogy

a jobb oldal éppen a diszkontfaktor szordsanak, illetve a hozam szoérasdnak

szorzata.
dA; dS; dA, dS, dA, ds,
—E, - it R E
(At St) [COV(AJ&)+ (A)(Sﬂ
dA, dS, ds, dA,
‘CO”( ACS, )D< Si )D( A ) (53)

Az els§ atalakitds a kovariancia definicidjabol kovetkezik, a masodik pe-

dig a korrelacio definiciojabol, illetve felhasznalva, hogy a két varhato érték
csak dt-s tagot tartalmaz, igy szorzatuk elttinik. Ebben az egyenletben mér
megjelent a két szoras tényezd, nézziik meg mi lesz Corr(dji\t, dS—St) értéke!

A részvényre vonatkozo (35) és a diszkontfaktorra vonatkozo (38) egyen-
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letekbdl, illetve dt-dt = dt-dW = dW -dt = 0 és dW -dW = dt hasznélataval:
(dAt dSt> Cov (%, %t)
Corr| ——, —| = a5\, [ dA
A7 S, DACSDAC)
B (5 5) — Ee(R0) B ()
Dy (5 ) D: ()
—ogKidt — (pgdt)(—r dt)

O'sKldt
= 1. (54)

Igy (53)-ba a korrelaciot beirva és a hozam szérasaval leosztva:

B4t + (5t —r)dt (dAt)
D, .

D, (%) — A

(55)

A bal oldal a kockazat piaci ara, a jobb oldal pedig a diszkontfaktor vo-
latilitasa, tehat pont a kivant egyenletet kaptuk. O

Az el6z6 tétel a diszkontfaktor volatilitdsara csak teljes piac esetén érvé-
nyes, ugyanis a Sharpe-mutato csak kereskedett eszkozok esetén megfigyel-
hets. Nem teljes piac esetén az ismert piaci informéciot hasznéalhatjuk, azaz
az alaptermékkel korreldlo, folytonosan kereskedett mésik termék kockazata-
nak piaci arat: % (a negativ elgjel abbdl kovetkezik, hogy ha dW; értéke
csOkken, akkor az alaptermék értéke is csokken, igy a diszkontfaktor értéke
ng). Viszont igy csak részben fedezhets a derivativ kockéazata, igy jon be a
masik tag.

A GDB mechanizmus alapfeltevése, hogy csak olyan Sharpe-mutatokat vizs-
gal, amik elég nagyok, hogy kereskedést indukaljanak, viszont nem tal na-
gyok, az ilyen tipusu iigyletek ugyanis azonnal eltiinnek a piacrol. A disz-
kontfaktor teljes volatilitasdra tehat egy k korlatot kell meghatarozni, ahol

k a modell egy exogén valtozoja.
K} + K3 <K (56)
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K ismeretében Ks-re a kivetkezd korlatokat kapjuk:

R =R =

Eppen ez az intervallum hatarozza meg az opcié aranak korlatait is. En-

nek bizonyitasara az opci6é arat meghatérozé egyenletet egy mértékeserével
alakitsuk at!

Az egyenlet a valodi mértékkel:
A
Cy=EF A—T max(Vy — K, 0) (58)
0
6. Definici6. [27] Legyen P a valddi, Q°PE pedig az 1ij valdsziniségi mér-

tek. Vezessiik be a Radon-Nikodym derivdltakbol allo \(t) = d%ifB folyama-

tot, ahol QP8 illetve P, a megfeleld mértékek leszikitése az F; o-algebrdkra.

Ekkor a sztochasztikus diszkontfaktor értéke t-ben a kockdzatmentes diszkont-

faktor értéke t-ben és ezen \(t) szorzata, azaz:

. dQGDB
A — —7t>\ t) = —rt t
r=e "A\t)=e i (59)
Igy az opcio ara az alabbi alakba irhato:
dQGDB
Cy = EF [6_TT Iz max(Vy — K, O)}

e~'T EQ°P” [maX(VT K, 0)]7 (60)

ahol QPP az eredeti P mértékkel ekvivalens mérték. (A Radon-Nikodym
derivaltaknal eltekintiink a 7" indextdl, ez ugyanis a T-ig lehetséges Osszes
informéci6 ismeretét jelenti.)

Mivel Q“PZ nem egyértelmii, ezért keressiink olyan Q“”” mértéket, ami-
vel Cy minimalis, illetve maximalis! Ezek az értékek adjik meg a derivativ

dranak also és felsg hatarat. Tehéat

Cy €  nin e TTER” [max(VT - K, O)],
»Q <k
chlBa}é k2» eirT]EQGDB [maX(VT a K’ O>i|:| (61)
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Ezzel a jeloléssel a GDB egy koherens kockazati mérték, amely a kocka-
zati mértékek infimumat és supremumét keresi egy elfogadasi tartomanyon
beliil. Jaschke és Kiichler (2001) [23] cikkében bebizonyitja, hogy a kohe-
rens kockazati mértékek ekvivalensek az altalanos arbitrazs hatarokkal, azaz
a GDB-vel.

Annak bizonyitaséra, hogy a kozonséges eurdpai call opcié aranak kor-
latait meghatarozza a fent Ks-re megkapott korlat, végezziik el a kovetkezd
Girsanov-transzformaciot!

ElGszor definidljuk a tobbdimenzids Girsanov tételt!

7. Definici6. [29] Legyen ©(t) = (01(t), ..., 0,(t)) n-dimenzids Fi-mérhetd

folyamat, amire teljesiil a Novikov-feltétel, azaz
INARL
EP<eXp 5/0 ; @Au)du) < 0. (62)

Vegyiik a

Zt—epo( / (w)dWF (u) — 5 /0 t@?(u)du) (63)

folyamatot, ahol AW}, i = 1,...,n n-dimenziés Wiener-folyamat P-mérték
alatt. Ekkor ha a Q-mérték a kovetkezdképpen van definidlva:
Q(A) = [, ZdP, A € F,, akkor

=W+ / O ( (64)
Wiener-folyamat Q-mérték alatt (i =1, .

Alkalmazzuk a Girsanov-tételt O(t) = ( e K2> -vall Eszerint léte-

zik olyan P-vel ekvivalens Q-mérték, amire

aQ 1"
F = exp{ 2/0 (@2( )+@2 dt—/ @ dW1 / @2 dWQ }

1 —
. exp{—é/ (“SU r —Kg(t)>dt+/ P50 aw / FodWs(t }
0 S 0
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Ekkor

aw, = daw@ -5 Ty
o
AW, = dW§ — K,dt, (66)

ahol dWlQ és dW2Q Q-mérték szerinti Wiener-folyamatok. Ekkor a V

értékének alakulasat leird egyenlet:

dV = [,vadt + UVV(de1 “+ 1/ 1— deWQ)
— Vi + UVV[p<dW1Q _#sT T)dt +/1= pQ(dW;? _ KQ)dt}

S

= (MV —oyp fs 77 — 0Oy vV 1-— pQKQ)th
S

—i—avV(delQ /11— p2dW2Q).

Az opci6 ara Cy alapjan pozitiv korrelacioban all Vi alaptermék T-beli

araval, igy annak driftjével is. Az opci6é ara akkor lesz minimalis, ha ez a
drift minimalis (ez lesz az eladok rezervacios ara, tehat a legkisebb ar, amin
hajlandoak eladni). Ez akkor kovetkezik be, ha K, értéke maximalis, azaz
Ky = /k? — (“i—s_”)2 Hasonldéan kapjuk a vevsk rezervacios arat, azt a
legmagasabb értéket, amin hajlandéak vasérolni: a driftet maximalizaljuk,
azaz vegyilk Ko minimum értékét Ky = —y/k? — (“i—:)z—t. Ahhoz, hogy

tranzakcio johessen létre, az opcio ardnak ezen korlatok kozé kell esnie, azaz

R =R G0

intervallum egyértelmtien meghatarozza az opci6 aranak lehetséges értékeit.

Ha a dV-re kapott egyenletet atirom a kovetkez6 alakra, egy osztalékot

fizet6 részvény folyamatat ismerjiik fel benne.

AV = (r — Q)Vdt + oV (pdWE + /1 — p2dWg), (68)
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ahol ¢ =r —py +oyp “iS_T —oy\/1 — p? K5 az osztalékfizetési rata. (uy,
oy és K, értékérdl feltessziik, hogy konstans, igy V lognormélis eloszlast
kovet. A g osztalékfizetési rata negativ.

Ennek bizonyitasara sziikségiink lesz a CAPM modellbél ismert Gsszefiig-

gésre a részvény varhato hozamara:
E(R;) =r;+ Bi(E(Ry,) —ry), (69)

ahol R; jeloli a részvény hozamat, r¢ a kockdzatmentes kamatlab, R, a rész-

Cov(Ry,R, Corr(Ri,Rn)o(Ri) . s . .
ovtl ) _ CorlliTom)o(ls) ) 1og,vémy hozama és a

vénypiac hozama és [5; =

0’2(Rm) O'(Rm)
részvénypiaci hozam kozotti Osszefiiggést fejezi ki. (§;-t behelyettesitve:
E(R,,) —
E(R;) = r¢ + Corr(R;, Rm)a(Ri)u, (70)
U(Rm)
ami a korabbi jeldlésekkel:
MVZT‘FPUVMS_T- (71)

0s
-t behelyettesitve ¢g-ba csak a —oy \/1—7sz2 tag marad, ami pedig
negativ, tehat g osztalékfizetési rata értéke negativ, de ezt elfogadjuk, mint
egy arat”, amit azért kell fizetni, hogy a fedezetlen kockazat eltiinjon és
kilépjiink a nem teljes piacok vilagabol.

fgy a call opcio arat mar a Black-Scholes képlettel ki tudjuk fejezni:
Co = Voe ' N(d,) — Ke ™" N(dy). (72)

N(z) a sztenderd normalis eloszlasfiiggvény z helyen felvett értéke,

L () (v —ovp e - ovy/1— 2Ky + )T
1= )

Uvﬁ
dg = d1 — O'V\/T

Nem teljes piac esetén, a teljes piaccal ellentétben, az alaptermék driftje
sosem tiinik el. Még egy, az ezzel tokéletesen korrelald kereskedett termék

esetén (p = 1) sem, ugyanis a kettd varhato hozama kiilonbozik.
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6.3. Paramétervalasztas

Ebben a modellben mar kénnyen szidmolhatunk opcidarat, mert a paramé-
terek ismertek, vagy megfigyelhetGek. Az egyetlen exogén paraméter a vo-

latilitasi korlat, k. Ahhoz, hogy az opcidarak értelmesek legyenek, tudjuk,

hogy k > ”i;r—nek teljesiilnie kell. EgyenlGség esetén a piac teljes, az arak
a Black-Scholes arhoz konvergalnak. Azonban minél nagyobb értéket valasz-
tunk neki, az opcidarra a korlat annal szélesebb. Cochrane és Saa-Requejo
(2000) [7] szerint k-ra jo valasztas a Sharpe-mutat6 2-szerese.

Vegyiink egy egyszerti példat! Legyenek a paraméterek a kovetkezok:
s = 8%, o5 = 16%, py =povE—+r,r =4%, T =1,k = 28, p=0,8,
Vo = 100, K = 60.

Ekkor a GDB also és fels6 korlatjara kapott értékek, valamint a Black-

Scholes ar az alaptermék volatilitasanak fiiggvényében:

60

e

\ felsé korlat
e BS A

= 2alsé korldt

Oy

Az abrabol jol latszik, hogy az alaptermék volatilitasanak kis értékeire
(oy — 0) az arak a Black-Scholes arhoz konvergalnak, mert elttinik az alap-
termék kockazata, az egyetlen kockdzat, ami a modellben marad, az alapter-
mékkel korrelalo, kereskedett részvény kockazata, akarcsak a Black-Scholes
modellben. A teljes piaccal ellentétben, nem teljes piac esetén az opcid ara-

nak also korlatja az alaptermék volatilitdsanak novekedésével csokken (ez az
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osztalék negativitasabol kovetkezik: ¢ < 0). Mivel ez a vevdk rezervacios
ara, ez azt jelenti, hogy ahogy a bizonytalansag né, igy a vevék a nem fe-
dezhetd kockazat miatt kevesebbet akarnak fizetni. A piac nem-teljessége
tehat az opcid piaci arat csokkentheti. A csokkend tendencia azonban csak
in-the-money opcio (K < Vp) esetén figyelheté meg. Amint at-the-money-va

valik (K = V1}), a volatilitas negativ hatasa az opcié arara elmalik.

40
\ e K=60

o — —K=70
=30 —
= e K=80
2
: T — e e =90
g 20
© e K= 100
—
3 \_—______————“"—/’/’ —K=110
g_ 10 -
1o k=120

0 - . K=130

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Oy

Nagyon fontos paraméter még a diszkontfaktor volatilitasianak korlatja k.
Ha ennek értéke a kereskedett termék Sharpe-mutatdjaval egyezik meg, ak-
kor a piac teljessé valik, az opcié GDB szerinti ara konvergal a Black-Scholes
modellben szamitott arhoz. k novelésével az also és fels6 korlat kozotti inter-
vallum né. A kordbban megadott paraméterekkel, és oy = 15%-kal (amib6l
py = 7%):
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g felsé korlat
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A modellt pontosithatjuk azaltal is, ha kereskedett eszkoznek olyan esz-
kozt valasztunk, aminek az alaptermékkel vett korreldcidja minél nagyobb. A
korrelacios egyiitthato névekedésével ugyanis a GDB modell szintén a Black-
Scholes arat kozeliti. p = 0 korrelalatlansag esetén pedig a kockézat nem

fedezhetd, ezért ekkor a legszélesebb az intervallum.

55

R —
© 45 -
2 —felsé korlat
(8]
o -/
°© 0 / e BS A1

35 e 2alsé korldt

30

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
p

45



6.4. Példa

A kovetkezkben a 6. fejezetben megismert GDB arazasi mechanizmus né-
hany alkalmazésat ismertetem. Az elsG a realopciéra egy példa, a beépitett
foldteriiletek arazasa. Elszor Titman (1985)[33] elméleti dolgozataban ol-
vashatunk az 6tletrdl, miszerint egy foldteriilet értéke megegyezik egy olyan
eurdpai call opcid értékével, aminek alapterméke az épiilet, amit a teriiletre
lehet épiteni, kotési arfolyama az épitési koltség és az épitkezés kezdete a
lehivas id6pontja. Henderson (2007)[22] és Miao, Wang (2007)[28]| hasznos-
sagfiiggvény alapt arazasi technikdja alapjan Floroiu és Pelsser (2012)[16]
cikkében olvashatunk a GDB moédszer alkalmazasarol részletesebben.

Egy masik példa a dolgozatomban bemutatott modszerhez hasonlo ara-
zasra az idGjarasi opciok arazasa. A legszélesebb korben ismert idGjarasi
opciok az ugynevezett HDD (Heating Degree Days) és CDD (Cooling Deg-
ree Days) opciok. Az alaptermék ekkor a h6mérsékletbdl szarmaztatott, ami
nem kereskedhets, ezért lesz a piac nem teljes. Az alaptermék értéke a T
napbol allo kotési idészak végén:

T T

HDD = ) napi HDD = ) "max(0; 18C° — napi kézéphémérséklet)

=1 =1

és

T T
CDD = Z napi CDD = Z max(0; napi kézéphdmérséklet — 18C°).
i=1

=1

Az erre vonatkozo call opcio kifizetési fliggvénye:
p($/foknap) - max{0; HDD — K},

p($/foknap) - max{0; CDD — K},

ahol p($/foknap) a kotési arfolyamtol valo pozitiv eltérés egységnyi ara dol-

larban. A viszonyitasi fokszam altalaban 18C°, de az atlag eur6paitol eltérd
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klimaju orszagokban ezt méas értékben is meghatarozhatjak. Az opcié atlagos
idGtartama egy honap vagy egy évszak (HDD esetében jellemz&en november-
t61 marciusig, CDD esetében majustdl szeptemberig). Viszont a hémérsék-
let nem geometriai Brown-mozgast végez, ezért erre az altalam bemutatott
modellnél egy altalanosabbat kellene alkalmazni. Ennek egy példajat olvas-
hatjuk Giron (2010)[17] diplomamunkajaban.

Egy mésik tipust idGjarasi derivativa a Japanban hasznélt ,,nyari napok”
opci6. Ennek kifizetési fliggvényét a nyari napok szama hatarozza meg, azaz
azon napok szdma az opcié idStartama alatt, amik meghaladjak a 25C°-
ot. Kanamura és Ohashi (2009)[24] cikkében ilyen tipust opciok arazasarol
olvashatunk a GDB modszerrel, viszont a h&mérséklet itt sem geometriai
Brown-mozgast kovet, 6k a volatilitidsarol azt feltételezik, hogy Ornstein-
Uhlenbeck folyamatot kovet.
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7. Osszefoglalas, tovabbi kutatasi iranyok

Az eszkOzarazas alaptételei alapjan tudjuk, hogy nem teljes piacon arbitrazs-
mentesség esetén létezik martingdlmérték, azonban az nem egyértelmi. Igy a
szarmaztatott termékekre nem tudunk egyértelmd drat meghatarozni, csupan
egy tartomanyt, ami a minimum- és maximumértékeit adja meg. Dolgoza-
tomban az elfogadasi tartomanyt a piaci szereplék egyéni kockazatelutasitasi
hajlamat tiikroz6 kockazati mértékekkel adtam meg.

Diszkrét esetben definidltam egy olyan fedezési stratégiat, ami a koc-
kazati mérték segitségével meghatarozhat6. Az arbitrazsmentességet ennek
segitségével egy félig-végtelen linearis programozasi feladatként felirva, majd
dualisat véve azt lattuk, hogy az ar also és felsé korlatjaként a derivativa
kifizetésfiiggvényének martingdlmérték szerint szamitott varhato értékének
minimumét és maximumat kapjuk. Az LP feladat R programban valdé meg-
oldasaval két feltételezett modellre, illetve valos adatokra is megmutattam a
tartomany alakulasat kiilonbo6z6 paraméterek mellett.

Diszkrét esetben a dolgozat folytatasa lehet a hozamok kiilonb6z6 megva-
lasztésa. Korabbi heti effektiv hozamokkal vizsgalva az LP feladatnak nem
minden esetben létezik megoldésa, el6fordul ugyanis, hogy a heti hozamok
egy részvénynél mind a 10 hétre pozitivak. Ekkor a részvény arfolyamata
nem lehet martingal. A trendek illetve zajok pontosabb vizsgalataval és ho-
zamok szimulalasaval megfelel6bb képet kaphatunk az arfolyamalakulasrol.
A heti hozamok helyett vizsgalhatunk napi hozamokat is (az opciok havi
idGtartama miatt hosszabb id6tavat nem érdemes valasztani). Viszont ekkor
célszerd lenne a 3 periddus helyett tobbet vizsgilni, aminek futasi ideje mér
4 periodusra is 89 perc (a dontési valtozok szama itt mar 104, a feltételeké
pedig 25 555). Az arak alakulasat nagyban befolyasolja a kiilonb6z6 kocka-
zati mérték, illetve az ahhoz kapcsolodéd [ paraméter megvalasztasa is, ezért

érdekes lehet megvizsgalni az arakat az egyes piaci szereplék erre vonatkozo
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preferenciai alapjan.

Folytonos esetben az Gn. ,good-deal bounds” mechanizmust ismertet-
tem, ami a diszkontfaktor volatilitAsanak megszoritasara épiil. Geometriai
Brown-mozgast végzd alaptermék, és egy azzal korrelalo, szintén geometriai
Brown-mozgast végzs fedezeti eszkdz esetén megmutattam, hogy a kiilénbo6zé
paraméterek esetén hogyan alakul az ar tartomanya.

A dolgozat folytatasa lehet a piacokon ténylegesen kereskedett opciok
vizsgélata. Sajnos azonban az alaptermék dinamikijara vonatkozo feltétel a
valosagban sokszor nem teljesiil, ezért célszert a modellt altaldnosabb esetre

is kiterjeszteni és megvizsgalni.
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8. Fiiggelék

8.1. Az opci6é arat meghatarozé LP feladat program-
kédja

library (IpSolve)

library (IpSolveAPT)

depth < 3

subscenario <« 10

asset < 4

beta < 0.7

rho « (1/(subscenario~depth))/(1-beta)

# Osszes allapot szama: (most 1111)

nodeset < (subscenario” (depth+1)-1)/(subscenario-1)

# lejaratkori allapotok szama: (most 1000)

terminalnodes <— (subscenario upp(depth-+1)-1)/(subscenario-1)-
(subscenario ” (depth)-1)/(subscenario-1)

# részvények valtozasai
tr «— rbind(
cbind(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),
cbind(# az els6 részvény alakulasa
1.306, 0.933, 1.06, 0.922, 0.972, 1.024, 0.987, 1.047, 0.992, 0.904),
cbind(# a méasodik részvény alakulasa
1.027, 0.991, 1.07, 0.914, 1.027, 1.075, 1.057, 1.035, 0.929, 0.928),
cbind(# a harmadik részvény alakuldsa
0.971, 0.912, 1.03, 0.984, 1.102, 1.046, 1.038, 1, 0.934, 0.944))
r < t(tr)
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# kotési ar
kk « 680

# 6s0k meghatarozasa (elGszor nullvektor, majd értékadas)
adult < rep(0,nodeset)
for (n in 2modeset){

adult|n]=((n-2)-(n-2)%%subscenario) /subscenario+1}

# 7 matrix (eszkozok értékei, sorokban a lehetséges allapotok, oszlopokban
az eszkozok)
# (el6szor nullvektor)
z—matrix(data=NA, nrow=nodeset, ncol=asset)
for (i in 1:100){
for (j in 1:asset){
z[i,j]=0

}

# els6 sora: kezdeti értékek
elsosor < cbind(1,684,223,34000)
# (értékadas)
for (i in 1:nodeset){
for (k in 1l:asset){
if (i==1){z[1,k|] = elsosor|k|}
else if (i%%subscenario>1) {z|i,k| = z|adult[i].k]| *
r[i%%subscenario-1,k] }
else {z[i,k] = z[adult[i].k] * r[i%%subscenario+9,k|}
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# ¢ vektor (szarmaztatott kiovetelés értéke)
c=rep(0,nodeset)
for (i in 1:(nodeset-subscenario "~ depth))
{c[i]=0}
for (i in (nodeset-subscenario ~depth-+1):nodeset)
{c[i] = max(kk-(z[i,2]+z[adult[i],2]+z[adult[adult]i]],2] +2[1,2]) /(depth+1),0)}

# optimalizalasi feladat
Iprec <— make.lp(0,nodeset)
set.objfn(lprec,c)

Ip.control(Iprec,sense="max’)

# feltételek
# 7 martingal
gqnzn=rep(0,nodeset)
for (jin 1:4)
for (i in 1:(nodeset-subscenariodepth)){
for (k in 1:nodeset) {
if (k==1) {qnzn[k]=-z[i,j|} else if (k==10*(i-1)+2) {quzn[k]=z[k.j]}
else if (k==10*(i-1)+3) {qnzn[k]=z|k.j]}

else if (k==10%(i-1)+4) {qnzn|k|=z[k.j]}
else if (k==10*(i-1)+5) {qnzn|k|=z[k,j]}
else if (k==10*(i-1)4+6) {qnzn[k|=z|k.j]}
else if (k==10*(i-1)+7) {qnzn[k|=z|k.j]}
else if (k==10*(i-1)+8) {qnzn|k|=z[k,j]}
else if (k==10*(i-1)+9) {qnzn|k|=z[k.j]}
else if (k==10%(i-1)+10) {qnzn|k|=z[k,j]}
else if (k==10*(i-1)+11) {qnznl[k]=z[k,j]}
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else qnzn[k|=0

}

add.constraint(Iprec, qnzn, "=", 0)}
#qo=1
add.constraint(Iprec, ¢(1,rep(0,nodeset-1)), "=", ¢(1,rep(0,nodeset-1)))

# valosziniiségek 0-nal nagyobbak
for (i in 1:nodeset){

set.bounds(Iprec, lower = 0, columns = i)}

7+ fels6 korlat P, alapjan
for (i in (nodeset-subscenario ~depth-+1):nodeset){

set.bounds(Iprec, upper = rho, columns = i)}

solve(lprec)

8.2. Minimum (-t meghatarozé programkoéd

# Els§ tizedesjegy meghatarozasa
megoldas < 0

m—1

# a megoldas valtoz6 a solve fiiggvény értékét kapja, ami 0, ha az LP feladat
megoldhatd, 2, ha nem létezik optimalis megoldas
while (megoldas==0) {
# [ értéke kezdetben 1-r6l indul, minden 1épésben 0.1-el csokken
beta = 1-m*0.1
rho < (1/(subscenario " depth))/(1-beta)
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# ide jon az optimalizalasi feladat a feltételekkel egyiitt
megoldas < solve(Iprec)
m < m+1}

# a még megoldhato béta értéke
beta 1 < beta+0.1

# Masodik tizedesjegy
megoldas < 0
m=1
while (megoldas==0) {
beta = beta_1-m*0.01
rho <+ (1/(subscenario”depth))/(1-beta)
# ide jon az optimalizaléasi feladat a feltételekkel egyiitt
megoldas < solve(lprec)
m<— m+1}
beta 2 < beta+0.01

# Harmadik tizedesjegy
megoldas < 0
m=1
while (megoldas==0) {
beta = beta_ 2-m™*0.001
rho < (1/(subscenario”depth))/(1-beta)
# ide jon az optimalizalasi feladat a feltételekkel egyiitt
megoldas < solve(lprec)
m<m-+1}
# a harom tizedesjegyt béta, amire az LP még megoldhato:
beta 3 < beta+0.001
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