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Kivonat

A végeselem-moddszer napjainkban széles korben alkalmazott eljaras differencidlegyenletek nu-
merikus megoldasara. Gyakran hasznélatos fizikai €s mérnoki teriileteken. Ezen kutatomunka
célkitlizése a médszer matematikai hétterének alapos megismerése és példakon keresztiil vald
bemutatdsa volt.

Ebben a dolgozatban a forditott inga modelljének véges elemes megoldasaval foglalkozunk. A

mozgést az

1
X—E(g+a(t))sinx:0

nemlinedris masodrendi differencidlegyenlettel modellezziik, ahol x a fiiggbleges irdny és az in-
ga rudja altal bezart szog, g a gravitacids gyorsulds, ¢ az ingarid hossza, a(t) egy T-periodikus,
szakaszonként konstans fiiggvény.

A végeselem-moddszer bemutatdsara a forditott inga egyenletének linearizéltjat valasztjuk. Ek-
kor ugyanis lehetdségiink van Osszehasonlitani a numerikus megolddst az analitikussal, és a
hibavizsgélatra. Tudjuk azt is, hogy a forditott inga felsé egyensulyi helyzete stabilld tehet6 a
felfiiggesztési pont elegendden nagy frekvencidju rezgdémozgdsdval [5].

A linedris eset egy érdekes alkalmazdsat, a Mathieu-egyenletet vizsgéljuk, amikor a lineéris tag

egyiitthat6ja egy T-periodikus, nem szakaszonként konstans fiiggvény :
2
X —cos (—ﬂt) x=0.
T

A kapott numerikus megoldast 0sszehasonlitjuk a szakaszonként konstans egyiitthatds linearis
differencidlegyenlet véges elemes megolddsaval.

Végiil mddszeriinket atiiltetjiik a nemlinedris esetre. A nemlinearitdst kozelitjiik az egyre ma-
gasabb rendi Taylor-polinomjéval, és az eredendd nemlinedris differencidlegyenlet numerikus
megoldasat vizsgéljuk a végeselem-mddszerrel. Mivel a nemlinedris esetben nem ismert az ana-
litikus megoldds, csak olyan megfigyeléseket tudunk tenni, hogy mi torténik a numerikus meg-
oldéssal, ha noveljiik a kozelitd Taylor-polinom fokszamat. A fazissikon abrazoljuk a Poincaré-
leképezést.

A dolgozat zardsaként attekintjiik az elért eredményeket az ide vonatkozé szakirodalom tiikré-
ben, valamint — tovabblépésként — vazoljuk az alkalmazott kozelit6 eljards javitdsanak lehets-

ségét.



El0szo

A TDK-dolgozatom anyaga az elmult honapok, évek alatt folytatott kutatomunkéra épiil. To-
rekedtem arra, hogy a téma kiterjedt szakirodalménak leglényegesebb részét megismerjem. A
cél az volt, hogy a forditott inga jelenségét tanulmanyozzuk a végeselem-mddszer segitségével.
A dolgozat alapjat képezd folytonos Galjorkin-mddszer édltaldnos tanulmédnyozasaval diploma-
munkdmban foglalkozom részletesebben [18].

Remélem, hogy a dolgozatom megfelel az eredeti célkittizéseknek, és sikeriil &tadnom va-
lamennyit a lelkesedésbdl, ami a megirdsat kisérte.

Ko6sz6ndm mindazok segitségét, észrevételeit, akik barmilyen formaban hozzdjéarultak a
TDK-dolgozatom, illetve a diplomamunkdm elkésziiltéhez. Kiilon szeretném megkdszonni Dr.
Van Leeuwen-Polner Moénika tiirelmét €s batoritasat, aki témavezetoként részletes dtmutata-
saival, tandcsaival segitett engem a dolgozatok készitése sordn. Koszonettel tartozom Somogyi
Anikoénak is, hasznos megjegyzéseiért. Végiil, de nem utolsé sorban nagyon kdszoném Dr. Hat-
vani Laszlonak, hogy tuddsaval és munkdjaval hozzdjarult a dolgozatom sikeréhez.

Halas vagyok a csalddomnak, a vSlegényemnek, Gergének és a bardtaimnak azért, hogy ba-

toritottak és mindenben tdimogattak.

Szeged, 2014. 04. 20.

Voros Anett
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Bevezetés

Szamos teriileten szokds végeselem-moddszert alkalmazni, példaul szilard és folyadékmechani-
kaban, elektromagnességben, populaciddinamikdban, gazdasdgi modellekben, mérnoki szami-
tdsokban. Tipikus modellproblémadk, amelyeken a végeselem-mddszert vizsgdljuk: a hovezetés
egyenlete Dirichlet-, Neumann-, és Robin-peremfeltételekkel, a Poisson-egyenlet, a hullim-
egyenlet egy €s tobb dimenzidban.

A véges elemek mddszerének (roviden: VEM) szamos fajtdja létezik [2, 8, 10, 12]. Két
kiilonb6z6 megkozelités flizédik példaul Walther Ritz, és Borisz Galjorkin nevéhez, mi a dol-
gozatban az utobbi szemléletet kovetjiik. Azon beliil is az un. folytonos Galjorkin-mddszert.

Az egyes mddszerek nemcsak a megoldds menetében, hanem a véges elemek kivalasztasa-
ban is kiilonboznek. A kiillonboz6 végeselem-mddszerek alkalmassédga fiigg az adott probléma-
tol. Példaul a megoldas ,,gyors” véltozdsanak kezelésére alkalmazhatdak n. adaptiv végeselem-
mobdszerek. Az elemtartomany, a véges dimenzids fliggvénytér, a szabadsagi fokok megvélasz-
tdsa mind a végeselem-analizis része. Itt megemlithetjiik a Lagrange-, Argyris-, Hermite- stb.
elemeket. Az elemtartomdnynak akkor van jelent6sége, ha magasabb dimenziéban vagyunk.
Két dimenzidban szokdsos elemtartomdnyok a hdromszog és a négyzet, harom dimenziéban a
tetraéder és a kocka.

A véges elemes megoldas 1étezését és egyértelmiiségét a Lax — Milgram-lemma biztositja,
aminek részleteire a diplomamunkdmban térek ki [18].

Ebben a dolgozatban a forditott inga modelljének véges elemes megoldasdval foglalkozunk.

A mozgast az

1
X—Z(g+a(t))sinx:0

nemlinedris masodrendl kozonséges differencidlegyenlettel modellezziik, ahol x a fiiggbleges
irdny és az inga rudja éltal bezdrt szog, g a gravitacios gyorsulas, £ az ingarud hossza, a(t) egy
T-periodikus, szakaszonként konstans fiiggvény.

A végeselem-mddszer bemutatdsara a forditott inga egyenletének linearizéltjat valasztjuk. Ek-
kor ugyanis lehet&ségiink van 6sszehasonlitani a numerikus megoldést az analitikussal, és a

hibavizsgélatra. Tudjuk azt is, hogy a forditott inga fels6 egyensulyi helyzete stabilla tehets a
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felfiiggesztési pont elegendden nagy frekvencidju rezgdémozgdsdval [5].
A linedris eset egy érdekes alkalmazdasat, a Mathieu-egyenletet vizsgéljuk, amikor a lineéris tag

egyiitthat6ja egy T-periodikus, nem szakaszonként konstans fiiggvény :

. 2n

X — cos (7t) x=0.
A kapott numerikus megoldast 0sszehasonlitjuk a szakaszonként konstans egyiitthatds linedris
differencidlegyenlet véges elemes megoldasaval.
Végiil mddszeriinket atiiltetjiik a nemlinedris esetre. A nemlinearitdst kozelitjiik az egyre ma-
gasabb rendi Taylor-polinomjéval, és az eredendd nemlinedris differencidlegyenlet numerikus
megoldasat vizsgédljuk a végeselem-modszerrel. Mivel a nemlinedris esetben sem ismert az ana-
litikus megoldds, csak olyan megfigyeléseket tudunk tenni, hogy mi torténik a numerikus meg-
olddssal, ha noveljiik a kozelitd Taylor-polinom fokszdmat. A fazissikon dbrdzoljuk a Poincaré-
leképezést.
A dolgozat zardsaként attekintjiik az elért eredményeket az ide vonatkozé szakirodalom tiikré-
ben, valamint — tovabblépésként — vazoljuk az alkalmazott kozelit6 eljards javitdsanak lehets-
ségét.

Ebben a dolgozatban lineéris bazisfiiggvényeket hasznédlunk, ezért az dltalunk alkalmazott

modszer elsérendd.



Elso fejezet

A forditott inga

A matematikdnak a természettudomdnyok terén valé hasznossdga a csoddval hatdros. Nincs is rd
raciondlis magyardzat. Mert semmiképpen sem természetes, hogy legyenek »természeti torvények«,
és még kevésbé kézenfekvd, hogy az ember felfedezhesse dket. Az a tény, hogy a matematika nyel-
ve alkalmas a fizikai torvények megfogalmazdsdra, csoddlatos ajdandék, amelyet soha nem lesziink

képesek igazdn megérteni vagy kiérdemelni.”
/Wigner Jend/

Tekintsiink egy ¢ hosszisagu, egységnyi tomegl ingat. Jelolje ¢ a fiiggbleges lefelé mutatd

irdny €s az ingarud 4ltal bezért szdget (az dramutatd jarasaval ellentétes irdnyban mérve), vala-
e s . .. . def ) ) .

mint jelslje g a graviticids dllandét. A mozgdsi energidt a K = %(&p)z, a helyzeti energiat az

UE —gl cos Y kifejezések adjak meg. A dinamikai rendszer Lagrange-fiiggvénye

e )
Ld:fK—U:(lé/) +glcosy, (1.0.1)
amit behelyettesitve a Lagrange-egyenletbe :
do 0
——L.——L =0, (1.0.2)
dtoy oy
eljutunk az inga mozgasinak egyenletéhez [3]:
¢+§simp=0. (1.0.3)

Vildgos, hogy az ingdnak két egyensulyi helyzete van: az alsé stabil (i = 0), mig a fels6
instabil (¢ = ). Ismeretes, hogy az instabil egyensulyi helyzet a felfiiggesztési pont fiiggbleges
irdnyd megfelel6 rezgdmozgédsa mellett stabilld tehetd [13, 6]. A jelenség tanulmanyozasidhoz

célszert bevezetniink a § < Y — mvaltozot [1]. Ekkor az (1.0.3) egyenlet atirhat6 a

b %sin@ — 0 (1.0.4)



alakba, ahol 6 a fiigg6leges folfelé mutatd irdny és az ingarud altal bezért szog (az dramutatd
jarasaval ellentétes irdnyt tekintve pozitivnak). Az a meglepd eredmény, hogy a forditott inga
fels6 egyensilyi helyzete elég nagy frekvencidju rezgés segitségével stabilizdlhatd, Kapica [9]
nevéhez fliz6dik, tiszteletére a rendszert szokds Kapica-ingdnak is nevezni.

Tegyiik fel, hogy a felfiiggesztési pont fiiggblegesen oszcillal, gyorsuldsat jeloljik a(r)-vel.
Minthogy az inga ridja merev, a felfiiggesztési pont gyorsuldsa folytonosan adédik hozza a

gravitacids gyorsuldshoz [5]. Ekkor tehét a forditott inga mozgasat a
S|
60— 7 (g +a()sind=0 (1.0.5)

masodrendd differencidlegyenlet irja le. Legyen most az inga fiigg6leges irdnyd rezgédmozgasa-

nak a(t) gyorsuldsa az aldbbi T-periodikus, 1épcsds fliggvény :

Ag, ha kT <t <kT + Ty
a(t) = (1.0.6)

—Ag, hakT + Ty <t < (kT+TH)+TE, k:0,1,2,...,kmax,
ahol Ay, Ag, Ty, Tk pozitiv konstansok, Ay > 0, Ag > g, T+ Tg =T, Ag = AgTg/Tu, T a
felfiiggesztési pont mozgasdnak periddusa, és k., € N a tekintett periddusok szamandl eggyel

kisebb, rogzitett, nemnegativ egész szdm. Az indexekben el6fordulé ,,H” és ,,E” betlik a mozgds

hiperbolikus illetve elliptikus szakaszaira utalnak.

1.1. abra. Forditott inga

A tovédbbiakban az egyszeriibb jelolés érdekében bevezetiink két konstanst:

w def /g+AH
H — g b
ef [Ag—

Az (1.0.5) egyenletre bevezetjiik a stabilitds fogalmat [5]. Azt mondjuk, hogy az (1.0.5)

egyenlet stabil, ha minden 6(f) megoldds esetén (0(1?), Q(t)) korlatos R-en. Ellenkezd esetben azt
mondjuk, hogy az egyenlet instabil.



1.1. AMEISSNER-EGYENLET ANALITIKUS MEGOLDASA

1.1. A Meissner-egyenlet analitikus megoldasa

Eldszor egy olyan esetet fogunk numerikusan vizsgélni, amelynek az analitikus megoldasat
ismerjiik. Ehhez az (1.0.5) egyenletben irjunk sin @ helyébe 6-t. Tekintsiik tehat az alabbi mé-

sodrendi kozonséges differencidlegyenletet:

.1

Q—E(g+a(t))0:0, (1.1.1)
ahol a(?) az (1.0.6)-ben adott periodikus 1épcsds fiiggvény. A kezdeti feltételek legyenek

0(0) =1, (1.1.2a)
6(0) = 0. (1.1.2b)

Az (1.1.1) egyenlet az inga mozgédsanak méar emlitett egymads utdni szakaszait irja le. E16sz6r
vizsgaljuk a hiperbolikus szakaszt.
Hiperbolikus rész

A fent bevezetett jelolésekkel az (1.1.1) egyenlet alakja a periédus els6 szakaszaban:
6—wid =0, kT <t <kT + Ty, k=0,1,2,..., knax. (1.1.3)
Legyenek

Xux = 0,

0
yH,k: £l k:0,1’2a---skma>u
wH

a fazisvaltozok. Ekkor az (1.1.3) egyenlet dtirhat6 egy rendszerré:

XHk = WHYHL (1.1.4a)

VHA = WHXHL kT <t <kT + Ty, k=0,1,2,..., knpax. (1.1.4b)

Beldthato, hogy a trajektéridk hiperboladarabok [5], erre utal a hiperbolikus elnevezés. Vezes-
stink be polarkoordinatakat, azaz legyen xyx = 7k COS @uk, Yukx = Fax SIN@u, Tux > 0, @ux €
€ R. Ekkor (1.1.3) alakja:

FHk = FHAWH SIN 20 4, (1.1.5a)

PHi = WH COS 20y 1 (1.1.5b)



1.1. AMEISSNER-EGYENLET ANALITIKUS MEGOLDASA

Ha cos2¢y(kT) = 0, akkor cos2¢ui(f) = 0, Vt € [kT,kT + Ty). Ha cos2¢u(kT) # O,
akkor legyenek ¢y (kT) = @uyi, rux(kT) = Fuy adottak, valamint legyen 7 &« t—kT, t €

def _ _ £
€ [kT, kT + Ty), cux = (1 +tg @ux) / (1 — tg o). Igy

WH COS 201k = PH ks

kT+7 onx(kT+7)
onf = f _ i) o f dr
H cos 2y () COS 2T
kT eHk(kT)
1 1 —tgus |1+t ouu @)
1 +tg Pk 1 —tg oy (0 |
amibdl (1.1.5b) megoldésa
Crip - €2k
enx(t) = arctg ors - S 1 (1.1.6)
Tovabba (1.1.5a)-t atalakitva
FHAWH SIN 20k = P,
kT+t kT+i )
rax(s
WH f sin 2y (s) ds = f Hi(5) ds = Inryg () — In 7y,
ru(s)
kT kT
amibdl az adddik, hogy
1
() = g - \/ 1+ ¢}y etomt=kT) . gmontkD . (1.1.7)

/ 2
1+ Chx

Az (1.1.6) és (1.1.7) kifejezéseket visszairva a rendszer poldr alakjdba, megkapjuk a hiperboli-

kus szakasz egzakt megoldasat:

Xp (1) = rig(f) cos @r (0 (1.1.8a)

B ~ 1 CHE eQwH(t—kT) -1
= T - \/1 + cfy etentkD) L gmen(=KD . . cos |arctg —————0 ,
’ 1+ 2 cH,k-e‘”H(f‘ )+ 1
vV H.k
yux(#) = ru(?) sin @y (2) (1.1.8b)
1

CH,k . eZa)H(t—kT) _ 1
. eZwH(z—kT) + 1 ’

= Fip - \/ 1 + 2 eon=kT) . gmonlt=kT) . - sin (arctg

CH k

J1+ iy
kT <t<kT +Ty, k=0,1,2,..., kna-

Kifejeztiik tehat a keresett xy, fliggvényt bizonyos, ry-ra €s ¢y ,-ra vonatkozo kezdeti fel-
tételek segitségével. Most a forditott inga szakaszonként konstans egyiitthatos linedris egyenle-

tének vizsgélatit a masodik, elliptikus szakasszal folytatjuk.

8



1.1. AMEISSNER-EGYENLET ANALITIKUS MEGOLDASA

Elliptikus rész

Hasonl6an felirhat6 a ciklus masodik részében az (1.1.1) egyenlet:
6+ wih =0, kT + Ty <t<(k+ DT, k=0,1,2,..., knax- (1.1.9)
Legyenek a megfeleld fazisvéaltozok

Xgx =0,

0
YExk = —» k= 0’1’27 e ,kmaXa

WE
ekkor az (1.1.9) atirhat6 rendszerré :
XEk = WEYEks (1.1.10a)
VE& = WEXE ks kT + Ty <t<(k+ DT, k=0,1,2,...,knax- (1.1.10b)

Hasonl6an a hiperbolikus rendszerhez, belathatd, hogy a trajektoridk ellipszisdarabok [5]. Ve-
zesslink be ismét polarkoordindtakat, xg; = rgx COS@Ek, YEx = FEASIN@EL, TEr > 0, @ € R,
valamint legyenek g (kT + Ty) = @gx, rex (kT + Ty) = gy adottak, illetve legyen 7 Ly
— (kT +Ty), t € [kT + Ty, (k+ 1)T). A polarkoordinatas felirdsbol adodik, hogy igx = 0,

amibdl pedig azt kapjuk, hogy ¢p; = —wg. Igy

Yex(t) = —wg (t = (kT + Ty)) + Pr s (1.1.11)
rex(t) = Fpi. (1.1.12)

A poléarkoordinatdkban felirt rendszerbe visszahelyettesitjiik (1.1.11)-t és (1.1.12)-t, és igy az
analitikus megoldas az elliptikus szakaszon:

xg k(1) = rex(t) cos g i(f) = Ty - cos (—wg (t — (KT + Tw)) + @Ex) , (1.1.13a)
Vex(t) = rei(t) sin g i(f) = Ty - sin (—wg (t — (kKT + Tw)) + @ry) » (1.1.13b)

kT + Ty <t<(k+ DT, k=0,1,2,..., kpax.

A fentiekben meghataroztuk az egzakt megolddsokat az egyes szakaszokon. Most az a dol-
gunk, hogy a megoldasokat a szakaszhatdrokon 6sszekapcsoljuk [S]. Minthogy az (1.1.1) egyen-
letben 6(¢) egyiitthatdja (1.0.6) miatt szakaszonként konstans, a szokdsostdl némiképp eltérden
definidljuk az egyenlet megolddsit. Azt mondjuk, hogy egy 6(¢) : R — R fiiggvény megoldasa
az (1.1.1) egyenletnek, ha a kovetkezdk teljesiilnek :

(i) 6 € CI(R), azaz 6 folytonosan differencidlhat6 a szaimegyenesen;



1.1. AMEISSNER-EGYENLET ANALITIKUS MEGOLDASA

.....

hat6 a szamegyenesen, kivéve a szakaszhatarok pontjait;
(iii) 6 eleget tesz az (1.1.1) egyenletnek az R\ ({kT}kE{Q1 ,,,,, k) Y AKT + T H}ke{o,l,...,kmax}) halma-
zon.
A (ii) és (iii) feltételek nyilvan teljesiilnek, ha 6(7)-t az xy és az xg megolddsokbdl ugy

allitjuk eld, hogy

1), te kT, kT + Ty),
o) = | ) [ u) (1.1.14)
Xg (), te[kT + Ty, (k+ 1)T),
ahol k = 0,1,..., knax. vagyis a hiperbolikus szakaszoknak megfeleld idSintervallumokon 6

értékét xy  -nak vessziik, az elliptikus intervallumokon pedig xg ;-nak.
A megoldas a kovetkezOképpen keletkezik. Tegyiik fel, hogy xy, a k7' + Ty id6pillanatig
definidlva van, k = 0,1,2,..., kna. A megoldast folytatjuk a [kT + Ty, (k + 1)T) szakaszra.

Legyen
XE,k(kT +Ty) = lim xux(1), (1.1.15a)
t—kT+Ty—
Xpx(kT +Ty) =  Iim Jyg(?). (1.1.15b)
t—kT+Ty—0

Tegyiik fel most, hogy xgx a (k + 1)T-ig definidlva van, k = 0,1,2, ..., knax — 1. A megoldast
folytatjuk a [(k + 1)T, (k + 1)T + Ty) szakaszra. Ehhez legyen

xal(k+ DT) = lim (), (1.1.16a)
Iug((k+ DT) = lim  Xg (7). (1.1.16b)
t—(k+1)T-0

Ezt kiegészitve az (1.1.2) kezdeti feltételekkel, meghatdroztuk a kezdeti feltételeket minden sza-
kaszra, k = 0,1, ..., knax, €s ekkor (i) teljesiil. fgy a 6(t) megoldas egyértelmii: 6(¢) az (1.1.14)
szerint all eld, ahol az x4 (¢) (1.1.8a)-ban, xg4(#) (1.1.13a)-ban megadott, tovabba

o = 1,
@ro = 0,
g = A kD) + GrskT)s k= 12, s,
kT
arcsin yH’f( ), ha — r < ppx(kT) < E,
PHi = THk 2 ’ 2
k= kT 3
r—arcsin ZHED) T o T < k=120
rH,k 2 ’ 2

10



1.2. AMEISSNER-EGYENLET VEGES ELEMES MEGOLDASA

valamint

ox = N KT + T + GeskT + T’y k=012, . s,

kT +T
arcsin }M, ha — g < oui(kT + Ty) < g,
— _ VE k
PEL = (kT + T 3
T — arcsin M ha g < ouxkT + Ty) < 7” k=0,1,2,..., knax.
TEk

M. Levi és W. Weckesser a linearizalt egyenlet instabil egyensilyi helyzetének stabilizalha-
tésdgara geometriai magyarazatot adott, feltéve, hogy a frekvencia olyan nagy, hogy a graviticié
elhanyagolhat6; valamint alsé becslést is adtak a stabilitdshoz elegendd frekvencia nagysagara
[11].

M. Levi és W. Weckesser a szimmetrikus esetre (Ay = Ag) vonatkoz6 eredményeit L. Hatva-
ni és L. Csizmadia éltaldnositotta a nem szimmetrikus esetre : elégséges feltételt adtak az (1.1.1)
egyenlet stabilitdsara [5].

A linedris egyenlet analitikus targyaldsat ezzel befejeztiik. A kovetkezd szakaszban ratériink

a dolgozat f6 témdjara, a véges elemes mddszerre.

1.2. A Meissner-egyenlet véges elemes megoldasa

Ebben a fejezetben a forditott inga (1.1.1) egyenletét vizsgdljuk numerikusan a végeselem-
modszerrel. Ahhoz, hogy atfogébb képet kapjunk a mdédszer miikodésérdl, felvazoljuk a f6bb
1épéseit. Ez utdn kitériink az egyes 1épések részleteire. A megoldast implementaljuk, majd kiér-
tékeljiik a kapott eredményeket.

Megjegyezziik, hogy a mddszer targyaldsandl attériink a szakirodalomban megszokott al-
talanos jelolésre, igy a tovdbbiakban u jeloli a fiiggetlen véltoz6t, valamint uy,-val jeloljiik a
megoldas véges elemes kozelitését, ami nem Osszetévesztendd az ingdra vonatkozé hiperboli-
kus féazis jelolésével.

Minthogy a megoldds minden egyes periddusban egy hiperbolikus és egy elliptikus részbdl
tevodik Ossze (1.2. dbra), két kezdetiérték-problémét fogunk tekinteni. Ezekre kidolgozzuk a
végeselem-mddszert. Az implementélas sordn megadjuk a ¢t = 0-hoz tartozé kezdeti értékeket,
kiszdmitjuk az els6 hiperbolikus részen a véges elemes megoldast. Utdna kovetkezik az ellip-
tikus rész. Az elliptikus kezdeti értékeiként az el6zdleg a hiperbolikus rész jobb végpontjara
kiszdmolt adatokat hasznaljuk. Altalanosan, a soron kovetkezd hiperbolikus rész kezdeti fel-

P

tételeit a megeldzo elliptikus adatsor végérdl, a kovetkezd elliptikus rész kezdeti feltételeit a

megel6z6 hiperbolikus adatsor végérdl vessziik. Ezzel biztositjuk az (1.1.15), (1.1.16) folyto-

nossagi kritériumok teljesiilését.

11



1.2. AMEISSNER-EGYENLET VEGES ELEMES MEGOLDASA

1.2. dbra. Az egyes szakaszok

Tekintsiik tehét az alabbi kezdetiérték-problémadkat: a hiperbolikus mozgéas

it — whu =0, t € [kT,kT + Twx), k=01, .., kmax» (1.2.1a)
wkT) = ul', (1.2.1b)
wkT*) = i (1.2.1¢)

€s az elliptikus mozgas egyenlete €s kezdeti feltételei

it +wiu =0, t € [kT + Ty, (k+ D)T), k=0,1,. .., knax, (1.2.2a)
u(kT + Ty) = ut, (1.2.2b)
wkT + Ty = it (1.2.2¢)
ahol
uy =1, iy =0,
H _ . -H _ . . _
u, = z—1>}<ITII—0 u(t), u, = z—l>}ch11—0 1u(t), k=12,..., knax,
E _ . -E _ . . _
wp = Mmoou), @ = lim i), k=0,1,2,..., kna.
A VEM Iépései

A konstans egyiitthat6s linedris egyenletre a véges elemes modszert az alabbi 1épésekbdl konst-

rudljuk:

o def ) .. " g
1. Legyen ¢ € R. Tekintsiik az 1 = (fo, tmax) intervallumon a kovetkezs kezdetiérték-

problémat:
ii(t) + cu(t) = 0, t € [t), tmax) (1.2.3a)
u(fy) = uo, (1.2.3b)
i (ty) = . (1.2.3¢)

Ennek a feladatnak keressiik a véges elemes megoldasat.
Legyen
Hl (105 Imax) = Wzl (05 Imax)-

12



1.2. AMEISSNER-EGYENLET VEGES ELEMES MEGOLDASA

ahol W21 (0, tmax) Szoboljev-tér [2], a belsd szorzat

[max tmax
(u, V) = f wdt+ | avd,
to fo
a norma

2 2 - 112
”u”Hl = ”u”LZ(]) + ”u”LZ(])

altal meghatarozott. Legyen V &« {v e H'(I) : v(ty) = uo}. Az (1.2.3) kezdetiérték-prob-
lémara felirjuk a varidciés egyenletet (gyenge alak). Ez a kovetkez6kbdl tevddik Ossze:
Az (1.2.3a) egyenletet megszorozzuk egy v € V tesztfiiggvénnyel, majd integraljuk az /

intervallumon:

tmax
(itv + cuv) dt = 0. (1.2.4)
4]

Parciélis integralas utan, majd beirva a kezdeti feltételeket, azt kapjuk, hogy

tmax tmax
—0(tmax) V(tmax) + o V(ty) + fuv dr — cfuv dr =0, YveV. (1.2.5)

1) to
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

Imax Tmax
def . ..
a(u,v) = (tmax) V(tmax) — | uvdt+c | uvdt,
Io 1o

def _
I(v) = ugv(ty).
Azt mondjuk, hogy a (-, -) V-elliptikus (V-ben pozitiv definit vagy koercitiv), ha
o> 0: aw,v) = alpl, VeV

Ekkor V Hilbert-tér, a : V x V. — R V-elliptikus, korlatos bilineéris forma, / : V — R
korlatos linedris funkciondl. Olyan u € V elemet keresiink, amelyre teljesiil a varidcios

formula:
a(u,v) =1wv), VYveV

A fenti a(-,-)-ra és I(-)-re adott feltételek teljesiilése mellett a Lax — Milgram-tétel [18]

szerint pontosan egy ilyen u megoldds 1étezik, és az stabil.

2. Elemekre (szakaszokra) bontjuk az I megolddasi tartomanyt.

13



1.2. AMEISSNER-EGYENLET VEGES ELEMES MEGOLDASA

3. Kivalasztjuk a megfeleld V,, C V végeselem-teret, amellyel a végtelen dimenzids V te-
ret kozelitjiikk (a bazisfiiggvények legyenek kis tartdjiak, elemei legyenek szakaszonként
sima fliggvények). A véges dimenzids probléma ekkor a kovetkezdre redukélddik : keres-
stink olyan u;, € V)-t, hogy

a(up,v) =1(v), VYveV,
ahol a és [ ugyanazok az operdtorok, mint végtelen dimenzidban.

4. Felirjuk a véges dimenzidju tér varidcids feladatdval ekvivalens linearis egyenletrend-

szert.
5. Az egyenletrendszert atirjuk matrixegyenlet-alakba.
6. Megoldjuk az eredend métrixegyenletet.
7. Szemléltetjiik a megoldast.

8. Ha az analitikus megoldas rendelkezésre all, akkor 6sszehasonlitjuk a numerikus megol-

dassal.

A megoldasi tartomany felbontasa és a bazisfiiggvények kivalasztasa

Osszuk fel /-t n darab diszjunkt, egyenl6 hosszisagu intervallumra (1.3. dbra). Jeloljiik az inter-
vallumok hosszét h-val. Legyenek a rdcspontok fy < t; < -+ < t,, = tmax, az i-edik intervallum

I; = (i1, t;). A késobbi jelolés miatt specidlisan legyen h; =, — t,_1, i = 1,2,...,n.

1.3. abra. Az [ intervallum felosztasa n részintervallumra

Jeloljiik P*(I))-vel az I;-n k-adrendd polinomok vektorterét. Az interpolécichoz lineéris poli-
nomokat szeretnénk hasznalni: P'(I;). Jeloljiik tovdbba V),-val az I-on folytonos, szakaszonként
linearis fliggvények terét:

Vi={vive ., e P'T).i=1,....nfc V.

14



1.2. AMEISSNER-EGYENLET VEGES ELEMES MEGOLDASA

A P'(I) vektortér egyik bazisa az {1, t}, mivel tetsz8leges v € P'(I;) egyértelmiien felirhat6 1
és t linedris kombindcidjaként, ¢, + ¢, ¢ alakban. Nyilvanval6, hogy v € P!(I))-t a rdcspontokban
felvett értékei is egyértelmlien meghatdrozzdk. Utobbi hasonl6éan igaz v € Vj-ra is. EbbdI a
megfontoldsbdl vezetjiik be V), alabbi bazisat.

Legyenek a globdlis bdzisfiiggvények: ¢i(t) € Vi, ¢i(t;)) = 6;5, i = 0,...,n, j=0,...,n,
ahol ¢;; a Kronecker-delta.

N
1 L %o b1 bi &n

>
AN

1.4. abra. A globalis bazisfiiggvények

Minthogy a ¢;-k folytonosak és szakaszonként linedrisak, explicit médon a kovetkezSkép-
pen fejezhetdk ki (1.4. dbra):
I—ti1
ti=ti-1’

¢i(t) = it ha t; <t < ty,

lig1—ti”

0 kiilonben.

haty,_ 1 <t<y,

Hiperbolikus rész

El6szor az (1.2.1) problémadra keresiink megoldast a végeselem-moddszer segitségével. Legyen
ke {0,1,..., knx} adott, I &« (kT,kT + Ty). Legyen V fiiggvénytér a kordbban meghatarozott.
A véges elemes megoldas els6 1épése, hogy felirjuk az egyenlet gyenge alakjat. Szorozzuk be
az (1.2.1a) egyenletet egy tetszbleges v € V tesztfiiggvénnyel, és integréljunk. Olyan u € V-t

keresiink, amelyre

kT+TH

f (i/i—a)%lu)vdt=0, YveV.

kT

15



1.2. AMEISSNER-EGYENLET VEGES ELEMES MEGOLDASA

Parciélis integralassal €s a kezdeti értékek felhaszndlasaval kapjuk, hogy

kT+Ty kT+Ty
— L]+ v dt + wi f uvdt =0, Vv eV,
kT kT
kT+Ty kT+Ty
— (kT + Ty) v(kT + Ty) + w(kT) v(kT) + f v de + a)zH f uvder =0, Yv eV
kT kT

Legyen V, C V véges dimenzids altér. A V), végeselem-teret a lineéris bazisfiiggvények kifeszi-

tik, azaz V), = span{¢g, @1, ..., d,}, igy az u;, € V), probafiiggvény elddll a kovetkezd alakban:

n

(1) = Y un (1)) 8,00,

J=0

Legyen
lfl;l = uh(tj)a J = 0’1a N (S é:gl = M}C{’ uh(t()) = ﬁllc—l'

A véges dimenzids probléma megfogalmazésa a kovetkezd. Olyan u;, € V-t keresiink, amelyre

kT+TqH kT+Ty
=iy (kT + Ty) v(kT + Ty) + t1,(kT)v(kT) + f v de + 0)12,1 f upvde =0, Yv eV,
kT kT

Hasonl6an az analitikus megoldasnal leirtakhoz, az egyes szakaszokon vett u,(f) megol-
désfiiggvényekbdl elddllitott megolddsnak is rendelkeznie kell majd bizonyos ,,sz€ép” tulajdon-
sdgokkal a szakaszok hataran. Ezt a kovetkez6képpen érjiik el. Az egyes szakaszok bal vég-
pontjét ty jeloli. Az u,(ty) és iy,(ty) értékeket mindig az el6z6 intervallumra kiszdmolt u(z,)
és (up(ty) — up(ta_r)) /h értékekkel megegyezdnek valasztjuk meg. Igy a kapott fiiggvény és a
derivéltja is folytonosnak tekinthetd az értelmezési tartomany minden pontjaban.

Mivel az el6z6 egyenlet teljesiil Vv € V,-ra, legyen v = ¢;, i = 0,1,...,n. Olyan u;, € V-t

keresiink, amelyre

15 Iy

i (to) V(o) — it (t,) V(1) + f iV dt + wi f uyv dt

fo Iy

1§H

n

= i (10) + == —i(t) + & f ¢o(t)¢(t)dt+Z§ f ¢,(0) i(t) dt
+w§lgg‘f¢0(t)¢i(t)dz+w§IZ§§‘f¢j(t)¢i(t)dz=o, i=01,....n, (1.2.6)
1 J=1 1

16



1.2. AMEISSNER-EGYENLET VEGES ELEMES MEGOLDASA

ahol az i,,(t,) derivaltat (g—‘,? - 111—1_1) /h,-nel kozelitettiik. A derivalt kozelitésénél a tovabbiakban

is igy fogunk eljarni. Legyenek

Iy

Ajj = f¢j¢idl, ,j=0,,...,n, (1.2.7)
fo
tn

Mi; = f¢j¢idt’ ,j=0,1,...,n (1.2.8)
fo

Lathato, hogy n — 1 darab ismeretlenre n darab egyenlet jut. Ahhoz, hogy a probléma j6l meg-
hatdrozott legyen, felhasznalva a kezdeti feltételeket, elhagyhatjuk az utols6 egyenletet. Ekkor

az (1.2.6) egyenletbdl konstrudlt rendszer, a most bevezetett jelolésekkel :
Apiél + wpMo & =~ — WMokl — Aooéyy

(i=0),

H H 2 H 2 H 2 H H
Anéy +Ané +wgMnéy + wgMné, = —wyMpéy — Anéy

H H H 2 H 2 H, 2 H
A&l HAET +Ajin& + oML + wogMél + wgMiia &L, =0

i+1
(i=23,....,n—-1),

“H_ 2 H H

=ity — wyMoo&y — Ao
2 H H
—wyMon &) — Ao,

b= 0

0
Az A = (Ai j) matrix neve merevségi mdtrix, az M = (M,- j) az ugynevezett tomegmditrix, b pedig
a terhelési vektor. Ekkor az (1.2.6) egyenletrendszer métrix alakban:

(A+whM)&E" = b, (1.2.9)

amelynek &1 = ( o f,lf)T megoldasat numerikus eszkozokkel konnyen kiszdmithatjuk.

Elliptikus rész

Az (1.2.2) elliptikus egyenlet véges elemes megoldasa teljesen analdg a hiperbolikus esetnél

leirtakkal, igy itt csak a métrixegyenletet tiintetjiik fel:

(A - wiM)£" = b, ahol (1.2.10)
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1.2. AMEISSNER-EGYENLET VEGES ELEMES MEGOLDASA

—it; + Wi Moo&y — A&y
WMoy &S — Aoy
b= 0

0
A = (Ay) és M = (M) pedig az (1.2.7) és (1.2.8) kifejezésekben definidlt.

Az eredmények értékelése

Az 1.5. dbrén egyiitt dbrazoltuk a numerikus €s az analitikus megolddst. Kis kp,x-ot valasztot-
tunk, igy jol latszik a kezdeti és folytonossagi feltételek teljesiilése. Az als6 képen, a fazissikon
jol elkiilonithetSek a hiperbolikus €s elliptikus szakaszok.

A kovetkezd 1épésben (1.6. dbra) hosszabb ideig, hasonlé paraméterekkel vizsgéltuk az
egyenletet, megfigyelhetd a ciklikus viselkedés, illetve az id6 el6rehaladtaval a hiba noveke-
dése is.

Az 1.7. édbra az elobbi paraméterekkel elldtott egyenlet fazisképét mutatja. Az alsé grafiko-
non az (x(#), y(t)) pontokat dbrazoltuk, az y tengely irdnydban jelentkez6 ugrdsok a szakaszha-

tarokon fellépd dilatacidnak, illetve kontrakcidnak kdszonhetdek [S]:

(x,y) = (x,9y),

ahol
w
A hatr=kT + Ty
_ ) WE —
q= k=01, k.
YE O har=kT ’
WH

A fels6 kép az (uy(t), duy,/dt) , (x(2), wy(t)) pontok grafikonja, igy ott természetesen nincs nyo-
ma a fazispont linedris transzformacidjdnak. Mindkét képen elkiilonithetSek a hiperbolikus és
elliptikus rot4ciok.

Megtartva az eddigi paramétereket, elhagyva az egzakt megoldast, k., = 400 mellett mar

egészen sz€p fazisképhez jutunk (1.8. dbra).
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T
—— analitikus mo., H
numerikus mo., H
—— analitikus mo., E
numerikus mo., E ||

4 .

—— analitikus mo., H
numerikus mo., H

3H ——analitikus mo., E ) B

numerikus mo., E

y(t)*omega, (duh(t))/dt

1.5. dbra. A Meissner-egyenlet véges elemes megolddsa és a faziskép,
At =0,001, Ty =2, Tg =2, Ag =80, € =100, wy = 0,94768, wg = 0,83779, kmax = 1.
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1.6. abra. A Meissner-egyenlet véges elemes megoldasa és a hiba,
At =001, Ty =2, Tg =2, Ag = 80, £ =100, wy = 0,94768, wg = 0,83779, knax = 40.
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T
—analitikus mo., H
—numerikus mo., H
3L AR —— analitikus mo., E |
numerikus mo., E

y(t)*omega, (duh(t))/dt

20 4
3+ |
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4 T 1
——analitikus mo., H
— numerikus mo., H
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X(t), u, (1)

1.7. abra. A Meissner-egyenlet véges elemes megoldasa, a faziskép,
At =001, Ty =2, Tg =2, Ag = 80, £ =100, wy = 0,94768, wg = 0,83779, knax = 40.
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1.8. dbra. A Meissner-egyenlet véges elemes megoldasa és a faziskép,
At=001, Ty =2, Tg =2, Ag = 80, £ =100, wy = 0,94768, wg = 0,83779, kun.x = 400.
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1.3. A Mathieu-egyenlet

A konstans egyiitthat6s linedris differencidlegyenletrdl tovabblépiink a linedris eset egy érdekes
alkalmazdasara, a Mathieu-egyenletre, amikor a linedris tag egyiitthatdja egy T-periodikus, nem
szakaszonként konstans fiiggvény. A Mathieu-egyenlet analitikus megolddsa nem ismert, igy

csak a végeselem-megoldast ismertetjiik. Legyen I = (0, (kmax + 1)T). Tekintsiik az

it —cos(ut)u =0, t €10, (kmax + DT), (1.3.1a)
u(0) = uy, (1.3.1b)
(0) = o (1.3.1c)

kezdetiérték-problémat, ahol k.« € N, u = 2x/T. Legyen a V fiiggvénytér a korabbiak-
ban megadott. Szorozzuk be az (1.3.1a) egyenletet egy v € V tesztfliggvénnyel, €s integraljuk
(Oa (kmax + 1)T)-Il:

(kmax+1DT
itv — cos(ut) u(t)v(t)det = 0

Integréljunk parcidlisan:

(kmax+1)T (kmax+1)T

— [av]{fm= DT f v dt + f cos(ut) u(t)v(t) dt
0 0
(kmax+ 1T (kmax+ 1T
= ~it((kinax + DT) v (ki + DT) + 2(0) 1(0) + f iy dr + f cos(ut) u(t)v(t) dt = 0.
0 0

Osszuk fel I-t egyenld h hosszusagu részintervallumokra, és legyen a végeselem-tér V), =
= span {¢o, ¢1, ..., d,}, ahol a bazisfiiggvények a kordbbiakban definidlt linearis bazisfiiggvé-
nyek. Ekkor a kozelitd megoldas

u, = Zuh(tj)gbj evV,
=0

Legyen
f} = Up (tj)9 _] = O$19 NN (D §0 = Uy, uh(to) = aO‘
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1.3. AMATHIEU-EGYENLET

Mivel a varidcids egyenlet igaz minden v € V-ra, legyen v = ¢;, i = 0,1,. .., n tesztfliggvény.

Ekkor a variaciés egyenlet: keressiink olyan u;, € V)-t, hogy

i (t0) v(to) — in(t,) v(1,) + fuhv dr + fcos(pt) up(t)v(t) de

=l (1) + & g Sl =801 + & f do(1) (1) dr + ij f 6,0 () dt
tn n tn
+ & fcos(,ut) do(t) (1) dt + Zgj fcos(,ut) ¢i(1) gi(2)dt = 0, i=01,...,n. (1.3.2)
Io j:1 Io
Legyenek
Iy
Ajj = f¢j¢l dr,
fo
ln
ij@s = fcos(yt) o, dt, i,j=0,1,...,n.
Iy
Ekkor az (1.3.2) egyenlet a most bevezetett jelolésekkel :
Agié + My éy = —ugy — Mygéo — Aooéo
(i=0),
A€+ AR + MTE + MYE = —MTE) — Anéo
@=1),

Aisyibioy + Auéi + Ajini i + M2 E) + M6+ M & =0
(i=23,....,n—-1),

ahol

2
M = — cos(ut;) ( )
ﬂ (u hi  hin

2 (1 1
+ = (—2 (sin(ut;y) — sin(ut;)) + — (sin(ut;) — Sin(ﬂti+1))),
M hi hz+l
M, = MY, = (cos(ut;) + cos(utiy)) + (sin(utiy) — sin(ut;)) ,
2hz+l o hl+12

amelyek kiszamitasakor felhaszndltuk, hogy ¢;(7), i = 0,1,...,n linearis bazisfiiggvények. Te-
hat a méatrixegyenlet:
(A+ M) & = b, (1.3.3)
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1.3. AMATHIEU-EGYENLET

ahol

=ty — Mo — Aooéo
M0 — Aoio

b= 0

0
Az (1.3.3) egyenlet & = (&4, . .. ,fn)T megoldasat numerikus eszkozokkel konnyen kiszdmithat-
Juk.

Tovabba kovettiik a VEM megolddshoz tartozé Poincaré-leképezés pontjait. A kT — Ty/2
idopillanatokban, 7' id6kozonként figyeljiik meg, hogy hol van az (u(¢), i,(¢)) pont a fazissikon.
Igy egy pontsorozatot kapunk (1.9., 1.10., 1.11. 4brak).

Az eredmények értékelése

Abrézoltuk a Meissner- és a Mathieu-egyenlet megolddsat az 1.9., 1.10., 1.11. dbrakon. A para-
méterek (T, Ag, ¢, wy, wg) megfeleld megvalasztasa mellett mindkét egyenlet stabil.
A fazisképeken a kT — Ty/2 helyeken vett megfelel6 Poincaré-leképezések pontjai megfi-

gyeléseink szerint egy-egy ellipszisre illeszkednek.
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1.3. AMATHIEU-EGYENLET

15

——numerikus mo., Mathieu-egyenlet
—— numerikus mo., Meissner-egy., H
q ‘ | \ﬁ numerikus mo., Meissner-egy., E
U\
b |

Lﬁ | L | k | \ uv\ U\ﬂ\ ]

AT
NTATAIRIRIRTRT

U,

15 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0.8

numerikus mo., Mathieu-egyenlet
{g??’@@g%@ » PHlek. (t=k*T - T, /2), Mathieu-egy.

0.61 AN B o P-lek. (t=k*T - T, /2), Meissner-egy.||
?%“ A\ A ‘Qﬂo;: numerikus mo., Meissner-egy., H

0.2

(du, ()t

15

1.9. dbra. A Mathieu- és a Meissner-egyenlet véges elemes megolddsa és a fazisképek,
At=0,05, T =2, Ag =200, £ =179, wy = 1,0826, wg = 1,0308, kyax = 97.
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1.3. AMATHIEU-EGYENLET

——numerikus mo., Mathieu-egyenlet
—— numerikus mo., Meissner-egy., H
3L numerikus mo., Meissner-egy., E |

4,0

4 | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

t

numerikus mo., Mathieu-egyenlet
5 P-lek. (t=k*T - Th/2), Mathieu-egy. ||
o P-lek. (t=Kk*T -

Th/2), Meissner-egy.

Meissner-egy., H
Meissner-egy., E

N\

(du, ()t

1.10. abra. A Mathieu- és a Meissner-egyenlet véges elemes megoldasa €s a fazisképek,
At=0,05,T =4, Ag =79, £ =100, wy = 0,94239, wg = 0,83181, knax = 100.
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1.3. AMATHIEU-EGYENLET
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——numerikus mo., Mathieu-egyenlet
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o LT [ —
1 LT
\ 0 [ w“\““\ow‘ T
-0.11- VI (o _
A=AV
STV I
o iRye (ATl ‘
02 & \ \ 0 i
Yeer °© & b
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©o 0069
-0.3- b
| | | | |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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1.11. dbra. A Mathieu- és a Meissner-egyenlet véges elemes megolddsa és a fazisképek,
At =0,05, T =1, Ag = 1000, £ = 1000, wy = 1,0049, wg = 0,99508, kya.x = 60.
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1.4. ANEMLINEARIS ESET

1.4. A nemlinearis eset

Ebben a fejezetben szintén egy olyan kezdetiérték-probléma véges elemes megoldasat tlizziik ki
célul, amelynek nem ismert az analitikus megoldédsa. A numerikus vizsgélat sordn a nemlinearis
tagot az egyre magasabb renddi Taylor-polinomjdval kozelitjiik, és az eredendd nemlinedris dif-
ferencidlegyenletet oldjuk meg végeselem-mddszerrel. Analitikus megoldds hidnydban csak a
numerikus megoldas viselkedését tudjuk megfigyelni, a kozelité Taylor-polinom fokszdmanak
fliggvényében.

Tekintsiik tehat az aldbbi kezdetiérték-problémakat:

it — wiysinu = 0, te kT, kT + Ty), k =0,1, ..., kmaxs (1.4.1a)
u(kT) = u;', (1.4.1b)
wkT*) = il (1.4.1¢)
és

it + Wi sinu = 0, t€[kT + Ty, (k+ DT), k=0,1,..., knas (1.4.2a)
ukT + Ty) = u;, (1.4.2b)
wkT + Ty, = i, (1.4.2¢)

ahol

uy =1, i =0,

-H . .

W = lim u(), @' = lim (), 1 <k < kpaxs
k= k-0 @), it SKT=0 @) max
E . _E . .

u, = lim u(), u, = lim u(p), 0 <k < kpax.
kKT ¥Ty—0 @), &, {—kT+Tg~0 @) max

Hiperbolikus rész

Legyen knax € N adott, I = (kT,kT + Ty). A szinuszfiiggvényt helyettesitsiik az u megoldas

szerinti Taylor-sordval:

it — whu + wﬁgj wﬁﬁ + wﬁ’;' —...=0, t € KT, KT + Ty), k= 0,1, ..., ks,
(1.4.3a)
ukT) = u', (1.4.3b)
wkT*) = @, (1.4.3c)

Az igy kapott (1.4.3) problémat vizsgaljuk numerikusan a végeselem-modszer segitségével.
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1.4. ANEMLINEARIS ESET

Legyen a V fiiggvénytér a kordbban megadott. Az (1.4.3a) egyenletet szorozzuk megv € V
tesztfiiggvénnyel, és integraljuk (kT, kT + Ty)-n. Olyan u € V-t keresiink, amelyre

kT+T;
r o U u’ u’
2 2 -
u—wHu+wH§—a)H5|+a)H7' . .)vdt—O, YveV.

kT
Parciélis integralas utan, mivel a sin u sora konvergens Vu-ra, kapjuk, hogy
kT+TH kT+TH kT+TH kT+TH
— [av]* LT 4 i dt + w? uvdt — “h wyds + “h wydr —
kT H 3' 5' cee
kT kT kT kT
= —i(kT + Ty) v(kT + Ty) + u(kT) v(kT)
kT+Ty kT+Ty kT+Ty kT+Ty
2 2
+ - 2 Wy 3 Wy 5 _
v dr + wy uvdt—? uvdt+? wvdt—---=0, YveV.
kT kT o LT
Osszuk fel (kT, kT + Ty)-t h hossziisagu intervallumokra.
Legyen a végeselem-tér V;, = span{¢g, ¢y,...,¢,} C V,ahol ¢;, i = 0,1,...,n, linedris bazis-

fiiggvények, és

3

U, = (tj) ¢j,
=0
valamint
é‘:'—l/lh( ) ]—0,1,...,]1, fOZMkH, uh(lo):ﬁkH.
Tekintsik av = ¢;, i = 0,1,...,n tesztfiiggvényeket. Ekkor a varidcids egyenlet: keressiink

olyan uy, € V-t, hogy
I

th In In
w? w?
it (to) v(to) — itn(t,) v(t,) + f i,y dt + wh f uhvdz—3—f‘ f uivdt+5—‘f f Wy dr —

To to fo
ty

¢>(f)+§of¢o(t)¢(t)dl+Zf;fﬂﬁj(t)fﬁ(t)dt

fo

En-1 = &n

= ity ¢ (to) + I

+ wié f Bo(t) $i(1) dt + wfy D" € f $,(1) ¢i(0) dt
j=1

——fofaso(rw(r)dr— . Z@ﬂ (1) ¢i(1) dt

S

2 2 n
+ %fofqﬁg(t)(ﬁi(t)d” %Zlfjf(P;(t)(ﬁi(Z)dt_.“ =0, i=0l1,..., (14.4)
P =ty
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1.4. ANEMLINEARIS ESET

Legyenek

h,‘ hi 1 hil
Mili = g + —?-:— , Mi1i+1 = Mi1+1i = 2 +3
U (ke Iy 1 h
s_ 1 (hi i+ 3 _ a3 = - Ml
Mii—3! 5+ 5 ), Mii+l_Mi+1i_3!4,5
1

hi  hin I hiyy
(—+ +), Mz'5i+1:Mi5+li:§ﬁ""

Ekkor az (1.4.4) egyenletrendszer, a most bevezetett jelolésekkel:

Anéy + WMy é) — My &+ o MG, E - .
= —iiy — Agéo — wiMéo + Wi Mayéo — wiMapéo + . ..
(i=0),
Ané + Apéy + 0FM| é + WMy — 0F MY\ E — waMbEs + R MY &+ wyMyéy — .
= —Agéy — WMy & + wp My €0 — wi My, &g + . .
(i=1),
Ay iy + A + Aiini & + ORML & + 0 ME + oiM L, €
- wI%IM?—l i&i-1 — w%IMif, - wIZ-IMi3i+1§i+1 + U)ZHMI'S—l i&io1 + wzHMzszft + wzHMz'SiniH =0
(i=23,....n-1),

Végiil matrix formaban:

(A+w2HM1—wIZ{M3+w12{M5—...)§:b,
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1.4. ANEMLINEARIS ESET

ahol
—L_tzl - Aooé‘:() - wIZ-IM(l)Oé:O + wIZ-IMSOé:O - wIZ-IMSOé:O + ...
—A()lf() — wI%IM(l)l o+ W%IMS@O — ‘U%IM(S)@O + ...
b= 0
0
Elliptikus rész

Hasonl6an a hiperbolikus esethez, az eredendd egyenletrendszer:
(A - wiM' + WEM® - WgM® + ... )& = b, ahol (1.4.5)

~E 2 1 2 3 2 5
—u; - A()Og() + wEMOOé:O - wEMOO‘fO + a)EMOO&) — ...
2 1 2 243 2 g5
—A()]é:() + a)EMme - (‘UEMOIEJ‘:O + a)EMOIf() - ...
b= 0

Az eredmények értékelése

Az 1.12. dbran Osszevetjiik a linedris (Meissner-egyenlet) és a nemlinedris esetet. A Taylor-
polinomokat el6szor a harmad-, majd az 6todrendd tagig vessziik. A fazisképen bejeloljiik a
Poincaré-leképezés (u,(kT), du,,/dt(kT)) pontjait, amik mindkét esetben — megfigyeléseink sze-
rint — egy-egy ellipszisen helyezkednek el.
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~——num. mo., lin. eset, H
——num. mo., a T-sor 3. tagjaig, H
——nhum. mo., a T-sor 5. tagjaig, H
num. mo., lin. eset, E H
| ——num. mo., a T-sor 3. tagjaig, E
‘\ H \“ | ——num. mo., a T-sor 5. tagjaig, E

H o

u

| | | | | | | |
60 50 100 150 200 250 300 350 400 450
t
4 : :
——num. mo., linearis egyenlet, H
num. mo., linearis egyenlet, E
3k ——num. mo., a T-sor 5. tagjaig, H
num. mo., a T-sor 5. tagjaig, E
o P-lek. (t = k*T), linearis egyenlet
oL P-lek. (t = k*T), a T-sor 3. tagjaig |
- * P-lek. (t=k*T), a T-sor 5. tagjaig
S _
1 % .

(du, (H)/dt

1.12. dbra. A nemlinedris egyenlet megolddsa végeselem-modszerrel, faziskép,
At =001, Ty =2, Tg =2, Ag = 80, [ = 100, wy = 0,94768, wg = 0,83779, k. = 100.
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Osszefoglalas

A dolgozatban az un. folytonos Galjorkin-mddszert mutattuk be. Rendszerint peremérték-fel-
adatok esetében haszndlatos [4, 7, 8, 10, 14, 15, 16, 17]. Mi ezt kidolgoztuk a forditott inga
kezdetiérték-problémdjara.

El6szor az egyenlet linearizaltjdn mutattuk be a végeselem-mddszert, ahol a linedris tag
egyiitthat6ja egy T-periodikus, szakaszonként konstans fiiggvény. A dinamikat alkot6 hiperbo-
likus és elliptikus szakaszokra is felirtuk a véges elemes megolddst, majd ezeket a megfeleld
kezdeti feltételekkel osszekapcsoltuk. Ekkor ismert az analitikus megoldas, igy azzal a VEM
numerikus megoldast 6ssze tudtuk hasonlitani. Abrazoltuk a fizisképeket, majd azokat értel-
meztiik az analitikus megoldés tiikrében.

A masodikként tekintett Mathieu-egyenletben a linedris tag egyiitthat6ja egy T-periodikus,
nem konstans fliggvény. Az egzakt megoldas itt nem ismert. A kapott numerikus megoldast
egylitt dbrazoltuk a Meissner-egyenlet megoldasaval, illetve a fazissikon dbrazoltuk a VEM
megoldédshoz tartozé Poincaré-leképezést is.

A harmadik fejezetben attértiink a nemlinedris egyenletre. Ennek sem ismert az analitikus
megolddsa, igy nem volt lehetdségiink Osszehasonlitdsra. A szinuszfiiggvényt kozelitettiik az
egyre magasabb rendii Taylor-polinomjaval. A végeselem-analizissel kapott megoldast egyiitt
abrazoltuk a Meissner-egyenlet VEM megolddsaval, és a véges elemes megoldashoz tartozd
Poincaré-leképezés pontjaival.

A szdmitasok elvégzéséhez és a megolddsok abrazoldsahoz a mddszert mindharom feladat
esetében leforditottuk a MATLAB programnyelvére és implementaltuk.

Eljarasunkon javithatunk : egyfeldl az intervallumok stiriibb beosztasaval, masfeldl, a bazis-
fliggvények megvdlasztisakor a linedris helyett magasabb foku fiiggvényeket is vehetiink [2].
Utobbi feladat vizsgélata akar tovabbi kutatomunka célkittizése is lehet.

A forditott inga modelljének tovabbi véges elemes analizisére adhat lehetdséget a nemfoly-
tonos Galjorkin-mddszer [12]. Elonye, hogy haszndlhatunk nem folytonos elemeket, példdul a
hiperbolikus és elliptikus szakaszok kozott; tovabba vehetiink kiilonbozé fokszamu polinomo-

kat a kiilonboz6 elemeken, példaul magasabb fokszamdit, ahol sziikséges.
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A fiiggelék
Sajat diakkori kutatomunka bemutatasa

SAJAT KUTATASI FELADATOK :

A kutatdomunka keretében igyekeztiink a kiterjedt szakirodalombdl kivalasztani néhany atfogo,
mégis alapos jegyzetet [2, 4, 8, 10, 12, 15, 16, 17], és ezek tanulmdnyozasa dltal megismertem
a végeselem-modszer matematikai alapjait.

A dolgozat témadjaként a forditott inga modelljének véges elemes megoldasat tliztiik ki. A fel-
adathoz a mar meglévd ismeretek elsajatitasaval fogtam hozza [1, 3, 5, 6, 11, 13].

A végeselem-médszert a forditott inga egyenletének linearizaltjign mutatom be. Osszehasonli-
tottam a Meissner-egyenlet numerikus megoldasat az analitikussal, és hibavizsgdlatot végeztem.
Tudjuk azt is, hogy a forditott inga fels6 egyensilyi helyzete stabilld tehetd a felfiiggesztési pont
elegend6en nagy frekvencidju rezgdmozgdsdval [5], ennek illusztrdldsara szimuldciét készitet-
tem.

A linedris eset egy érdekes alkalmazdsat, a Mathieu-egyenletet vizsgdltam, aminek nem is-
merjiikk az egzakt megoldasat. A Meissner-egyenletnél szerzett tapasztalatokat hasznositottam
a modszer kidolgozasanal. A kapott numerikus megoldast dsszehasonlitottam a szakaszonként
konstans egyiitthatds linedris differencidlegyenlet véges elemes megolddsaval.

Végiil a médszert atiiltettem a nemlinedris esetre. A legjobbnak az bizonyult, ha a nemlineari-
tast kozelitettem az egyre magasabb rendd Taylor-polinomjaval, és igy az eredendd nemline-
aris differencidlegyenlet numerikus megolddsanak végezhettem el a vizsgalatit a végeselem-
mobdszerrel. Mivel a nemlinedris esetben sem ismert az analitikus megoldds, csak olyan meg-
figyeléseket tudtam tenni, hogy mi torténik a numerikus megolddssal, ha ndvelem a kozelitd
Taylor-polinom fokszamat. A fazissikon abrazoltam a Poincaré-leképezést.

Az altalam ezekre a kezdetiérték-problémékra kidolgozott végeselem-megoldast a MATLAB
programnyelven implementaltam, a szakirodalomban fellelhetd praktikus programozasi fogé-

sok [8, 10] felhaszndldsaval és célszerli modositasaval. A dolgozatban bemutatott és hivatko-
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zott szamitasok elvégzéséhez, az eredmények dbrazoldsara, valamint a szimulaci6 elkészitésére
szintén a MATLAB nyelvet haszndltam. A dolgozat zarasaként attekintem az elért eredménye-
ket az ide vonatkoz6 szakirodalom tiikrében, valamint — tovabblépésként — vdzolom az alkal-

mazott kozelitd eljards javitdsanak lehetGségét.
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B fiiggelék

Abszolutoriumot szerzett hallgatok

nevezeése

B.1. MSc diplomamunka

TEMAVEZETO :

Dr. Van Leeuwen-Polner Moénika, egyetemi adjunktus

DIPLOMAMUNKA CIME ;

Differencialegyenletek numerikus megoldasai a véges elemek modszerével

RESZLETES TEMATERV ES AZ ELVEGZETT KUTATASI FELADATOK :

A kutatébmunka célkitlizése a mdédszer matematikai hétterének alapos megismerése és perem-
érték-feladatokon keresztiil valé bemutatdsa volt. A diplomamunkdmban a véges elemek mdd-
szerét (roviden: VEM) differencidlegyenletek numerikus megoldasara alkalmazzuk.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. El6szor absztrakt formaban attekintjiik e numerikus méd-
szer fobb 1épéseit.

A maésodik fejezetben a VEM madsodrendd parcidlis differencidlegyenletekre torténd alkal-
mazdsat mutatjuk be. Egy elliptikus modellproblémara felirjuk a varidcids egyenletet dltald-
nos peremfeltételek mellett. Attekintjiikk a médszer matematikai hétterét, azon beliil bemutatjuk
a Lax—Milgram-tétel és a Céa-lemma bizonyitdsit, valamint ellendrizziik a tételek feltételei-
nek teljesiilését a tekintett dltalanos peremérték-probléma esetében. Vazoljuk a végeselem-tér
szokdsos konstrukciéit, majd a VEM haszndlatét egy, illetve két dimenzioban. A masodrendd
parcidlis differencidlegyenletek mindharom tipusdra tekintiink egy-egy példat, nevezetesen a
Poisson-egyenletet, a hdvezetés egyenletét, valamint a hulldmegyenletet.

A harmadik fejezetben egy rugalmassagtani alkalmazast, a Navier-egyenlethez kapcsolédo
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B.2. TDK-DOLGOZAT

peremérték-feladatot vizsgaljuk a végeselem-modszer segitségével.
Az egyes feladatok esetében az éltalunk kidolgozott VEM implementdaldsara, a szamitasok

elvégzéséhez, valamint az eredmények szemléltetésére a MATLAB programnyelvét hasznaéltuk.

B.2. TDK-dolgozat

TEMAVEZETG :

Dr. Van Leeuwen-Polner Monika, egyetemi adjunktus

TDK-DOLGOZAT CIME ;

A forditott inga dinamikdjanak vizsgélata a végeselem-moddszerrel

RESZLETES TEMATERV ES AZ ELVEGZETT KUTATASI FELADATOK :
Ebben a dolgozatban kezdetiérték-problémakra alkalmazzuk a rendszerint peremérték-feladatok
esetén haszndlt folytonos Galjorkin-mddszert: a forditott inga modelljének VEM megoldaséaval

foglalkozunk. A mozgést az

1
)'c'—z(g+a(t))sinx:0

nemlinedris mdsodrendd k6zonséges differencidlegyenlette]l modellezziik.

A VEM bemutatésara a forditott inga egyenletének linearizaltjat valasztjuk. Ekkor ugyanis le-
hetdségiink van 6sszehasonlitani a numerikus megoldast az analitikussal, és a hibavizsgélatra.
A linedris eset egy érdekes alkalmazasat, a Mathieu-egyenlet kezdetiérték-problémdjat vizsgal-
juk, amikor a linedris tag egyiitthatdja egy T-periodikus, nem szakaszonként konstans fiigg-
vény :

2
X— cos(—ﬂt) x =0.
T

A kapott numerikus megoldést dsszehasonlitjuk a Meissner-egyenlet VEM megoldédsaval.
Végiil moédszeriinket atiiltetjiik a nemlinedris esetre. A nemlinearitdst kozelitjiik az egyre ma-
gasabb rendi Taylor-polinomjaval, és az eredendd nemlinedris differencidlegyenlet numerikus
megoldasét vizsgdljuk a VEM-mel. A fazissikon dbrazoljuk a Poincaré-leképezést.

A dolgozat zardsaként attekintjiik az elért eredményeket az ide vonatkozé szakirodalom tiikré-
ben, valamint — tovabblépésként — vazoljuk az alkalmazott kozelit6 eljards javitdsanak lehets-

ségét.
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