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Kivonat

A diplomamunkdmban a véges elemek mdodszerét (roviden: VEM) differencidlegyenletek
numerikus megoldasara alkalmazzuk.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. Eloszor absztrakt formdban attekintjiik e numeri-
kus médszer f6bb 1épéseit.

A madsodik fejezetben a VEM madsodrendii parcidlis differencidlegyenletekre torténd
alkalmazasat mutatjuk be. Egy elliptikus modellproblémara felirjuk a varidcids egyenletet
4ltaldnos peremfeltételek mellett. Attekintjiik a médszer matematikai hatterét, azon beliil
bemutatjuk a Lax—Milgram-tétel és a Céa-lemma bizonyitdsat. Vazoljuk a végeselem-tér
szokdsos konstrukcioit, majd a VEM hasznalatat egy, illetve két dimenzidban. A ma-
sodrendd parcidlis differencidlegyenletek mindharom tipuséra tekintiink egy-egy példat,
nevezetesen a Poisson-egyenletet, a hGvezetés egyenletét, valamint a hullimegyenletet.

A harmadik fejezetben a Navier-egyenletet vizsgéljuk a végeselem-moddszer segitsé-
gével.

Az egyes feladatok esetében az dltalunk kidolgozott VEM implementédldsara, a szami-
tasok elvégzéséhez, valamint az eredmények szemléltetésére a MATLAB programnyelvét
hasznéltuk.

A dolgozat zarasaként attekintjiik az elért eredményeket az ide vonatkoz6 szakiroda-
lom tiikrében, valamint — tovabblépésként — vazoljuk az alkalmazott kozelitd eljardasok

javitasdnak lehet6ségét.



El0szo

A diplomamunkdm anyaga az elmult hénapok, évek alatt folytatott kutatémunkéra épiil.
Torekedtem arra, hogy a téma kiterjedt szakirodalmanak leglényegesebb részét megis-
merjem. A cél az volt, hogy ismertessem a mddszer matematikai alapjait, kiilonb6z6 mo-
dellproblémdk vizsgalatan keresztiil bemutassam a miikodését, és alkalmazdsokon szem-
Iéltessem a hasznalatat. A dolgozat alapjit képez6 végeselem-mddszer dltaldnos tanulmé-
nyozdsa mellett lehetdség adddott a forditott inga dinamikdjanak numerikus vizsgélatara
is, aminek eredményeképpen tudomanyos didkkori dolgozat sziiletett [14].

Remélem, hogy a diplomamunkam megfelel az eredeti célkitlizéseknek, és sikeriil
atadnom valamennyit a lelkesedésbdl, ami a megirasat kisérte.

Koszondm mindazok segitségét, észrevételeit, akik barmilyen formaban hozz4jarul-
tak a diplomamunkém, illetve a TDK-dolgozatom elkésziiltéhez. Kiilon szeretném meg-
koszonni Dr. Van Leeuwen-Polner Modnika tirelmét és batoritasat, aki témavezetoként
részletes utmutatdsaival, tandcsaival segitett engem a dolgozatok készitése soran. Koszo-
nettel tartozom Somogyi Anikonak is, hasznos megjegyzéseiért.

Hal4s vagyok a csalidomnak, a v6legényemnek, Gerg6nek és a bardtaimnak azért,

hogy bétoritottak és mindenben tdmogattak.

Szeged, 2014. 05. 15.

Voros Anett
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Bevezetés

Diplomamunkdm targyaul egy differencidlegyenletek megoldasara széles korben alkal-
mazott numerikus mddszert, a véges elemek mddszerét valasztottam. De miért is van
sziikségiink numerikus moédszerekre? Milyen megolddsi modszereink vannak parcidlis
differencidlegyenletekre ? Miért alkalmazunk numerikus eljardsokat olyan egyenletekre
is, amelyeknek ismerjiik az analitikus megoldasat? Miben kiilonbozik a véges elemes
moddszer a tobbi numerikus eljardstol ? Milyen tipusu feladatokra célszer(i a véges elemek
modszerét alkalmazni? Mely tudomanyteriileteken fordulhatnak el ilyen megoldandé
feladatok ? Ezen kérdések némelyikére probaltunk valaszt adni.

Szamos teriiletr6l szarmaz6é modellprobléma numerikus megoldasara alkalmazunk
véges elemes mddszert. [lyen példdul a szilard és folyadékmechanika, elektromagnes-
ség, populaciddinamika, gazdasdgi modellek, mérnoki szamitdsok. Tipikus modellprob-
1émak, amelyeken a végeselem-mddszert vizsgédljuk: a hdvezetés egyenlete Dirichlet-
tipusud, Neumann-, és Robin-peremfeltételekkel, a Poisson-egyenlet, a hulldimegyenlet egy
€s tobb dimenzidban.

A véges elemek mddszerének tobb fajtija 1étezik, példaul a nemfolytonos Galjorkin-
modszer [5, 7], a standard Galjorkin [1, 5, 6, 7], a klasszikus diffizid, az d&ramvonal-
diffuzié modszer, peremelem-moddszerek [5], kevert végeselem-modszerek, a multigrid
mobdszer [1]. Két kiilonb6z6 megkozelités flizodik Walther Ritz, és Borisz Galjorkin ne-
véhez, mi a dolgozatban az utébbi szemléletet kovetjiikk. Azon beliil is az un. folytonos
Galjorkin-modszert.

A kiilonb6z6 végeselem-mddszerek alkalmassdga fiigg az adott problématdl. Példa-
ul a megoldds ,,gyors” véltozdsdnak kezelésére alkalmazhat6ak tin. adaptiv végeselem-
modszerek, példaul "shock" megoldasok kezelésére. Az elemtartomdany, a véges dimen-
zi6s fiiggvénytér, a szabadsagi fokok megvalasztdsa mind a végeselem-analizis része. Itt
megemlithetjilk a Lagrange-, Argyris-, Hermite-, vagy akdr a nemkonform, izoparamet-
rikus, nemfolytonos [1] véges elemeket. Az elemtartomanynak akkor van jelent6sége, ha

magasabb dimenziéban vagyunk. Két dimenzidban szokdsos elemtartomanyok a hirom-
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sz0g és a négyzet, harom dimenzidban a tetraéder és a kocka.

Mit tudunk mondani a kozelité megoldas 1étezésérdl, egyértelmiiségérdl, stabilitasa-
r61 ? Milyen kozel van az egzakt megoldashoz, és hogyan lehet ket szemléletesen 0ssze-
hasonlitani ? A véges elemes megoldas egzisztencidjit és unicitdsit a Lax—Milgram-tétel
biztositja, a hibabecslés pedig a Céa-lemma alapjén torténik.

A diplomamunkdmban a véges elemek moddszerét differencidlegyenletek numerikus
megoldasara alkalmazzuk.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. Eloszor absztrakt formdban attekintjiikk e numeri-
kus médszer f6bb 1épéseit.

A maésodik fejezetben a végeselem-modszer masodrendi parcidlis differencidlegyen-
letekre torténé alkalmazasat mutatjuk be. Egy elliptikus modellproblémara felirjuk a va-
ridciés egyenletet dltaldnos peremfeltételek mellett. Attekintjiik a médszer matematikai
hatterét, azon beliil bemutatjuk a Lax—Milgram-tétel és a Céa-lemma bizonyitdsat. Va-
zoljuk a végeselem-tér szokdsos konstrukcidit, majd a VEM haszndlatét egy, illetve két
dimenziéban. A masodrend(i parcidlis differencidlegyenletek mindharom tipuséra tekin-
tiink egy-egy példat, nevezetesen a Poisson-egyenletet, a hvezetés egyenletét, valamint
a hulldmegyenletet.

A harmadik fejezetben a Navier-egyenletet vizsgaljuk a végeselem-moddszer segitsé-
gével.

Az egyes feladatok esetében az dltalunk kidolgozott VEM implementédldsara, a szami-
tasok elvégzéséhez, valamint az eredmények szemléltetésére a MATLAB programnyelvét
hasznéltuk.

A dolgozat zardsaként attekintjiik az elért eredményeket az ide vonatkoz6 szakiroda-
lom tiikrében, valamint — tovabblépésként — vazoljuk az alkalmazott kozelitd eljarasok

javitdsdnak lehet6ségét.



Elso fejezet

VEM - absztrakt megfogalmazas

1.1. A VEM Ilépései

Legyen Q C R? egy korlatos, nyilt tartomény, 0Q az Q hatdra (pereme). Tekintsiink egy, az
Q tartomdanyon definidlt peremérték-problémat, amelynek keressiik a véges elemes meg-
oldasat. Legyen V Hilbert-tér. Jeloljiik a V tér dudlisat, avagy a V-n folytonos linedris
funkcionélok terét V’-vel.

Azt mondjuk, hogy a (-,-) V-elliptikus (V-ben pozitiv definit vagy koercitiv), ha
do>0: aw,v)zalplly, VveV
A véges elemes modszert az alabbi 1épésekbdl konstrudljuk :

1. A peremérték-problémadra felirjuk a varidciés egyenletet (gyenge alak). Ez a kovet-
kezOkbdl tevodik Gssze:
A differencidlegyenletet megszorozzuk egy v € V un. tesztfiiggvénnyel, majd in-
tegraljuk az Q tartomédnyon. Parcidlisan integrdlunk, majd beirjuk az egyenletbe a

peremfeltételeket. Az igy kapott egyenlet a kdvetkez6 alaku:
a(u,v) = 1(v),

ahol u € V az un. probafiiggvény.

Az a : VxV — R V-elliptikus, korlatos bilinedris forma, [ : V — R korlétos
linedris funkciondl. A varidcids egyenlet: olyan u € V elemet keresiink, amelyre
teljestil, hogy

a(u,v) =1v), VYveV



1.2. A DISZKRETIZACIO LEPESEI

Ha a fenti a(-, -)-ra és I(-)-re adott korlatossdgi és koercivitasi feltételek teljesiilnek,
akkor a Lax —Milgram-tétel szerint a varidcidés egyenletnek 1étezik pontosan egy

ilyen u megoldésa, és az stabil.
2. Elemekre bontjuk a megoldasi tartoményt (dimenziénak megfelelden).

3. Kivdélasztjuk a megfeleld V, C V végeselem-teret, amellyel a végtelen dimenzids
V teret kozelitjiik (a bazisfiiggvények legyenek kis tartjiak, elemei legyenek sza-
kaszonként sima fiiggvények). A Lax —Milgram-tétel itt is érvényes, igy a véges
dimenzids probléma ekkor a kovetkezore redukdlddik : keressiink olyan u;, € V)-t,
hogy

alu,v) =1(v), YveyV,
ahol a és [ ugyanazok az operdtorok, mint végtelen dimenzidban. Becslést adunk a

hibéra a Céa-lemma segitségével.

4. Felirjuk a véges dimenzidju tér varidcids feladatdval ekvivalens linedris egyenlet-

rendszert. Meghatdrozzuk az elemi merevs€gi métrixot.

5. Az egyenletrendszert atirjuk matrixegyenlet-alakba. Osszedllitjuk a merevségi mdit-

rixot és a terhelési vektort.
6. Megoldjuk az eredendd egyenletrendszert.
7. Szemléltetjiik a megoldast.

8. Ha az analitikus megoldds rendelkezésre all, akkor Osszehasonlitjuk a numerikus

megoldéssal.

1.2. A diszkretizacio 1épései

Megadjuk a végeselem-tér dltalanos konstrukcidjat, majd bemutatjuk egy illetve tobb di-

menzidban.

1.2.1. A végeselem-tér felépitése

Az a(u,v) = I(v), Vv € V varidciés probléma megolddsanak kozelitéséhez meg kell
konstrudlnunk a V fiiggvénytérnek egy véges dimenzids alterét. Ehhez el6szor tisztaznunk

kell, mit is értiink ,,véges elem” alatt. Legyen
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(i) K € RY nemiires belseji, korltos, zart halmaz szakaszonként sima peremmel (K

az elemtartomdny),
(1) P véges dimenzios fiiggvénytér K-n (az alakfiiggvények tere), €s

(1) L = {Ly, Ly, ..., L,} bazisa P’ -nek (a csomoponti viltozok vagy szabadsdgi fokok

halmaza).

Ekkor a (K, P, £) harmast véges elemnek nevezziik.!

Legyen (K, P, L) véges elem. Ekkor #-nek azt a {¢;, ¢, ..., d,} bazisit, amely du-
alis L-hez (azaz L; ((;5.,-) =0, Lj=12,..., n), P csomoponti bdzisanak nevezziik. Ha v
olyan fiiggvény, amelyre minden L; € L,i = 1,2,...,n értelmezve van, akkor a lokdlis

interpoldcios fiiggvény:
Tgv T Z Li(v)¢:.
i=1

Az Q tartomdny egy felosztdsdnak nevezzik K; elemtartomdnyok egy olyan dsszessé-

gét, amelyre

(1) intK,- N lntKj = @, hai # j, és
2) UKI- =Q.

Legyen 7 az Q tartomény egy felosztasa. Tegyiik fel, hogy az egyes K elemtartoma-
nyok mindegyikéhez tartozik megfelel6 alakfiiggvények # halmaza, illetve csomdponti
valtozok L halmaza dgy, hogy (K, P, L) véges elemet alkot. Legyen m a csomdponti
véltozéknal el6fordulé legmagasabb rendii parcidlis derivalt rendje. Adott f € C™(Q)

fliggvény globdlis interpoldcios polinomja

def

I‘TflK,' = IK,'f

minden K; € 7 -re.

A 'V, figgvénytér megvalasztasakor a kovetkezd feltétel teljesiilésére kell iigyelniink :

Ir(VvNnC"(Q)cV,cV.

1.2.2. VEM egy dimenziéban

Ebben a szakaszban bemutatjuk, hogyan miikodik a végeselem-modszer egy dimenzidban

linearis bazisfiiggvények esetén.

! Ciarlet definici6ja, 1978.



1.2. A DISZKRETIZACIO LEPESEI

Legyen L € R, tekintsiik az = (0, L) C R tartomdnyt. A tartomdny lezartjat jeloljiik
Q-val: Q = [0, L]. Osszuk fel Q-t n darab diszjunkt intervallumra. Legyenek a rdcspontok

0 = Xo, X1, ..., %, = L, az i-edik elem Q; = (x;_;, x;), lezdrtja Q; = [x;_;, x;].
Ql QZ Qn
| | | | |
| | | [ |
0=x X X Xp_1 X, =L

1.1. abra. Az Q intervallum felosztasa n részintervallumra

Mi most az interpoldciéhoz linedris polinomokat szeretnénk haszndlni, igy jeloljiik
P'(Q))-vel az Q;-n elsérendi polinomok vektorterét, valamint V),-val az Q-on folytonos,

szakaszonként linedris fiiggvények terét:

Pl(Qi):{v:v(x):c0+c1x, x€ Q. co, ER}, i=1,...,n,

Vi={vive Q). vig € P(Q).i=1.....n}.

A P(Q,) vektortér egyik bdzisa az {1, x}, mivel tetszbleges v € P'(Q) egyértelmiien
felirhat6 1 és x linedris kombindcidjaként ¢y + c;x alakban. Nyilvdnval6 azonban, hogy
v € P'(Q))-t a rdcspontokban felvett értékei is egyértelmiien meghatdrozzak. Utébbi ha-
sonldan igaz v € V)-ra is. Ebb6l a megfontolasbdl vezetjiik be V), alabbi bazisat (I1d. 1.2.
abra).

Legyenek a globdlis bdzisfiiggvények: ¢(x) € Vi, ¢i(x;) = 6;, i = 0,...,N, j =

=0,...,N, ahol ¢;; a Kronecker-delta, azaz

I, hax=ux,
¢i(x) =
0, hax=xj,i+#}].

S
AN

X0 X1 X2 Cen Xi—1 Xi Xirl Cen Xn—1 Xn

1.2. dbra. A globalis bazisfiiggvények



1.2. A DISZKRETIZACIO LEPESEI

Minthogy a ¢;-k folytonosak és szakaszonként linedrisak, explicit médon a kovetke-

z6képpen fejezhetdk ki:

X—Xj—

x,-——x,-,ll’ ha Xi—1 <x< Xi,
¢i(x) = ﬁ’ ha x; < x < xj41,

0 kiilonben.

Definidljuk az egyes elemekre vonatkozé bazisfiiggvényeket. Legyenek az elemi bd-

zisfiiggvények Q; = [x,_1, x;]-n:

Xi— X

U1(x) = i1 (x) = ,

Xi — Xi-1

Ua(n) = ¢(x) = L

i i—1

Xi-1 Xi Xi+1
—— N——
Ql Qi+l

1.3. dbra. Az elemi bazisfiiggvények

Legyen K = (—1,1) a referenciaclem. Vezessiik be a lokdlis & valtozét, és definidljuk

az aldbbi leképezéseket minden Q;-re:

1- 1
Fot (LD = (o), £ x= x4 uiat,
Ebbdl £-t kifejezve kapjuk, hogy
_ X — Xi_ 2x — h;
£=Fgl(n= - = ge(-1,1),

9
Xi — Xj-1 h;



1.2. A DISZKRETIZACIO LEPESEI

ahol h; = x; — x;_;. Ez alapjan definidlhatjuk a lokélis 1211 &), 1,7/2(5) bazisfiiggvényeket (1d.

1.4. abra):

. 1 —
0(© = 1100 = i (Fo, ) = 5.

1+

Dal&) = va(x) = 9o (Fo, () = —~

A kozelitd megoldast felirhatjuk a bazisfiiggvények linedris kombindcidjaként:

S

n

0,(x) = > u(x), ahol u; = u(x;),

=

L X

-1 1

1.4. abra. A lokaélis bazisfiiggvények

1.2.3. VEM magasabb dimenziokban

Az elemtartomany alakjanak megvalasztdsa aszerint torténik, hogy milyen probléma-
ra szeretnénk alkalmazni a médszert. Ennek megfeleléen K lehet haromszog, tetraéder,
négyszog, hasdb, téglatest stb. A hdromszog, illetve a tetraéder valasztdsdnak elénye,
hogy ivelt peremi tartomédnyokat is el6 tudunk veliik allitani, ellenben a négyszog, tégla-
test elemtartomédnyokkal implementéldskor konnyebb dolgunk van. Hasabokat altalaban
akkor haszndlunk, ha a feladat hengeres tartomdnyon adott. A feladattdl fiiggben a tar-
tomanyt kiillonboz6 alakd elemtartomdnyokra is feloszthatjuk. Mi a tovdbbiakban — az
egyszeriiség kedvéért — a haromszog alakkal foglalkozunk (az 1.5. 4bran egy linedris ba-
zisfiiggvény lathato).

Egy poligondlis Q tartomény friangularizdcicja Q egy olyan 7 felosztdsa, ami olyan
haromszogekbdl all, melyek csucsai koziil egy sem fekszik egy mésik haromszog élének

belsejében.
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AN
4‘?&?&

ény”’ két dimenzidban




Masodik fejezet

Masodrendu parcialis

differencialegyenletek

Ebben a fejezetben a masodrendii parcidlis differencidlegyenletek hdrom {6 tipusat (ellip-
tikus, parabolikus és hiperbolikus) vizsgdljuk numerikusan a végeselem-mddszerrel. Az
elliptikus eset vizsgélatdn keresztiil attekintjiik a modszer matematikai hatterét, és mind-

harom esetben megoldunk egy konkrét feladatot a VEM segitségével.

2.1. Elliptikus problémak

A fejezet elsd részében bizonyitjuk a végeselem-modszer elméletének két legfontosabb
lemmdjat. Egy elliptikus modellproblémara felirjuk a gyenge alakot, ez utdn belatjuk a
Lax —Milgram- és a Céa-lemmadban szerepld feltételek teljesiilését. Végiil egy konkrét

példan, a Poisson-egyenleten mutatjuk be a véges elemes mddszer 1épéseit.

2.1.1. A megoldas létezése és unicitasa

Megmutatjuk, hogy a varidcids egyenletnek 1étezik egyértelmii megolddsa, és ez a meg-

oldas stabil. Tovdbbd becslést adunk a kozelitési hiba nagysdgara.

2.1.1. Tétel (Lax—Milgram). Legyen V Hilbert-tér, a : VXV — R korldtos, V-elliptikus
bilinedris forma, és | : V — R korldtos linedris funkciondl. Ekkor létezik pontosan egy

u € Vigy, hogy
a(u,v) =1v) (2.1.1)
minden v € V esetén. Tovdbbd u-ra teljesiil, hogy ||ully < é ety -

10



2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

Bizonyitas. Legyen u € V tetszbleges. Definialjunk egy A, funkcionalt:
A, Vo R, v a(u,v).
Az A, nyilvén linedris, hiszen

A, (avy + Bvy) = a(u, avy + Bvy)
= aa(u,vy) + Ba(u,v,)

=aA,(v;) +BA, () Vv, v e V,a,B e R.

Felhasznélva a (-, -) folytonossdganak definici6jdban szerepld C konstanst, arra jutunk,
hogy A, folytonos is, mert minden v € V-re |A,(v)| = |a(u, v)| < C |lull|]v||, igy A, € V'.

A Riesz-féle reprezentécids tétel szerint minden ¢ € V’-hez létezik pontosan egy 7¢ €
€ V gy, hogy ¢ el6dll a ¢ szerinti belsd szorzasként: ¢(v) = (¢, v) minden v € V esetén.

Olyan egyértelmi u € V-t keresiink, amelyre Yv € V esetén teljesiil, hogy
Au(v) = l(V)

Ez azzal ekvivalens, hogy taldljunk pontosan egy olyan u-t, hogy A, = [ legyen V’-ben;
ekkor — Riesz Frigyes tételét hasznalva — teljesiilnie kell 7A, = 7/-nek V-ben, minthogy
7: V' = V bijekcid.

A bizonyitas befejezéséhez az A.0.1. lemmat fogjuk haszndlni. Legyen p # 0 ismeret-
len, T : V — V kontrakci6 ugy, hogy v € V-re

Tv=v—-p((TA, —T1l).
Ekkor a lemma szerint 1étezik pontosan egy u € V, amelyre
Tu=u—-pTA,—7l)=u.

Ez nyilvan akkor teljesiil, ha 7A, = 7l.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy létezik ilyen p. Legyenek v, v, € V tetszblegesek,
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

jeloljiik kiilonbségiiket v = v, — v,-vel. Ekkor
2
ITvi = Tvl* = ||[vi = v2 = p(rA,, — TA,))|
= v - p(rA)IIP
= [VI* = 20 (7A,,v) + p* |I7A,|?

= [VI* = 20 (A,(v) + p*A,(TA,)

= VI = 2pa (v,v) + p*a(v,7A,)
< WP = 2pa VI + p*C VIl ITA, |
< (1 -2pa +p*C?) IV

= (1= 20 +p°C?) I = val?

2 2
=M |lvi —vll”,

ahol felhasznaltuk 7 és A linearitdsat, definicidikat, a koercivitdsat €s folytonossagat, A
korlatossagat, valamint azt, hogy 7 izometrikus leképezés. Azt kaptuk a kontrakciéhoz

tartoz6 konstansra, hogy M? = (1 - 2pa + p*C 2), igy olyan p-t keresiink, amelyre

(1-2pa+pC?) < 1
p(pC2 - 2a/) < 0.

Az egyenldtlenségnek akkor van megoldasa, ha p > 0, mégpedig 0 < p < 2—% Ekkor T
valoban kontraktiv leképezés, igy (2.1.1)-nak l1étezik megoldasa, és ez a megoldds egyér-
telmdi.

Végiil legyen u € V az (2.1.1) megoldasa. Ekkor — mivel a koercitiv, és [ korlatos —
fennéll az is, hogy

allully, < a(u,u) = Lu) < 1] llully.
]

2.1.2. Lemma (Céa). Legyen V Hilbert-tér, a : VXV — R korldtos, V-elliptikus bili-
nedris forma, és | : V — R korldtos linedris funkciondl. Tegyiik fel, hogy u € V olyan,
hogy (2.1.1) teljesiil minden v € V esetén. Ekkor a véges elemes varidcios feladat uy,
megolddsdra fenndll az
C, .
llu — uplly < — min |ju — ||y (2.1.2)
Q veV;
egyenlotlenség, ahol C, az a(-, -)-hoz tartozo folytonossdgi, a pedig a V-ellipticitdsi kons-

tans.

12



2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

Bizonyitas. Minthogy a(u,v) = I(v), Yv € V és a(u,,v) = I(v), Yv € V), fenndll, igy
a(u—uy,v)=a(u,v)—a(u,,v)=I1v)—Iv)=0, Yv e V. (2.1.3)

A koercitivitast, a(-, -) linearitdsat és folytonossdgat, valamint (2.1.3)-et felhaszndlva min-

den v € V, esetén teljesiil, hogy
2
allu — uylly < a(u—wp,u— uy)

=a(u—u,u—v)+a(u—u,v—u,)

=a(u—upu—v)

< Collee = uplly lloe = vily -
Az egyenl6tlenséget atrendezve

C
llu = unlly < ;allu—VIlv Vv eV,

Mivel V), zart altér V-ben, igy az is igaz, hogy

C, .
lu = uplly < — inf [lu —vily
a veV;

c, .
= — min|lu —V|y.
a veV,

2.1.2. Variaciés probléma megfogalmazasa

Legyen Q korlétos és nyilt halmaz R?-ben, elegend6en sima dQ peremmel. Jel6ljiik Q-sal
az Q lezértjat: Q < QU Q. Tekintsiik az albbi peremérték-problémat:

Lu=f, x€Q, (2.1.4a)
Bu =«x(u—-gp)—gn, x € 0Q, (2.1.4b)

ahol u : Q — R ismeretlen, u = u(x); az f € C(Q), «, gp, gv € L*(0Q) fiiggvények
adottak, x > 0. Az L masodrendd, a B els6rend( linedris parcidlis differencidloperatort
jelol:
def 4 4 du
1c] T
Lu® - Z 3 (a,jaxl) ) big+eu==-V (@"Vu)+b-Vu+cu,  (2.15)

ij=1 =1

d
Bu - > vay g“ = v (a"Vu), (2.1.6)

i,j=1

13



2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

ahol az qg;; € C'(Q), b e CQ), i,j=1,...,d, c € C(Q) fliggvények adottak, a =
= (aij), b = (b),av = (v,v,...,vy) a 0Q-ra merbleges, egységnyi hosszu, kifelé
mutaté normalvektor. Tovabba, L uniform elliptikus, ha a uniform elliptikus, azaz 1étezik
6 > 0 gy, hogy

£ (aé) 2 0|1 (2.1.7)

teljesiil minden & = (&, ...,&,) € RY, x € Q esetén.

A (2.1.4b) peremfeltétel leirja, hogyan kell viselkednie az u fiiggvénynek a tartomany
peremén. Az alkalmazdsokban rendszerint a peremfeltételek harom tipusaval taldlkozha-
tunk.

A Dirichlet-féle, mas néven elsé vagy erds/lényeges peremfeltétel a megoldas peremen
felvett értékét irja eld:

U loo = &b,
ahol gp : 0Q — R folytonos fiiggvény. Példaul egy dimenzidban a hdvezetési probléma
esetén — fizikai szempontbdl — azt jelenti, hogy a rid végpontjait egy elbirt gp hdmérséklet
szerint melegitjiik/hitjiik.

A Neumann-, mdsodik vagy természetes peremfeltétel a peremre hatd kiilsé hatést
modellezi:

Bulso = —gn.

A staciondrius hovezetés példdjandl maradva, a Neumann-feltétel a fluxus nagysagat irja
eld. Specidlisan az u’(0) = 0 azt jelenti, hogy a ridd xy = 0 bal végpontja a kdrnyezet
h6jétol elszigetelt.

A Robin- vagy harmadik tipusii peremfeltétel a Dirichlet- és a Neumann-feltétel keve-
réke:

But|gq = k(4 —gp).
Egydimenziés hdvezetési feladatban gyakran el6fordul az u’(0) = u(0)—gp feltétel, ami az
alkalmazasok szempontjabdl sokszor a legjobban tiikrozi a valdsdgot, ugyanis teljesiilése
esetén a fluxus egyenesen ardnyos a rud €s a kornyezet hdmérséklete kozotti kiilonbség-
gel.

A (2.1.4b) altaldnositott Robin-feltételt haszndlhatjuk a Dirichlet- és Neumann-tipu-
suak kozelitésére. A k = 0 valasztassal Neumann-feltételhez jutunk, mig ha k — oo, akkor
a peremfeltétel Dirichlet-tipusu lesz.

A tovabbiakban a (2.1.4) probléma gyenge alakjat fogjuk felirni. Vezessiink be néhany

jelolést. Tekintsiik a W, () Szoboljev-teret, vagy mds jeloléssel
H'(Q) = W,(Q),

14



2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

amelyen a belsd szorzat

(W, Vi) = fuv dx + fVqu dx,

Q Q

és a norma
2 2 2
”u”Hl(Q) = ||u||L2(Q) + ”Vu”LZ(Q)

meghatdrozott. A dolgozat tovabbi részében legyen V g (Q). Szorozzuk meg a (2.1.4a)
differencidlegyenletet egy tetszleges v € V tesztfiiggvénnyel, integraljuk Q-n, és hasz-

naljuk fel a Green-formulat:

fdex:f—V-(aTVu)v+b-Vuv+cuvdx
Q 0

:f(aTVu)~Vvdx—fv~(aTVu)vds+fb-Vuvdx+fcuvdx
Q

0Q Q Q

:f(aTVu)-Vvdx+f(K(u—gD)—gN)vds+fb-Vuvdx+fcuvdx,
Q oQ

Q Q
(2.1.8)

ahol —v- (aTVu) helyére behelyettesitettiik (« (u — gp) — gn)-et a (2.1.4b) peremfeltételnek
megfelelGen. Az egyenlet atrendezésével a (2.1.4) probléma varidcios megfogalmazdsat,

mas néven gyenge alakjéat kapjuk : keressiink olyan u € V fiiggvényt, hogy

f(aTVu) Vvdx+fb Vuvdx+fcuvdx+f/<uvds

Q 0Q

ffvdx+f(KgD+gN)vds YveV. (2.1.9)

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

a(u,v) o (aTVu, Vv) + (b - Vu+ cu,v) + (ku, v)s0

:f(aTVu)-Vvdx+fb-Vuvdx+fcuvdx+fKuvds, (2.1.10a)
Q

Q Q 0Q

1) € (£,v) + (kgp + gns Vg = f fvdx+ f (kgp + gn)v ds. (2.1.10b)
Q o0Q

Ezek segitségével azonosithatjuk a tagokat az absztrakt megfogalmazassal, igy a (2.1.9)

gyenge alak: olyan u € V fiiggvényt keresiink, amire

a(u,v)=1Ww), Yv e V. (2.1.11)
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

A fent bevezetett jeloléseket tekintve megallapithatjuk, hogy / € V'’ linearis forma és

a (-, ) bilinearis forma.

2.1.3. Lemma. A (2.1.10b)-ben adott L (-) linedris funkciondl folytonos (ami ekvivalens
azzal, hogy korldtos) V-n, azaz

3¢, < o : LW < CIVlly,  VYveV. (2.1.12)

Bizonyitas. A lemma allitdsat konnyen beldthatjuk a hiromszog- és a Cauchy — Schwartz-
egyenlGtlenség, a |[v||;2 < |[vlly, v € V, valamint az (??) egyenl&tlenség felhaszndldsdval:

dc, € R dgy, hogy

IO < I(fo vzl + |(kgp + 8w ) 2| < 12 IVl + likgp + gwll2eq) IVl 2@0)

<WAll2 Vlly + ¢ llkgp + gnll 200 VI - (2.1.13)
ACr=fll2 + ¢ llkgp + gnllr2 g, Valasztassal ez €éppen I(-) folytonossagat igazolja.

O]

2.14. Lemma. A (2.1.10a)-ban adott a(-,-) bilinedris forma folytonos (korldtos) V-n,

azaz
AC, < o0 : la(w,w)| < CqIIVIly lIwlly Yv,we V. (2.1.14)

Bizonyitas. Az a(.,-) folytonossdganak bizonyitdsdhoz szintén a haromszog- és a Ca-
uchy — Schwartz-egyenldtlenségre, a ||v||;2 < ||[V|ly, v € V-re, valamint az A.0.2. lemméra

lesz sziikségiink: dc, € R gy, hogy
la(v, w)| < ’(aTVv, V) |+ 1B - Vv + v, w)al + [(kv, W) pan)|
d d
ov ow ov
< il\z= 7 |+ bil || 7>
max |a]| (ax,- 8xj)L2 ;Te%xl l‘(ﬁx, v
+ max |c| |(v, w) 2| + max |(v, W)Lz((m)|
xeQ)
d d
ov ow
< -
= [Z (a axj)Lz Z ( % W)

i,j=1
ov

[ d
=
by ﬁx,

+ maxx« ||v w
max kil a0, | .

i,j=1

+ (v, w + maxk |(v,w
« >Lz|] max (v, w) 20|

12 0)6]

wll2 + (il ||W||L2]
L2 L2
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

<ol [Z\ o W]{

1
2 2 7 2 2 \2
< (d+ Dey (VI + vI15.)7 (19wl + Iwliz.)” + ca [Mly [wlly

= (d + Dey [Vily [wlly + e Vil lwlly (2.1.15)

+ ”W”Lz) +ca [Vlly [Iwlly

ox;ill; 0x

Jlir2

ahol

€] = max<{ max max |a,j| max max |b;| , max |c|
1<i,j<d xeQ 1<i<d xeQ xeQ

Ha C, = (d + 1)c; + ¢;, akkor ezzel pontosan a (2.1.14) allitast kaptuk.

]

2.1.5. Lemma. Tekintsiik az aldbbi peremérték-problémat Dirichlet-peremfeltétellel :
Lu=f, xeQ, (2.1.16a)
=0, x € 0Q), (2.1.16b)

ahol u : Q — R ismeretlen, u = u(x); az f € C(Q) fiiggvény adott, Lu (2.1.5)-ban megha-
tarozott. Tegyiik fel tovabbd, hogy a (2.1.5)-ban szerepld egyiitthatdkra: a;j € C (Q), b; €
€eC'(Q), i,j=1,...,d, c € C(Q), valamint

d
Z xeQ, (2.1.17)
i=1

NI*—‘
°’|

és legyen L uniform elliptikus. Ekkor az a (-, -) bilinedris forma
a(u,v) = (aTVu, Vv) +(b-Vu+ cu,v)

:f(aTVu)-Vvdx+fb'Vuvdx+fcuvdx (2.1.18)

Q Q

V-elliptikus (V-ben pozitiv definit vagy koercitiv), azaz
o> 0: aw,v)2alplly, VveV

Bizonyitas. Az allitds igazoldsdhoz felhasznaljuk a (2.1.7) uniform ellipticitast, valamint

azt, hogy a Dirichlet-peremfeltétel miatt a v tesztfiiggvényre :

veVo & weV:v=0).
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

Parciélisan integrilunk, és igy azt kapjuk, hogy

alv,v) = (aTVv, VV)L2 +(b-Vv+cov,v)p

:f(aTVv)~Vvdx+fb~Vvvdx+fcv2dx
Q

Q Q

1
> (9||Vv||i2 + fib-sz dx + fcv2 dx

Q

Q
1 <& [ ob;
:9||Vv||iz—52f—XI dx + = f(b )V ds+fcv dx
Q Q
5 1
=0||Vv||” + c— = v dx.
Q 2 i=1

A (2.1.17) feltevés miatt ekkor
a(v,v) > 0[Vv|l*. (2.1.19)
Tovabba az A.0.4. Poincaré-egyenldtlenség miatt
cpa(v,v) > 0|v*. (2.1.20)
Ekkor (2.1.19) és (2.1.20) felhasznalasaval
a(v,v) = a (v + 1Y), (2.1.21)

ahol a = ﬁ. Ezzel a lemma allitasat belattuk.

2.1.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy (2.1.4a)-ben L uniform elliptikus. Ekkor érvényes a

f @'Vv)-Vvdx 2 0,  YveH' (Q) (2.1.22)

egyenlotlenség, ahol 0 az uniform ellipticitdsi konstans.

Bizonyitas. Az éllitas igazolasahoz tekintsiik az uniform ellipticitas feltételét:

d d
> aytgi=0) &

ij=1 i=1
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

Legyen v € H'(Q) tetszbleges, & = 50> &5 = 5 €s integraljunk Q-n:

d d
v 8v
| e o f Z(axl)
O i,j=1 i 0 i=1
f @'Vv) - Vv dx 2 0l q, »

ami éppen a lemma allit4sa.

O]

2.1.7. Tétel (Garding-egyenlétlenség). Tegyiik fel, hogy az a mdtrix uniform elliptikus a
0 > 0 konstanssal, b; € L*(Q), i = 1,2,...,d, c € L(Q), és k € L*>(0Q), k > 0. Legyen
a(u,v) a (2.1.10a)-ban meghatdrozott. Ekkor létezik K € R gy, hogy

a,v) + K Mg ||v||,,1(9> . Ve H'(Q).
Bizonyitas. Az uniform ellipticitds miatt alkalmazhatjuk a 2.1.6. lemmat:

2
a(V, V) + K ”v”LZ(Q)

= ( vy, Vv) +b-Vv+cv,v) + (kv,v)s + K ||V||iz(g)

f(aTVv) Vv dx+fb Vv dx+fcv dx+f/<v ds+K||v||L2(Q)

Q Q 0Q
v
> OV + Z bigovdet | e dvt KMz,
i=1
Q

Az A.0.3. Holder-egyenltlenség alapjan

4 Gy d ov

b—vdx| < bi||—

[Sngevad= [ Sl
O = =

d

[v|] dx

< D bl f ‘ 7| M dx
i=1
d
ov
< D Wbl |- Mz
P XillL2)
< Bl o) IVll2) »
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

ahol

d
def 2
BE ) bl
i=1

A fentiekbdl kovetkezik, hogy

2
a(v’ V) + K ”v”L2(Q)

2 2 2
>0 |V|H1(Q) -B |V|H](Q) ||v||L2(Q) + fcv dx+ K ”V”LZ(Q)
Q

2 2
>0 |V|H1(Q) -B |V|H](Q) ||v||L2(Q) + (B + K) ”V”LZ(Q) P

ahol B8 = ess inf {c(x) : x € Q}. Az A.0.5. lemma (szdmtani-mértani kozepek kozotti egyen-

16tlenség) miatt

6 2 B 2
B |V|H1(Q) ||V||L2(Q) < Bﬁ |V|H1(Q) + 82_9 ”v”LZ(Q) .

Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy
0
2 2 2
a(v.v) + KM, 2 5 (Mg + M)

feltéve, hogy K > g + gi; — . A tételben szerepld egyenlbtlenséget igazoltuk.

]

Ha kijeloltiik a megfelel véges dimenzids alteret, akkor (2.1.9) alapjan olyan u;, € V,,

fliggvényt keresiink, hogy

f(aTVuh) -Vvdx + fb - Vuyv dx + fcuhv dx, + fkuhv ds
Q

Q Q 0Q

= ffv dx + f(KgD +gy)vds, VYveV,.
Q 0Q
(2.1.23)

2.1.3. Példa: A Poisson-egyenlet

Legyen Q C R? tartomény 6Q peremmel és v kifelé mutaté egységvektorral.

Emlékeztetd: A divergenciatétel szerint

0
f—fdx:ffv,- ds, i=1.2,
8Xl'

Q 0Q
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

ahol v; az v normélvektor i-edik komponense. Az f = hg valasztdssal a parcidlis integralds

formuldjahoz jutunk:

0
f—gdx——fh—gdx+fhgv,-ds, i=12.
axi

0Q

Legyen h = w; és g = v, ekkor w = (wy, wy)-re

f(V'w)vdx:—fw-Vvdx+f(w~v)vds,
Q Q a0

ahol V = ( e 0x2) Vv pedig a v gradiensvektora.
A w = —Vu vélasztassal kapjuk a Green-formulat:

f—Auv dx:fVu-Vv dx—fv-Vuv ds, (2.1.24)

Q Q oQ
i =2 4 &2 i, 4
itt A = P + 53 8 Laplace-operitor.

Tekintsiik a Poisson-egyenletet Dirichlet-peremfeltétellel :

—Au = f, x €Q, (2.1.25a)
u=0, x € 0Q, (2.1.25b)

ahol Q C R? a nyilt egységkorlap és f € L*(Q) adott fiiggvény. Az u jelolhet péld4ul
homérsékletet vagy elektrosztatikus potencidlt, el6bbi esetben a Poisson-egyenlet a staci-
ondrius hévezetést, mig utébbiban a staciondrius toltéseloszlast (potencidlegyenlet) irja le
[12].

Legyen V a korabbiakban meghatarozott, Vo = {v € V : v|yo = 0} fiiggvénytér.
Szorozzuk be (2.1.25a)-t egy v € V|, tesztfiiggvénnyel, és integraljuk Q-n. Felhaszndlva a
Green-formulat, azt kapjuk, hogy

ffvdx:—fAuvdx: (2.1.26)

Q Q
fVu Vvdx—f%Vuvdsz (2.1.27)
Q oQ
fVu Vv dx. (2.1.28)
Q

Keresiink olyan u € Vj-t, hogy

ffv dx = fVu - Vv dx Yv e V. (2.1.29)
Q
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy dQ poligondlis gorbe. A véges elemes
diszkretizacibhoz bontsuk fel Q-t m darab hdromszog unidjara ugy, hogy Q egy trian-
gularizdcidjat kapjuk.

Jeloljik Vj-val a Q-n folytonos és K;-n linedaris polinomok terét, i = 1,2,...,m. A
Dirichlet-peremfeltétel miatt legyen V;, o = {v € V), : v|so = 0}. Olyan u,, € V), o-t keresiink,

amelyre

ffv dx = fVuh - Vv dx Vv € Vip. (2.1.30)
Q

Q

Folirjuk V), egy bazisat. A bazis- vagy kalapfiiggvények (1.5.4bra) legyenek K;-n lined-

risak, i = 1,2, ..., m, tovabba

1, hai=j
¢i(N)) = ,
0. hai#j

ahol N; a trianguldcié j-edik csomépontja, n;, pedig a belsé csomépontok szdma.
Ebben a bazisban az uy, felirdsa legyen u;, = ij &;¢;. Minthogy a bazisfliggvények
=1

kifeszitik a V), alteret, (2.1.30) az alabbi problémadval ekvivalens:

ff¢idx:fVuh~V¢,-dx:fV[Z§j¢j)-V¢,-dx:
Q /=1

Q Q
np

= ijfv¢j - Vi dx, i=12,...,m. (2.1.31)
j=1

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

Aij=fV¢j-V¢idx, Lj=12,...,n, (2.1.32)
Q

bi:ffgb,-dx, i=12,...,n. (2.1.33)
Q

Ezeket behelyettesitve (2.1.31)-be, adodik, hogy
b,’ = Zé:inj, I = 1,2, e, Ny,
=1

ami matrix alakban b = A¢&.
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

Az A (np) X (np)-s matrix neve merevségi mdtrix, a b vektoré pedig terhelési vektor.

Az AKX lokalis elemi merevségi matrix elemei:

Ajj = f Vg - Vp;dx, i, j=123. (2.1.34)

K

Tekintsiik a K hdromszdget, amelynek csomopontjai N; = (x(li), xg)), i =1,2,3. Az egyes
csucsokhoz tartozé bazisfiiggvények ¢; = a; + b;x; + c;x, alakdak, ahol az egyiitthatok
meghatédrozhatok ¢;(NV,) definici6jabol:

x(lj) x(2/<) _ x(lk) x(zj) ) x(zj) _ x(zk) x(lk) _ x(lj)
a; = ) = =, = ——,
’ l 2|K] ’ 2|K]

ahol |K| a hdromszog teriilete.

bi
Minthogy V¢, = [ ), igy

i

Af fV¢i~V¢j dx =
K

bibj + C,'Cj)fl dx =

K
= (bib; +cic;) Kl ij=1.23, (2.1.35)

ahol |K]| a K elem teriilete.

A lokalis elemi tehervektor elemei:

1
bE = f fordex fNDIKL - i=1.23. (2.1.36)
K

Ez esetben a csomodpont-kvadraturat alkalmaztuk az integralok kozelitésére.

Tehat a (2.1.25) peremérték-problémahoz tartoz6 eredendd linedris egyenletrendszer
A& = b, amelynek & megolddsa lesz a Poisson-egyenlet egy véges elemes kozelitd megol-
désa.

Feladat: Oldjuk meg a kovetkezd peremérték-problémat:

—Au = xy*, xeqQ, (2.1.37a)
u=0, x € 0Q, (2.1.37b)

ahol Q a 0 koriili egységnyi sugaru korlap (I1d. 2.1., 2.2. abrék).
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

Feladat: Oldjuk meg a kovetkez0 peremérték-problémat:

Au =0, x€Q, (2.1.38a)
u=a¢, x € 0Q, (2.1.38b)

ahol Q a 0 koriili egységnyi sugaru korlap, x; = cos¢, x, = sin¢g, -7 < ¢ < 7 (1d. 2.3.

abra).
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa x10°

2.1. dbra. Az egységnyi sugaru korlap egy trianguldcidja és a Poisson-egyenlet véges

elemes megoldasa
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

0.5f

oy
SAYAYZ
AR
wﬂVA%"

A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa a

2.2. dbra. Az egységnyi sugaru korlap egy trianguldcidja és a Poisson-egyenlet véges

elemes megoldasa
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2.1. ELLIPTIKUS PROBLEMAK

u(x.y)

'
N

2.3. dbra. Az egységnyi sugart korlap egy trianguldcidja és a Laplace-egyenlet véges

elemes megoldasa
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2.2. PARABOLIKUS PROBLEMAK

2.2. Parabolikus problémak

Ebben a részben egy parabolikus médsodrendi differencidlegyenletnek, mégpedig a héve-

zetés egyenletének véges elemes numerikus megoldasat vezetjiik le.

2.2.1. Példa: A hovezetés egyenlete

Tekintsiik az aldbbi problémat:

% - %( gj‘c) £, xe(0,L), 1€ (0,T), (2.2.1a)
au’(0,1) = ko (u(0,1) — gpo) + &n.o0s (2.2.1b)
—au'(L,t) = k (u(L,t) — gp1) — gN.L» (2.2.1¢)
u(x,0) = uo(x), (2.2.1d)

ahol u = u(x, t) a megoldas, a = a(x) > ap > 0 adott pozitiv fiiggvény, f = f(x,t) adott
forrasfiiggvény és uy(x) adott kezdeti feltétel. E16szor adjuk meg a varidcids egyenletet.
Szorozzuk meg (2.2.1a)-t egy v € V tesztfiiggvénnyel, ahol V a szokasos fiiggvénytér,
majd integraljuk (0, L)-en:

+fa@@ dx. (2.2.2)
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2.2. PARABOLIKUS PROBLEMAK

A (2.2.2) egyenlet dtrendezésével kapjuk a varidcios formulét: olyan u € V-t keresiink,

amelyre
(o Foud
f Zydx+ kpu(L, H)v(L, 1) + kou(0, Hv(0, 1) + a2 g
ot Ox Ox
0 0
L

= ffv dx + gnov(L, 1) — gnov(0, 1) + k.gpv(L, ) + kogpov(0,7), YveV,0<t<T.
0

(2.2.3)

Mivel u x-t0l és t-tol is fiigg, elsdként x szerint diszkretizalunk. Osszuk fel az Q = [0, L]
intervallumot: 0 = xp < x; < --- < x, = L, és legyen V,, C V szakaszonként linedris
fliggvények tere. Keresiink u,-t igy, hogy minden rogzitett ¢ esetén, u;, € V), és

L

L
o Auy,
f 5(;% dx + &pup(L, V(L 1) + koun(0, )1(0, 7) + f Lo v dx
0

Ox Ox
0

L
= ffv dx + gnov(L, 1) — gnov(0,1) + krgp V(L. ) + kogpov(0,1), Vv eV, 0<t<T.
0

(2.2.4)

Ez azonban ekvivalens a kovetkezdvel: olyan u € V-t keresiink, amelyre minden rogzitett
t esetén teljesiil, hogy
L L

f %% dx + k un(L, )¢i(L) + koun(0, N$i(0) + f a

0 0

8u;1%d
Ox Ox

X

L
= f foidx + gnidi(L) — gnodi(0) + k1.8p.1¢i(L) + kogp,oi(0),
0

i=01,....,n,0<t<T, (22.5)

ahol ¢;, i = 0,1, ...,naszokdsos bazisfiiggvényei V,-nak. Az u, el6allitdsdhoz bevezetjiik
a &(1) vektort:
w(x,1) = )" £(D,(0),
=0
&o(0) up(xo, 1)
&) up(x1,1)

&) = =

é:n(l) uh(-xn’t)
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2.2. PARABOLIKUS PROBLEMAK

majd be is helyettesitiink :

09 ; O
f¢]¢z dx + ., (D (L)pi(L) + kobo(H)g (0)p;(0) + Z &j f %8_(1 dx
Jj= 0
= f foidx + gn1oi(L) — gnodi(0) + k1.8p.1¢i(L) + Kogp,09i(0),
i=01,....,n,0<t<T. (2.2.6)

A tdmegmatrix, merevségi matrix, terhelési vektor rendre az alabbiak:
Mij:f¢j¢i dx, i,j=0,12,...,n,

¢j ¢l

A= ) a5 o

dx + k.0 (L)gi(L) + ko j(0)¢:(0), i,j=012,....n,
0

bi(t) = f f@O¢; dx + gn1di(L) — gnopi(0) + k1.8p1¢i(L) + kogp,09i(0),
0

i=01,....,n,0<t<T.

A (2.2.6) egyenlet a most bevezetett jelolésekkel, illetve matrix alakban:

» M,-j% ; ZA,-jgj(z) — b0,  i=01,...m 0<i<T, (2.2.7)
=0 j
ai(t ) FAEE) = b(f),  O0<t<T. (2.2.8)

Ezzel megkaptuk a varidcids formula szemidisztkrét alakjat, ami egy kozonséges dif-
ferencidlegyenlet-rendszer. A tovdbbiakban ¢ szerint diszkretizdlunk. Osszuk fel [0, T]-t
m darab részintervallumra: 0 = 1) < t; < --- < t, = T, jeloljik az egyes 1d6kozo-
ket k; = t, —t-1, | = 1,2,...,m, valamint legyen & a &(t;) kozelitése. A fenti (2.2.8)
egyenletrendszer &£(f) megolddsanak kozelitésére a hatralépd Euler-médszert fogjuk al-
kalmazni [5]. A %—t helyettesitjiik a ‘%‘T”‘l) differenciahdnyadossal, a diszkretizalds
hibdja O(k;).

Tekintsiik tehat az alabbi problémat:
O0&(t
Mﬁ + AE(t) = b(1), 0<t<T, (2.2.9a)

£@0) = &. (2.2.9b)
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2.2. PARABOLIKUS PROBLEMAK

Integraljuk az (2.2.9a) egyenletrendszert (#,_y, #;)-en:

1 ]

]
b(r) dt = IM% dr+ | Aé(r) dr
111 1-1 f1-1

=M (&) — &) + A ff(t) dr. (2.2.10)

11

Az integrélok kozelitéséhez hasznéljuk a jobbvégpont-kvadratirat (az approximécié hi-
baja O(k))):
kiby = M (& — &-1) + kA&,
amibdl
(M + kiA) & = ME& -y + ki
Minthogy &, adott (ez esetben uy(x) linedris interpoléltja), nincs més dolgunk, mint megol-

dani a kapott egyenletrendszert. Az igy nyert & megoldas a (2.1.25a) differencidlegyenlet

numerikus megolddsa az (x;,#,), j=0,1,...,n, [ =0,1,...,m pontokban.

- stacionarius
—kezdeti ertek

X
R
SRR
SRR
RS
R
e e ey
R R AR

o
Orstis
o
chete
""“z‘z‘%“‘?’iﬁ
it
I s oo
R
Pegletniters;

%

P
AR
R

2.4. dbra. A hévezetés egyenlete, numerikus megoldas, Ax = 0,01, Ar = 0,02.
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2.3. HIPERBOLIKUS PROBLEMAK

Feladat: Oldjuk meg a kovetkez0 problémat (1d. 2.4. abra):

%—%_3)6 x€(0,1), t€(0,2), (2.2.11a)
u'(0,1) =0, (2.2.11b)
u(l,r) =0, (2.2.11¢)
u(x,0) = -0,1x° +0,1. (2.2.11d)

2.3. Hiperbolikus problémak

2.3.1. Példa: hullimegyenlet
Tekintsiik az aldbbi problémat:

FPu 0%

7 a5 =f x€0,0),1e0D), (2.3.1a)
u(0,1) = ko (u(0,1) — gpo) + gn.os (2.3.1b)
—*u (L, 1) =k, (u(L, 1) — gp.1) — gn.Ls (2.3.1¢)
u(x,0) = up(x), (2.3.1d)
u(x,0) = vo(x). (2.3.1e)

ahol u = u(x,t) a megoldds, ¢* adott paraméter, f = f(x,t) adott forrasfiiggvény és
uo(x), vo(x) adott kezdeti feltételek.

Szorozzuk meg (2.3.15a)-t egy v € V tesztfiiggvénnyel, ahol V a szokdsos fliggvény-
tér, majd integraljuk (0, L)-en:

ffvdx—f—vdx—c f@vdx

f—v dx—c —u(L Hv(L,t) + ¢ —u(O OO, 1) + 2 6__ dx

L
2
fa— dx + (KL (M(L, l) — gD,L) - gN,L) V(L, f)
0

L
ou Ov
+ (ko (0, 1) — gpo) + gno) V(0,0 + ¢ o dx. (2.3.2)
0
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2.3. HIPERBOLIKUS PROBLEMAK

Igy az egyenlet gyenge alakja:

u Ov

f —vdx + « u(L, H)v(L, t) + kou(0, H)v(0,1) + ¢ f—— dx
0x 0x

= ffv dx + gnov(L, 1) — gnov(0,1) + kr.gp (L, 1) + Kogp,ov(0, 1), YWweV,0<t<T.

(2.3.3)
Hasonl6an a parabolikus esethez, eloszor x szerint diszkretizdlunk. Osszuk fel az Q =
= [0, L] intervallumot: 0 = xy < x; < --- < x, = L, és legyen V;, C V szakaszonként

linedris fiiggvények tere. Keresiink u,-t igy, hogy minden rogzitett ¢ esetén, u;, € V), és

L
2
Ot 4+ k(L DL 1) + kot (0, (0. 1) + ¢ %@ dx
or dx Ox
0 0
L

= ffv dx + gnov(L, 1) — gnov(0, 1) + ke gpv(L, 1) + kogpov(0, 1), YwveV, O0<t<T.
0
(2.3.4)

L

2
f aa > @i dx + k(L DGI(L) + ko0, D$i(0) + f a_haiﬁ
0

0

= ff¢i dx + gn1¢i(L) — gnoi(0) + k18p1¢i(L) + kogpodi(0), i=0,1,...,n, 0<t<T,

(2.3.5)
ahol ¢;, i = 0,1,...,n a szokdsos bazistiiggvényei V)-nak.
wn(x,0) = D E{(D;(x)
=0
Az egyenlet gyenge alakjdba u,-t behelyettesitjiik :
f b1 dx + kL€,(DD(LIGIL) + Koo () (0)$,(0) + ¢ Z & f 0191 4y
(9t2 ! ! / ') Ox oOx

= fffﬁi dx + gnr@i(L) — gno9i(0) + k1.8p 1Pi(L) + k0gp,0¢i(0),
i=01,....,n,0<t<T. (2.3.6)
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2.3. HIPERBOLIKUS PROBLEMAK

A tdmegmatrix, a merevségi matrix, valamint a terhelési vektor:

Mij:f¢j¢i dx, i,j=0,12,...,n,

O ..
Aij=c? f ;J a¢ dx + k.0 (L)¢i(L) + ko (0)$:(0), i,j=012,....n,
0

bi(t) = f f@O¢; dx + gnrdi(L) — gnopi(0) + k1.8p.1¢i(L) + kogp,09i(0),

i=01,....,n,0<t<T.

A (2.3.6) egyenlet matrix formédban:

Z M;—=2 ff( ) ZA,,fj(t) =bi(), i=01,....,n,0<t<T, (2.3.7)
j=0
2
m? ;;g ) 4 AE() = b(t), 0<t<T. (2.3.8)

A szemidiszkrét problémat, ami egy masodrendl kozonséges differencidlegyenlet-
rendszer, ¢ szerint is diszkretizdljuk. Mivel az dltalunk hasznélni kivant numerikus sé-
makat elsérendl egyenletekhez hasznaljuk, bevezetjiikk az n = valtozot Ekkor (2.3.8)

ekvivalens az alabbi els6rendi rendszerrel :

O&(1)

Ma— = Mn(1), (2.3.9a)
8
g( ) 4 A£®) = b(o). (2.3.9b)
Osszuk fel [0, T]-t m darab részintervallumra: 0 = t) < t; < --- < 1, = T, jeloljiik az

egyes idokozoket k; =, — t;-1, [ = 1,2,...,m, valamint legyen a & a &(t), az n; az n(t;)
kozelitése. A fenti (2.3.9) egyenletrendszerre a Crank — Nicolson-mddszert fogjuk alkal-
mazni [5], ugyanis nemcsak pontosabb az Euler-mddszereknél, de az energiamegmaradds
teljesiilését is biztositja [6]. A (% + 2 1)) / 2-t helyettesitjiik a M differenciaha-
nyadossal, a diszkretizalas hibaja O(klz).

Tekintsiik tehét az alabbi problémat:

M? = Mn(1), 0<t<T, (2.3.10a)
M? + AE(D) = b(0), 0<t<T, (2.3.10b)
£@0) = &, (2.3.10¢)

17(0) = 1. (2.3.10d)
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2.3. HIPERBOLIKUS PROBLEMAK

Integraljuk az (2.3.10a), (2.3.10b) egyenletrendszereket (#,_1, #;)-en:

f M) = f Mf—() = M (&) — £(tr1). 2.3.11)
f b(t) dt = f Mﬂ dr + f AE(r) dr
= MO(t) - (i) + A f £0) dr. (2.3.12)

-1

Az integralkozelitésnél eziittal a trapézszabalyt alkalmazzuk (amelynek hibdja O(klz)):

fl & o+ N
=M —- 2.3.13
s 7 ( a)
m— N1 E+é&E bi+b
M A = ) 2.3.13b
L 4T 2 2 ( )

A (2.3.13) egyenletrendszert tomor, blokkmatrix alakban is felirhatjuk:

ki k
(kM —EM](&]:( M ZM)(§I—1]+[k 0 ) (2.3.14)
ba M 1 -3A M M-1 >(bi + bi-y)

Minthogy & €s ny adott (uy és v linedris interpolacids polinomjai), nincs mds dolgunk,
mint megoldani a kapott egyenletrendszert. Az igy nyert & megoldds a (2.3.15) feladat
numerikus megolddsa az (x;,#), j=0,1,...,n, [ =0,1,...,m pontokban.

Feladat: Oldjuk meg a kdvetkezd problémat (Id. 2.5. dbra):

62 62
37 a2 - costmo) + X', x€(0,L),1€(0,7), (2.3.15a)
u(0,1) =0, (2.3.15b)
uy(L, 1) =0, (2.3.15¢)
u(x,0) = cos 7, (2.3.15d)
u;(x,0) = —msinmx. (2.3.15¢)
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2.3. HIPERBOLIKUS PROBLEMAK

2.5. abra. Hulldmegyenlet, numerikus megoldas, Ax = 0,01, Ar = 0,085 (fels6 dbra),

At = 0,3 (also6 abra).
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Harmadik fejezet

Alkalmazasok

3.1. Navier-egyenlet

Tekintsiink egy véges L hosszusagu kdzetréteget, amelynek stirlisége p. A graviticié ha-
tisa g = 9.81 3, a légkdri nyomds p, = 0.1 MPa. A kézetréteget rugalmas, szildrd
kozegként kezelve a w(z, 1) fiiggbleges kimozduldséra felirhatjuk a Navier-egyenletet, és

igy az aldbbi peremérték-problémahoz jutunk [13]:

Pw 0 ow
— == 2u)—| - Q=(0,L), t> 1.1
Por = &z ((/1+ 1) 6z) PE. z€ 0,L), 120, (3.1.1a)
w(0, 1) = A cos ot, t>0, (3.1.1b)
(4 + 2u)?9—W(L, 1) = P t>0, (3.1.1¢c)
Z

ahol z a fiiggbleges koordinéta, ¢t az id6, A amplitidd, o korfrekvencia, A4 és u pedig a

Lamé-éllandok.

3.1.1. A megoldas idoben allandoé része

frjuk fel w-t w(z,t) = w(z) + w(z,t) Osszeg alakban, ahol w(z) id6ben allando, és Ww(z, t)

az id6fiiggd komponens.
Pw _
o

Mivel w nem fiigg #-t6l, igy
w(0) = 0.

0, z € Q; valamint A cos ot csak t-tol fiigg, ezért
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3.1. NAVIER-EGYENLET

Ezeket beirva (3.1.1)-be, az alabbi peremérték-problémahoz jutunk:

0= 9 ((/1 + 2,1)6—w) - pg, 7€Q, (3.1.2a)
0z 0z
w(0) =0, (3.1.2b)
A4+ 2#)0—W(L) = Pa- (3.1.2¢)
0z

ahol (3.1.2a) konstans egyiitthatds masodrendii kozonséges differencidlegyenlet.
A kovetkezbkben a (3.1.2) peremérték-problémanak kiszamitjuk az analitikus meg-

oldasat, hogy a késébbiekben Osszehasonlithassuk a numerikus megoldassal. A (3.1.2a)

megoldésa:
d b
0=2(+202%) - pe, 7€ Q=(0,L),
0z 0z
2_
w
0=(1+2u)— - pg
( “)azz P8
Fw  pg
02 A+2u
ow  pg
— = +d,,
0z /1+2,uZ !
_ P8 2
=—= 77 +diz+d>.
Y Aot TR R

A peremfeltételek miatt d, = w(0) = 0, és

ow
A+ 2#)6—(L) = Da>
Z

0
A+ 20— (Lf + a’lz) = Pas

0z \2(1 + 2u)
08
A+20)—FE 20 v (A +2wd, = p,,
( M>2(/l+2y)z ( wd, = p
- — pgl
d = P P8~ (3.1.3)
A+2u

Igy az analitikus megoldds:

g 5  Pa—pgL
7+ Z.
2(A +2u) A+ 2u

w(z) = (3.1.4)

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban vezessiik be az a(z) = A + 2u jelolést. Ezek
utdn felirjuk a staciondrius részre a véges elemes mddszert. Legyen V a szokdsos, a V)

fliggvénytér pedig olyan, hogy Vo = {v € V : v(0) = 0}. Az (3.1.2a) egyenletet tetszOleges
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3.1. NAVIER-EGYENLET

v € V) tesztfiiggvénnyel megszorozzuk, [0, L]-en integraljuk, majd atrendezés és parcialis
integralds utan — felhaszndlva az (3.1.2¢) peremfeltételt és V|, definicidjat — kapjuk, hogy

L L

f vd —fv@a—w+va62—wd =
pgv e = 0z 0z 822
0 0
L
~J) Vezar \%er T az) e ez, T
0
- v ow
v Ow
= —a——d L)p,.
faazaz e+ vlp

0
Ezt atrendezve, megkapjuk a (3.1.2) probléma gyenge alakjat: keressiink w € V-t ugy,

hogy
L L

ov ow
a—v—wdz =v(L)p, —pgfv dz, Yv e V. (3.1.5)

0z 0z
0 0

Mivel w kétszer differencidlhatd, és teljesiti az (3.1.2b) peremfeltételt, igy nyilvan w €
€ V. Tehét olyan w € V,, prébafiiggvényt keresiink, hogy minden v € V), tesztfiiggvényre
(3.1.5) teljesiiljon.

Szeretnénk folytonos, szakaszonként linedris fiiggvényekkel kozeliteni w-t. Ehhez
osszuk fel Q-t n diszjunkt intervallumra, legyen V), a folytonos, szakaszonként linedris
fiiggvények tere, illetve legyenek a globdlis, elemi és lokdlis bazisfiiggvények az el6z6
1.2.2 szakasznak megfelel6ek. Minthogy a teszt- és probafiiggvények is eltinnek z = 0-

ban, célszerii bevezetniink V), egy alterét:

Vh,O = {V Lve Vh,V(O) = 0} c V.

Mivel a V, fiiggvénytér bazisa {¢,}i_, volt, igy V), bazisa {¢;}._, lesz. Az approximécidhoz

a Vy tér helyett a V;, o C V), alterét tekintjiik. A préba-, illetve a tesztfiiggvények alakja a

{¢:}._, bazisban felirva a kovetkez§:

(@) = ) Wigi(2) € Vg, (3.1.6)
i=1

(@) = ) vigi(2) € Vi, (3.1.7)
i=1
A feladat tehét az, hogy keressiink olyan w;, € Vj,-t, hogy minden v;, € V,o-ra
L

L
vy, On
faﬂﬂdz =v(L)p, — pg fvh dz. (3.1.8)
0z 0z
0 0
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3.1. NAVIER-EGYENLET

Legyen specidlisan v,(z) = ¢;(z), j = 1,...,n. Ezek a kalap alaku ¢ ;(z) fiiggvények li-
nedrisan fiiggetlenek, és kifeszitik a V), teret. Beirjuk (3.1.8)-ba v, = ¢;-t, illetve (3.1.6)-
ot. Ekkor a gyenge alak numerikus diszkretiz4cidja:

L
0
f (;ij 0z (Z Wi ¢’) dz = ¢ (L)pa — pg f(ﬁ] dz, j=1,.

0
0o, .
faﬁid :¢j(L)pa—pgf¢j dz, j=1,...,n. (3.1.9)
0

A fenti (3.1.9) probléma (3.1.8)-val ekvivalens, mivel ha az (3.1.9)-beli egyenlet telje-
siil minden ¢; globdlis bazisfliggvényre, akkor teljesiil azok linedris kombindcidira is. Az
(3.1.9)-beli egyenletrendszer n darab linedrisan fiiggetlen egyenletbdl 4ll. Ezt megold-
juk a w;-kre, majd a w; egyiitthatokat beirva (3.1.6)-ba, kapjuk w szakaszonként linedris

kozelitését. Az (3.1.9) egyenletrendszere dtirhaté matrix alakba:
Awy, = b, (3.1.10)

ahol A € R™" a merevségi matrix, w;, € R™! a véges elemes megoldds, b € R™! a terhe-

1ési vektor, és az egyes elemek:

[ 06,00, 0

A=
Y 0z 6z

0

Zn 1

Pa pg s ha] =n,
bj = ¢j(L)pa — P8 f¢j dZ = { Zj+17Zj-1
J P8

Felhasznélva a h; = z; — z;_; jelolést, a terhelési vektor:

kiilonben.

—pg (& +2)
—pg (% +%)
b= s
—pg( 5+ )
Pa _pgf

A merevségi matrix elemeinek kiszamitdsahoz eldszor irjuk fel a bazisfiiggvények deri-
valtjait:
: 0¢i _ O alﬁz o6 12 1
Ql: i—15%i)s :1"'-’ : - = = 7
@i 20, 1 " oz~ 0z 0oz 2h I
¢ Oy O 06 1 2 1

Qi1 =2i41), i=1,...,n—1: s _ A _ s 2
B (Z Z+1) l " 0z 9z 65 0z 2hi+1 hi+1
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3.1. NAVIER-EGYENLET

A derivaltak felhasznaldsdval mér felirhatjuk a matrix egyes elemeit. Attdl fiiggben, hogy

hol vannak a f6atloban, annak elemei az alabbiak:

L Zixl
i#n: A,-i:fa(z)(a(pl) fa(z)( ¢l) fa( )(8¢,)
0

Zi-1 Zi

1

1
fa(z(f))h22d§+fa(z(§)) ’”d§=
-1

] 1+1

1

1 1
fa(z(f))(ﬁ o l)dfz

-1

) (% " 2h1,-+1)[“(z(‘ Vi) +alz(ViA)),

Z

i=n: A fLa(z)( ¢") fna( )(a¢")

0 Zn—1
1

1 h,
f"(Z@)ﬁE =

-1
1

fa(z(f) T

(T e T

A f64tl6 alatt €s felett all6 elemek a kovetkezdk lesznek :

L

a¢za¢m4 T a¢la¢ﬁ4
Aiv1i = Ajin = ——dz= =
! ! f 9z 07 ¢ Gz 0z dz

0 Zi
1

1 h1+1
f GO hlﬂ o 2 7

-1
1

fa(z(f))% ldf

-1

* g [T o (VT
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3.1. NAVIER-EGYENLET

A merevségi métrix tobbi eleme 0 lesz, merthogy az azokban megjelend —aa‘p‘ —(; .
'z 0%

ban minden € (k = 1,...,n) elemen legaldbb az egyik tényezd 0. A kozelitéskor felhasz-

szorzatok-
néltuk a kétpontos Gauss—Legendre-kvadraturat:
1
[r@as=s RO NE
~ 3 3|
-1

Legyenek specidlisan A(z) = A, u(z) = y, igy a(z) = A+ 2u = a. Ekkor a métrix nemzérus

elemei:

Aisii =Ajin = ar—.
i+1

A globdlis merevségi matrix tehat tridiagondlis lesz, és felirhato lokélis merevségi matri-

xok Osszegeként:

All A12 0 0 ce 0
A12 A22 A23 0 e 0
0 Axp Az Ay e 0
A = A . =
0 0 e An—2n—l An—ln—l An—ln
0 0 e 0 An—l n Arm
a a —a
h + hy hy
—a a a —a
/12 h2 + /13 /13
—a a a —a
— h3 h3 th _
—a a a —a
hy—1 hy—1 hy hy,
—a a
hy hy
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3.1. NAVIER-EGYENLET

1 1 -1
-1 1
A+2
_ u +/l+2/¢ N
h hy
1 -1
A+2u -1 1 A+ 2u
+ + ...+
hy hy
1 -1
-1 1

A (3.1.10) egyenletrendszer megolddsat numerikus eszkozokkel konnyen kiszamit-
hatjuk. Az igy kapott w a (3.1.2) probléma véges elemes kozelitd megolddsa, amelyet
Osszehasonlithatunk a feladat (3.1.4) analitikus megoldédsdval (1d. 3.1. 4bra).

7 z

A parametéreknek adjuk a kovetkezd értékeket:

k
p = 2500 fy L=3000m, A=1.85-10*MPa, u = 1.3 10* MPa.

3.1.2. A megoldas nemstacionarius része

Az 1dofiiggo részre azt kapjuk, hogy

Pw 0 ow
— = — |1+ 2u)— Q >0 3.1.11
w(0,7) = Acosot, t>0, (3.1.11b)
o
Ln=0, >0, 3.1.11¢)
0z

ahol (3.1.11a) hullamegyenlet. Minthogy ennek véges elemes megoldasiat mar bemutattuk
az altalanos esetben, elegendd implementalnunk a megfeleld paramétereket (o0 = /2, A =
= 1), kezdeti és peremfeltételeket (legyen w(x,0) = cos(zx/3000), 1d. 3.2, 3.3. abrak).
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3.1. NAVIER-EGYENLET

‘
- wh(z), numerikus mo.

—— w(z), analitikus mo.

L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
z

x107°

w(z)-w, (2)

L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
z

3.1. abra. Navier-egyenlet. Az id6ben allandé w kozelitése a véges elemek mddszerével :

az egzakt és a numerikus megold4s, a hiba 10~!°> nagysdgrendd, Az = 300 a 1épéskoz.
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3.1. NAVIER-EGYENLET

=—kezdeti ertek

Wh(Z )

I ——kezdeti ertek

3.2. dbra. Navier-egyenlet. Az id6ben nem allandé w kozelitése VEM-mel,

Az =30, At = 0,01 (fels6 4bra), At = 0,02 (alsé dbra).
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3.1. NAVIER-EGYENLET

=—=kezdeti ertek

wh(z,t)

20

z 3000 g

—kezdeti ertek

Wh(z,t)

100

3.3. dbra. Navier-egyenlet. Az id6ben nem allandé w kozelitése VEM-mel,

Az =30, At = 0,04 (fels6 dbra), At = 0,2 (als6 dbra).
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Negyedik fejezet

Osszefoglalas, kitekintés

A dolgozatban az tin. folytonos Galjorkin-mddszert mutattuk be. Rendszerint peremérték-
feladatok esetében haszndlatos [2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11], erre adtunk példiakat misodren-
dd differencidlegyenletek esetén. Megjegyezziik, hogy kidolgoztuk a médszert a forditott
inga kezdetiérték-problémajara, amire TDK-dolgozat épiil [14].

El6szor absztrakt formaban fogalmaztuk meg a végeselem-mddszert. Megkonstrual-
tuk a végeselem-teret, bemutattuk egy €s tobb dimenzids haszndlatat.

Elliptikus egyenletekre 4ttekintettiik a matematikai alapokat, bebizonyitottuk a két
legfontosabb lemmat, kitértiink a peremfeltételek fajtdira. Felirtuk a varidciés problémat,
¢és a numerikus megoldast dbrazoltuk.

Parabolikus és hiperbolikus egyenletekre is tekintettiink egy-egy példat. Végiil a Na-
vier-egyenletre alkalmaztuk a bemutatottakat.

A szdmitdsok elvégzéséhez és a megolddsok dbrdzoldsdhoz a mddszert leforditottuk a
MATLAB programnyelvére és implementéltuk.

Eljarasunkon javithatunk: egyfeldl az intervallumok siiribb beosztidsaval, masfeldl,
a bazisfiiggvények megvélasztasakor a linedris helyett magasabb foku fliggvényeket is
vehetiink [1]. Utobbi feladat vizsgédlata akar tovabbi kutatémunka célkittizése is lehet.

Az id6beli diszkretizacid tovabbi véges elemes kezelésére adhat lehet6séget a nem-
folytonos Galjorkin-mddszer [7]. Elénye, hogy hasznalhatunk nem folytonos elemeket,
tovabba vehetiink kiilonb6z6 fokszamu polinomokat a kiillonboz6 elemeken, példaul ma-

gasabb fokszamuit, ahol sziikséges.
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A fiiggelék
Matematikai Kiegészités

A.0.1. Lemma (Banach-féle kontrakcios elv). Legyen V Banach-tér, T : V — V kont-
raktiv leképezés (kontrakcio), vagyis AM € [0,1) vigy, hogy

ITvi = Twall < M |lvi = sl
teljesiil minden vy, v, € V esetén. Ekkor T-nek pontosan egy u € V fixpontja van.

Bizonyitas. Els6ként a 1étezést latjuk be. Legyen vy € V tetszbleges, és legyenek v, =
=Tvo,vo = Tvi,..., ke = Ty, ... Megmutatjuk, hogy {v,} Cauchy-sorozat, amibdl V
teljessége miatt {v,} konvergencidja kovetkezik.

Mivel |lvi = vicill = ITvi1 = Tviall < Mllvioy — viall, ha k > 2, 1gy (v — vl <

< M*|lv; = wll, k > 1. Bzt felhasznalva, tetsz8leges N > n esetén igaz, hogy

N
va = vall = Z Vi = Vi-1
k=n+1
N
< > = vl
k=n+1
N
k-1
< v =voll ), M
k=n+1
n
< Vi — Vo
—lIvi = vol
Ml’l
=7 M||TV0 vl =0, N,n— oo. (A.0.1)

Tehét {v,} konvergens, legyen lim v, = v. Ekkor — felhaszndlva T folytonossdgit — a
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hatarértékre a kovetkezot kapjuk:

v = lim v,4;

n—oo

= lim T,

n—o00

=T (lim vn)

=Ty,

tehat T-nek létezik fixpontja.
Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy v; és v, is fixpont. A kontrakcios

tulajdonsdg miatt 1étezik olyan 0 < M < 1, hogy
ITvi = Tvoll < Mlvy —val.
Mivel v, és v, fixpontok, az is igaz, hogy
Vi =vall < M|lvi = vall.

Ez pedig csak akkor teljesiilhet, ha ||[v; — v,|| = 0. Azt kaptuk, hogy v, = v,, ezzel az
allitast belattuk.

]

A.0.2. Lemma (Nyomtétel). Legyen Q € R? korldtos, nyilt halmaz 0Q C'-sima perem-
mel. Ekkor létezik olyan C konstans, hogy

IVll260) < C Vg Q) Vv e H'(Q).
Az egyenldtlenség bizonyitdsa szerepel példdul a [3] kdnyvben.

A.0.3. Lemma (Holder-egyenlotlenség). Legyenek 1 > p,q > oo olyanok, hogy 1 = - +

+ é. Ha f € LP(Q) és g € LY(Q), akkor fg € L'(Q), és

1
p

fglli < Il I8l -

A.0.4. Lemma (Poincaré — Friedrichs-egyenlétlenség). Legyen Q ¢ RY korldtos, nyilt
halmaz elegendden sima OQ peremmel, és legyen u € H)(Q). Ekkor létezik egy cp(Q) iigy,

hogy
d
f‘lul2 decpi
Q =g
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A Poincaré — Friedrichs-egyenl6tlenség bizonyitdsa megtaldlhatd tobbek kozott az [1, 11]

konyvekben.

A.0.5. Lemma. Legyenek a,b,6 € R, 6 > 0. Ekkor

0 1
b < —a*+ —b2
a _2a 251)

Bizonyitas. J6l ismert a szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlStlenség : barmely a, b €

€ R esetén

Felirva ezt ea-ra és ’E’—ra:

Legyen § & €2

éppen ezt kellett beldtnunk.
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