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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat sordn megismertetem az olvasét a pozicios jatékok teriiletével, és a teriilethez
kapcsolodd mdédszerekkel €s fontosabb tételekkel. Tovabbiakban definidlom az jrafel-
haszndlt jatékok fogalmat, amely fogalmat a mindennapokban jél ismert malom jaték
motivélt. Ennek a jatéknak az els6 részében a jatékosok egyesével elhelyezik a tablan az
elemeiket, majd ez utdn a mdsodik részben egy adott szabdly szerint helyezhetik at az
elemeiket a tdblan.

Késbbb vizsgdlni fogom, hogy mi torténik, ha a jatékot lassitjuk, vagyis a jatékosok
megvaltoztathatjdk 1épésiik szerkezetét. Ahelyett, hogy egy kavicsot (ezen tul igy neve-
zem az elemeket) rakndnak le, 6k félbe torhetik azt vagy s — 5 — 3, deakdr $ — 1 —- - — ¢
nagysagu kis kavicsokat is elhelyezhetnek a tablan.

Lehetséges az is, hogy nem szabjuk meg a jatékosoknak, hany részre daraboljdk a
kavicsaikat. Tehdt a kavicsunkat akdr végtelen sok kis darabra is vaghatjuk. Ekkor juttunk
el az tigynevezett "homok"-hoz. Amire tekinthetiink ugy, hogy a jatékosaink 1épésenként
nem negativ valés értéki stlyokat tesznek a tdbla szabad mezbdire.

A jaték nyerési szabdlyai megmaradnak, igy a kérdés, amit vizsgdlunk az, hogy ked-
vez-e valamelyik jatékosnak ez a fajta lassitas. Tud-e az adott jatékos szdmdra gyengébb
feltételek mellett nyerni ?

Végiil pedig bemutatom Dan Hefetz, Michael Krivelevich, Milo§ Stojakovi¢ és Szab6
Tibor [2] altal definialt folytonos Box jaték ujrafelhasznalt tipusdnak megoldasit, €s hogy
milyen észrevételt vonhattunk le, ha megprébaljuk az Erdds-Selfridge tételt kiterjeszteni

a lassitott jatékokra.



2. fejezet
Pozicios jatékrol altalaban

Poziciés jatékokat az emberek mar évszdzadok 6ta jatszanak. Ilyen jatékok példaul az
amdba vagy a malom jaték. Ez okbdl a jatékok széles korét soroljuk a pozicids jatékok
csaladjaba. Azt az alaptulajdonsagot szoktuk megkovetelni, hogy a jatékosok célja egy
alakzat elérése vagy elkeriilése legyen. Formdlisan a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk
meg a pozicids jatékok vagy hipergraf jatékok fogalmat.

Legyen F = (X, H) hipergraf, ahol H C 2%. Ebben az esetben az X elemei képzik a
tdblat, mig a H halmaz pedig az dgynevezett nyeré halmazokat fogja tartalmazni.

Két jatékos (I vagy kezd6 €s a Il vagy mdsodik) esetén az egyik akkor nyer, ha els6-
nek elfoglalja egy tetsz6leges nyer6 halmaz 6sszes elemét. Ha mindkét jatékos a tokéletes
stratégidjat jatszva az eredmény dontetlen (Egyik jatékos sem foglalja el egy tetszdleges
nyerd halmaz 6sszes elemét) akkor a jatékot dontetlenek nevezziik. Ezekben a jatékokban
a mindkét jatékos épitdként jatszik, mivel a céljuk egy tetszdleges nyerd halmaz elfogla-
lasa. (Az angol szakirodalomban Maker-Maker jatékok néven lelhet6k fel. )

E témakorbe tartozo véges méreti tdblan jatszodoé jatékokrdl a kovetkezd tételek szii-
lettek :

2.1. Tétel. (Zermelo-Neumann) 3| Egy teljes informdcids, véges, kétszemélyes jdtékot

vagy az egyik jdtékos nyeri vagy a jaték dontetlen.

2.2. Tétel. (Hales-Jewett) [4] Barmely (X, H) hipergrdf jatékban vagy a kezdé nyer, vagy

dontetlen az eredmény.

A dolgozatban az el6bb targyalt tipusnak egy mdédositott valtozatat fogjuk vizsgalni,
amit épitd-rombold jatéknak neveziink. Ezekben a jatékokban az épitd célja egy nyerd
halmaz elfoglaldsa, mig a rombolonak ennek a megakadalyozasa.

Természetesen minden pozicids jatékot médosithatunk gy, hogy megengedjiik az
egyik (vagy mindkettd) jatékosnak, hogy lépésenként egytdl tobb elemet valasszon ki

a tablardl. Vagyis tekinthetjiik ugy, hogy az els6 jatékos ¢ elemet, mig a masodik jatékos
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p elemet foglal el az X tablardl 1épésenként. Ha p = ¢, akkor a jatékot felgyorsitott jaték-
nak mig, ha p # ¢, akkor elfogult jatéknak nevezziik.

2.1. Példak pozicios jatékokra

2.1.1. Tic-Tac-Toe

Az egyik legegyszerlibb pozicids jaték, ahol két jatékos felvaltva jelolnek ki egy mezét
a 3x3 elemii négyzetracsrol. Az nyer, aki elobb elfoglal egy teljes sort, oszlopot vagy
foatlot. A Tic-Tac-Toe harom dimenzids valtozatat szoktuk Tic-Toc-Tac-Toe-nak nevezni,
aminek tabldja egy 4x4x4 elemi kocka. A nyerd halmazok a sorok, oszlopok, lap- és a
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test foatlok.

2.1.2. Améba

Masik nevén 5-in-a-row-nak nevezziik. A jatékszabdlyai hasonldak, mint az elobb defini-
alt jatéknak. A végtelen négyzetracson helyeznek el jeleket a jaitékosok. Az a jatékos nyer,

aki el6bb tud elfoglalni 6t egymds koveté mezdt vizszintesen, fiiggdleges vagy atlsan.

2.1.3. Shannon-féle kapcsolé jaték

A Shannon-féle kapcsolo jatékra 0sszekotds jatékként lehet gondolni. Itt a jatékosok a
G graf éleit valasztjak ki. Mivel pontosan tudjuk, hogy valamelyik fél nyerni fog a jaték
végén, ezért érhetdnek tiinnik, ha épité-rombold jatékként gondolunk ra. Az épitd célja
a G graf egy tetszOleges feszit6fdjanak Osszes élének elfoglaldsa, mig a rombolénak az,
hogy megakadalyozza az épit6t a céljanak elérésében.

Atvezetésként a kovetkezs fejezetben ismertetném egy egyszerii feltételét az épits

nyerésének az el6bb emlitett Shannon-féle kapcsold jatékban.

2.3. Tétel. (Alfred Lehman) |5] Tegyiik fel, hogy a rombolé kezdi a Shannon-féle kapcsolo
jatékot. Egy adott n- pontiu G grdfban az épité pontosan akkor nyer, ha G-ben van két
diszjunkt feszitofa, Iy és 5.



3. fejezet

Stratégiak és alapveto eredmények

3.1. Alapvet6o modszerek

3.1.1. Stratégia lopas

A stratégia lopds médszerének ismertetését és hasznossagét az elsd fejezetben ismertetett

Hales-Jewett tétel bizonyitasaval mutatom meg. A tétel maga a kovetkezd volt:

3.1. Tétel. (Hales-Jewett) [4] Barmely (X, H) hipergrdf jatékban vagy a kezdd nyer, vagy

dontetlen az eredmény.

Bizonyitds. A bizonyitds alapgondolata a mar emlitett stratégia lopason alapszik. A gon-
dolat pedig az, hogy ha masodik jatékos nyerne, vagyis van nyer$ stratégidja, akkor a
kezd? jatékos is haszndlhatnd ezt a stratégiat. A kezdd jatékos eddigi 1épése nem gatoljdk
a nyerd stratégia haszndlatit. Vagyis a kezd6 jatékos elfelejtheti az els6 1épését, de ha
a nyerd stratégia azt a 1€pését kérné, akkor ugy tehet, mintha azt 1épné, de helyette egy

tetszolegeset 1ép. 0

3.1.2. Parositasok

A pérositas hasznos médszernek bizonyult a pozicids jatékokban, de még magaban a j4-
tékelméletben is. Nagyon konnyen készithets jaték, melyen a kezdd jatékosnak a nyerd
stratégidja a parositds. Példaul, ha a két jatékos érméket tesz le felvaltva a koralaki asz-
talra, akkor az veszit, aki nem tud mar elemet letenni. Ebben az esetben a kezd6 jatékos
elhelyezzi els6 elemét az asztal kozepére, ezutdn pedig a masodik jatékosnak 1épését a
kozéppontra tiikrozi. A pozicids jatékok teriiletén Albert Jewett €s Robert Hales vezette

be a parositds modszerét [4].
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3.1.3. Sulyfiiggvények és az Erdos-Selfridge tétel

A sulyfiiggvényeket a pozicids jatékok teriiletére Erdds Pél €s John Selfridge vezették be.

A kovetkezd tételt azota is sok eredménynél hasznaltik fel.

3.2. Tétel. (Erdds-Selfridge, 1973) [7] Legyen F = (X, H) hipergrdf jdték épité-rombolé
vdltozata és az épité kezd. Ha H n-uniform hipergrdf, és > 4, 27" = |H| 27"t < 1,

akkor rombolo nyer.

Bizonyitds. Legyen az épit6 i-edik 1épése x;, mig a rombol6é y;, X; = {x1,...,z;},

Tetsz6leges A € ‘H nyerShalmaz sulya alatt az i-edik 1épésben a kovetkezbt értjiik :

2-1AFA) - ha A; (IT) =0

0, kiilonben

Igy definidlhatjuk egy = € X elem stilyat, ami w; (z) = weaw; (A), és a potencialt, ami
Wi = Y 4eqy Wi (A).

A rombol¢ stratégidja pedig az ugynevezett moho algoritmushoz hasonlit. Mivel azt a
v e X\(X; UY;_,)elemet valasztja az i-edik 1épésben, amelyre a w; (v) érték maximalis.
Ebbdl a w; > w;4 egyetlbtlenséget kapjuk minden i-re.

Mivel, w; 11 < w; — w; (y;) + wit1 (z441), mert a rombold i-edik 1épése w; (y;)-vel
fogja csokkenteni, mig az épits ¢ + 1-edik 1épése legfeljebb w; (x;11)-vel tudja ndvelni
az addigi potencidlt. Hisz a sulyfiiggvény definicidja alapjdn pontosan azokat az x;,-et
tartalmaz6 halmazok sulyédt dupldzza meg, amelyeknek nem eleme y;. A moho algorit-
musbol kovetkezik a w; (y;) > w; (2441) egyenlStlenség. Igy adédik a potencidl mono-
tonitdsa. Azt tudjuk, hogy w; < 2wy, mivel x; azon halmazok sulyat dupldzza, amelyek
tartalmazzak.

A tételben kimondott feltétel miatt wy < 2w = Y. , ., 27 4IH! < 1. Tegyiik fel, hogy
az épité megnyeri a jatékot, példaul a k-adik 1épésben. Ez azt jelenti, hogy van olyan
A* € H, amelyre |A*| = A; (1), igy

1> w > we = Y wyg (A) =27 WHAD =20 =,
AeH

Ez azt jelenti, hogy a tétel feltétele mellett az épitd nem nyerhet. Ellenkez6 esetben az

allitasunk ellentmondasra vezet. O]

A tétellel kapcsolatosan azt vehetjiik €szre, hogy akdr strt, de legfeljebb exponecialis
méretd hipergrafokra adhat eredményt. Ezen kiviil azt figyelhetjiik meg, hogy maga a tétel
éles, mivel vannak olyan J hipergraf jatékok, melyre » _ ,,, 27 1AIH1 = 1, és az épitd nyer.

Példaul legyen a T,, egy n-szintes bindris fa, X = V' (T,,) és A € H, ahol az A a gyokér
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€s a levél kozti dt pontjait tartalmazza. (Azt lathatjuk, hogy ha az épit6 kezd, 6 elfoglalja
a gyoOkeret, és ez utdn az elozd 1épésében elfoglalt csiucs azon fidt valasztja, amelyet a
rombol6 nem foglalt el.) Ezzel a jatékkal még a késdbbi fejezetben foglalkozni fogunk,
hogy miként valtozik a jaték kimenetele és menete, ha megvaltoztatjuk a jaték szabdlyait.

Azt mér lathattuk, hogy Lehmann tétele alapjin a siirti grafok esetén a Shannon-féle
kapcsol6 jaték nem tdlsdgosan érdekes. Azonban konnyen érdekessé tehetjiik, méghozza
ugy, hogy vessziik az elfogult véltozatat, vagyis adjunk nagyobb hatalmat a rombolénak
(mondjuk b élet vehet el egyszerre). Ha a K ,-en (n-pontt teljes grafon) jatszunk, akkor
1étezik by toréspont azaz, ha b > by, akkor a rombol6 nyer, ha pedig b < by, akkor
meg az épitd gybdz. Ez a toréspont by ~ ﬁ, vagyis az épitdnek akkor sikeriil feszitofat
létrehoznia, ha a rombol6 ennél kevesebb élet tesz le 1€pésenként.

Ilyen tipusu jatékok esetén Beck Jozsefnek sikeriilt 4ltaldnositania az eldbbi tételt.
Maga a (X, H, p, q) hipergraf jaték szabalyai megegyeznek a F = (X, H) jaték szaba-
lyaival, annyi valtoztatdssal, hogy az egyik fél p, mig a masik pedig ¢ elemet tehet le

forduloként.

3.3. Tétel. (Erdds-Selfridge-Beck) [6] A (X, H,p, q) hipergrdf jdaték épitd-rombolé vdlto-
A
zatdban, ha ) , 4, (1 + q)" 7 < 1, akkor a rombolé nyer.

Hasonléan (sulyfiiggvényekkel) lehet igazolni, mint az el6bbi tételt. A tétellel kapcso-
latosan szintén el lehet mondani, hogy éles, vagyis a feltételben szerepld egyenltlenség
jelet egyenldre irva mar nem lesz igaz. A véletlen mdédszerek jelen vannak a pozicids jaték
teriiletén. Erre példa a véletlen heurisztika elve, ami {gy hangzik:

Cseréljiik ki a két tokéletesen jatszo jdatékost két teljesen véletleniil jdtszora. Nagyjabol
ugyanaz lesz a végeredmény.

Azt meg kell jegyezniink, hogy ez csak elv. Vannak esetek mikor érvényes, de vannak
esetek mikor nem. Mindig érdemes megnézni, hogy mit josol, de mar véletleniil jatszani,

csak ritkan érdemes.

3.2. Box jaték

A hagyomdnyos Box pozicios jatékot Vasek Chvatal és Erd6s Pal vezették be még 1978-
ban [8]. A jatékot akkor segédjatéknak definidltdk a teljes grafon jatszott Shannon-féle
kapcsol6 jatékhoz, ahol az épitd célja egy feszitdfa elérése a grafon.

Vegyiink n diszjunkt halmaz, jeloljiik ket 1,2, ... n-vel. A jatékon beliil ezeket a
halmazokat neveziik dobozoknak (box-nak). Minden 1 < ¢ < n-re jeloljiikk a dobozok
elemszamat (nagysagét) a;-vel. Az épit6 és a rombolo 1épésenként a még szabad elemeket

foglaljak el a dobozokbdl, mig el nem foglaljdk az 6sszes elemet mindegyik dobozbdl.
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Minden 1épésben az épité m elemet és ezt kdovetden a rombold egy elemet foglalhat el a
még szabad elemek koziil. Az épitd célja egy teljes doboz elfoglaldsa, mig a romboldnak,
hogy ezt megakadalyozza. Ezt a jatékot neveziik a tovdbbiakban Box (m, a1, as, . . ., a,) -
nak. Eszrevehetjiik, hogy miutén a rombol6 elfoglalt egy elemet egy tetszdleges dobozbdl,
az épit6 nem foglalhatja el a doboz Gsszes elemét, széval ez a doboz feleslegessé vilik a
jaték tovabbi részében. Ez okbdl, ha a rombol6 elfoglal egy elemet egy dobozbdl, akkor
azt a dobozt onnantdl kezdve halott doboznak hivjuk. TetszGleges édllasdban a jatéknak,
élo doboznak neveziik azokat a dobozokat, melyek nem halottak.

Mivel Vasek Chvital és Erdos Pl segédjatéként definidltdk a [8] cikkben a Box jaté-
kot, ezért nem az volt a f6 céljuk, hogy teljes pontossdgal leirjdk a jatékosok nyerd straté-
gidit. Ezeknek leirdsast tetszoleges Box jaték esetére késébb Hamidoune és Las Vergnas
adtdk meg a [9]-ban.

Pér évvel ezel6tt Dan Hefetz és tarsai definidltdk [2] a folytonos Boz jatékot (C'Box).
Itt az épitd nem kotelezGen egész értéki silyokat tesz a dobozokba, hanem mér nem ne-
gativ valds értékiiek is megengedettek. A dolgozatban hasonlé médon, mint Boz jatékot
fogjuk jeldlni a folytonos C'Boz-t (CBox (m,ay,as,...,a,)) és feltessziik, hogy min-
dig az épitd kezd. A rombol6 és az épitd stratégidinak bemutatdsa eldtt, megfigyeljiik
rendelkezik-e az épitd egy altaldnos feltétellel, mely ha teljesiil a C' Box jatékra, akkor
mindig nyer. Ez mellett még atgondoljuk, milyen kapcsolat van a Box és a C' Box visel-
kedése kozott.

Minden pozitiv ¢ egész szamra jeloljik az i-dik harmonikus szdmot H;-vel. Vagyis
Hy = 0¢és H; = Z;:l % minden ¢ > 1-re. Vezessiik be tetszdleges m, ay,as, ..., a,
valds szamokra

A; ; = max {a;, mH;},
ahol1 <i<nésjeN.

3.4. Tétel. [2] Tetszbleges m, ay, as, . . ., a, valds szdmokra, a CBox (m, a1, as, ..., a,)-
ban akkor és csak akkor nyer az épité, ha 22:1 (Ait—i — mH;_;) < tm érvényes tetsz0-

leges 1 <t < n-re.

Azt lathatjuk, hogy ha m és a dobozok mérete egész szam és a rombolonak van nyerd

stratégidja a C' Box-ban, akkor ugyanezekkel az értékekkel jatszott Box jatékban is van.
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Mig forditott esetben a kovetkezd tétel igaz.

3.5. Tétel. Legyen m,aq,as,...,a, pozitiv egész szam. Ha az épitének van nyerd stra-
tégidja CBox (m,aq,as, .. .ay), akkor szintén rendelkezik nyerd stratégidval a Bozx-

(m+1,a4,as,...a,)-ban.

Az eldbbiek alapjan azt tapasztalhatjuk, hogy a hagyomanyos Box jaték és a folytonos
C Box jaték hasonléan viselkedik.
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Az ujrafelhaszndlt Box jaték cimii fejezetben taldlhat6 tétel belatasdhoz sziikséges be-
mutatnom az épit$ stratégidjanak egy csaladjat a C'Box (m,aq,as, ..., a,) -ban, amely
a [2]-bdl szarmazik. A jaték kezdete el6tt az épitd eldonti, hogy hany Iépésben szeretne
nyerni. Mondjuk ez legyen ¢, és ezutan csak az 1, ..., ¢-vel jelolt dobozokba fogja a su-
lyait pakolni (A dobozok méretilik(szabad elemek szdma) szerint nagysag szerint vannak
rendezve). A jaték folyaman az épitd ennek a ¢ doboznak a méretét prébalja egyensilyban
tartani.

Jeloljiik Balance(t)-vel az el6bbiekben ismertetet stratégiat. A stratégidban az épi-
t6 veszi az els6 ¢ legkisebb méretii dobozt, vagyis a aq, as, . .., a; méretlieket (A tobbi
dobozhoz nem is fog hozzanyulni). Az épité minden 1é€pése szétbonthatd tébb kisebb 1€-
pésre. El6szor akkora valds sulyt pakol a legnagyobb méretii ¢-dik dobozba, hogy annak
a mérete megegyezzen a masodik legnagyobb doboz méretével. Ez a ¢ — 1-edik doboz.
Ezek utdn, akkora sulyokat pakol a két legnagyobb méretli dobozba, hogy azoknak a mé-
rete megegyezzen a harmadik legnagyobb méreti dobozéval, és igy tovabb. Addig 1ép
ezen gondolatmenet szerint, amig el nem fogy a kezébdl az dsszes letehet6 stily (ebben az
esetben m). Barmikor, ha a rombolo kiiktat a ¢ legkisebb méretli dobozbdl egyet, akkor az
épitd ezt a dobozt a tovabbiakba figyelmen kiviil hagyja, vagyis a rombol6 1épését tulélt
dobozokra folytatja a stratégidjat.

A Balance(?) stratégia leirasabol az alabbi tulajdonsagok kovetkeznek :
1. A jaték sordn az épitd nem érinti a £ + 1 < ¢ < n jeld dobozokat.

2. Legyen 1 < i # j <t két €16 doboz. Ha az épits érintette a j jeli dobozt, de az i
jeltit nem, akkor tudjuk, hogy az 7 jelti doboz jelenlegi mérete nem nagyobb, mint

a 7 jeld doboz mérete.

7 2

3. A jaték tetszOleges pillanatdban az épit6 altal érintett dobozok mérete megegyezik.

Miel6tt ratérnénk a kovetkezd fejezetre az utolsé gondolat a rombold stratégidjanak
ismertetése lesz. Ez a stratégia nagy vonalakban hasonlit a mar emlitett mohoé stratégi-
ahoz, mert a rombolé mindig a szdmara legveszélyesebb dobozba teszi az elemét. Ha
atgondoljuk eléggé ésszerlinek is hangzik, hisz igy tudja legjobban lecsokkenteni annak
az esélyét, hogy az épitd a kovetkezd 1€pésébe elfoglaljon egy teljes dobozt. A stratégia

bizonyithato, bizonyitdsa megtaldlhat6 a [2]-ban.

10



4. fejezet

Jatékok lassitasa és az Erdos-Selfridge

tipusu tételek

Az eddigiek sordn egy F = (X, H) hipergraf jaték épitd-rombold viltozatdban ugy jat-

szottunk, hogy a két jatékos lépésenként 1 — 1 egységet tett le (tovdbbiakban kavicsot) a

tdblara. Azonban mi torténik akkor, ha ezeket a kavicsokat kett6be vagy haromba, vagy
1_11_1_1 1

akdr k darabra torik sz€ét, vagyis, ha a jt€kosaink ezeket az 5 — 5, 3 — 3 — 3 vagy 7 —
R

— . méretii kavicsokat teszik le a tdbla mezsire 1épésenként ?

Ezt a fajta darabolast akér végtelen sokszor megtehetjiik, tehat a kavicsunkat akar vég-
telen sok kis darabra is vaghatjuk. Ekkor juttunk el az igynevezett "homok"-hoz. Ez mas
szavakkal az jelenti, hogy a jatékosaink 1épésenként nem-negativ valds értékid sulyokat
helyezhetnek el a tdbla mezGire.

Konnyen lathatjuk, hogy a lassitds 4j jelenséget hozz a hipergraf jatékok teriiletére.
Mivel ha a jatékosaik mar csak két kisebb darabra torik szét a kavicsokat, mar megval-
toznak a jatékosok elérhetd stratégidi. Mivel ebben az esetben, ha az épitd egy fél mez6t
foglalt el, akkor a rombol6 szamara az a legjobb 1€pés ha ennek a mezének a masik felét
foglalja el. Mig az alapesetben a rombolénak nem volt lehetdsége ilyen fajta 1épésre. Az
egyszerliség kedvéért az uniform esettel foglalkozunk csak, azaz amikor |A| = n minden
AeH.

Mieldtt megprobélnank az Erdds-Selfridge tételt kiterjeszteni erre a témakorre, defi-

nidljuk, hogy mit is nevezziink egy k-lassitott jatéknak.

4.1. Definicio. Legyen F = (X, H) hipergrdf jdték épité-rombolé vdltozata. Ha a jdté-
kosok k darab % — % — = % nagysdgiu kavicsot tesznek le lépésenként, akkor a jdtékot
k-lassitott jatéknak nevezziik és (X VH, %) -ként jeloljiik.

4.2. Megjegyzés. Abban az esetben, ha jatékosaink homokkal jatszanak, akkor a jatékot
(X, H, L)-val jeloljiik.

11



Ujrafelhasznalt jatékok és az Erds-Selfridge tétel kiterjesztése a lassitott jatékokra

4.3. Tétel. Legyen (X JH, %) lassitott jdték épité-rombolo viltozata (Vk € N), ahol VA €
€ H esetén |A| = n. Ha

> (kk_”l) 1+ k) <1,

AceH

akkor a rombolo nyer.

Bizonyitds. Elsoként 2-lassitott jatékra, vagyis a (X JH, %) fogjuk belatni, ezek utin fog-
juk tovabb gondolni egy adott k-lassitott jatékokra (k < n) és végiil kiterjesztjiik tetszd-
leges k-lassitott jatékokra.

Tehdt vegyiik a (X, H, 3) lassitott jatékot, ami azt jelenti, hogy az épit6 és a rombol6
is 2 — 1 méret(i kavicsokat helyeznek el a tdblan.

A kovetkezd mddon vizsgaljuk, meg mit tudunk mondani a rombol6 nyerésének fel-
tételérdl az adott lassitott jatékban. Az X halmaz elemeit bontsuk szét két darabra, ez
ésszerlinek is tlinnik, hisz a jatékosok a jatékban 1épésenként két fél mezSt tudnak elfog-
lalni a tablardél. Ekkor kaptunk egy olyan halmazt, melyben a 2n darab fél mez6nk van,
tovabbiakban nevezziik X -nek. Ekkor vegyiik az 6sszes, olyan részhalmazat X halmaz-

nak, melyekben pontosan egy fél mezd nincs benne, aminek szamdt konnyen ki tudjuk

2n
1

sitott jatékot, amelyben az épitd és a rombold is 2 — 2 elemet tesz le 1€pésenként, mig a

szamolni hiszen ( ) lesz. Az elébbiekben definidlt X  halmazon jdtszuk azt a felgyor-
jatékosok céljai megegyeznek a (X VH, %) lassitott jatékbol ismert célokkal.
Az emlitett jatékra mar tudjuk haszndlni az el6z6 fejezetben ismertetett Erd6s-Selfridge-

4]
Beck tételt, ami azt mondja ki, hogy ha ), _,, (1 + q)'" 7 <1, akkor a rombol6 nyeri a
jatékot. Mivel tudjuk, hogy p = g = 2 igy a kovetkez6képpen néz ki behelyettesités utin
az egyenldtlenség :

Y 2n(1+2) 7T <1
AeH
> ongTe <1
AeH
Igy kaptunk feltételt a rombolé nyerésére, ami nem csak az X -n jatszott felgyorsitott
jatékra lesz igaz, hanem a (X VH, %) jatékra is. Vagyis 2-lassitott jatékok esetére a tételt
beléttuk.
Hasonlé gondolatmenettel fogjuk vizsgdlni a k-lassitott jatékokat is, amikor a k <
< n. Ebben az esetben is vessziink egy dj halmazt, amelybe beletessziik az Osszes k
darabra sz€t vagott mezot. Vegylik az igy kapott halmaz 6sszes olyan részhalmazat, mely
pontosan k& — 1 elemet nem tartalmaz az egész halmazbdl, jeloljiik szintén X -val. Az
X' szamossagat ki tudjuk szdmolni, hiszen az pontosan annyi lesz, amennyi féleképpen
kitudunk vdlasztani £ — 1 elem( részhalmazt az nk nagysagi halmazbdl, vagyis ( kk_"l)

lesz.
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Ujrafelhasznalt jatékok és az Erds-Selfridge tétel kiterjesztése a lassitott jatékokra

Tovabba definidljuk a X halmazon jétszott felgyorsitott segédjatékunkat, ahol az épi-
t6 és a rombold k — k elemet foglal el a halmazbdl 1épésenként. Majd alkalmazzunk a
segédjatékra az Erdos-Selfridge-Beck tételt. Az adott jaték esetén a tétel egyenlStlensége

a kovetkez6képpen fog ki nézni:

) (kk_n1) (L+k) T <1

AcH

3 (klfill) (14 k)" <1

AeH

Mig, tetszbleges k-lassitott jaték esetén is az el6zéekben haszndlt gondolatmenettel

bebizonyithatjuk tételiinket.
[

Tetszbleges k < n esetén a tétel alapjan, megadhatunk egy als6 korldtot a H nagysa-
géra, amitdl kezdve mar a rombol6 nyer. Ennek kiszdmitasa a kovetkezd gondolatmenet
szerint torténik :

Tegyiik fel, hogy a rombol6 nyeri a (X, H, 1) lassitott jatékot. Ekkor tudjuk, hogy

érvényesiil a tétel, vagyis

. (k;k_n1) (L+ k)55 <1

AeH
k 1
3 (k ”1) A+ k)2 <
Aen NV
Majd haszndlva a (")) = % ~ (Zﬁ’i)k ~ (en)" kozelitést kapjuk, hogy
ST (en) (14 k)T <1
AeH
=
1
L4 k)
< LER 7
(en)

Osszefoglalva az elébbieket kapjuk a kovetkezd kovetkezményét a tételnek.

4.4. Kovetkezmény. Legyen (X VH, %) lassitott hipergrdf jdték épité-rombolo vdltozata

n—2-1
(k <n) ha |H| < (HI(Z)T’C akkor a rombold nyer.

Az el6z8 gondolatmenet konnyen dtvihets tetszSleges k-ra (n < k). Csak azt kell ész-
revenniink, hogy az als6 korldt megaddsdhoz a kovetkez6 maximalizalasi feladatot kell

megoldani.
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Ujrafelhasznalt jatékok és az Erds-Selfridge tétel kiterjesztése a lassitott jatékokra

-2

=

max (1 + k)"
S (en)t (L k) <1
AeH

Mivel ennek megolddsa fogja, adni a rombolé szempontjdbdl a legjobb k-t az adott ji-
tékban. Vagyis, hogy mennyire darabolja szét az 1 nagysagu kavicsat 1épésenként, hogy
a legjobb helyzetet teremtse meg maganak. Ennek megolddsa pedig £ = (1 — €) n, ahol
e > 0. Igy kaphatjuk az aldbbi kovetkezményt:

4.5. Kovetkezmény. Legyen (X, H, 1) lassitott hipergrdf jdték épité-rombold vdltozata
(k>n), ha |[H| < ((1 —€)n)" (e > 0) akkor a rombolé nyer.

Sejtés: Legyen (X JH, é) lassitott hipergraf jaték épit6-rombolé valtozata, ha
|H| < (n)" akkor a rombol6 nyer.

Az ¢l6z0 fejezetekben mar lathattuk, hogy az Erdds-Selfridge tétel éles. Ez okbdl
jogosan felmeriilhet benniink a kérdés, hogy éles-e az el6bbiekben ismertett kiterjesztett
Erdds-Selfridge tétel ? Ennek vizsgéldsdhoz, az el6bbi fejezetben mar ismertett jatékot
fogjuk haszndlni. Amely a kdvetkezd volt:

Legyen T,, egy n-szintes bindris fa, X = V (T},) és A € H, ahol A a gyokér és a
levél kozti Gt pontjait tartalmazza. Az épitd célja egy tetszSleges A elfoglaldsa, mig a
rombolénak ennek megakaddlyozdsa. Tovabbiakban ennek a jaték k-lassitott véltozatat
fogjuk hasznélni, ami a kovetkez6képpen hangzik :

Legyen T, egy n szintes bindris fa, X = V (T,,), annyi valtoztatassal, hogy a csu-
csokra ugy fogunk tekinteni, mint egység nagysagu kis dobozokra (vagy csészékre). Mig
a jatékosok 1épésenként k darab % nagysagu kavicsokat tesznek le. A nyerd halmazokat
pedig nem véltoztatjuk, vagyis A € H, ahol A a gyokértdl a levélig tart6 tt pontjaibdl 4ll.
Az épit6 célja a tovabbiakban is megszerezni egy A nyerd halmazt anélkiil, hogy a halmaz
tartalmaznd a rombol6 £ darab kis kavicsat. A rombol6 célja valtozik, mivel szamara elég,
ha egy nyerd halmazban van £ darab kis kavics, ami nem kotelez8, hogy egy tetszdleges
ponton legyen a nyerd halmazbdl.

Mielétt ratérnénk az Erdds-Selfridge tételbdl szarmazd hipegraf méretére vonatkozo
fels6 korlat vizsgdlatara, bemutatjuk, milyen észrevételeket tehetiink, ha megvizsgaljuk a
(V(T,,) , H, 1) lassitott jatékot.

4.6. Allitas. Az (V(T,) , M, 1) lassitott épit6-rombold jdtékban, fiiggetleniil attdl, hogy

ki kezd a rombolo nyer.

Az 4llitdson keresztiil lathatjuk, mig egész érték esetben az épitd nyerte az emlitett
jatékot, addig ebben az esetben a rombol6 nyer.
Az allitas bizonyitdsa azon mulik, hogy a rombol6 annak csucsnak két fidn osztja szét

egyenletesen a kis kavicsait, amelyiken az épit6 a legtobb egységgel rendelkezik. Ez azt
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Ujrafelhasznalt jatékok és az Erds-Selfridge tétel kiterjesztése a lassitott jatékokra

jelenti ebben a helyzetben, hogy a rombolénak 3 1épés utdn minden nyer6halmazban lesz
k darab kis kavicsa.

Az 4llitast konnyen kiterjeszthetjiik akdr m reguldris fara, de ezekben se valtozik a
végkimenetel, vagyis ezeknél a jatékoknal se tud az épitd nyerni. Mivel mindig annak a
csicsnak a fiain osztja szét a rombold a kis kavicsait, amelyiken az épitdnek a legtobb
eleme van, ezért konnyen megakadalyozhatja az épitdt a nyerésben.

A kis kitérd utan visszatérhetiink az Erdds-Selfridge tétel élességének vizsgalatara
lassitott jaték esetén. Els6 1€pésben a 2-lassitott jatékon fogjuk megfigyelni, hogy mit

mondhatunk a fejezetben belétott tétel élességérdl. Azt lathatjuk, hogy mig a tétel kovet-

3
(3" 2
2n

latni fogjuk, hogy létezik olyan hipergraf jaték, mely esetében |H| = 3™ és az épits nyer.

kezménye alapjan azt mondhatjuk, hogy ha |H| < akkor a rombol6 nyer, addig
Ez azt jelenti, hogy mig lattuk, hogy egész értékben az Erd6s-Selfridge tétel éles, addig
mar 2-lassitott jaitékok esetén mar ez az €lesség eltlinik, de azért az értékek nagysagrend-
ben megegyeznek.

Annak beldtdsahoz, hogy 1étezik olyan (X, 7, 1) lassitott jaték, amelyben az épitd
nyer és [H| = 3" segitségiil fogjuk hivni a fejezetben ismertetett jatékot. Mivel a fent
emlitett lassitott jatékra tekinthetiink dgy is, mint ha egy n uniform fan jitszanank. Ekkor,
ha az épitd azt a stratégiat koveti, hogy az els6 1épésében elfoglalja a fa gyokerét, majd ezt
kovetSen adott 1épésében az el6z6 1€pésében dltala elfoglalt csics fiai koziil azt a csicsot
vélasztja ki, melyen a rombolénak nincs eleme. Ebbdl kovetkezik, hogy mivel a rombol6
egy lépésében legfeljebb két csticsra pakolhatja a kavicsait, az épitdnek mar az is ellég, ha
minden csucsnak 3 fia van. fgy megkaptuk, hogy 1étezik olyan 2-lassitott jat€k, amelyben
3™ méretli a nyer6halmaz és az épit6 nyer.

Hasonlé médon lathatjuk az el&bb targyalt kapcsolatot k-lassitott jaték (K < n) esetén
is. Azt tudjuk a tétel kovetkezménye alapjan, hogy ha |H| < %, akkor a rombol6
nyer. De beldthatjuk, hogy létezik olyan k-lassitott jaték, melyben |H| = (k + 1)" és az
épitd nyer. Azt vehetjiik észre, hogy itt is az értékek nagysagrendben megegyeznek.

Ennek belétisa is hasonléan torténik, mint a 2-lassitott jaték esetén. Igy ha végigko-
vetjiik az ott hasznalt gondolatmenetet, vagyis azonositsuk a (X, H, 1 )-lassitott jétékok
egy n-szintes faval. Az épitd szdmdra az is elégséges az el6bbiekbe tirgyalt stratégidja-
hoz, ha minden csticsnak & + 1 fia van. Igy megmutattuk, hogy 1étezik olyan (X JH, %),
mely esetén a |H| = (k + 1)" és az épitd tud nyerni.

Természetes e gondolatmenet atvihetd tetszGleges k-lassitott hipergraf jatékok esetére
is egy kis médositassal. Azt mar tudjuk, a tétel kovetkezménye alapjan, hogy ha [H| <
< ((1 —€)n)" (e > 0) akkor a rombol6 nyer. De egy észrevétel és az elébbi gondolat-
menet segitségével belathatjuk, hogy 1étezik az adott k-ra olyan lassitott jaték, melyen a

|H| = (n+ 1)" és az épits nyer. Ennek beldtdsa, ahogy mér emlitettiik hasonléan tortén-
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Ujrafelhasznalt jatékok és az Erds-Selfridge tétel kiterjesztése a lassitott jatékokra

nik, mint az el6bb. Csak azt kell észrevenniink, hogy egy n-szintes fa esetén, az épitének
az is ellég, ha minden csucsnak n + 1 fia van.

Osszefoglalva a fejezetben megfigyelhettiik, mi torténnik ha kiterjesztjiik az altalunk
definidlt lassitott jatékok teriiletére az Erdds-Selfridge tételt. Ez mellett megfigyelhettiik,
hogy ekkor az Erd6s-Selfridge tétel élessége eltlinnik, de nagysdgrendben megegyeznek
a két jatékos nyerésére meghatarozott tulajdonsagok.
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S. fejezet

Ujrafelhasznalt jatékok

Ujrafelhasznalt jatékokkal mér szintén taldlkozott mindenki, hisz ennek a legnépszeriibb
tipusa a jol ismert malom jaték. Amelyben a jatékosok a jaték elsd részében a tablan
egyesével helyezzik el kavicsukat, majd ez utdn a misodik részben pedig egy adott sza-
baly szerint helyezhetik at sajat elemiiket a tablan [10].

A jatékok ezen csalddjat formalisan kdvetkez6 mdodon definidljuk.

Legyen egy F = (X, H) hipergraf jaték k € N paraméterrel. Az els6 k 1épésben a
szokdsos modon jitszanak a felek, majd utdna a mar lerakott elemeiket helyezhetik 4t az
X tablan.

Azt lathatjuk, hogy ha egy épit6-rombold jatékban egy jatékosnak van pérositési stra-
tégidja, a jatékban az djrafelhasznaltsig nem hoz tjat. Altaliban az djrafelhasznalt jaté-
kokrdl nagyon keveset tudunk. Nyitott kérdés példdul, hogy az Erd6s-Selfridge tétel igaz
marad-e? A [10]-ben lathatjuk, milyen eredményeket sziilettek a Kaplansky tipusu tjra-
felhasznalt jatékokra.

Az eredeti Kaplansky jatékban a jatékosok a R? pontjait veszik felvaltva, k € N rog-
zitett. Az nyer, akinek el6szor k pontja lesz egy olyan ¢ egyenesen, amin az ellenfele
nem rendelkezik ponttal. (Az épitS-rombolé valtozatban épitd akkor nyer, ha lesz olyan [
egyenese, amelyen neki £ pontja van, mig a romboldnak egy sem).

A CBox (m,ay,as...a,) jaték djrafelhasznélt verzidjat, amelyben k 1épés utan kez-

dédik a mdsodik fazis, Cr Box (m, k,aq, as, . . ., a,) -ként fogjuk a tovdbbiakban jelolni.
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6. fejezet
Ujrafelhasznalt Box jaték

6.1. Tétel. Legyen CrBox (m,k,ay,as,...,a,). Ha k > 2(H, — 1), akkor az épitd el
tud foglalni egy mH,, nagysdgii dobozt.

Bizonyitds. Legyen S indexhalmaz, amely az alapjaték él6 dobozainak az indexét tartal-
mazza. Jeloljiik ¢;-vel, az i-dik dobozban az elfoglalt elemek szamat az adott 1épésben.

A dobozokat minden 1€pés utan a kovetkezOképpen rendezziik :
{¢; }ies- monoton névekvd sorozat

{¢;}ies monoton csdkkend sorozat

A rombol6 a kovetkezd stratégidt jatsza a C'r Box-ban. Az Gjrafelhaszndlas részében, min-
dig a szdmdra legvesz€lytelenebb dobozbdl veszi fel az elemet és a legveszélyesebb do-
bozba pakolja at.

Az mar ismert, hogy az alapjatékban az épitd legfeljebb m H,, nagysagi dobozt tud
elfoglalni.

A kovetkezSkben az épitd stratégidjat fogom ismertetni, amellyel a C'r Box-ban el-
foglalhatja a kért nagysagi dobozt.

Az els6 k 1épésben ugyanazokat a 1épéseket 1€pjiik, amit az alapjatékbol ismert Ba-
lance(n) stratégia diktal.

Az ujrafelhaszndldsban pedig az épitd 1€pése két részbdl all. Eloszor 0sszegyjti az m
egységet a dobozokbdl, és ezek utdn leteszi Sket a megfeleld dobozokba. Az 6sszegytijtés
elég egyszerlien torténik. Elindul a legkisebb i € S°—t6l, melyre ¢; > 0, és addig noveli
az 7 indexet, mig a dobozok kiiiritésével nem lesz a kezében m egység. Ezek utdn, olyan
v € S indexl dobozokba osztja szét az m egységet, melyre teljesiil a lerakds el6tt, hogy
c; > 0.

A tovédbbiakban arra a kérdésre adok vdlaszt, hogy melyik az a legkisebb k, amire

alkalmazhat6 az elobb emlitett stratégia. Ahhoz, hogy az épitd elfoglalja a kért méretd
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Ujrafelhasznalt jatékok és az Erds-Selfridge tétel kiterjesztése a lassitott jatékokra

dobozt, az Gjrafelhaszndlas n — k-dik 1€pése elott legalabb két €16 doboznak kellett lennie,
amelyekben az elfoglalt elemek szama m H,, — m. Tehat a kovetkezd feltétel sziikséges,
hogy teljesiiljon km > 2m(H,, — 1). Ha nincs ennyi egysége az épitének a dobozokban,
akkor biztos nem tudja elérni a kért 4llast.

Az, hogy ez elegendd feltétel, kovetkezik az el6bb leirt stratégiabdl. Ha egy halott
dobozbdl az épitd felszedte az Osszes elemét, akkor az a doboz feleslegessé valik a ja-
ték tovabbi részében. Tehat szamunkra ellég, ha az utolsé 1épésben csak a két még €16
dobozban vannak az épitének egységei.

Ezen stratégia alapjan megkaptunk a k-ra egy elegendd és sziikséges feltételt, amire

mar az épito el tud foglalni egy m H,, méretii dobozt. 0

6.2. Kovetkezmény. Legyen Boxgr (m,k,ay,aq,...,a,) jdték, ha k < 2(|H,] — 1),
akkor az épitd el tud foglalni egy |mH,, | nagysdgi dobozt.

6.3. Tétel. Legyen CrBox (m, k,aq,as,...,a,) jaték. Ha¥i € N, -re, a; > mH,, akkor

az épito nem tud nyerni.

Bizonyitds. Mivel maga a bizonyitds gondolatmenete nem valtozik, ha m H,, helyett H,,-t
vesziink, ezért arra az esetre bizonyitjuk, amikor az m = 1.

A bizonyitas alapgondolatat az adja, hogy pontosan tudjuk milyen stratégiat hasznal a
rombol6 (mindig a szdmadra legveszélytelenebb dobozbdl veszi fel az elemet és a szamdra
legveszélyesebb dobozba pakolja 4t). Vegyiik, hogy minden doboz mérete megegyezik és
méretik mH,, +¢, (e > 0). Abban az esetben veszitiink romboldéként, ha az épits elfoglal
egy mH, + € nagysdgu dobozt (a tovdbbiakban azt tekitjiilk a doboz méretének, amennyi
egységet az épitd elfoglalt és akkor nyert ha van egy mH,, + € méretli doboza).

Tegyiik fel, hogy veszit a rombold, vagyis elfoglalt az épité egy mH,, + € nagysagu
dobozt. Ekkor a rombol6 utolsé 1épése utdn maradt egy H,, — 1 + € méretl él6 doboz.
Mivel a rombol6 a szamdra legveszélyesebb dobozba teszi az elemét, igy az épitd utolsod
elotti 1épése utdn két H,, — 1 — % + e méretli doboznak kellett lennie.

Ez el6tt viszont kellett, hogy legyen harom mH, — 1 — 5 — 1 + ¢ méretii 616 doboz,
amihez az €pitd 5 — %—t tett. Ha a rombol6 az egyik dobozt ki is iktatja akkor is megmarad
az el6bbiekben emlitett két H,, — 1 — % + € méretii doboz. Igy viszont indukciéval meg-
kaphat6 az a tény, hogy ha az épits nyer, akkor (n — k) 1épéssel a jaték vége elbtt (n — k)
darab H,, — H,,_;, + ¢ méret doboz volt.

Latni fogjuk, hogy ez az allds csak akkor kovetkezhetett be, ha miutdn a rombold
felszabaditotta a szamdra legveszélytelenebb dobozt és lefedte a szamard legveszélyeseb-
bet, akkor is (n — k) darab H,, — H,,_ + € méretli doboz maradt, vagyis minden doboz
legaldbb H,, — H,,_j + €.
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Mivel csak akkor torténhetne masképp, ha a rombolé valamely i-dik 1épése utan az j
fedetlen doboz mérete H,, — H; + €.

Az el6z06 lehetséget a kovetkezd gondolatmenettel zarjuk ki.

Legyen 7 az elsd helyzet, mikor a legnagyobb méretti doboz lefedésére a rombol¢ fel
kell, hogy emelje egy olyan sajit elemet egy dobozbdl, ami alatt szintén sok, H, — H;
egysége van az épitének (a H,, — H; + ¢ méretii dobozra is miikodik). Ekkor minden fedett
doboz mérete H,, — H;, tehét k + ¢ darab H,, — H; méretl doboz van. Azaz az épité altal
letett egységek Osszesen legaldbb (k + i) (H,, — H;).

Mivel ez k 1épés alatt keriilt bele a dobozokba a

(k+i)(Hy— H) <k (1)

egyenldtlenségnek teljesiilnie kell.
Nyilvén csak azt az esetet kell vizsgalnunk mikor ,, — H; < 1. Ekkor tekitsiik a kovet-
kez6 fiiggvényt:

f (k) = (k+1i) (Hy — H;) — k.

Azt kell észrevenniink, hogy az éltalunk definidlt f fiiggvény k-ban monoton csokkend.

Ekkor osszuk el az (1) egyenletet k-val. Ebben az esetben az kapjuk, hogy:

(1+%) (H,— H;) <1

Azonban tudjuk, hogy k > H,,, mivel legalabb ennyi egységre van sziiksége az épitének,
ha el akar foglalni egy H,, méret(i dobozt. Igy kaphaté a kovetkezd egyenlGtlenség :

(1+ H%) (H,—H)<1 (2)

Ebben az egyenl6tlenségben azt kell még észrevenniink, hogy tudjuk, hogy £ + ¢ < n,
vagyis i < n — H,. Igy kaphat6 a (2)-bél a kovetkezs:
n

i (H,—H;) <1 (3)

Ezek utdn haszndljuk a H,, j6l ismert kozelitését (log(n — 1) < H,, < log(n + 1)) illetve
alog(l + x) < x — (1/2)2?* egyenlbtlenséget.

m(log(n—l)—log(i—l)) <1
m(log(n—l)_10g(n_10g(n_1)_1))<1

n | n—1 <1
— 1o
log(n — 1) 8 n—log(n—1)—1
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5 log(n — 1)
—log(n_l)lg(l—l— ><1
n log(n — 1) 1 log(n — 1) 2
log(n — 1) (n—log(n—l)—l 2 (n—l—log(n—l)) > <1
n 1 nlog(n — 1)
n—log(n—l)—l 2((n—1—10g(n—1))2)<1

log(n —1)+1 1 nlog(n — 1)
1+n—10g(n—1)—1 _5 ((n—l—log(n—l))2> <1

De az utols6 egyenl6tlenség n > 1-t6l nem teljesiil vagyis ellentmonddsra jutottunk.

Ezek utan visszatérhetiink a f6 gondolatmenethez vagyis, ha nyer az épit6, akkor 1ét-
rejon a jaték sordn egy olyan dllds, ahol minden doboz mérete legalabb H,, — H,,_; +e€. Ez
azt jelenti, hogy Osszesen az épits egységei a dobozokban legaldbb n (H,, — H,,_x) + €.
Masrészt tudjuk, hogy n > k-ra

n(Hn - Hn—k) +e> k)

ami, masképp

k .
n n n k—1
cee 2 ) = 1+— | > k.
(n—k+1+n—k+2+ +n) Z(+n—k+i>_k

i=1

Ennek az a jelentése, hogy ehhez az épitd szdmard nyerd helyzet eléréséhez tobb, mint k
egységre van sziiksége. Ez pedig nem lehetséges, tehit ellentmondésra jutottunk.
O
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7. fejezet
Osszegzés

A dolgozatban megismerkedhettiink a pozicids jatékok teriiletével, ezen beliil is az épitd-
rombold jatékokkal.

Ezt kovetden megtudtuk mit is jelent az djrafelhasznalt jatékok fogalma €s mit érthe-
tiink a jatékok lassitdsan. Végiil az utolso fejezetben lathattunk nem trividlis Gjrafelhasz-
nalt jatékot. Ahol kideriilt, az eredményekbdl, hogy az tjrafelhaszndlds nem hoz djat a
hagyomanyos és a folytonos Box jaték esetén. Jogosan meriilhet fel benniink a kérdés,
létezik-e egyaltalan olyan jaték, mely esetén valtozast eredményez az ujrafelhasznalas.
Az emlitett kérdésre tovabbra is keressiik a valaszt.

Ezen kiviil lathattunk példat arra is, hogy a jatékok lassitdsa esetén vannak Erdos-
Selfridge tipust tételek, de éles feltétel nem kaphato egyszerlien; igy ez tovabbi vizsga-

latok targya.
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