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1. Jelolések

A dolgozatban egységesen a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk. A skaldrokat normal be-
tlstilussal, a vektorokat félkovér kisbetlikkel, a matrixokat félkovér nagybetiikkel, mig a mé-
sodrendii tenzorokat félkovér dolt nagybetiikkel jeloljiik. A tenzorokkal valé miveleteket a
hagyomanyos kontinuummechanikai jelolésekkel végezziik. A kovetkezd tablazat az el6fordu-

16 mennyiségek megnevezését és mértékegységét tartalmazza.

Jelolés Megnevezés Meértékegység
latin betiik

p allandé nyomadson vett fajhd J/(mol K)
C anyagjellemzdk negyedrendi tenzora Ns/m?
D alakvéltozdsi sebesség tenzor 1/s

Dy; D madsodik skaldris invaridnsa 1/s

D® k-adik differencidlé matrix -

e fajlagos belsd energia J/kg

€, €,, e, a hengerkoordinéta-rendszer bazisvektorai -

f hasonlésagi fiiggvény -

fis fo, f3 invarians fiiggvények _

f tomegegységen megoszl6 erérendszer intenzitdsvektora | N/kg

g csonkitott hasonldségi fliggvény -

g nehézségi gyorsulds m/ s

Gr Grashof-szdm -

I egységtenzor ;

1 egységmatrix -

I%) k-adik integral6 matrix -

k hévezetési tényezd W/(mK)
L a csonkitott intervallum hossza m

L., L., M, T,© | dinamikai mértékegységrendszer osztaly -

l a henger hossza m

l; j-edik Lagrange-féle interpoldcios polinom -

D nyomas Pa

P, legfeljebb n-edfoku polinomok tere -
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Pe
Pr

Upy Vg, Uy
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X (%)

gorog betiik
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> D 0 N

Péclet-szam

Prandtl-szam

h&aramvektor

kanonikus koordinéta
hengerkoordinatak

a henger sugara

Reynolds-szam

kanonikus koordinita

id6

hémérséklet

els6faju n-edfoku Chebyshev-polinom
henger hdmérséklete

szabadon draml6 folyadék homérséklete
henger mozgasi sebessége

zavartalan dramlés sebessége
sebességvektor

a sebességvektor koordinatai
tomegegységben idéegység alatt keletkezb ho
infinitezimélis generator

X k-adik prolongacidja

homérséklet-vezetési tényez6
térfogati hotagulasi egyiitthatd
alakvaltozasi sebesség

csoport paraméter

hasonlosagi valtozo

csonkitott hasonldségi fliggvény
hasonlésagi fliggvény

a zavartalan dramlés és a henger sebességének hanyadosa




A, Lebesgue-konstans -

1 dinamikai viszkozitds Pas

v kinematikai viszkozitas m?/s
& Tmon" nY, 7]@ infinitezimalisok -

IT, 11, Buckingham-féle dimenzidtlan csoportok -

) stirtiség kg/m3
Poo szabadon draml6 folyadék stirtisége kg/m?
o Cauchy-féle fesziiltségtenzor N/m?
T o devidtoros része N/m?
) dimenzid fiiggvény -

Y dramfiiggvény m?/s

1. tdblazat: A dolgozatban haszndlt jelolések

Kiiloén nem tiintetjiik fel, de minden fiiggvény — az Euler-féle leirdsi médnak megfelelen — a
pillanatnyi konfigurécié6 helyvektoratdl fiigg. A V operétor a vele zaréjelben all6 fliggvényekre
hat.



2. Bevezetés

A konvektiv h6atadasos dramlas fontos szerepet jatszik a mérnoki gyakorlatban és az elmé-
letben is. Folyadékba meritett egyszer(i geometridju testek (siklap, korhenger, elliptikus henger)
vizsgélata segit az alapvetd fizikai jelenségek megértésében €s j6 kiindulasi alap a val6sadgosabb
fizikai rendszerek modellezéséhez, tovabba tesztelhetdk veliik elméletek és numerikus moédsze-
rek [20].

Prandtl korszakalkot6 hatdrréteg elmélete [21] utdn sokan foglalkoznak egyszerti geomet-
ridju testek koriil dramlé folyadék mozgdsaval. Mozg6 vagy 4llo siklap feletti &ramlas vizsga-
lata fontos papirgyartasndl, tiveggyartasnal, bevonatok készitésekor. [1]. Karcsu henger koriili
hatarréteg dramlds vizsgélata 1ényeges Uirrakétak, nagysebességli vasutak tervezésénél és gyar-
tasi folyamatokban, példdul szélak, drotok hizéasakor [18]. Nyugvé folyadékban mozgé siklap
feletti hatarréteg aramlast el6szor Sakiadis vizsgalta [22], aki a Pohlhausen-féle integral mod-
szert alkalmazta a kozelit6 megoldds meghatarozdsara. Fiigg6leges helyzetdi, nyuldsra képes
korhenger viszkézus kdzegben torténd mozgésa szintén jelentés meleghengerlésnél. Mahmood
és Merkin [15] tengelyszimmetrikus hatarréteg kevert konvekciojat tekintette. A [9] cikkben
hatvanytorvény szerint viselkedé nem-newtoni folyadék szabad konvekcidjat vizsgéltak fiiggs-
leges helyzeti siklap mentén. Stewartson [24] korhenger koriili dramlést tekintett és pszeudo-
hasonldsagi transzforméci6 utdn a sebességre aszimptotikus megoldést adott, ha a zavartalan
aramlasi sebesség ardnyos a henger tengelye irdnydban mért koordinata hatvanyaval. Mukhop-
adhyay [17] por6zus kdzegben mozgd henger sebesség és hdmérséklet eloszlasat vizsgélta, a
peremérték-feladatot belovéses modszerrel oldotta meg. Pantokratoras [19] fiiggdlegesen moz-
g6 hengerre vonatkozé vegyes konvekciét véges differencia médszerrel szamolta feltételezve,
hogy a viszkozitds, a hdvezetés €s a sliriség is hdmérsékletfiiggd.

A kényszerkonvekci6 jelensége megfigyelhetd a kozponti flitésnél, Iégkondiciondlékban, gdz-
turbindkban, hécserél6kben, siklap feletti &ramldsnal, cs6ben torténd dramlasnal.

A dolgozatban fiiggdleges helyzetl, dlland6 sebességgel mozgd korhenger koriili dram-
last vizsgédlunk newtoni folyadékra. A jelenséget leiré peremérték-feladatot newtoni folyadékra
szarmaztatjuk, dimenzidanalizis segitségével dimenzidmentesitjiikk a differencidlegyenleteket,
majd hatarréteg feltételezésekkel élve szarmaztatjuk a hatarréteg-egyenleteket. Egyparaméte-
res Lie-szimmetriacsoporttal invaridns megoldast keresiink a peremérték-feladatra. Hasonldsagi
megoldast kényszerkonvekcid esetére adunk. A csatolt kozonséges nemlinedris differencidl-
egyenlet-rendszert spektrdl kollokdciés modszerrel oldjuk meg. Megmutatjuk, hogy a diszkre-
tizalt egyenletrendszernek hany megoldédsa van, vizsgéljuk a paraméterek hatdsit a megoldasra

és becsiiljiik a hibat.



3. Alapegyenletek

A legéltalanosabb egyenletekbdl kiindulva szarmaztatjuk feladatra vonatkoz¢6 differenciél-
egyenleteket. A folyadék sebesség- és hdmérsékleteloszlasat a kontinuitdsi egyenlet, a mozgas-
egyenlet, az anyagegyenlet €s az energiaegyenlet irja le.

Kontinuitasi egyenlet:

dp

5 + (pv) -V =0, (3.1)
ahol ¢ az 1d6, p a kozeg strtiség, v a sebessége.
Mozgasegyenlet:

pd—‘t’ — oV 4 pf, (3.2)
ahol o a Cauchy-féle fesziiltségtenzor (szimmetrikus), f a tomegegyégen megoszl6 erdrendszer
intenzitdsvektora.
Anyagegyenlet:

o=C--D, (3.3)

ahol C az anyagjellemz6k negyedrendd tenzora, D pedig az alakvéltozasi sebesség tenzor,
melyre fennéll, hogy D = 1/2(vV + Vv).

Energiaegyenlet:

de

Pat

ahol e a tomegegységre esd belsd energia, q a hédramvektor, w a tomegegységben 1ddegység
alatt keletkez6 hd.

=oc:D—-q-V+)puw, (3.4

Bevezetjiik a kovetkez$ egyszerisitéseket:

* staciondrius esetet vizsgalunk, igy az id6 szerinti teljes derivaltakbdl csak a konvektiv tag

marad meg:

dA
o = (AY) v, (3.5)

ahol A tetszbleges rendi tenzormezd.
* nincs belsd héforrds: w = 0
* nehézségi erdtér van jelen: f = g.

* Osszenyomhatatlan a folyadék, de a térfogati er6rendszernél a Boussinesq-kozelitést al-

kalmazzuk:
poo_p:pB<T_Too)7 (3.6)

ahol 3 a térfogati hdtaguldsi egyiitthatd, T, = lim T'(r, z) és po, = lim p(r,2). A
T—00 r—00

kozelités csak kis homérséklet kiilonbségek esetén érvényes és természetes vagy kevert

konvekci6 esetén sziikséges alkalmazni. Kényszerkonvekciondl a siirliség dllandénak te-

kinthetd.



* anyagegyenletként a newtoni folyadékokra érvényes modellt alkalmazzuk [5]. Bontsuk

fel a fesziiltségtenzort gdmbi és deviatoros részre:
o=—-pl+T,

ahol 7 = deve, T = 2uD, I az egységtenzor, p a nyomds, u a folyadék dinamikai

viszkozitdsa, amely newtoni folyadék esetén dllando.

* a hdaram vektorra a Fourier-torvény érvényes:
q=—kVT, (3.7)

ahol k a h6vezetési tényez6 és dllandonak feltételezziik.

* a (3.4) egyenletben a belsé er6rendszer teljesitménye (o : D) és dp/ dt is a sebesség

négyzetével ardnyos, ezért kis sebességli aramldsndl ezek elhanyagolhatok [25].

* az dramlds tengelyszimmetrikus, igy

vV = v,e, + v,€e,. (3.8)

A tengelyszimmetria miatt a D tenzor madtrixa az {e,, e,, e, } bazisban a kévetkezd:

B0 ()
D] = 0 L 0 : (3.9)
{ TSP, z} Uy Vy Vz
et ey 0 g

Az elhanyagolédsok utdn az alapegyenletek invaridns alakjai a kovetkezk:
Kontinuitasi egyenlet:

v-V =0
Mozgédsegyenlet:
p(vV)-v=0 -V +pg.
Anyagegyenlet:
o=—pl +2uD.
Energiaegyenlet:

pcp(TV) - v = kKAT.



Felirjuk a fenti egyenleteket hengerkoordindta-rendszerben. Legyenek 7 matrixdnak nem zérus

elemei 7., 7,2, Ty €8 7... A (3.9) alkalmazasaval a skaldris anyagegyenletek:

ov,

Try = &l or )
ov, Ouv,

Trz = 5

. 0z or

(%%

Top = 2#77 (3.10)
ov,

Tzz = 2,u Oz

A kontinuitasi egyenlet:
10 ov,

;E(TUT) + 0z = 0. (311)

A mozgésegyenlet hengerkoordinatés alakja:

% + % o _@ + 87—7’7" + Trr — Tcp(p + 87-7“2
P\"or %82 )~ "or or r 0z’

v, dv.\ _ Op 0T  Tow | OTee (3.12)
p<vrﬁ+vzaz>_ 9: T or T T 7Y

Az energiaegyenlet hengerkoordindtas alakja:

oT oT 10 oT 0T
el il k| 2= (r= — . d
Pep (87‘ Ur azvz) K {rar (T 87’) + 822} (3.13)



4. Hatarréteg-egyszeriisitések

Tekintsiink egy newtoni folyadékba helyezett fiiggbleges, ¢ hossziisdgi, R sugari korhengert
(1. abra), melyre R < /.

A~
! b
g
Us U,
T T,
14 .
Ri

1. abra. A fizikai modell

A (3.10) anyagegyenleteket behelyettesitve a (3.12) mozgasegyenletekbe, a sebességme-

MCCLC I AU I 4.1)
P\, 02 ) " "o T H\G or r2 022 )’ '
ov, v\ Op 1 ov, 0%v,
P(“ﬂ*“@) - ‘&W(; ( ar) * azz> e 2

A kontinuitési- és energiaegyenlet marad a (3.11), illetve a (3.13) alakban. Ahhoz, hogy kés6bb

z0re vonatkoz6 alapegyenleteket kapjuk:

meg tudjuk 4dllapitani, hogy mely tagok milyen koriilmények kozott hanyagolhatok el a tobbi
taghoz képest, dimenzidmentesiteni kell az egyenleteket. Ezt dimenzidanalizissel végezziik el.

A hozz4 tartoz6 alapfogalmakat réviden ismertetjiik [2].

Definicid. A vizsgdlt jelenség tulajdonsdgainak mérésére szolgdlo sziikséges alapmennyiségek
halmazdt MERTEKEGY SEGRENDSZERnek nevezziik.

Definicid. Azon mértékegységrendszereket, amelyek egymdstol csak az alapmennyiségek nagy-

sdgdban térnek el, MERTEKEGYSEGRENDSZER OSZTALYnak nevezziik.

Ha egy mértékegységrendszer osztdlyon beliil attériink egy masik mértékegységrendszerre, ak-
kor azt az alapmennyiségek skdldzdsaval tehetjiik meg; a sziikséges tényezdket L, M, T, ©
betlikkel jeloljiikk és ebben a sorrendben a hosszisag, tomeg, id6 és hdmérséklet skalazasara

szolgéalnak.
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Definicio. Azt a fiiggvényt, amely megadja, hogy egy adott mértékegységrendszer osztdlyon be-
liil az eredeti mértékegységrendszerrol egy tetszoleges mértékegységrendszerre valo dttérés so-
rdn egy fizikai mennyiség numerikus értéke hdnyszorosdra vdltozik, DIMENZIO FUGGVENYnek

nevezziik.
Egy a fizikai mennyiség mértékegységét szogletes zardjellel jeloljiik.
Tétel. A dimenzio fiiggvény mindig 1 egyiitthatdjii polinom.

Példaul LMT osztalyban ® = L MPT". Egy fizikai kisérletben vagy egyenletekben eléfordu-
16 mennyiségek kozotti kapcsolat felirhat6 az

a= flay,...,ax,b1,...,bp) 4.3)

alakban, ahol aq, ..., a; adott fiiggetlen paraméterek, b, ..., b,, adott fiiggd paraméterek, a

pedig a meghatdrozandé mennyiség. A fiiggd paraméterek kifejezhetdk az aldbbi médon:
(b;] = [a]PP -+ )™, 1=1,...,m. 4.4)

A Buckingham-féle II-elmélet a dimenzidanalizis f6tétele. Képezziik a

a b; .
m=—%  m=— (=1 45
a?...az’ a?l..‘a? (2 m) ( )

dimenzidtlan paramétereket.

Tétel. Bdrmely (4.3)-beli fizikai tartalommal biré fiiggvényre érvényes az dltaldnos homogeni-

tds, azaz

a b,
f(al,...,ak,bl,...,bm):a’f-~~a£(1>(pl ! e >

Y Tm
al ...ak al ...ak

A feladatban valasszuk meg az ¢, R, U, p, ¢, mennyiségeket fiiggetlennek. A kordbban
a-val jelolt ismeretlenek most v,, v, és 1. Hosszisagot z €és r irdnyban is mériink, igy az
alkalmazott mértékegységrendszer osztaly L. L, MT©O. A mennyiségek ebben az osztilyban az

alabbi mddon irhatdk:

(] =L., [Rl=L, [Ux]=LT", [po=L"M, I[c]=LT"?0""
2l = L., [rl=L, [p|=L'MT? [u]=L"MT™,
k] = L.MT°07,  [g] = L.T™?,
[v.]=L. T, [v|=LT" [T]=6.

(4.6)

A i és k mennyiségekre bemutatjuk a dimenziomentesités menetét. A dinamikai viszkozitas
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nem tartalmaz homérséklet mértékegységet, ezért (4.4) alapjan

k] = [0°[R)[Us] [’

igy
L,: —1=a+~y-—39,
L, : 0257
M : 1=,
T: —1=-—7,

melybdl [u] = [¢][Ux][p]. EZért (4.5) alapjan

alakban keresve:

L,: —1=a+~v—30+2¢,
L, : 0=2,
M : 1 =9,
T: —3=—7—2¢
0: —1=-—-¢
Innen " .
I, =K = =
2 Uspc, — Pe’

ahol Pe a Péclet-szam, ami kifejezhetd a Reynolds-szdmmal €s a Prandtl-szdmmal (Pr): Pe =
RePr. A fentebbi linedris egyenletrendszert mas-mas bal oldallal megoldva a kdvetkezd dimen-
zi6tlan mennyiségeket nyerjiik:

H 1 / k 1 / p
h=y=——1=—, Ih=k= =— Ii=p =
=4 (Uep Re 7 (Uype, P’ 7 P U2p’
l r z

M=g=_F M=r="T le==> (47

v v c, T

L=v=", IL=v=—"\ I;=0=-2_,

T U T RUL T Uz

A (4.6) és (4.7) osszehasonlitdsabol lathatd, hogy nem csokkent a fiiggd paraméterek sza-

ma, ezért pusztidn dimenzidanalizissel nem nyerhetd invaridns megoldas a vizsgalt parcidlis
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differencidlegyenlet-rendszerre.
A (4.7) skdlazasokat a (3.11), (4.1), (4.2), illetve (3.13) egyenletekbe helyettesitve a kapott

egyenletrendszer:

T (97“ (T'v )+ 2 4.8)
() B pE( 5oz o
O S A

2 2
Ve B LI .

Megjegyzés: A dimenzid analizis ebben a formaban (két irdnyban mériink tavolsidgot) nem al-
kalmazhaté kozvetleniil a Navier-Stokes egyenletekre, mert a Laplace-operator két egymasra
merdleges irdnyban vett valtozdst mutat, és a kiillonb6z6 mértékegységek nem Osszegezhetok.
Alkalmazzuk most a Prandtl-féle hatarréteg elméletet, amely szerint az dramlési tér két
részre oszthat6: a feliilet koriili vékony rétegre, az igynevezett hatarrétegre, ahol a surlédasnak
dontd szerepe van és a test feliiletétdl tdvolabb esd részre, ahol a sirlddés hatdsa elhanyagolhaté.
A test feliiletén a sebesség z€rus a tapadds torvényének értelmében, a hatirrétegben rohamosan
novekszik, mig azon kiviil a sebesség kozel dllandé. A hatarrétegben tehat viszkézus folya-
dékként kell kezelniink a kdzeget, azon kiviil pedig surléddsmentes folyadékként [23]. Legyen
mind a hidrodinamikus, mind a hémérsékleti hatarréteg § vastagsaga kisebb a henger R suga-
randl és joval kisebb a henger ¢ hosszdndl. Ekkor a (4.8) egyenlet vdltozatlan marad, a (4.11)
jobb oldaldn a z szerinti derivalt elhanyagolhat6 az r szerinti derivalthoz képest, mig a (4.9) és

a (4.10) mozgasegyenletek hasonlé gondolatmenetet kovetve az alabbiak lesznek:

dp 1 [1 0 [, 0v. v
S o 412
0 o7 " Re {r ror! ( or’ ) 7“’2] ’ (4.12)
JOu, - ou, o 9p 1 [21 0 (00 ,
U Y9y T Tor T Re [E_a_( o )] —9 (413)

A (4.12) egyenlet szogletes zardjelben 1év6 része elhanyagolhat6 a (4.13) egyenlet szogletes
zar6jelben 4ll6 tagjahoz képest. Igy a (4.12)-bél azt kapjuk, hogy sugér irdnyban a nyomds nem
valtozik (ez fenndll a dimenzidval rendelkezd valtozokra is). Képezziik a nyomads z szerinti
teljes derivaltjat:
@ _ @ N 8p dr
dz 0z 87“ dz’
o

4.14)

Mivel p dllandé r-ben, ezért dp/dz-t nem csak a hatarrétegben, hanem azon kiviil is kiszamithat-
juk. A hengertdl sugar irdnyban megfelelden tavol zavartalan U, sebességli aramlas alakul ki
€s Prandtl elmélete nyoméan a folyadék sirléddsmentesnek tekinthetS. Felirhaté ezért az Euler-

egyenlet egy z tengellyel parhuzamos dramvonal mentén. A zavartalan dramldsban a sebesség
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alland6 az dramvonal barmely pontjdban, igy a hidrosztatika alapegyenletébdl:

d
d—p = —pa, (4.15)
ya

melyet behelyettesitve a (4.13) egyenletbe és felhasznalva a (4.7)-et, a mozgasegyenlet:

Ov, dv, puld < 8vz>+(poo—p)g

UVt UV, —— =—|T
or dz pror \_ Or p

(4.16)

Felhaszndlva a (3.6) kozelitést és visszatérve a dimenzidval rendelkez$ valtozokra, a megoldan-

d¢ differencidlegyenletek a kovetkezdk:

0 0
E(rw) + a(rvz) =0, 4.17)
v, Ov, pld [ Ov,
UTW UZE n pror <7‘ 5’7’) +98(T = Tw) (4.18)
oT oT 10 oT
EUT + EUZ = OZFE <TE) y (419)

ahol v = pu/p a kinematikai viszkozitds és o« = k/(pc,) a homérséklet-vezetési tényezs. A
(4.17), (4.18) és (4.19) differencidlegyenleteket dimenzidtlanitjuk, hogy a tovabbi szdmitasok
egyszertisodjenek. Innent6l kezdve (v,,v,) = (u,v). Elészor [20] alapjdn bevezetjiik a kalap-

pal, majd pedig a hulldimmal jel6lt dimenzidtlan valtozdkat:

<

o T'—=Ty
FC7 O = AT )

- 1. . 1.
z=2 7r=Grir, u=u, v=Grio, O =0,

U, = (9BATY)?,

ahol AT =T, — T, és Gr a Grashof-szam, Pr pedig a Prandtl-szaim, melyekre

B gBATP v

Gr , Pr=-—
a

2

Ezzel a (4.17)-(4.19) differencidlegyenletek az alabbi dimenzidtlan alakba frhatdk (a hulldmo-
kat elhagytuk):

vl (4.20)
w2ty Ju 10 (r%) ‘e, (421)
2
u% v? = % (%% %) . (4.22)
A peremfeltételek a kovetkezdk:
r=R u(r,z) =0, wv(r,z)=0, O(r,z)=1
r — 00 uEr, z; = U, " @E'r’, z; = (329



5. A peremérték-feladat invarians megoldasa

Az el6bbi fejezetben lathattuk, hogy dimenzidanalizissel a fiiggetlen valtozok szdma nem
csokkenthetd. Ebben a részben a (4.20)—(4.23) peremérték-feladatot egy kozonséges differen-
cidlegyenlet-rendszerre vonatkozé peremérték-feladatta alakitjuk. A célunk tehdt hasonldsé-
gi/invaridns megoldas keresése. Nemlinedris parcidlis differencidlegyenletek esetén a perem-
feltételek jelentSsen szigorubb elbirdst jelentenek a invaridns megolddsok szamara nézve, mint
linedris parcidlis vagy kozonséges differencidlegyenletek esetén [6].

Tekintsiik az

x* = X(x;¢) (5.1

egyparaméteres Lie transzformécids csoportot, ahol x = (z1,...,x,) C R" ése € R folytonos

paraméter. Az (5.1) sorfejtése ¢ = 0 kornyezetében

0X(x;¢)

2
= Lo,

e=0

X" =x-+¢

mert £ = 0 esetén a csoport egységelemét kapjuk, melyre X (x,0) = x. Legyen

_ 0X(x;¢)

£ =

e=0

Definicié. Az x* = x+c&(x) transzformdciot (5.1) INFINITEZIMALIS TRANSZFORMACIOjdnak
nevezziik. A & komponensei (5.1) INIFINITEZIMALISai.

Definicié. Az (5.1) egyparaméteres Lie transzformdcios csoport INFINITEZIMALIS GENERA-

TORa
X(x)=£-V. (52)
Tekintsiink egy u = (u!, ..., u™) fiiggd véltozokbol és x = (x4, ..., 1,) fiiggetlen vélto-

z6kbdl 4ll6 parcidlis differencidlegyenlet-rendszert. A bévitett pont transzformaciéd

(5.3)

kolcsondsen egyértelmd az (x, u) valamely részhalmazan és ugyanitt k-szor differencidlhatd.

Az (5.3) transzformécié skaldris alakban:

rr=1x; +e(x,u) + 0, (i=1,...,n
= sbew) + O, ) 54
(W) = +en/(x,u) + O(E?). (j=1,...,m)
Az (x,u) térben hat6 infinitezimdlis generdtor:
0 .0
Sign, T ow (5.5)
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Jelolje 0%u az u dsszes x szerinti parciélis derivaltjat, azaz

) ko, J
j 0" u

2tk 3xi13x,~2 s E)xlk ’

j=1L....m, 4p=1,...,n, p=1... k.
Az (x,u,du,...,0%u) térben hat6, az (5.4) transzformaci6 k-adik kiterjesztettje:

rf =2+ e&(x,u) + O(e?),
(W) =u + el (x,u) + O(e?),

(u! ) =ul + 577(k)j (x,u,0u,...,0%) + O(e?),

1192 i) 1192 i) 1192 ik
(k) J
i g

generator k-adik prolongécidja:

ahol 7 a bdvitett infinitezimélisok, amelyek rekurzidval szamithaték. Az infinitezimaélis

A
o’

11920k

(k) j
11121k

+nj(x,u)i+...+77 (x,u,0u,...,0") , k>1.(5.6)

Xk — &i(x,u) 0 S0
U

8Ii

Vegyiink egy olyan parcidlis differencidlegyenlet-rendszert, amelynek minden egyenlete egy

adott parcidlis derivaltra explicit médon kifejezhetd:
F(x,u,0u,...,0"1) = w4, — f(x,u,0u,...,0"1) =0 (5.7)
és f nem fiigg u;,;,...,.-t6l explicit médon. Legyenek a hozz4 tartozé peremfeltételek
B,(x,u,0u,...,0"'u) =0 (5.8)

az
we(x)=0, a=1,...,s (5.9

peremen elbirva. Feltessziik, hogy az (5.7)—(5.9) peremértékfeladatnak egyetlen megoldasa

van.

Definicid. A (5.5) infinitezimdlis generdtor eleget tesz a (5.7)—(5.9) peremérték-feladatnak ak-

kor és csak akkor, ha
1. X®Fi(x,u,0u,...,0u) =0, ha Fi(x,u,0u,...,0"a) =0 (j=1,...,m),
2. Xwe(x) =0, haw,(x) =0 (a=1,...,s);
3. X(k_l)Ba(x, u,0u,...,0"u) =0, ha B,(x,u,0u,... ,ak_lu) =0 (a=1,...,9).

Azaz egy peremértékfeladat akkor invaridns, ha a differencidlegyenletek, a peremfeltételek €s a
peremfeliiletek is invaridnsak.
Alkalmazzuk a fentieket a (4.20)—(4.23) peremérték-feladatra. Esetiinkben x = (7, 2),

u = (u, v, 0). A tovdbbiakban r és z als6 indexben az adott valtozé szerinti parciélis derivélast

16



jeloli. Feltessziik, hogy nincs visszadramlds, azaz v, > 0. Igy a (4.20)—(4.22) differencial-

egyenletek a kovetkezd alakba irhatdk:

u~+ru, +rv, =0,

(Lo o
e e L It (5.10)
1 /1
u0, + 10, = 5- | -6, + 6, | .
Pr \r

Mivel az (5.10) mindhdrom egyenlete kifejezhetd explicit alakban arra a derivéltra nézve, ame-

lyet a tobbi fiiggvény nem tartalmaz, ezért az infinitezimadlis generdtor (5.5) szerint:
0 0 0 0 0
X =6— — =+ = 5.11
Sor Mo T o T e T e G-

ahol &, 7, 7%, 1, 1° is r,z,u,v,© fiiggvénye 4ltaldnos esetben. A differencidlegyenlet-

rendszerben el6fordulé legmagasabb rendd derivalt 2, igy a masodik prolongécié (5.6) alapjan:

X0 - x 0 w0 w0 9 0 e 9
" Ou, = Ou, " Ov, 2 Owv, " 00,
(5.12)
e e 9
TN = 90..

Vizsgaljuk el6bb az (5.10) differencidlegyenlet-rendszer invariancidjat. Hasson mindhdrom

egyenletre az (5.12) operator. A kapott egyenletrendszer:
(up + v2)€ + 0" + @ D =0,

1 1
o™ 4 v, +unt M o = (—ﬁvff + ;nvf‘lnf(l) +n(n — Do 2nt Wy, +

o) 4+,
(5.13)
§ . 1/ 1 1
O, + ©:n" + unf Doy = — (—;97«5 + W+ 7753(2)> :

v(l)  v(1) 1 e (2)

Azt @ @O M W hfinitezimalisok 6, az 0%, no?

infinitezimalisok pedig
15 tagbdl dllnak. Ezeket behelyettesitve az (5.13) egyenletrendszerbe, a meghatdrozando &, T,
n“, n°, n° infinitezimdlisokra egy 75 homogén linedris parcidlis differencidlegyenletbsl 4116
rendszert kapunk. Néhdny tag 0sszevonhatd, de még igy is kezelhetetleniil sok egyenlet marad,
ezért ezek megoldasat a Maple 16-os verzidjaval végeztiik.

Megjegyzés: Béarmely (5.7) alaku differencidlegyenlet-rendszer esetén a &; és 1)/ infinitezimali-
sokra nézve homogén parcidlis differencidlegyenlet-rendszert kapunk, amely — a legegyszeriibb
esetektdl eltekintve — tilhatdrozott.

Altaldnos megolddsnak a kovetkez6t kapjuk:
E=Cyr, T=C12+Cy, "= —-Csu, n°=(C1—2C3)v, n°=(C,—4C5)0, (5.14)
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ahol C, C5 és (U5 tetszbleges paraméterek. A hozza tartozé hdrom infinitezimdlis generator
ugy kaphaté meg, hogy az egyik paramétert 1-nek valasztjuk, a mésik kett6t 0-nak, majd fel-
hasznéljuk (5.11)-et. Ezutén figyelembe vessziik a peremek és a peremfeltételek invariancidjét.
Feltételi egyenletet akkor nyeriink, ha nem a végtelenre vonatkozik az el6irds. Az r = R perem
invariancidja: X (r — R) = £(r) = 0, feltéve hogy r = R. Azaz £(R) = 0, melybdl C5 = 0.
Tekintsiik most a h6mérsékletre vonatkozé egyik peremfeltételt, melyre X(V(© —1) = 7® =0,
ha © = 1, és ebbdl C'; = 0. Konnyen beldthatd, hogy a tovabbi peremfeltételek nem jelentenek
Ujabb megszoritast. A peremérték-feladathoz tehat egyetlen infinitezimadlis generator tartozik,

ha azt az (5.11) alakban keressiik:
0

Az invarians feliileti feltételbdl adodé differencidlegyenlet-rendszer:

Ou, + Cou, = 0,
O0v, + Cyv, =0, (5.15)
00, + Cy,0, = 0.

A kvazilinearis differencidlegyenletek megolddsahoz alkalmazhat6 karakterisztikdk modszerét

haszndljuk. Az (5.15)-hoz tartozé karakterisztikus egyenlet [6]:

dr dz du dv dO
- 5.16
0 Cy 0 0 0 (5.16)
Ennek megoldésa:
T’Ik'l, U:k'Q, U:k3, @:k'4, (517)

ahol Ky, ko, k3, k, integradldsi dllandok. fgy az (5.15) dltaldnos megoldésa a ko = f1(k1),
ks = fao(k1), ks = f3(k1) alakban megkaphat6 és legyen k; = (. Visszatérve az eredeti

véaltozdkra, a hasonldsdgi valtozokat kapjuk:

C=r, u=fi(Q), v=/ (), ©=[5(0). (5.18)
Behelyettesitve (5.18)-at (4.20)—(4.23)-be, a peremérték-feladat hasonldsdgi megolddsat kap-
Juk:
fot+Cfy=0,
1
fofi = <Ef{ + fi’) + fs, (5.19)

/_i 1/ I
nfi= g (eh+51).

A peremfeltételek a kovetkezok:

(=R: fl(C)ZO, fz(C):()» f3(C)
¢(—o0:  fi(Q) = Us, f3(¢)

1
(5.20)
0.



A vesszOk az ( szerinti derivalast jelolik. Az (5.19) els6 differencidlegyenletébdl (felhaszndlva
(5.20) megfelels peremfeltételét) fo(¢) = 0. Az (5.19) harmadik egyenlete viszont ellentmon-
dasra vezet az adott peremfeltételek mellett.

Megjegyzések:

1. Ha az aramlési tér akar csak félig végtelen z-re nézve, akkor C)} = Cy = (5 = 0, igy

hasonldsdagi megoldas nem létezik a (4.20)—(4.23) peremérték-feladatra.

2. Haklasszikus egyparaméteres pont transzformdaciot hasznalunk, akkor csak egy szimmet-
ria létezik a vizsgdlt peremérték-feladatra. Létezhetnek azonban mds szimmetridk is, ha

mas csoportban keresiink; péld4ul kontakt, Bicklund, Noether szimmetria [14].
3. a1t dramfliggvény (potencidlfiiggvény)

_ 1oy 199 (5.21)

U= ——
ror’ r 0z

moédon torténd bevezetése sordn eggyel tobb szimmetria csoportot kapunk, de a perem-
feltételek miatt az a megoldas is ellentmondésra vezet.

Mivel a klasszikus Lie-csoportokkal nem jutottunk eredményre, az ¢ hasonlésagi valtozot és az
f(Q) és © fuggvényeket vegyiik fel a [15]-h6z hasonlé mddon:

(= ("~ BB,

Y = A" f(Q), (5.22)
 T-T. _,
R

ahol a, b, ¢, A, B egyeldre hatdrozatlan allandok, ¢ pedig az (5.21) médon definidlt aram-
fiiggvény, amely minden folytonos (r, z)-re teljesiti a (4.17) kontinuitdsi egyenletet. A
fliggvényre vonatkozé mozgasegyenlet az

S| =

1 1 1 1
ﬁwr¢z + ﬁ(wrwm - ¢zwr7") =V (¢rrr - ;wrr + ﬁwr) + gﬂ(T - Too) (523)

modon, az energiaegyenlet az

Lot vt =a (15, ) (524

modon irhatd. A (4.23) peremfeltételeket modositsuk gy, hogy a henger mozgési sebessége és

a zavartalan dramlds sebessége is a z valtozo linedris fiiggvénye legyen:
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Az aramfiiggvényre €s a hdmérsékletre felirva a kovetkezot kapjuk:

r==R: %(7} Z) = Uyz, %(7“» Z) =0, T(’l“, Z) =Ty
1 (5.25)
r— 00 : ;1@(7“, 2) = Uz, T(r,z) =Ty.

Behelyettesitve (5.22)-t az (5.23), (5.24) differencidlegyenletekbe, rendezés utdn a kovetkezd

differencidlegyenlet-rendszert kapjuk:

2a+2¢—1 2 no_ a+2c [ pn o\ pinr gﬁ(Tw - Too) b
Az [((a+c)f? —aff'] =202 f +(C—|—R)f]+—4A 'O, 526

AZaerJrcfl(bf/@ . af@’) — 20czb+c [@/ + (C + Rz)@//] )

Az invariancia feltétele:

20+2c—1=a+2c=0b
(5.27)
a+b+c—1=b+c,

melyb6l a = 1, b = 1, ¢ = 0. Csak akkor kapunk hasonlésagi megoldast, ha a Boussinesq-tagot
((5.26) els6 egyenletének utolsé tagja) elhagyjuk, azaz b = 0. Kényszerkonvekci6 esetén ez
megtehetd. Helyettesitsiik most (5.22)-t az (5.25) peremfeltételekbe, felhaszndlva a kiszamitott
paraméter értékeket:

2ABJ'(0) = Uy, Af(0) =0, lim 24Bf/(¢) = Us, O(0) = 1, lim ©(¢) = 1. (528)

Két {6 esetet tekintiink.

1. Legyen f'(0) = 1. Ekkor Clim f(¢) = A, ahol A = Uy, /U,,. Az (5.26) elss egyenletében
—00
legyen A = 2v

2. Legyen f'(0) = 0 és Clim f'(¢) = 1, valamint az (5.26) els6 egyenletében legyen A =
— 00
2v. Igy B = Uy, /4v és U, = 0.

Az elsé esetben ha \ = 0, akkor csak a henger mozog, ha A > 0, akkor a henger és a zavartalan
aramlasi sebesség eldjele megegyezik, ha A < 0, akkor az dramlds ellentétes a test mozgéasi
sebességével. A masodik esetben a henger 4ll.

Most mar felirhaté a megoldand6 peremérték-feladat:

C+RHOf"+Q+Hf — =0, (5.29)

% [(C+ RO + 0] + f0' =0, (5.30)
f(0)=0, f(0)=1, lim f({)=X ©0)=1, limO() =0, vagy

e e (5.31)
f(0)=0, f(0)=0, Jim f(©) =1, 0()=1, Jim ©(¢) =0.

Az (5.29) harmadrendd differencialegyenlet egy masodrendd differencidlegyenletre €s egy in-
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tegrdldsra vezetjiik vissza. Tekintsiik az
v =g (.9, y"Y) (5.32)
n—edrendd differencidlegyenletet, vagy az ennek megfeleld

Un = 9(T, Y, Y1, - -+ Yn—1) (5.33)

feliletet az (z,y, y1, . - ., Yn—1) térben (n-cséva tér). Az (5.33)-hez tartoz6 egyparaméteres Lie

ponttranszforméacids csoport:

¥ = X(v,y;¢) = v + e€(w, y) + O(?),

« ) (5.34)
y =Y (z,ye) =y +enlz,y) + O(7)
és infinitezimadlis generator:
0 0
X = — —. :

Ha egy n-edrendili kozonséges differencidlegyenlet eleget tesz az (5.34) egyparaméteres Lie
transzformdcids csoportnak, akkor az n-edrendd differencidlegyenlet visszavezethet6 egy n—1-
edrendi differencidlegyenletre és egy kvadratdrédra [6]. Ez megtehetd differencidl invaridnsok
vagy kanonikus koordinétdk segitségével. Kanonikus koordindtdkkal az 4ltalanos (5.34) csoport

transzlacids csoporttd transzformalhaté. Ervényes a kovetkezd tétel.

Tétel. Tegyiik fel, hogy az (5.34) nem trividlis egyparaméteres Lie transzformdcios csoport
az (5.35) infinitezimdlis generdtorral eleget tesz az (5.33) differencidlegyenletnek. Legyenek
r(z,y) és s(x,y) a megfeleld kanonikus koordindtdk, melyek kielégitik az Xr = 0, Xs = 1
egyenleteket. Ekkor az (5.33) a

dn1lz —alr % dn—2z
drn-1 T dr’ T den2

n — l-edrendii differencidlegyenletre redukdlhato, ahol

ds
— =z
dr
Vegyiik el6bb az (5.29) egyenletet. Bevezetve [, f”, f" helyett az fi, fo, f3 valtozokat,
az (5.29) differencialegyenlet az

F(C f, fis fos fs) = fa + (1+ff2—fi)=0

(+ R

mdédon irhaté és a (C, f, f1, f2, f3) vdltozok 3-cséva teret alkotnak. Kozonséges differencidl-
egyenletek peremérték-feladatdnak invariancidjadhoz — hasonldan a parcidlis differencidlegyen-

letekre vonatkozé peremérték-feladathoz — az sziikséges, hogy a differencidlegyenlet, a pere-
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mek és a peremfeltételek is invaridnsak legyenek. Tekintsiik el6szor az (5.29) invariancidjat,

melynek sziikséges €s elégséges feltétele, hogy

X®F =0, ha F=0 (5.36)
teljesiiljon, ahol
+ +n®
§(Cf) o n(Cf) a7 T (Cffl) an "
+#WQﬂﬁJQW? (CfﬁJ%ﬁ)f
az (5.35) infinitezimadlis generdtor harmadik prolongécidja. Most
XOF =g e (L4 o= ) b foo 2 f =0,
(¢ + R?)? YO+ R ¢+ R? ¢+ R?
(5.37)

Tehat (5.36) alapjan megoldandé az (5.37), (5.29) parcidlis differencidlegyenlet-rendszer a £ és
n fiiggvényekre. Az nV), n®, n®) infinitezimalisok 3, 6, illetve 11 tagbél 4llnak. Megoldasnak
a

§C ) =C+E, 0 f)=0 (5.38)
eredményt kapjuk €s igy (5.29) visszavezethetd egy masodrendd differencidlegyenletre és egy

integrdldsra. A kanonikus koordinatdk az

Xr =0, (5.39)
Xs=1 (5.40)

egyenletrendszerbdl hatarozhatok meg. Az (5.39)-b8l (¢, f) = f({)-t, (5.40)-b6l s(C, f) =
In(¢ 4+ R?)-et kapjuk. Igy

ds 1 d¢ 1
Cdr CHR2Af ((HROA

A sziikséges
fi=(C+ R,

fo=—(C+R) 21+ 272,
f3:(<+R2>—3( —4 //+3z 5 /2+3z —|—2Z_1)

7z

derivéltakat eldallitva és behelyettesitve (5.29)-be, a kovetkezd differencidlegyenletet kapjuk:

3
2P (r=2)2 + 22+ (r—1)2 =0. (5.41)
2
Feltessziik, hogy nincs visszadramlds, igy f'(¢) > 0, V¢ € [0, 00). Ezért hm f(¢) = o0, igy a
*>OO
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z(r) fuggvényre vonatkozé peremfeltételek (5.31) alapjan:

1
2(0) = o2k lim z(r) =0 ,vagy

r—00

2(0) = 00, lim z(r) =0

r—00

Megjegyzés: Az (5.41) differencidlegyenlet rendszdma tovdbb nem csokkenthetd.

Az (5.30) egy homogén linedris masodrendi differencidlegyenlet, ami a jol ismert

9
6(0)

helyettesitéssel {2-ban elsérendli Riccati-féle differencidlegyenletre redukélhat6. A kovetkezd

Q(¢)

fejezetben az (5.29) differencidlegyenletet oldjuk meg a végtelenben (illetve mindkét végpont-
ban) szinguldris (5.41) helyett.
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6. A peremérték-feladat numerikus megoldasa

Mivel az (5.29), (5.30) csatolt egyenletrendszerben az (5.29) nem tartalmazza a © valto-
z6t, ezért szamitdsi szempontbol kedvezdbb, ha elébb (5.29)-et oldjuk meg, majd f ismeretében
(5.30)-at. Az (5.29)—(5.31) peremérték-feladatot spektrdl kollokaciés médszerrel oldjuk meg.
Az f és O fiiggvények a [0, co) intervallumon vannak értelmezve, igy a megoldds elGéllitdsdra
két eset lehetséges. Vagy csonkitjuk a [0, 00)-t [0, L]-re, vagy pedig kozvetleniil kezeljiik a fé-
lig végtelen intervallumot. Ha az utébbit alkalmazzuk, akkor bazisfiiggvényekként a Laguerre-
polinomokat vagy més leképezéseket hasznalhatunk (pl. logaritmikus, exponenciélis leképezés,
algebrai leképezés) [7].

A leképezések sordn a jobb oldali végpontban szinguldris differencidlegyenletet kapunk. Inter-
vallum csonkitas esetén arra kell figyelni, hogy az approximdcids polinom N fokszdmét az L
nagysagaval egyenletesen kell novelni, mert ha /V kicsi és L nagy, akkor a kozelités pontatlan,
ha pedig L kicsi és N nagy, akkor nagy lesz a csonkitési hiba. A {Ti}f\;l els6faji Chebyshev-

polinomok a
To(z) =1, Ti(z)==x, T,.(x)=22T, 1(x)—Th o(x), n>1 (6.1)

rekurzidval vannak értelmezve, a kozelitéseket a (6.1) polinomok

km
T = COS N (6.2)

sz€ls6érték helyein végezziik. Bizonyithato (1asd pl. [7]) a kovetkezo tétel.

Tétel. Egy y(z) fiiggvényt a Chebyshev-sor N-edik szeletével kozelitve, az Er diszkretizdcios

hiba az
N 00
Er(N) =Y anTo(z) —y(@)| < > an|
n=0 n=N+1

dsszefiiggéssel adott barmely x € [—1,1] esetén.

A szamitds sordn azonban éppen a sorbdl elhagyott ay 1, ayio, ... egyiitthatok nem ismertek,
ezért gyakorlati célra a fenti tétel nem alkalmazhaté. Tetszodleges differencidlegyenlet esetén
nehéz hibabecslést végezni, de van néhdny szabdly, ami segit annak eldontésében, hogy a kapott

eredmény megfeleld kozelitést ad-e:

* A csonkitasi hiba nagysigrendje megegyezik az utolsé megtartott egyiitthaté nagysag-
rendjével:
Er(N) = O(lan]).

* Ha az ay-hez kozel 1€v6, de an-nél kisebb egyiitthaték abszolit értékben monoton csok-
kené moédon tartanak ax-hez, akkor az eredmény numerikus tapasztalatok alapjan valo-

szintileg helyes.

» Tovabbi ellendrzési mddszer, hogy a szamitast kiillonbozd NV felosztisra végezziik el.
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* Ha kis 1épéskozii véges differencia mddszert alkalmazunk a kiszdmitott fiiggvényértékre,
akkor ralatdsunk lesz a hibara. Hatranya ennek, hogy magasabb rendii differencidlegyen-
leteknél tdl durva hibat ad.

A spektrdl médszerekre jellemzd az exponencidlis konvergencia, melynek tipusait az alabbi
definici6 adja meg [7]:

Definicié. Egy adott sor szupergeometriai, geometriai vagy szubgeometriai konvergencidju, ha

az a,, egyiitthatokra fenndll, hogy:

o0, SZUPERGEOMETRIAI
. lglan|
lim

n—oo n

= § dllando, GEOMETRIAI

0, SZUBGEOMETRIAI.

A spektral kollokédciés mddszer alkalmazdsdval egy adott differencidlegyenletben el6forduld
derivéltak kozelitése a kollokdcids pontokban kétféleképpen torténhet; differencidlé matrixok-

kal, vagy integral6é matrixokkal.

6.1. Spektral kollokacio differencialé matrixokkal
Az ismeretlen y(x) fiiggvényre vonatkozé interpoldcids feladatot a

N

> a To(wy) =y(z),  (k=0,...,N) (6.3)

n=0

alakban frjuk fel, ahol ), az (6.2) szerint értelmezett. Az x;, kollokdciés pontokban 3/ (x) az

N
y,(l'k) = Z kaxm
m=0

sorozattal kozelithetd, ahol Dy, a D a differencialé matrix elemei. Hasonldéan

dy 0
@(Ik) = Z D m,

m=0

ahol D az (-edik differencidlé matrix és Chebyshev-polinomok esetén D) = D, Ebben
az esetben a megolddst y(zy)-ra kapjuk, nem pedig az a, egyiitthatékra. Ha sziikséges, ak-
kor (6.3)-bdl a,, meghatdrozhaté. Masodrendd differencidlegyenleteknél a peremfeltételeket a
differencidlé métrixok els és utols6 sordnak médositasaval irhatjuk el6. Magasabb rendd diffe-
rencidlegyenletek esetén ez a médszer tilhatdrozott egyenletrendszert eredményez. Kiillonbozé
modszerek 1éteznek ilyenkor a peremfeltételek megadaséara ([11], [16]). Az aldbbiakban négy

modszert ismertetiink:

1. Azy(x) fuggvényre vonatkozé p-edrendd differencidlegyenlet helyett az y(z) = q(z)y(z)
fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenletet oldjuk meg, ahol ¢(z) p — 2 peremfeltételt

25



kielégit. A tovéabbi két peremfeltétel a hagyoméanyos médon (elsé és utolsé sor modosita-
sa) el6irhaté. Ilyen médon oldottuk meg az dltaldnositott Sakiadis-feladatot [8]. Hatranya

a modszernek, hogy éltaldnos peremfeltételek mellett nem algoritmizalhato.

2. Bevezetiink p — 2 fiktiv csomOpontot tetszéleges, de zj-val nem egybeesd pontokban
[11]. Ekkor mér nem az {zj}_, Chebyshev-racson dolgozunk. A [10] cikk egy algo-
ritmust ad meg tetszOleges csomoOpontokra tdmaszkodd véges differencia kozelitésekre.
A mddszer eldénye, hogy — mivel a fiktiv csomdpontok helyzete tetszdleges — tobbpon-
tos peremérték-feladatok megolddsara is alkalmas és teljesen automatizalhaté. Hatranya,
hogy az igy képzett derivalé matrixok generdldsa lassabb, mint a hagyomdnyos médon

torténd létrehozasuk.

3. Kevesebb Chebyshev-pontot haszndlunk fel a differencidlegyenlet kozelitésére, a felsza-
badul6 helyeket a peremfeltételek megadasara hasznéljuk fel. Hatranya az, hogy a kapott
megoldas fiigg attél, hogy mely csomdpontokat hagytuk el.

4. Mai-Duy bevezette az integrdlé matrixos formalizmust, amelynek szdmos elénye van a

differencidlé matrixokkal szemben [16]. Ezt a 6.2. részben mutatjuk be.

6.2. Spektral kollokacié integralé matrixokkal

Most nem a nulladrendd, hanem a legmagasabb rendd derivéltat kozelitjiik az alabbi moé-
don Chebyshev-polinomokkal:

N N
y(p) () = ZanTn(x) = ZIT(LP) (@),
n=0 n=0
N N
yP= () Z an /Tn(a:) dr+c = Z IP D (2) + ¢,
n=0 n=0
N ~1
= O(z) +c ! +...+c
y(x)—nzzg[n x Yp—1 T T
Legyen az ismeretlenek oszlopmadtrixa s = [ag a1 ... ay ¢1 ... cp]T ¢és igy a (6.2) pontokbeli

a kozelitések:
yP(s) =1Ps, ... y(s) =1Vs.

Léthato, hogy ezzel a mddszerrel p db uj véltozot kapunk (cy, . . ., ¢,), ezért a p db peremfeltétel

egyszertien megadhat6 és programozhat (a (6.4) matrix bovitése p sorral). Példdul a (p — k)-
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adik integrdlé matrix (ami a k-adik derivaltat kozeliti) szerkezete a peremfeltételek nélkiil:

1=k —

[Zir]

N+1
ik=1

1k—1

k=11

e

k-1

1k—Fk
k)

e

h—k)!

[0i5]

N+1,N+p+1
i=1,j=N+k+2

(6.4)

A differencidlé matrixos elvvel ellentétben itt kozvetleniil megkapjuk az a,, egyiitthatékat. To-
vabbi jelentds elonye az integralé matrixos modszernek, hogy a legtdbb esetben jelentdsen ki-

sebb az egyiitthaté matrixok kondicidészdma.

6.3. A peremérték-feladat megoldasa

Az intervallum csonkitashoz vezessiik be a

x:%&—l

(€[0,00) —(€0,L] —— xc[-1,1] (6.5)

leképezést. Igy a derivaltakra fenn4ll:

df

2, d2f 4 d3f 8
d—szg(ﬁ), d—CQZ =

ﬁgﬂ(ﬂﬁ% ac ﬁgm(x)

és mostantdl a vessz6 az x valtozd szerinti derivalast jeloli. A helyettesitéseket elvégezve
(5.29)-ben és peremfeltételekben, a kdvetkezd peremérték-feladatot kapjuk:

% [g(:v +1)+ RQ} 9" +(1+9)g" —g* =0, (6.6)
L L
g(_l) - 07 g/(_]-> = 5; g'(l) = 5)\ vagy
I (6.7)

Az (5.30) differencidlegyenletet szintén intervallum csonkitdssal oldjuk meg. Itt is a (6.5) leké-

pezést alkalmazzuk igy © derivéltjai:

o 2, e 4 ,
mellyel az
Q L ol 4 o 2, 2 I
;{[§(x+1)+R1ﬁ19 +Lz9}+Lgl9—0, (6.8)
I(—=1)=1, J(1)=0. (6.9)
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peremérték-feladatot kapjuk.

Az Osszes szamitast a MATLAB R2011a verzidjaval végeztiik. Az (5.29)—(5.31) feladatot meg-
prébéltuk megoldani a Maple 16-os verzidjaval is, de nagyobb L intervallumokra nem tudta
megoldani. Kisebb L értékekre négy tizedesjegyre megegyezett a Maple és az altalunk irt spek-
tal kollokaciés modszerrel kapott megoldis.

A (6.6), (6.7) megoldasa a kovetkezd folyamat szerint torténik. A sorszamozas sordn (a)-val a

differencidlé matrixos, (b)-vel az integralé matrixos megkozelitést mutatjuk.
1. Input: N, L, R, \, a,, v
2. Differencidloperatorok diszkretizdlasa

(a) DU, D®, D® Iétrehozésa
A DO matrix 1étrehozdséra a [10] cikkben kozolt mddszert alkalmaztuk. Az al-
goritmus hidrom egymadsba 4gyazott for-ciklust tartalmaz, ami a MATLAB-ben
elonytelen a futdsidére nézve, de az utobbi évek MATLAB verzioi a JIT (just-in-
time) forditonak kdszonhetéen sokat gyorsultak. Sok szdz kollokcids pont esetén is

gyorsan torténik a matixok létrehozasa.

(b) I®, 1 1M 1O 1étrehozdsa
Az I™) integralé matrix generaldsa torténhet rekurziv médon vagy pedig kozvetle-

niil, explicit alakban.

3. Differencidlegyenlet diszkretizaldsa

(a) I+ diag (g)]DPg + diag (% [L

2(x+1)+R2])D g — (D<1>g) =0

2 |L
(b) I + diag (I®g)IWg + diag (z [

25+1+R2} 10g — (1%g)* = 0

4. Peremfeltételek eldirdsa
(a) A fiktiv csomépontos modszerrel készitett differencialé matrixos megadast alkal-
mazzuk.
(b) Az integrdl6 matrixokat bovitjiik p = 3 sorral, igy N + p + 1 szdmu ismeretlenhez

N + p + 1 szamu egyenlet lesz.

5. Nemlinedris egyenletrendszer megoldédsa
A diszkretizaci6 sordn kapott nemlinedris egyenletrendszert kétféleképpen oldottuk meg.
Elsé megkozelitésben a MATLAB Optimization Toolbox Levenberg-Marquardt megol-
ddjaval dolgoztunk minden beallitist alapértelmezetten hagyva. A megoldo képes tobb

szalon dolgozni. Az iterdci6hoz sziikséges kezddvektornak a kovetkezot valasztottuk:

(a) xo = R((L(x + 1)*?)/3), mert a fiktiv csomépontot —1, 1-ben vettiik fel.
(b) so=[x111]"
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Mivel az anyagegyenlet linedris, ezért a sebesség-és hdmérsékletmezdre vonatkozé alap-
egyenletek diszkretizacidjakor polinom egyenletrendszert kapunk. Az dsszes gyok meg-
hatarozéasara képes szoftver a PHCpack (Polynomial Homotopy Continuation). Van hoz-
z4 egy MATLAB interfész is, a PHClab [12]. Az egyenletrendszer ismeretlenjeit a sym
MATLAB fiiggvénnyel szimbolikus vektorként adtuk meg, sztringekbdl all6 cella tomb-
bé konvertaltuk, majd 4talakitdsokat végeztiink rajta, hogy a PHClab elfogadja bemend
paraméterként (1asd C fiiggelék). A PHCpack Windowson csak egy szédlon tud dolgozni.

6. Hibabecslés
Korébban irtunk a hiba nagysigrendjének becslésérdl; azokat az elveket figyelembe véve

a készitett MATLAB fiiggvények felhasznaloi kérésre elvégzik a hibaszamitasokat.
7. Kozelité megoldas elallitasa tetszSleges x # x, pontokban

(a) Baricentrikus Lagrange-interpoldcié alkalmazdasa [3], vagy az a,, egyiitthatok meg-
hatdrozasa (6.3)-bol.

(b) A (6.3)-beli a,, egyiitthaték ismeretében a kozelitd megoldas kiértékelése barmely
x € [—1, 1] pontban.

A (6.8), (6.9) megoldasanak menete ugyanaz, mint ahogyan (6.6)—(6.7)-et oldottuk meg. A
(6.8) differencidlegyenlet diszkretizalt alakja differencialé méatrixokkal

@ J giae (2| £ [\ p@yg + 2p0) 2 di (g —
V{dlag ([P {2(X—|—1)+R})D 79+LD Y +Ld1ag(g)D ¥=0, (6.10)

integral6 matrixokkal pedig

< diae (2L 2 ) 109 4 210 2 di (g —
V{dlag (L2 [2(S+1)+R})I 19+LI 9 +Ld1ag(g)1 9 =0. (6.11)

6.4. Szamitasok Kkiértékelése

Minden szdmitast a MATLAB-en keresztiil végeztiink dupla pontossidg mellett, Intel Core
i5-2500K! processzoron. A 2. tdbldzatban dsszefoglaltuk a (6.6), (6.7) peremérték-feladat
integral6 matrixokkal torténd diszkretizalt alakjanak megoldasat az Optimization Toolbox-szal,
illetve a PHClab megolddval.

'Magérajel: 4500 MHz
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2. tdblazat. Megolddk osszehasonlitdsa (6.6) és (6.7) maso-
dik soranak megoldasakor R = 1, L = 20 esetén

szamitdsi id6 (s)" megolddsok szdma
Optimization Optimization

N'| PHClab Toolbox PHClab Toolbox
5 3,1734 0,0152 32 1
7 | 29,9788 0,0165 89 1
10 | 699,6541 0,0191 132 1
20 - 0,0218 - 1
50 - 0,0959 - 1

* Ot futds atlaga, PHClab esetén a megfelel6 bemenet
el6allitasat is figyelembe véve.

A PHCpack eldnye, hogy az 0sszes megoldast megtaldlja, mig a Levenberg-Marquardt

megold6t hidba inditottuk kiillonboz6 kezddvektorokbdl, mindig ugyanazt a megoldést taldlta
meg. Nagyobb /V értékek esetén a PHCpack nagyon lasstiva valik. A megoldasok koziil mindig
kettd valds, a tobbi komplex (a fenti paraméterértékek esetén).
Megjegyzés: Ha egy séma konzisztens €s stabil (nem feltétleniil ekvidisztans radcson), még akkor
sem biztos, hogy a diszkrét és a folytonos probléma megolddsainak szdma megegyezik, hidba
csokkentjiik a 1épéskozt minden hataron tul [4]. Viszont ha a folytonos feladat megoldésai
izolaltak, akkor a fenti feltétel elegendé a megolddsok szdmossidganak egyezéséhez.

Ahogyan azt a 6.2. részben irtuk, az integral6 matrixos diszkretizalasnal jobban kondicio-
nalt egyenletrendszert kapunk a (6.8), (6.9) energiaegyenlet megolddsanal (lasd 3. tablazat).

egylitthaté matrix kondiciészdma
N differencidl6 integralo
matrix matrix

5 | 6,8687e01 1,6274e02
10 | 4,2219¢02 1,9254e02
15| 2,2073e02 1,9304e02
20 | 7,3855e03 1,8851e02
25| 1,9141e04 1,8459e02
30 | 4,2020e04 1,8106e02
50 | 3,9186e05 2,1011e03

3. tdbldzat. Az egyiitthaté matrixok kondiciészdma a (6.8), (6.9) megolddsakor R = 1, A = 1,
a=1,v=1,L = 25esetén

Mivel a célunk a sebesség-és homérsékleteloszlas meghatdrozasa, azért az (5.22) és (6.5)
transzformacioknak megfelelden az dbrdkon az f’ és © értékeket tiintettiik fel. A numerikus
megoldast a karikdval jelolt pontokban kaptuk meg, viszont a sorfejtés miatt tetszéleges koz-
bensd pontban meghatarozhatd a megoldas.

Megjegyzés: Ahogyan azt kordbban irtuk, a differencidlé matrixos megkozelitésben a cson-
kitott Chebyshev-sor a,, egyiitthatéi kiszamithatok (6.3)-bol. A telt matrixd egyenletrendszer
miatt érdemes Gauss-eliminéciét haszndlni, ami N3 /3 + O(N?) régi flop miiveletigényd. Az A

fiiggelékben ismertetett interpolécié viszont O(N?) szdmitdsigényd, igy ezt a médszert hasz-
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naltuk a kdzbensd pontok meghatdrozasara.
A kovetkezd dbrdkon a képaldirdsok a peremérték-feladatok megolddsdhoz sziikséges paramé-
terek értékeit jelzik. A 2—4. dbrak kiilonboz6 A értékekre mutatjdk a [0, co) intervallum [0, L]

hosszra csonkitdsdnak hatdsat a dimenzidtlan f’ sebességre.

2.4bra. R=1,A=0.5, N =50

—— L =10

—— L =20 i

—-— L =30

—— L =40

—— L =50 i
S5 SOCORDY S SSI

35 40 45 50

3.dbra. R=1,A=0, N =50

A 2. és 4. abrakrol az olvashat6 le, hogy a sebességeloszlds jelent6sen fiigg az L paramétertdl és

a hatarréteg feltételezés itt nem teljesiil. Ha A = 0, akkor a 3. 4brdn lathaté médon a megoldédsok
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eleget tesznek feltételezésnek és a hidrodinamikus hat4rréteg vastagsiga meghatdrozhat6.> Az

is észrevehetd, hogy nem elegendd az L = 10 intervallum hossz a szdmitashoz.

]
Q
o
Q
Q
Q
Q
Q
Q
®
)
R
)
x
]
®
|

Q
®
)

I o ——L =5
o L =10 l
%%’ —— L =20
° —— L =30

12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
¢

4.abra. R=1, N =50

A 5. édbran a henger sugarat valtoztattuk a tobbi paraméter rogzitése mellett. Levonhat6 a

kovetkeztetés, hogy ahogy né a henger sugara, igy né a hatarréteg vastagsiga is.

1‘1, |
—-—R=0.8
0.8 - R=1
—efR:
—o— R =
R=10 i

0.4

0.2

50 55 60 65 70

S5.dbra. A =0,L =70, N =40

2 A hatérréteg vastagsig a fal és a hatdrréteg azon pontja kozotti tavolsag, ahol sebesség eléri az 4llandésult
sebesség nagysdgdnak 99%-at.

32



A 6. édbra az f(()-ra vonatkozé diszkretizalt feladat két valés megoldasat mutatja. A kékkel

jelzett als6 megoldasra csak a PHClab segitségével taldltunk ra.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

—-0.2

_04 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

6.abra. R=1,L =20, N =5

A 7. dbra az f(()-bdl szamitott dimenzidtlanitott hdmérsékletet mutatja az «/v kiilonbdzd
értékeire. A termikus hatarréteg vastagsdga anndl nagyobb, minél nagyobb az «//v hanyados.
Az a/v <= 0,2 alatt megolddsbeli gondok jelentkeztek, amint ezt a kék gorbe ¢ = 50 koriili
felfelé kunkoroddsa mutatja.

7.4dbra. R =1, A\ =0.3, L =50, N = 50
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A 6. fejezetben irtuk, hogy a sorfejtés egyiitthatdinak monoton médon kell csokkeniiik és ilyen-
kor a diszkretizacios hiba az utolsé megtartott tag egyiitthatojdnak nagysagrendjével egyezik
meg. A 8. dbrabdl latszik, hogy az egyiitthatdk abszolut értéke fél-logaritmikus skédldn abrazol-

va kozelitdleg egy egyenesre illeszkedik, azaz a konvergencia geometriai konvergencia [7].

10° | :
100
1073
lg |ai|

1076

107°

—12 | | | | | | | | |
100 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

N

8.dbra. R=1,A=1,L =15
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7. Osszefoglalas, tovabbi célok

A dolgozatban szdrmaztattuk mozgd kdzegben mozgd korhenger koriili dramlést leird
peremérték-feladatot linedris anyagegyenletre. Az egyenleteket hatarréteg feltételezésekkel
egyszerisitettiik. Klasszikus Lie-szimmetria segitségével nem kaptunk hasonlésdgi megoldést.
Hasonldsédgi megoldast kényszerkonvekcio esetén, newtoni folyadékra sikeriilt adnunk. A csa-
tolt peremérték-feladatot spektrdl kollokdciés moédszerrel oldottunk meg az intervallum cson-
kitasdval. Ismertettiik a fiktiv csomdpontokon alapulé differencidlé matrixos megkozelitést és
az integralé matrixos modszer elonyeit és hatranyait. Becsiiltiik a diszkretizacids hibat, meg-
mutattuk, hogy a diszkretizalt egyenletrendszernek U,, = 0 esetén két valés megolddsa van
és vizsgaltuk a paraméterek hatdsiat a megoldasra. A grafikonokbdl kideriilt, hogy a paramé-
terek valtoztatdsa hogyan befolyésolja a hatdrrétegek vastagsdgat és a megoldds menetét. A
rendelkezésre 4116 pontokra baricentrikus Lagrange-interpolaciét alkalmaztunk, amelyhez egy
vektorizalt MATLAB kédot irtunk. A mellékelt MATLAB programok teljesen altaldnos tobb-
pontos peremérték-feladatok megoldaséra is alkalmazhatok.

Tovabbi célunk, hogy a (3.10) — (3.13) egyenleteket a hozzajuk tartoz6 peremfeltételekkel egy-
szer(isitések bevezetése nélkiil oldjuk meg spektrdlelem modszerrel. Ezzel a médszerrel remél-
hetdleg altaldnosabb feltételek esetén is ki tudjuk szamitani a megolddst. Célunk tovabba, hogy

a feladatot hatvanykozeg tipusu anyagegyenlettel is megoldjuk.

Koszonetnyilvanitas: A kutatds a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 azonosité szdmi Nem-
zeti Kivalésag Program — Hazai hallgatoi, illetve kutat6i személyi tdimogatést biztosité rendszer
kidolgozasa és miikodtetése orszdgos program cimi kiemelt projekt keretében zajlott. A projekt

az Eurdpai Uni6 tdmogatasaval, az Eurépai Szocidlis Alap tarsfinanszirozasaval valdsul meg.
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A. Baricentrikus Lagrange interpolacio

Jelolje a P, a legfeljebb n-edfoku polinomok terét. Az interpoléacids feladat megtaldlni azt

ap € P, polinomot, amely az f fiiggvényt interpoldlja az x; interpoldciés pontokban:

plz;))=f;, 7=0,...,n

A megoldds Lagrange-alakban:
plx) =Y filj(x),
5=0

ahol az /; Lagrange-polinom:

k=0 1 =k
Gle) = ty(m) = J i k=0,....n. (A.1)

H (z; — 1) 0, egyébként,

k=0

k#j

A baricentrikus Lagrange-interpoléacié gyorsasagarol és numerikus stabilitdsardl ismert [3] €s a

plz) = —F—— (A.2)
>
P
alakban 4ll el6, ahol f; (j = 0,...,n) az z; pontokban ismert fiiggvényértékek és w, az x;
pontokhoz tartozé sulyok a
1 .
wj; = — , 7=0,...,n. (A.3)
11— )
k=0

moédon szdmitva. Vélasszunk (A.2)-ben z-nek diszkrét értékeket: z°, !

yoo, M és a2 #
Vj,m esetén. A kovetkezOkben egy teljesen vektorizdlhaté médszert mutatunk be a p(z?),

p(xl), ..., p(a™) interpoldlt fiiggvényértékek kiszdmitasara. Legyen

wo wo ... _wo
20—z9g xl—29 M —xq
A= : : : : (A4)
Wn, Wn P Wn
20—z, zl-zy M —Ty
Az (A.2) szamlal6ja az [fy --- f.]A vektor-matrix szorzdssal szamolhatd, mig a nevez$ az A

oszlopainak Osszege. Végiil elvégezziik a szamlalo és nevezd vektordnak elemenkénti osztasat.

Egyes specidlis xg, x1, ..., T, pontokndl az (A.3) silyokra egyszerii formula szarmaztathato.
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Példaul a (6.2)-ben is hasznalt .
Tj = Cos il (A.5)

Chebyshev-rics esetén a stlyok:

, 1/2 j=0vagyj=n
wj = (=1)/8;, 0 = 2 o
1 egyébként

Altaldnos esetben, az (A.3)-beli siilyok a kovetkezdképpen vektorizalhaték. Vezessiik be az

xo xo o .. ‘,'EO
{E]_ x]_ PR xl

X=| . (A.6)
xn xn ... xn

matrixot, és annak transzponaltjat: Y = X7. A két matrix kiilonbsége, miutdn a féatlébeli 0

elemeket 1-re valtoztattuk:

1 To— X1 -+ Top— Ty
T — Xo 1 cee T — Ty, (A7)

Ty — Ty Tp—T1 --- 1

A j-edik (0 < j < n) sorban az elemek szorzata éppen az (A.3)-beli w; sily reciprokdt adja
meg. A fenti megkozelitéssel és a beépitett bsx fun segitségével a ciklus nélkiili kod 1étrehoz-
hat6 (lasd C fiiggelék). Az interpoldcié viselkedését jelzi a Lebesgue-konstans, ami értelmezés

szerint

p w121
rectan NSl
ahol || f]| = m[a>§] |f| és a P operdtor az f fiiggvényt a p interpoldciés polinomba 1épezi le. A
z€[a,

Lebesgue-konstans a Lagrange-polinommal kifejezve:

n

A, = ‘. A8
max 3 [£() (A8)
7=0
és ¢;(z) baricentrikus alakban:
Wi
T —
b)) = ——— (A.9)
W
0 T — Tk

Az (A.9) képletben a szamlalo diszkrét x = [2° z!...2™| értékekre az (A.4)-beli A matrix
elemeivel, nevezdje pedig annak oszlopOsszegeivel adhaté meg. Ha tehat a nevez8 sormatrixat

n-szer egymas ald frjuk és A-t elemenként osztjuk az igy kapott matrixszal, akkor /;(x;) = Bijg,
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7 2

g =0,....,n, k = 0,...,m vektorizdlva el6allithat6. Majd B oszloposszegeinek abszolut
értékének maximuma adja A,,-et. Ekkor azonban nem az = € [a, b]-re nézziik (A.8)-at, hanem

csak z;-re. Kisebb a szamitdsigény, ha a Lebesgue-konstanst becsiiljik. Barmely z;, (j =

0,...,n) interpoldciés alappontok esetén adhaté alsé korlat [3]:
N Joax fuj|

Egyes specidlis interpoldciés ponthalmazra 1étezik felsé korlat. A (6.2) Chebyshev-pontok
hasznalata elényos, mert A, csak logaritmikusan nd az interpolacids pontok szamanak nove-
1ésével [13]:

A, < %lg(n +1)+1. (A.10)

A fentebb ismertetett hatékony programozasi médszer és a Lebesgue-konstansra vonatkoz6 sza-

mitdsokat megval6osito6 MATLAB program a C fiiggelékben taldlhato.

B. MATLAB programok listaja

barint - n alappontra épiild baricentrikus Lagrange interpoldciét végez O(n?) miiveletigénnyel.
chebpoly - megadja az elsofaji Chebyshev-polinomokat.

chebintegral - kiszdmitja a Chebyshev-polinomok integraljait.

chebintmatrix - meghatirozza a Chebyshev integralé matrixokat.

FDweights - tetszdleges rdcson kiszdmitja a véges differencia sulyokat.

intmatgen - achebintmatrix-szel létrehozott integralé matrixokat kiegésziti az integra-
lasi dllanddkat tartalmazé blokkal.

matlab2PHClab - a bemenetet PHClab-bel kompatibilis formatumma alakitja.

C. MATLAB programok

barint.m
1 function [p x LebesgueConst] = barint2(xj,fj,varargin)
2 $BARINT Perform barycentric Lagrange-interpolation.
3 [P X] = BARINT (XJ,FJ) returns the interpolated function values at the
4 default points determined by vector X based on the known points (XJ,FJ).
5 [P X] = BARINT (XJ,FJ,X) returns the interpolated function values at X
6 based on the known points (XJ,FJ).
7 [P X] = BARINT (XJ,FJ,X,...) returns the interpolated function values at

X based on the known points (XJ,FJ) and using properties given below.

The XJ,FJ pairs, or XJ,FJ,X triples, can be followed by parameter/value

0 o o o o o o° o° o°

pairs to specify additional properties.

5}
o

Valid property/value pairs include
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o

o

Property Value/{Default} Description

o

ol

isCheb logical scalar {false} XJ forms a Chebyshev-grid

o\

Lebesgue none | est {est} Estimation of the Lebesgue-constant

o\

o

If isCheb is true, an explicit algorithm is used to compute the weights.

o

If Lebesgue is 'none', the Lebesgue-constant is not estimated. When set

o

to 'est', a lower bound is provided and if isCheb is true, then an

o

upper bound is also given.

o

o

See also POLYFIT, POLYVAL

o

The algorithm is based on the article

o

Berrut, J.-P. and Trefethen, L. N.: Barycentric Lagrange Interpolation,
SIAM Rev., vol. 46, no. 3, pp. 501-517, 2004

oo e

o

Zoltan Csati
2014/04/12

o

% Handle inputs

validateclass = @ (y)validateattributes(y, {'logical'}, {'scalar'});
equiGrid = @(y)linspace (min(y),max(y),2+numel (y));

pars = inputParser;

pars.addRequired('x]j', @isvector);

pars.addRequired('fj', @isvector);

pars.addOptional ('x', equiGrid(xj), @isvector);

pars.addParamValue ('isCheb', false, validateclass);
pars.addParamValue ('Lebesgue', 'est', Q(y)any(strcmpi(y,{'none','est'})));
pars.parse (xJj, fj,varargin{:});

% Extract the required components from the Results structure

X = pars.Results.x;

isCheb = pars.Results.isCheb;

Lebesgue = pars.Results.Lebesgue;

o

% Transpose vectors xj,fj,x if necessary

if size(x,2) == 1 % x is a column vector
X = x."; % x must be a row vector

end

if size(fj,2) == 1 % £j is a column vector
fj = £3.'; % £j must be a row vector

end

xj = xj(:); % force xj to be a column vector

o

% Calculate the weights
if logical(isCheb) % use the Chebyshev-grid

n = numel (£3)-1;

o= (0:n)';
wj = (=1).7%3; wi(l) = 1/2*wj(l); wj(n+l) = 1/2+wj(n+l);
else
n = numel (£7);
X = xj(:,ones(l,n)); % same as X = repmat (xj,1,n), but faster
sub = X-X.';
sub (logical (eye(n))) = 1; % change the diagonal entries from 0 to 1

o

wj = prod(sub,2); % take the product along the rows
wi = 1./wj;
end

% Perform barycentric interpolation

A = x(ones(length(xj),1),:); % equivalently, A = repmat (x,length(xj),1);
A = bsxfun(@minus, A, xj);

A = bsxfun(Q@times,1./A,wj);

counter = fj*A;

denominator = sum(A);

p = counter./denominator;
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76
71
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97

o

If xj and x overlap each other for some data points, the formula divides
% by zero and the solution in NaN. It does not affect visualization since
MATLAB ignores NaN values.

NaNoccurred = isnan(p);

o

if any (NaNoccurred)

warning ('MATLAB:divisionByZero',

'There is(are) %d overlapping data point(s).', sum(NaNoccurred));

end
% Return the Lebesgue constant
n = length(x7j);
switch Lebesgue

case 'none'

LebesgueConst = [];
case 'est'

lowerBound = 1/ (2%n"2)+*max (abs(wj))/min(abs (wj));

upperBound = [];
if isCheb
upperBound = 2/pixlog(n+l)+1;
end
LebesgueConst = [lowerBound upperBound];
end
end

chebpoly

—

DS Y B N SR Y

function C = chebpoly (n)
%$CHEBPOLY Chebyshev polynomials of the first kind.
C = CHEBPOLY (N) returns the Chebyshev polynomials of the first kind

o

ol

from degree 0 to N

o\

o

See also CHEBDERIVATIVE, CHEBINTEGRAL

o

Zoltéan Csati

% 2014/03/03
C = cell(n+1,1); % use cell array because of the different matrix sizes
C{l} = 1; $ T 0 =1
c{z} = [1 0]; $ T_1 =x
for k = 3:n+1 % T_n = 2xXT_n-1 - T_n-2
C{k} = [2xC{k-1} 0] - [0 O C{k-2}1;
end

chebintegral

©® N L R W N

function I = chebintegral (n,p)
%$CHEBINTEGRAL Integrals of the Chebyshev polynomials of the first kind.
% I = CHEBINTEGRAL(N,P) returns the first P integrals of the Chebyshev

o

polynomials of the first kind from degree 0 to N. The k-th row stores

% the polynomials of degree k-1, the m-th column stores the m-th integral

o

of the polynomials.

o

o

See also CHEBPOLY, CHEBDERIVATIVE, POLYINT
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Zoltan Csati
2014/03/28

= 3
o oo

13 I = cell(n+l,p+l);

=
o

Calculate the Chebyshev polynomials

15 C = chebpoly(n);

I(:,1) = C;

17 % Calculate the integrals of the Chebyshev polynomials
18 for mColumn = 1l:p+1

19 if mColumn == 1 % integrate the Chebyshev polynomials

20 I(:,2) = integrate_polynomials(C,n);

21 else % integrate the previous column

22 I(:,mColumn) = integrate_polynomials(I(:,mColumn-1),n);
23 end

24 end

25 end

26

27 function I integrate_polynomials (polynomial, n)
28 % Integrates polynomials of degree n given as a cell array.
29 I = cell(n+l,1);

30 for nRow = l:n+1

31 I{nRow} = polyint (polynomial {nRow});
32 end
33
34 end
. .
chebintmatrix
1 function I = chebintmatrix(n,p)

$CHEBINTMATRIX creates the Chebyshev integration matrices.
I = CHEBINTMATRIX(N,P) creates the integration matrices of order 0 to P

o

o

relying on the Chebyshev-grid with N degrees. The k-th column in a fixed

o

third dimension stores the k-1-th Chebyshev polynomial evaluated at the

Chebyshev points. The order-th element along the third dimension

o

represents the polynomial integrated order-1-th.

o

N = Y B S VR N ]
o\

o

See also CHEBPOLY, CHEBINTEGRAL

Zoltéan Cséati
2014/03/28

o

5}
o°

14 x = cos(pix(0:n)/n); % zeros of the Chebyshev polynomials
15 % Calculate integrals

16 integral = chebintegral (n,p);

17 % Evaluate them at the Chebyshev points

18 I = zeros(n+l,n+l,p+l);

19 for order = 0:p

20 for k = 1l:n+l

21 I(:,k,order+l) = polyval (integral{k,order+l},x);
22 end

23 end

43




FDweights

DS Y B N VO )

function weights = FDweights (maxder,grid, x0)

$FDWEIGHTS Calculates the finite difference weights on arbitrary grids.

3
S
3
S

o
S

2 o0 oo oo oo oo oo oo o

o

o

o

N =
cl

WEIGHTS = FDDERIVATIVES (MAXDER, GRID,X0) computes the weights in compact
finite difference formulas for the derivatives from the 0-th to the
MAXDER-th order at X0 on one-dimensional GRID with arbitrary spacing.
WEIGHTS (K,M,N) returns the N-th weight for the K-th derivative at

X0 based on a subset of GRID.

WEIGHTS (K, end,N) returns the N-th weight for the K-th derivative at

X0 based on all points of GRID (recommended) .

The minimum accuracy is of order numel (GRID)-K if one uses the
recommended case.
The algorithm is based on the article

Fornberg, B.: Generation of Finite Difference Formulas on Arbitrary

Spaced Grids, Mathematics of Computation, vol. 51, no. 184, 1988

Zoltéan Cséati
2014/03/30

grid = sym(grid);

numel (grid)-1;

=1;

weights = zeros (maxder+1l,N+1,N+1);

weights(1,1,1) = 1;
% weights = sym(weights);
for n = 1:N
c2 = 1;
for nu = 0:n-1
c3 = grid(n+l) - grid(nu+l);
c2 = c2*xc3;

end

if n <= maxder

weights (n+l,n+1,nu+l) = 0;
end
for m = 0:min (n,maxder)
if m==
weights (m+1,n+1,nu+l) = (grid(n+1)-x0)*weights (m+1,n,nu+l)/c3;
else
weights (m+1,n+1,nu+l) = ((grid(n+l)-x0)+weights (m+1l,n,nu+l) -
m*weights (m, n,nu+l)) /c3;
end
end

end

for m = 0:min (n,maxder)

if m==
weights (m+1,n+1,n+l) = cl/c2*(-(grid(n)-x0)*weights (m+1l,n,n));
else
weights (m+1,n+1,n+l) = cl/c2x (m*weights (m,n,n) -
(grid(n) -x0) xweights (m+1,n,n));
end
end
cl = c2;
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intmatgen

1 function intmatrices = intmatgen (n,maxder,derivatives)

2 SINTMATGEN extends the integration matrices with the integration constants.
3% INTMATRICES = INTMATGEN (N) amends the integration matrices from order 0
4 % to 2 with the submatrices of the integration constants using N+1

5 % Chebyshev points where maximum order of the derivative occurring in the
6 % differential equation is 2.

7% INTMATRICES = INTMATGEN (N,MAXDER) amends the integration matrices from
8 % order 0 to MAXDER with the submatrices of the integration constants

9 % using N+1 Chebyshev points where maximum order of the derivative

10 % occurring in the differential equation is MAXDER.

1nm % INTMATRICES = INTMATGEN (N,MAXDER,DERIVATIVES) amends the required
12 % integration matrices given by the vector DERIVATIVES with the

13 % submatrices of the integration constants using N+1 Chebyshev points
4 % where maximum order of the derivative occurring in the differential
15 % equation is MAXDER.

6 %

17 % See also CHEBPOLY, CHEBINTEGRAL, CHEBINTMATRIX

18

9 % Zoltan Csati

20 % 2014/03/28

22 % Handle input

23 1if nargin < 2

24 maxder = 2;

25 derivatives = [0 1 2];

26 elseif nargin < 3

27 derivatives = 0O:maxder;

28 end

29 % Generate Chebyshev points and the integration matrices
30 I = chebintmatrix(n,maxder);

31 X = cos(pix(0:n)/n)";

32 intmatrices = zeros (n+l,n+1,numel (derivatives));

33 for idx = l:numel (derivatives)

34 k = derivatives (idx);

35 ind = 1:k;

36 templ = bsxfun (@power, x,k-ind);

37 temp2 = bsxfun (Qtimes,templ, 1./ (factorial (k-ind)));

38 numberOfColumns = size (temp2,2);

39 if numberOfColumns ~= 0

40 intmatrices (l:n+l,n+2:n+l+numberOfColumns, idx) = temp2;
41 intmatrices(l:n+l,1:n+1,1idx) = I(:,:,derivatives (idx)+1);
42 else

43 intmatrices(l:n+1l,1:n+1,idx) = I(:,:,1);

44 end

45 end
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matlab2PHClab

DS Y B N VO )

function T = matlab2PHClab (F)
$SMATLAB2PHC converts a system of equations to a PHClab-compatible format.

o

T = MATLAB2PHC (F) converts a system of equations given by a symbolic

o

vector F to a cell array of strings T that can be processed by PHClab.

o

% Example:

% A = rand(3,3);

B x = sym('x"', [3,1]);

% equation = Axx - x.”2 - ones(3,1); % nonlinear system of equations
% s = solve_system(T); % solve_system is a function of PHClab

o

o

See also VPA

o

Description: PHClab is a collection of scripts which call PHCpack from

o

within a MATLAB or Octave session. PHCpack is a software package for

o

Polynomial Homotopy Continuation, to numerically solve systems of

o

polynomial equations.

o

Algorithm: PHClab does not allow divisions and parentheses. They can be

o

removed by evaluating the expression using variable precision arithmetic.

o

Reference:

o

Guan,Y. and Verschelde, J.:
PHClab: A MATLAB/Octave Interface to PHCpack, 2007

oo oo

o\

Zoltéan Csati
2014/03/16

o

% Expand the expression

F = expand(F);
T = cell(size(F));
% Evaluate the expression using variable precision arithmetic and replace
% the possible "x10"(...)" syntax with the scientific notation
for k = 1l:numel (F)

T{k} = vpa(F(k),12); % use 12 significant digits

T{k} = char(T{k});

T{k} = strrep(T{k}, '*', '"%x');

T{k} = strrep(T{k}, "*10xx(","E");

T{k} = strrep(T{k},")","");
end
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