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Absztrakt

Napjainkban fontos szerepet tolt be a nagy foglalkoztatasi 1étszammal rendelkezé val-
lalatoknal a munkavallalok feladatainak az adott tervezési idészakra vonatkozé koltséghaté-
kony iitemezése, miiszakokhoz valé hozzarendelése. A legtobb esetben ezek a miiszakok nem
azonos hosszusaguak, igy egyes emberek kevesebbet, mig méasok tobbet dolgoznak adott id6-
szak alatt. Altalaban a vallalat az alapbér mellett a taloraért egy bizonyos tiloraszorzoval
megnovelt talorabért fizet a munkavallald részére. A koltség, melyet minimalizalni szeret-
nénk, az alul- és talfoglalkoztatottsag mértekébdl adodik. A teljesitenddé miiszakok 6sszmun-
kaideje segitségével az elvart munkaiddket ismerve eldre becsiilhetjiik, hogy milyen ember-
szam mellett lesz az alul- és tulfoglalkoztatottsag minimalis. Az emberszdm és az 6sszmunka-
1d6 segitségével szamolhatunk egy elméleti als6 korlatot. Mindezek mellett a megolddsnak
meg kell felelnie a torvényileg eldirt szabalyoknak is, amelyek tobbek kozott a szabadnapok
kiosztasanak gyakorisdgara ¢€s a heti maximalis munkaidd értékére vonatkozd kritériumokat
tartalmaznak.

A fenti korlatozo tényezoékkel definialt feladat NP teljes, igy egzakt megoldasok csak
kisebb méretli problémak esetében lehetségesek. A gyakorlati életben jellemzd problémak
azonban jelentds méretli feladatokat definialnak: a miiszakkiosztast gyakran tobb szdz mun-
kavallalo részére és jellemzOen 1-3 hoénapos idészakra vonatkozodlag kell megvaldsitani.
Mindezeken tul, a valds kornyezetben valo felhaszndlds sordn az elvart futdsidé néhany perc-
tdl néhany oraig terjed, ezért alkalmazds-orientdlt megoldas altalaban csak heurisztikdk hasz-
nalataval érhetd el.

Megoldasként egy kétlépéses grafszinezési algoritmust valositottunk meg. Az algorit-
mus eldszor kiosztja a szabadnapokat, majd felépit egy grafot, melynek csucsait az elvégzen-
d6é miiszakok alkotjak, két cstics kozott pedig akkor van €1, ha a két miiszak nem oszthato ki
ugyanazon ember szamara. Az eljaras eldszor egy becslést hajt végre az emberszamra vonat-
kozolag a munkaiddk alapjan, majd ezzel az ,,emberhalmazzal” kiszinezi a grafot mohé mo-
don. Végiil egy tabukeresés segitségével atszinezi a grafot ugy, hogy csokkenjen a kdltség.

Az algoritmust mesterségesen generalt és valds inputokon teszteltiik, a modszert 6Sz-
szehasonlitottuk egészértékli programozasi feladat altal adott eredményekkel kisméretii fel-
adatok esetén (napi miiszakok maximalis szdma 50). Végeredményként megéllapithatjuk,
hogy egy viszonylag nagyméretii bemenet esetén is (napi miiszakok maximalis szdma 200) az
algoritmusunk legtobb esetben elérte az elméleti also korlatot, és futdsidében is elfogadhatd

értékeket produkalt.



Bevezetés

A miszakkiosztasi feladat, mint probléma, a vald életben sok helyen jelen van. A
probléma lényege, hogy bizonyos elére meghatarozott elvégzendd feladatokat fedjiink le lehe-
téleg kevés szdmu emberrel tigy, hogy az emberek foglalkoztatottsdga hatékony legyen, és a
megoldasunk megfeleljen bizonyos teriilet-specifikus megkotéseknek.

Maga az alapprobléma sok felhasznalasi teriiletre altalanosithat6. EImondhatjuk, hogy
szamos olyan helyen alkalmazzak, ahol embereket foglalkoztatnak az egyes vallalatok, illetve
allami intézmények. Jellemz6 teriiletek a kozlekedési tarsasdgok emberiitemezése, a call cen-
terek miuszakbeosztasa, és a korhazi névérek miiszakokba torténd beosztasa. Ezeken a terile-
teken a dolgozok iitemezése NP teljes feladat [1]. Ebbd], és a feladat sajatossagaibol adédoan
a probléma egészértékii programozasi feladatként torténd megoldésa a valos felhasznélas so-
ran elfogadhat6 futdsiddket csak ritkdn produkal. Célom a dolgozat sordn az volt, hogy a fu-
tasidok szempontjabol hozzam létre az egészértékli programozasi feladat egy valos alternati-
vajat a problémara. Az algoritmus létrehozasa soran a kozlekedési tarsasagok buszvezetdinek
miiszakkiosztasaval foglalkoztam, és erre a problémara adtam egy heurisztikus megoldé mod-
szert. Az algoritmus kezdetben harom el6készit6 fazist hajt végre, azonban a megoldast az ezt
kovetd két 1ényegi fazis soran alakitja ki. Az el6készitd fazisok alatt az algoritmus becsiil egy
emberszamot a munkaiddk alapjan, felépit egy grafot, valamint kezdeti szabadnapmintakat
general minden egyes dolgozd szdmara. Az ezt kovetd elso 1ényegi fazisban egy grafszinezést
valdsit meg, mellyel egy kezdeti megoldas jon létre. A méasodik 1ényegi fazis soran a kezdeti
megoldas segitségével egy lokalis keresd algoritmus atszinezéseket végez a grafon, melynek
eredményeképpen javit a kezdeti megoldasunkon.

A dolgozatomban ezt a problémara adott heurisztikus megkdozelitést fogom ismertetni
¢és Osszehasonlitani a probléma egészértékli programozasi feladatként torténd megoldasaval,
kisméretli bemenetek esetén. A tovabbiaknak bemutatom a miiszakkiosztasi probléma alkal-
mazasi teriileteit, valamint a problémat ¢s annak hatterét a valos felhasznalas soran. Ezutan az
egészértékli programozasi feladat modellje, valamint a heurisztika 1épései keriilnek ismerte-
tésre. A tesztelés soran az egészértékli programozasi feladat és az algoritmus altal elért ered-

ményekrdl szamolok be generalt, valamint valds kdrnyezetbdl szdrmazo bemeneteken.



1 A miuszakkiosztasi probléma, mint optimalizalasi feladat

1.1 A miiszakkiosztas egyes alkalmazasi teriiletei

Napjainkban a miiszakkiosztasi feladat az ipar egyre tobb szegmensében jelen van,
Leggyakrabban kozlekedési vallalatoknal, ahol az egyes teljesitendd jaratokhoz kell hozza-
rendelni adott mennyiségl és képzettségli embert. Az alapfeladat kiilonboz6 fajtai megtalalha-
toak olyan teriileteken is, mint korhazi alkalmazottak titemezése, vagy call centerek miiszak-
beosztasa. A miiszakkiosztasi feladatot altalaban egymast kovetd napok sorozatdra végezziik,
amit fervezési idészaknak neveziink. Ez altalaban 1-3 honap hossziisagu, mely idoszak alatt
minden napon adott egy munkavallalo altal elvégzendo feladat, amelyet miiszaknak neveziink.
A feladat soran a rendelkezésre all6 munkavallalokat kapjuk meg, amely azt hatarozza meg,
hogy a megoldas soran maximalisan mennyi embert foglalkoztathatunk. A feladatban a fel-
hasznalhaté munkavallalokat és azok halmazat emberhalmaznak nevezziik. A megoldasunk-
kal szemben elvart, hogy megfeleljen bizonyos torvényileg eldirt elére megadott szabalyok-
nak, melyek meghatarozzak, hogy az emberek milyen méodon lehetnek a miiszakokra beoszt-
va. Ezeket a feltételeket illetve szabalyokat korldtozo tényezoknek nevezziik. Mivel egy ember
nem dolgozhat a tervezési idoszak minden napjan, ezért az erre vonatkozo6 korlatozo tényezék
szerint szabadnapokat kell szamara kiosztanunk. A tervezési idészakunk altalaban honapokra
van osztva. Ezen honapokra egyesével kiszamolhatd a hétkdznapok szama, amely meghata-
rozza, hogy egy munkavallal6tol mennyi ledolgozott napot varunk el. Ezeket a napokat ssze-
foglalva elvdrt munkanapoknak nevezziik. Az alapfeladat 1ényegében az, hogy az elére meg-
adott emberhalmazt felhasznalva adjunk egy hatékony megoldast, és teljesitsiik az 6sszes mi-
szakot ugy, hogy minden miiszakra osszunk ki pontosan egy embert, és a kapott megoldasunk
teljesitse az elore definilt korlatozd tényezdket minimalis koltséggel. Ez kevés dolgozo ese-
tén viszonylag konnyen, akar kézzel is elvégezhetd feladat. Azonban, mivel altalaban a valla-
latok illetve allami intézmények sokszor tobb szaz személyt foglalkoztatnak, rendkiviili mo-
don komplexé valhat a probléma.

A korlatoz6 tényezok alkalmazasi teriiletenként eltéréek lehetnek. Minden egyes terii-
leten jelen vannak olyan szabalyozasok, melyek el6irjak, hogy két elvégzett miiszak kozott el
kell telnie egy meghatarozott pihendidének. Tehat, ha esti miiszakot végez egy dolgozo, ak-
kor masnap reggelre ne osszak be dolgozni. Megjelennek olyan térvényileg el6irt szabalyoza-
sok is a feladatban, amelyek megkovetelik, hogy adott munkavallalonak egy tervezési idészak
alatt (1-3 honap) minimalisan mennyi szabadnapot koteles kiosztani a munkaltato, illetve ezek

a szabadnapok hol és hogyan keriilhetnek kiosztasra. Altalanossagban elmondhat6 a korlatozo



tényezOokrol, hogy az elébb emlitettek majdnem minden alkalmazasi teriileten megjelennek.
Azonban, attdl fiiggben, hogy mely munkateriiletre kivanunk miiszakokat kiosztani, jelen le-
hetnek teriilet-specifikus szabalyok is. Ezek altalaban két csoportba sorolhatok. Azokat, ame-
lyeket semmilyen esetben nem szeghetiink meg a megoldasunk soran Hard Constraint-ként
definialja a szakirodalom. Amelyeket bizonyos esetekben megszeghetiink, Soft Constraint-
nek nevezik. A kdvetkez6kben ismertetni fogom a probléma egyes teriileteken fellelhetd val-
tozatait.

A repiil0gép tarsasagok pilotailitemezése soran felmertilhetnek olyan korlatozo ténye-
z0k, melyek egyes repiildgéptipusok vezetését bizonyos képzettséghez kotik. Tehat a pilotak
koziil legalabb egynek rendelkeznie kell a megfeleld képesitéssel a jarat elvégzéséhez. Itt
minden egyes jarathoz altalaban két pilotat osztanak be gy, hogy egy kapitany és egy ma-
sodpilota teljesit szolgalatot. Tovabba a jaratok sokszinliségébdl adoddan eldtérbe keriil az a
probléma, hogy az egyes miiszakok hossza jelentdsen eltérhet egymastol. [2,3]

Szintén kozlekedési tarsasagok altal hasznalt teriilethez tartozik a buszvezetdk liteme-
zése, mely nagyon hasonlo a pilétaiitemezés problémajahoz. Annyi a kiilonbség, hogy itt leg-
tobb esetben nincs képzettséghez kotve egy adott miiszak teljesitése. Ezzel szemben viszont
sokkal Osszetettebb szabalyrendszernek kell megfelelnie a megoldasnak. Példaul, mas szabaly
vonatkozik valakire, ha 50 km alatti, vagy 50 km feletti jaratokat teljesit a miiszak soran. Ezen
a teriileten altalaban a buszvezetdk szolgalatot teljesitenek a nap soran. Azt az idét, amely
alatt szolgalatban vannak, szolgdlati idének nevezziik. A szolgalati idén beliil kiilonb6z6 te-
vékenységeket kell folytatniuk, melyeknek csak egy része szamit bele az elszamolt idejiikbe,
ami alapjan a bériiket kapjak. Ezt a szolgalati id6n beliili id6t, mely altalaban kevesebb, mint
a teljes szolgalatban toltott id6, munkaidének nevezziik. Minden buszvezet6 rendelkezik egy
szerzddéssel, ami kifejezi, hogy napi atlagban mennyi munkaidét varnak el t6le. Ehhez kap-
csolédoan meg kell emliteniink még az elvart munkaidét, amit ugy kapunk meg, hogy a terve-
z¢si 1d0szak alatti elvart munkanapok szdmat megszorozzuk az adott dolgozo6 szerzddéstipu-
saval. Amely munkavallal6é az elvart munkaidején feliil dolgozik tilfoglalkoztatottnak, mig
ezt a munkaidét el nem éré dolgozot alulfoglalkoztatottnak nevezziik. Meg kell emliteni, hogy
ha egy buszvezeté munkaideje meghaladja a szerzédése szerinti elvart munkaidejét a tervezési
1d6szak alatt, akkor az ezen feliili i1dOt ruloranak nevezziik, mely utan egy tuloraszorzoval
megnovelt tulorabért kell fizetni szamara. Itt jelen lehetnek olyan, tigynevezett o0sztott miisza-
kok, melyek a szolgalati idon beliil tobb munkaid6é-részre vannak osztva, vagyis egy buszve-
zetének a napi munkaidejét két vagy tobb részletben kell teljesitenie. Ezen teriilet sajatossaga-

ibol adodik, hogy 1éteznek ilyen osztott miiszakok, mivel a nap folyaman az elvégzendd ese-



mények eloszlasa nem szabalyos, hanem 4&ltaldban a délelétt és a délutan folyaméan van tobb
teljesitendd jarat. Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy jellemzden a kézlekedési tarsasagoknal
a miiszakok nem egyforma hosszuak, igy egy adott emberszam mellett el6fordulhat, hogy mig
egy dolgozo jelentésen talfoglalkoztatott, addig egy masik ugyanannyi munkanappal az elvart
munkaidejét sem teljesiti. [4—6]

A korhazakban altalaban a ndvérek beosztasanal fordulhat el6 ez a probléma. Itt a re-
pulétarsasdgokhoz hasonldan szintén korlatozé tényezoként jelentkeznek az egyes miiszakok
altal megkovetelt képzettségi szintek. A dolgozok ezen a teriileten tigynevezett valtasokban
dolgoznak, és ezek mentén kell elosztani a ndvérek kozott a miiszakokat. Jellemzden ezek a
valtasok reggeli, délutani és éjszakai idészakokban vannak. Ezen a teriileten egy dolgozé mii-
szakja teljes egészében munkaiddként van elszamolva, igy itt a lényeg, hogy milyen felhasz-
nalt névérszam mellett oldjuk meg a feladatot. [7,8]

A call centerek iitemezésekor figyelembe kell venni, hogy a szolgaltatds mindsége ér-
dekében megfeleld szamu operatornak mindig rendelkezésre kell allnia, hogy a bejovo hiva-
sok minden esetben kezelhetek legyenek. Itt a legnagyobb problémat az jelenti, hogy opti-
malis esetben az operatorok foglaltsaga kozel teljes legyen, azonban a legtobb esetben a ter-
heltség elére nem josolhato meg. [9,10]

Ezekkel a teriiletekkel foglalkozo vallalatok és intézmények életében fontos szerepet
tolt be, hogy a dolgozodikat koltséghatékonyan foglalkoztassak, illetve lehetdség szerint mini-
malis szam® emberrel végeztessék el a sziikséges iddszakra tervezett miiszakokat. A munka-
adonak egy alapbért mindenféleképpen ki kell fizetnie, akkor is, ha a munkavallal6é nem telje-
sitette az alapbérben foglalt elvart munkaidét, illetve az ezen feliil ledolgozott id6ért tulora-
bért is koteles kifizetni. Ez felesleges koltségként jelentkezik a vallalat életében. Ezekben az
esetekben jelenthet jelentés koltségmegtakaritast, ha hatékonyan 0sztjuk szét az embereket a
miiszakok kozott. Altaliban az alulfoglalkoztatottsag és a tulfoglalkoztatottsag mértékét kell
minimalizalnunk ugy, hogy mindemellett a lehetd legkevesebb dolgozoval oldjuk meg a fel-
adatot, tovabba jelen lehetnek a megszeghetd korlatozasok az ugynevezett soft constraintek,
amelyeknek a betartottsdga szintén megjelenhet a koltségben.

A dolgozatban kizarélag a buszvezetdk ilitemezésének problémajaval foglalkozom, és
erre adok egy heurisztikus megoldé modszert. Ismertetem a busztarsasagok kozlekedésiiteme-
zésének a felépitését, és a problémat elhelyezem ebben a kornyezetben. Rendelkezni fogok
erre a terliletre jellemz6 korlatozo tényezokkel €s definialom, hogy e probléma esetén mely

tényezokre kell odafigyelni ahhoz, hogy hatékony legyen a buszvezetdk foglalkoztatasa.



1.2 Tomegkozlekedés optimalizalasa

A tomegkozlekedés optimalizalasa teriiletén az egész probléma legtobb esetben tobb
fazisbol épiil fel. Tekintsiik a kovetkezd négy fazist, melyek részletesebb ralatast biztositanak
az altalam targyalt problémara, és elhelyezik azt a busztirsasdgok iitemezési problémai ko-
zott, melynek a fazisai a kdvetkezok:

e Jarmiivek litemezése

e Jarmii-hozzéarendelési feladat
e Jarmiivezetdk litemezése

e Miiszakkiosztas.

Jarmiivek iitemezése: Ezen fazis keretein beliil a tervezési idoszakra adunk egy jarmu-
litemezést. A busztarsasag kezdetekben menetrendekben meghatarozza az elvégzendé jarato-
kat. Minden tarsasag rendelkezik egy gépjarmiiparkkal, melyek depokba vannak sorolva a
tulajdonsagaik alapjan. Meghatarozott, hogy bizonyos jaratokat csak bizonyos tulajdonsagok-
kal rendelkez6 gépjarmiivek végezhetnek el. Ezeket felhasznalva a fazis soran az a cél, hogy a
jarmivek egy csoportjaval lefedjiik az elvégzendd jaratok halmazat minimalis koltség mellett.
Konkrét gépjarmiiveket e fazis keretén belill nem rendeliink az egyes jaratiitemezésekhez.

Jarmii-hozzarendelési feladat: A fazis feladata az, hogy az el6z6ekben meghatarozott
jarmiiiitemezésekhez konkrét jarmiiveket rendeljiink tgy, hogy teljesithetéek legyenek az
adott jaratok. Ehhez sziikségiink van arra, hogy minden egyes jarmi szamara tankolasokat,
karbantartasokat és parkolasokat osszunk ki az elvégzend jaratok kozott.

Jarmiivezetok iitemezése: A probléma keretén beliil az el6z6 fazisokban meghatarozott
jarmiiitemezésekhez hozunk létre azokat teljesitd vezetdiitemezéseket. Ez 1ényegében azt
jelenti, hogy az el6z6 fazis eszk6zeseményeit (jaratok, tankolasok stb.) rendezziik ember altal
elvégezhetd miiszakokba. Ebben a fazisban hozzuk létre a feladatunk bemeneteként szolgalo
miiszakokat. Minden miiszak kiilonb6z6 eseményekbdl all, melyeket el kell végezni ugy,
hogy bizonyos eldirt egy napra vonatkozo szabalyokat be kell tartani.

Miiszakkiosztas: A fazis sordn az el6zdekben létrehozott miiszakokhoz fogunk kiosz-
tani konkrét buszvezetket. Ezen rész folyaman altalaban nem foglalkozunk a miiszakokon
beliili egyes eseményekkel, mivel egy miiszakot teljes egészében egy dolgozonak osztunk ki a
megoldas soran. A dolgozat soran ezt a fazist fogom részletesebben ismertetni.

Meg kell emliteniink, hogy a szakirodalomban 1éteznek ezeket a fazisokat kombinald
optimalizalasi modszerek is. Tobbek kozott kezelhetdek egyben a jarmiivezetdk vezénylése és

iitemezése fazisok, valamint kombinalhat6 a jarmiivek €s emberek ilitemezése is. Altalanos-



sagban a kombinalt modszerekrdl elmondhatd, hogy az tlitemezések ily modon torténd meg-
kozelitése hatékony megoldéast ad ugyan, de ezen a modon torténd optimalizalds szamitdsi
igénye magas. llyen, a probléma kombinalt modon torténé optimalizalasara ad példat a kovet-
kez6 szakirodalom.[11] A gyakorlatban, ahol altalaban nem allnak rendelkezésre hatékony

optimalizal6 eszkozok a fazisokat kiilon kezelik.

1.3 Miiszakkiosztasi feladat

A feladat az, hogy adott egy emberhalmazunk, amely legyen C. Ennek segitségével el
kell végezniink eldre meghatarozott miiszakokat, melyek halmazat jeldlje S. A miszakjaink
adottak, ugyantgy, mint a felhasznalhat6 emberek halmaza. A feladat megoldasa soran a cél,
hogy a miiszakokat le kell fedniink az emberekkel, tehat legyen f = S — C egy hozzarende-
1¢s, melynek sordn a miiszakokat lefedjiik a jadrmiivezetdkkel. Vagyis az elére megadott em-
berhalmazt felhasznalva adjunk egy hatékony megoldast ugy, hogy minden miiszakra ponto-
san egy embert osszunk ki. A megoldasnak meg kell felelnie bizonyos korlatozé tényezéknek,
melyek kozlekedési tarsasagonként eltérdek lehetnek. Léteznek specifikusan erre a teriiletre
vonatkoz6 altalanos szabalyok, melyeket minden tarsasagnak be kell tartani. Ezek a szabalyok

[12] a kdvetkezok:
Szabadnapokra vonatkozo szabalyok:

e Az egy honapban kotelezéen kiadandd szabadnapok szama szabalyozva van. A
torvény eldirja, hogy egy buszvezeté szamara legalabb 4 napot kotelesek va-
gyunk kiadni egy honap alatt. Ezt jelolje RD.

e Legfeljebb 6 nap folyamatos munkavégzés utan szabadnapot kell kiadnunk az

adott buszvezet6 szamara. Ezt jelolje WD .
Pihenéidére vonatkozo szabaly:

e Egy dolgoz6 nem kaphat egy nap két miiszakot és az egymast kovetd miiszak-
jai kozott legalabb 12 ora pihen6idot kell hagynunk. Ez azt jelenti, hogy ha egy
buszvezetd elvégzett egy adott miiszakot, utana 12 6ran keresztiil nem kezdheti

el a kdvetkezd miiszakjat.



Munkaidére vonatkozo szabaly:

e A heti maximalis munkaidé nem lehet 48 6ranal tobb. Jelolje WT. Ez azt jelen-
ti, hogy egy héten egy buszvezetd altal elvégzett miiszakok munkaidejének az

Osszege nem lépheti tul a torvényileg eldirt értéket, mely esetlinkben 48 ora.

Ezen szabalyokon feliil minden egyes busztarsasag rendelkezhet specifikusan sajat magara
szabott szabalyokkal, azonban mivel ezek altalaban minden tarsasagnal kiilonb6zéek, a dol-
gozat keretén beliil ezeket nem targyalom. Probalok viszont egy olyan heurisztikus megoldast
adni a problémara, amely keretében a korlatoz6 tényezdok rugalmasan bdvithetdek.

Tekintsilik az elvégzendd miiszakokat. Egy ilyen muszak ténylegesen tobb kiillonbdzo
eseménybdl all, melyek eldirjak az adott jarmiivezetdnek, hogy a szolgalati ideje alatt mely
feladatokat kell teljesitenie, és mekkora munkaid6 keriil elszamolasra. Mivel egy adott hosz-
szusagu tervezési iddszakra szeretnénk a kiosztast elvégezni, ezen idészakon beliil minden
egyes miiszakot fel kell venni egy adatszerkezetbe a megfelel6 tulajdonsagokkal. Ezek a tu-
lajdonsagok a kovetkezdk:

e datum

e kezdésiidd

e befejezési id6

¢ munkaidd
A datum azt jelenti, hogy a tervezési id6szak melyik napjan van az elvégzend6 miszak. A
tervezési idOszak hosszat jeldlje esetiinkben L. A kezdési €s a befejezési 1d6 egy percben adott
érték, mely meghatarozza, hogy a nap mely percében kezdddik és végzddik a buszvezetd mi-
szakja. Végiil a munkaidé kifejezi, hogy a dolgozo szolgalati idejébdl mennyi id6 telik tény-
legesen munkaval. Meg kell jegyezniink, hogy a munkaidd a legtobb esetben nem egyenld a
kezdési és befejezési id6 kozott eltelt idével, azaz a szolgalati id6vel, mivel jelen lehetnek a
fentebb targyalt tigynevezett osztott miiszakok, tovabbd a miiszakban lehetnek, ugynevezett
holtid6k, melyek nem szamitanak bele egy dolgozé munkaidejébe.

A cél megoldast adni a problémara, mellyel szemben elvart, hogy megfeleljen a korla-
tozo tényezdinknek, tovabba minimalis legyen a koltsége. A probléma ¢€s a koltség megérté-
s¢hez tekintsiik eldszor a buszvezetdk halmazat, akik rendelkeznek egy szerzddéssel, mely
alapjan ki lehet szamolni a szamukra adott tervezési iddszak alatt elvart munkaid6t. Esetiink-

ben minden dolgozonak 8§ 6ras szerzddése van, szamunkra ez az elvart munkaidé szempont;ja-



bol fontos, melyet megkaphatunk igy, hogy egy adott iddszak alatti elvart munkanapok Sza-

mat megszorozzuk a szerz0dés tipusaval, vagyis 8 oraval.
elvart munkaidd = munkanapok szama * szerz8dés tipusa

Honaptol fiiggden altaldban 20-21 nap az elvart munkanapszam, ami azt jelenti, hogy
ha példaul egy 20 munkanapos honapot tekintiink, akkor egy dolgozo6 ledolgozott munkaide-
jének a lehetd legjobban meg kell kozelitenie a 160 6rat. A példandl maradva, mivel a szerzo-
dés szerint az adott buszvezetdnek mindenféleképpen ki kell fizetni a 160 6rat, nem jo megol-
das, ha ténylegesen kevesebbet dolgozik ennél. Azonban ha ezt tulteljesiti, akkor tulorat is
kotelesek neki kifizetni, amit egy megadott tiléraszorzoval kell megszorozni. Tehat koltség-
hatékonyabb, ha egy miiszakjat egy masik, példaul alulfoglalkoztatott embernek adjuk oda,
vagy valamely miszakjat elcseréljiik egy masik buszvezeté miiszakjaval, melynek hatisara
csokken a tuloraja. A megoldas soran a fentebb leirt szabalyok figyelembevételével dolgoz-

tam. Igy a heurisztikus megoldas esetén alkalmazott koltség a kovetkezo:

koltség = a x alulfoglalkoztatottsag + B * felilfoglalkoztatottsag +y

* emberszam

Ahol esetiinkben « az alulfoglalkoztatottsag koltségszorzoja, f a feliilfoglalkoztatott-
sag koltségszorzdja és y az emberszam koltségszorzdja. Esetiinkben ezek a koltségszorzok
egyenlden egyek. Tehat a cél az, hogy lehetdség szerint minimalis emberszam mellett legyen
az dolgozok alul- és feliilfoglalkoztatottsaga a lehetd legkevesebb. A probléma részletesebb

megértéséhez irjuk fel a matematikai modelljét.

1.4 A matematikai modell

Legyen D a tervezési idészak napjainak sorozata, DW¢€* egy hét napjai, DM°" pedig
egy honap napjai. Emellett definidlnunk kell a tervezési iddszak hosszat, vagyis az litemezett
napok szamat, ami legyen L, tovabba legyen L,, az m honap napjainak szama. A tovabbiak-
ban jel6lje j és p (j € D,p € D) a napokat és w a heteket. Sziikségiink van az emberek hal-
mazara, ez legyen C, valamint a miiszakok S halmazara, ahol jelentse S; a j napon elvégzendd
miiszakokat. Legyen i (i € C) az i. sofér, valamint k és q (k € S; q € ;) jeldlienek egy-egy
miiszakot. Legyen SSIJ,'S egy kompatibilitasi relacio, melynek értéke 1, ha a j. nap k. miiszakja
és a p. nap q. muszakja lehet ugyanahhoz az emberhez rendelve, 0 kiilonben. Erre azért van

szlikség, mert 1éteznek egymast kovetd napokon olyan elvégzendd miiszakok, melyeket nem
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végezhet ugyanazon ember, mivel nincs kozottliik annyi id6, amennyit a torvény pihendidd-
ként eldir. Legyenek WT maximalis munkaidd egy héten, WD az egymast kovetd maximalis
munkanapok szdma, Dy’ a p. naptol kezd6dé egymast kovetd WD + 1 napok, RD a havi
minimalis pihendnapok szama. Minden egyes jarmiivezetohoz sziikségiink van a szerzodése
szerint elvart munkaiddre, ami esetiinkben 8 ora. Ez legyen ct (i, m), valamint ahhoz hogy az
emberszamot is minimalizalni tudjuk, legyen cc(i) egy dolgoz6 alkalmazasanak a koltsége.
Jelentse wt(j, k) és st(j, k) minden j. nap k. miiszakjanak a munkaidejét és a szolgalati ide-

jét. Végiil legyen ET a talora koltségszorzoja.
A modell felirasahoz sziikség van a kovetkez6 valtozokra:

1. xx €{0,1} értéke 1, ha az i. jarmiivezetének osztjuk ki a j. nap k.
miiszakjat, kiilonben 0.

2. z;; € {0,1} értéke 1, ha az i. jarmiivezeté dolgozik a j. napon, kiilon-
ben 0.

3. y; €{0,1} értéke 1, ha az i. jarmtvezetd dolgozik az egész tervezési
id@szak alatt, kiilonben 0.

4. m; = 0 legyen az i. jarmiivezetd tuloraja

Az egész értékli modell feltételei a kovetkezok:

VjVk ¥ixijx =1 1)
ViVj XiXijk = Zij 2)
Vi ¥z < Ly; 3)
ViVjVpVkVq xij + Xipg < SShe+ 1 (4)
Vivw ZjEDVvlgeek YrXije wt(j, k) <WT (5)
ViVp Z]-EB;;VDZU <WD (6)
Vivm ZjeDnI\:LIonZij < L,-RD (7)
Vi Xm (Xjepmon Xy Xiji wt(j, k) — ct(i,m)) < m; 8
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A célfiiggvényiink pedig a kovetkezo:
min Y;(ET m; + y;cc(i)) ©)

Az (1) feltétel azt irja le, hogy minden embert pontosan egy miiszakhoz kell hozzarendelniink.
A (2) biztositja, hogy egy ember akkor és csak akkor dolgozik egy nap, ha van hozzarendelve
miiszak, tovabba hogy legfeljebb egy embert lehet egy miiszakhoz rendelni. A (3) feltétel biz-
tositja, hogy egy embert akkor és csak akkor alkalmazunk, ha dolgozik valamelyik napon. A
(4) feltétel zarja ki azt, hogy egy emberhez két olyan miiszakot rendeljiink, melyek koziil a
szabalyok miatt csak az egyiket tudna elvégezni. Az (5) definialja, hogy egy héten a munka-
id6 nem haladhatja meg a torvényileg el6irt maximalis munkaidét, vagyis 48 orat. A (6) felté-
tel biztositja, hogy a vezetéknek legfeljebb 6 egymast koveté munkanapjuk lehet. A (7) bizto-
sitja, hogy legyen meg a tervezési idészakra a minimalis pihenénapszam, vagyis honaponként
legalabb 4 szabadnapot ki kell adnunk. A (8) feltételben definialjuk a tGlora mértékét. Végiil a
célfiiggvényiink (9) minimalizalja az emberek tulorakoltségének és az alkalmazasi koltségé-
nek az 6sszegét. A heurisztikus modszer soran fontos megemliteniink azt, hogy az algoritmus
két fazisa miatt a koltségilinket két részre bontottuk. A graf szinezése soran az algoritmus az
emberszamot minimalizalja, mig a masodik fazis soran, az alul- és talfoglalkoztatottsagot
csokkenti. Az algoritmus masodik fazisa a koltség szempontjabdl tekinti az alulfoglalkozta-
tottsagot is, mivel ha a szinezés kozben, az algoritmus altal végzett kezdeti becslés altal kiala-
kitott emberszammal nem vagyunk képesek megoldani a feladatot, akkor az utoljara beveze-
tett ember kevés miiszakot kap, igy tul nagy lesz az alulfoglalkoztatottsaga. Ezért ahhoz, hogy
a megoldasunk elfogadhatd legyen, az alulfoglalkoztatottsagot is minimalizalnunk kell. A
koltség ilyen modositasa a heurisztikus megoldasunk sordan nem fog lényegében kiilonbozni
az egészértékli programozasi feladat koltségétol, mivel a talfoglalkoztatottsagot szintén mi-
nimalizéljuk, €és az alulfoglalkoztatottsdg minimalizalasa csupan kiegyenlitettebbé teszi a fog-
lalkoztatottsagot.

A megoldas soran az altalam megadott heurisztikus mddszert 6sszehasonlitottam ezen
egeészértéki programozasi feladat altal adott eredményekkel. A kovetkezo fejezetben ismerte-

tem a feladat megoldasara adott algoritmust.
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2 Kétlépéses heurisztika

Az algoritmus egy grafszinezésen alapulo kétlépéses heurisztikus modszer. Az elméle-
ti alapjat M. Gamache altal fejlesztett modszer [13] képezte, ahol tabu keresésen alapuld
grafszinezési algoritmust mutattak be a repiil6gép pildtak litemezésére. Ebben a problémaban
az elvégzendd jaratok szdma szempontjabdl bizonyos pilotakat elényben, mig masokat hat-
ranyban kell részesiteni a képzettségiik alapjan. Az altalam bemutatott algoritmus alapjat ez a
modszer képezte gy, hogy esetiinkben figyelembe kell venni az els6 fejezetben leirt szaba-
lyokat, és a megoldasunkat ugy kell megkonstrualnunk, hogy a buszvezetdk litemezése teriile-

tén a fontos szempontoknak eleget tegyen.
Az algoritmus kiillonb6z6 fazisokbdl all melynek 1épései a kdvetkezok:

Kezdeti emberszam becslése
A kezdeti emberszamhoz szabadnapmintak generalasa
Graf felépitése a muszakok alapjan

QGraf szinezése

o~ w0 N

Tabu Search segitségével a graf atszinezése

Meg kell emliteniink, hogy mig az algoritmus 1-3. része az elokészités fazisaba tartozik, addig

a4. és 5. rész a cimben is emlitett két 1ényegi 1épés, amelyek soran a megoldast kialakitjuk.

2.1 Kezdeti emberszam becslése

Miel6tt elkezdenénk épiteni és szinezni a grafunkat, sziikségiink van egy emberszam
becslésre, mely segitségével meghatarozhatjuk, hogy az adott mennyiségii ledolgozandé mii-
szakot milyen elméleti emberszam mellett lehetne a leghatékonyabban szétosztani a buszve-
zetok kozott. Mivel ismerjiik az Osszes elvégzendd miiszak munkaidejét, és dolgozoink szer-
z0dését, konnyen kiszamolhatd egy olyan emberszam, mely esetén az 0sszes buszvezetdonek
atlagban a szerzddése szerint elvart munkaidejétol a lehetd legkisebb mértékben fog eltérni a
tényleges munkaideje. Természetesen ez nem jelenti azt, hogy ez a legkisebb eltérés el is ér-
hetd, azonban emberszam tekintetében egy viszonylag jo becslést fogunk kapni. Fontos lat-
nunk, hogy az emberszamra egy trivialis als6 korlat a miiszakok szama a legnagyobb terhelt-
ségli napokon, mivel az Osszes miiszak kizarja az Gsszes aznapi miiszakot. Az emberszam
becslését a kovetkezképpen végezziik:

0sszes munkaidd

becsult emberszam = round( — — ? —= ~ —)
szerz8dés szerinti elvart munkaid6 egy sof 6r esetén
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Az 6sszes munkaiddt ugy kapjuk, hogy dsszeadjuk az 6sszes elvégzendé miiszak munkaide-
jét. igy megallapithat6, hogy 6sszesen mennyi munkat kell elvégezniiik a buszvezetéknek. Ezt
el kell osztanunk egy dolgozd tervezési idészak alatt elvart munkaidejével. Ez azt jelenti,
hogy kiszamolhato, hogy ha minden buszvezet6 a szerz6dése szerinti mennyiségii munkat
végez, akkor mennyi munkaiddé fog kimaradni, amely alul- vagy feliilfoglalkoztatottsagként
jelenik meg. Fontos latnunk, hogy esetiinkben, mivel az elvégzend6é miiszakok 6sszmunkaide-
je adott, a problémat az jelenti, hogy a becsiilt emberszam segitségével elvégezziik a miisza-
kok kiosztasat ugy, hogy az egyes buszvezetk munkaideje a lehetd legkevésbé térjen el az
elvart munkaidejétol.

Az eldre becsiilt emberszam segitségével meghatarozhatunk egy elméleti also korlatot
a foglalkoztatdsra vonatkozdan, melynél jobb megoldast nem lehet elérni adott emberszam
mellett, és melyet gy kapunk, hogy az 6sszes miiszak Osszes munkaidejébol kivonjuk a fel-
hasznalt buszvezetSk szerzodése szerinti elvart munkaidejét. igy megkapjuk, hogy ha min-
denki az elvart munkaideje szerint dolgozik, akkor mennyi talfoglalkoztatott vagy alulfoglal-

koztatott 1d6 lesz globalisan. Az elméleti als6 korlatunk kiszamolhat6 a kdovetkezé modon.
elméleti als6 korlat = 0sszes munkaid6 — becsiilt emberszam elvart munkaideje

A megértéséhez vegylik a kovetkezd egyszerli példat. Ha a tervezési idészak alatt le-
dolgozand6é miszakok &sszes munkaideje 30 274 perc, és egy ember egy honapra szamolt
elvart munkaideje 21 * 480 = 10 080 perc, akkor kiszdmolhatd, hogy a feladat megoldasa-
hoz becsiilt emberszam 3 lesz. Mivel 3 * 10 080 = 30 240 perc. igy a példank esetében ez
ugy adodik, hogy 30 274 — 30 240 = 34 ami azt jelenti, hogy a becsiilt emberszamunk ese-
tén az elméleti also korlatunk 34 lesz, ami tulfoglalkoztatottsagként fog jelentkezni. El6for-
dulhat azonban, hogy a becsiilt emberszam segitségével nem tudjuk megoldani a feladatot,
ezért emberszdmot kell ndvelniink az algoritmus késébbi fazisai sordn, melynek kovetkezté-

ben az 0sszes alulfoglalkoztatottsag ndvekedni fog.

2.2 Szabadnapmintak generalasa

A szabadnapokra vonatkozé szabalyokat a kdvetkezoképpen fogjuk betartani. E16szo6r
bizonyos eldére definidlt szabadnapmintakat fogunk 1étrehozni, melyek teljesitik a torvényileg
eloirt és egyéb feltételeket. Ez azt jelenti, hogy minden egyes buszvezetd szamara elére meg-
kotott kezdeti mintakat generalunk, melyek meghatarozzak, hogy legalabb mely napokon kell

szabadnapot kiadni szamukra. Ezeknek a mintaknak egyik elonye, hogy altaluk a heurisztikus
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modszer rugalmassa valik, tehat lehetdségiink van arra, hogy az altalunk hasznalt szabalyok
mellé kdnnyen ujakat definidljunk. Sok alkalmazasi teriileten bonyolult szabéalyok vannak,
példaul meg lehet szabva, hogy egy honapban legaldbb egy szabadnapnak hétvégére kell es-
nie, vagy a dolgozd eldre leadhat egy szabadnap igényt, melyet a megoldas soran soft
constraint-ként vesziink figyelembe. Az egyre bonyolultabb szabalyok a legtobb esetben
megnehezitik a szabadnapok helyes kiosztasat. Egyes esetekben sziikség lehet tovabba arra is,
hogy a dolgoz¢ altal elére leadott szabadnapokat fixen rogzitsiik a megoldas soran, vagy eldre
meghatarozott olyan mintakat hozzunk 1étre, melyekben megadott napokon kotelezéen sza-

badnapot kell kiadnunk a buszvezetdk részére.

Valosziniiség szerinti szabadnapminta generalas

Egyik ilyen, a késébbiek soran nem hasznalt modszeriink a szabadnapok bizonyos va-
l16szintliségek szerinti véletlen generdldsa. Ez ugy miikddik, hogy minden egyes buszvezetd
minden egyes napjdhoz egy, a napi miiszakok szdma szerinti valdszintiséget rendeliink, mely
azt fejezi ki, hogy adott napon mekkora valoszintiséggel lesz sziikség az adott buszvezetd
munkdjara. Természetesen csak olyan mintat generalhat ez a modszer, amely teljesiti a szaba-
lyokban megadott feltételeket. Ezen modszer nem bizonyult hatékonynak, mivel tapasztalata-
Im alapjan az algoritmus egy késobbi fazisaban a lokalis keresésen alapuld atszinezések ese-

tén nem garantal elég nagy keresési teret az atszinezd algoritmus részére.

6-1 szabadnapmintak

Az otlet az, hogy a kezdeti mintaink meghatarozasakor szabadnapmintat hasznalunk
ugyan, de nem kotjiik ki véglegesen az 6sszes kiadandd szabadnapot, hanem hagyjuk, hogy
egy késobbi fazis tegye meg ezt, mely mar figyelembe veszi, hogy a koltség szempontjabol
mely minta a legjobb. A szabadnapmintak generalasa soran a kés6bbi megoldas szempontja-
bol a legcélravezetdbb az volt, ha egy olyan kezdeti mintat generalunk, ami minimalisan telje-
siti az elére meghatarozott kovetelményeket. Igy a minta a graf szinezése soran is kevés kiza-
rast fog eredményezni, és a lokalis keresésen alapuld atszinezés soran a tabu keresésnek vi-
szonylag nagyméretli keresési tere lesz. A 6-1 szabadnapminta azt jelenti, hogy minden eset-
ben 6 nap munka utan 1 szabadnapot osztunk ki. Egy ilyen minta teljesiti mindkét kikotéstin-
ket a szabadnapokra vonatkozdlag. Az egyik ilyen, hogy legfeljebb 6 nap folyamatos munka-
végzés utan pihendnapot kell kiadnunk az adott buszvezeté szamara. E feltétel teljesiilése tri-
vialis a 6-1 minta esetén. A masik szabadnapokra vonatkozo feltételiink szintén teljesiilni fog,

mivel ha tekintjiik a legrovidebb honapot az év soran, mely 28 napos, akkor kénnyen belatha-
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to, hogy az a szabalyunk, hogy egy honap alatt legalabb 4 szabadnapot kotelesek vagyunk
kiosztani, szintén teljesiilni fog a 6-1 mintank esetén. Ezeket a szabadnapmintakat dolgozon-
ként eltoljuk, mellyel egyenletesen elosztjuk a szabadnapterhelést az emberek kozott, igy biz-
tositva azt, hogy hatékony legyen a szabalyokat minimalisan teljesitd szabadnapok elhelyez-
kedése. Egy ilyen szabadnapmintara ad példat egy hetes tervezési idészak és 7 buszvezetd

esetén az 1. tablazat:

1. nap 2. nap 3. nap 4. nap 5. nap 6. nap 7.nap
1. buszvezetd 0 0 0 0 0 0 1
2. buszvezetd 1 0 0 0 0 0 0
3. buszvezet6 0 1 0 0 0 0 0
4. buszvezetd 0 0 1 0 0 0 0
5. buszvezet§ 0 0 0 1 0 0 0
6. buszvezet§ 0 0 0 0 1 0 0
7. buszvezet§ 0 0 0 0 0 1 0

1. tablazat Szabadnapmintak

Természetesen nem ez lesz a végleges mintank a feladat végsé megoldasaban, mivel a busz-
vezetOk szamara a 6-1-es szabadnapkiosztas talsagosan megterheld lenne, azonban a szabad-
napmintaban meghatarozott szabadnapok az adott embereknek mindenféleképpen ki lesznek
osztva. Ez azt jelenti, hogy a fazisban legeneralt szabadnapmintaknak a fix részét hatarozzuk
meg elére, mig a tobbi szabadnap elhelyezkedése az optimalizalas soran fog kialakulni. Az
algoritmus utolsd fazisdban miutan hozzarendeltiik a dolgozokat a miiszakokhoz, a lokalis
keresd algoritmusunk folyaman a rogzitett szabadnapok mellé (jabb szabadnapok fognak 1ét-
rejonni. fgy a végsd megoldasunk soran a ledolgozott napok szdma az elvart munkaidé alap-
jan fog kialakulni. Miutan a kezdeti szabadnapmintakat sikeresen legeneraltuk, nekikezdhe-

tiink a graf szinezésének.

2.3 Graf felépitése a miiszakok alapjan

Az alapétlet abbol indul ki, hogy legyen G = (V, E) egy olyan graf, amely ha S az el-
végzendd miiszakok halmaza és S; jelenti az 1. miiszakot, akkor a grafunk minden v; € V
csticsa reprezental egy S; miiszakot. Tehat a tervezési idészakban eléforduld valamennyi mi-
szak legyen a grafunk egy-egy csticsa. Két csucs kozott akkor és csak akkor van él, ha az alta-
luk 6sszekotott csucsok altal reprezentalt miiszakot a definidlt szabalyok szerint nem végezhe-
ti el egyazon ember. Az igy kapott G graf egy intervallum graf [14] melynek szinezésére is-
mert polinom idejli algoritmus, azonban az elsd fejezetben ismertetett korlatozadsok miatt a

szinezési feladatunk NP teljessé valik [15]. A szinezés soran legyen c(v) a graf v csticsahoz
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rendelt szin, és feleltessiik meg ezeket a szineket a feladatunkban szerepld egyes buszveze-
toknek. Legyen C a buszvezetdk halmaza, és jelentse f = S — C azt a hozzarendelést, mely-
nek sordn a miiszakokat lefed;jiik a jarmiivezetokkel.

A graf épitésének megértéséhez vegylink példanak egy a feladat megoldasa soran
hasznalt bemenet részletét, és épitsiik fel a hozza tartozo grafot. Legyen az algoritmus egy
kezdeti bemenete a kdvetkezo tablazat ahol ,,id” a mlszak azonositdja, a datum, hogy mely
napon kell elvégezni az adott miiszakot, a kezdet és a vég, hogy az adott nap mely percében
kezdodik, illetve végzoédik a miiszak, és végiil a munkaidé jelenti a szolgalati id6b6l munka-

val to1tott elszamolt 1d6t percben.

id datum kezdet vég munkaidé
1 2010.01.01 889 1411 522
2 2010.01.01 540 984 444
3 2010.01.01 714 1135 421
4 2010.01.01 237 713 476
5 2010.01.02 396 850 454
6 2010.01.02 454 992 538
7 2010.01.02 702| 1138 436
8 2010.01.02 814| 1327 394

2. tablazat Példa bemenet a problémara

Epitsiik fel a 2. tablazatban adott bemenethez tartozo grafot. Ehhez hasznalnunk kell az elsé
fejezetben targyalt szabalyok koziil a pthendidére vonatkozé szabalyt, amely kimondja, hogy
egy ember nem kaphat egy nap két miiszakot illetve a miiszakjai kozott legalabb 12 6ra pihe-

n6idot kell hagynunk. E feltétel betartasaval a kapott graf az 1. abran lathato.
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1. abra Példa a felépitett grafra

Megfigyelhetd, hogy mivel egy ember nem kaphat egy nap két miiszakot, ezért minden nap a
grafunkban egy-egy teljes részgraf lesz. Ez alapjan elmondhato, hogy legalabb akkora klikk
biztosan van benne, amennyi a tervezési ido alatt a legtobb miiszakkal rendelkezé nap mi-
szakszama. Természetesen eldfordulhat, hogy példdul adott a nap soran egy olyan legkésdbbi
miszak, amely minden masnapi miiszakot kizar, ¢és igy 1étezik egy ennél nagyobb klikk is a

grafban. Tehat az algoritmus soran eldszor felépitjiik az elobb bemutatott grafot.

2.4 Graf szinezése

A grafszinezés soran az egyes szinek fogjak jelenteni a jarmiivezetdinket. A kezdeti
emberszam becslésiink altalaban helyes, azonban eléfordulhat bizonyos szélsdséges, til rovid
munkaiddvel rendelkezdé bemenetek esetén, hogy nem szinezhetd ki adott szdmu szinnel a
grafunk. Ezért képessé kell tenniink a szinezési algoritmusunkat, hogy sziikség esetén képes
legyen a becsiilt emberszam mellé 0j szint is behozni. A megoldas soran a szinezésiink alapjat
a DSATUR algoritmus képezte, melynek részleteibe Brélaz 1979-es cikke nyujt kelld betekin-
tést [16]. A hatékonysaga és a gyorsasdga miatt esett a valasztas erre az algoritmusra, és mert
képesnek kell lenniink 0j emberek bevezetésére a becsiilt emberszamon feliil. Az algoritmus
egy mohd moddszer, mely a cslicsokat szaturdcid szerinti sorrendben szinezi. Egy csucs
fordul eld. Példaul ha egy cstcsnak 2 db sarga és 5 db piros szomszédja van, akkor a
szaturécioja 2.

Esetlinkben annyival mddositottam az algoritmust, hogy a graf szinezése soran a be-
csiilt emberhalmazt hasznalja fel. Tehat tulajdonképpen egy k-szinezést végziink ugy, hogy
szlikség esetén 1j szin behozasara is van lehetéségiink. Az algoritmus pszeudokodja a kovet-

kezo:
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Amig van szinezetlen csucs

i.  Kivalasztiuk a legnagyobb szaturacioval rendelkezé még kiszinezetlen csiicsot.
il.  Egyenld szaturaciok esetén a nagyobb fokszamu csicsot valasztjuk.
li. A csucsnak az aktudlisan legjobban alulfoglalkoztatott szint adjuk a lehetséges
szinek koziil.
IV.  Ha a lehetséges szinek halmaza iires, bovitjiik ugy, hogy egy uj embert hozunk
be a szinek kozé.

erer

vi.  repeat.

Tehat az algoritmus végigmegy a graf csucsain szaturacid €s azon beliil fokszdm sze-
rint, majd minden 1épésben ad egy szint az adott csticsnak ugy, hogy a lehetséges szinek koziil
moho modon azt valasztja, amelyik aktualisan a legkevesebb munkaidével rendelkezik. Ezal-
tal az algoritmus probalja egyenletesen elosztani a munkaidét a jarmiivezetok kozott. Ez az
elosztds a szinek kozott azért fontos, hogy az algoritmus késobbi részeinek atadott kezdeti
megoldas a lehetd legjobb legyen a koltség szempontjabol. A szinezés soran figyelembe kell
venniink, hogy adott szin adott napon az eldre legeneralt szabadnapminta alapjan dolgozhat-e,
tovabba, hogy teljesiti-e az egyéb feltételeket, mint példaul a heti munkaiddre vonatkozé sza-
balyt, vagyis ha megkapja az adott miiszakot, tul fogja-e 1épni a heti maximalis 48 6ra munka-
1d6t. Ha a feltételek mellett nem lehetséges szint talalni az adott 1épésben a csticsnak, akkor az
algoritmus bdviti a kezdeti emberszam becslés altal megadott kezdeti halmazt egy j emberrel
ugy, hogy a legels6 olyan buszvezet6t valasztjuk, aki az adott miiszakot el tudja végezni. Fon-
tos latnunk, hogy azzal, hogy egy kezdeti becsiilt halmazt alkalmazunk, a munkak eloszlasa is
kedvezdbb lesz a kezdeti megoldasunkban annal, mintha minden Iépésben folyamatosan 1j
szineket vezetnénk be, mivel igy a munkaidék és a kdltség szempontjabol egy viszonylag
hatékony kezdeti megoldast kapunk.

Miutén kiszineztiik az grafunkat, rendelkeziink egy kezdeti megoldassal, mely teljesiti
a megadott feltételeket és minden miiszak ki van osztva egy jarmiivezetd szdmara. Mivel a
miiszakok munkaidejét ismerjiik, kiszamolhatjuk a kezdeti kiosztds esetén minden egyes em-
berre a munkaidejét. A koltségiink az alul- és talfoglalkoztatottsag mértéke lesz, melyet is-

merve az egyes emberek munkaidejét, a kovetkezOképpen szamolhatunk ki:

foglalkoztatottsag = végzett 6sszmunkaidé — munkanap * 480
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Egy ember foglalkoztatottsaga egy negativ vagy egy pozitiv szam lesz, annak fiiggvé-
nyében, hogy az adott buszvezetd alul- vagy feliilfoglalkoztatott. EQy jarmiivezeté munkaide-
je segitségével a foglalkoztatottsagat esetiinkben ugy kapjuk, hogy a munkaidejébdl kivonjuk
a tervezési idOszak alatti munkanapok szamat, megszorozva az egy napra elvart munkaiddvel.
Esetiinkben 21 * 480 = 10 080 mivel 21 munkanapunk van a tervezési id6szak alatt és napi
8 orat, vagyis 480 percet varunk el minden egyes buszvezet6tdl. Igy a dolgozok foglalkozta-
tottsaga az alabbiak szerint alakul (3. tablazat):

Munkaidd Foglalkoztatottsag
1. buszvezetd 10010 -70
2. buszvezetd 10 298 218
3. buszvezeto 9980 -100
4. buszvezeto 9971 -109
5. buszvezeto 10 355 275
6. buszvezetd 10 157 77
7. buszvezetd 9746 -334

3. tablazat A buszvezetok foglalkoztatottsaga

Lathato hogy a tablazatban az elsé buszvezeténk 70 perccel alul van foglalkoztatva, mig a
masodiknak 210 perccel tobb munkaideje van az elvartnal. A kdvetkezd fazishoz sziikséges
kezdeti koltség innen mar konnyedén kiszamolhaté ugy, hogy minden egyes dolgozdnak
vessziik a koltségszorzoval megnovelt foglalkoztatottsaganak az abszolut értékét. Ez esetiink-
ben a kovetkezOképpen néz ki. Tekintsiik azt az esetet, amikor mind a feliilfoglalkoztatottsag,
mind az alulfoglalkoztatottsag koltségszorzoja egyenléen egy. Ekkor a kezdeti megoldasunk
koltsége a példanal: 1 183. Mivel az egyszerii grafszinezés altalaban nem ad elég jo megol-
dast, és a koltség alakulasa bizonyos bemenetek esetében nem jelezhetd eldre, ezért lokalis

keresésen alapulo algoritmussal végziink atszinezéseket a megoldasunkon.

2.5 A graf atszinezése Tabu Search segitségével

A kovetkez6 fejezetben bemutatom a problémara alkalmazott Tabu Search modszert,
melynek segitségével a kezdeti megoldasunkat felhasznalva, hatékony megoldast adtam a
problémara. Az eljarast Glover nevéhez kotik [17-19] és napjainkban az egyik legelterjedtebb
lokalis keresd algoritmus.

Legyen SL a grafszinezésiink Osszes lehetséges megoldasainak halmaza, és minimali-
zaljuk a célfiiggvényiinket az SL-en. Barmely sl € SL lehetséges megoldasnak definidljuk a
szomszédsagat, mely legyen N(sl). Szomszédsigon egy olyan megoldast értiink, amely elér-

het6 sl-bdl egy szomszédsagként definialt atszinezéssel. Az algoritmus ilyen sly, sly, ..., sl,
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megoldasokat latogat meg a futdsa soran, ahol sl, a kezdeti megoldasunk, melyet a
grafszinezés ad, és sl;,; € N(sl;). A szomszédsag valasztasi modszerek koziil a kovetkezok

lehetségesek:

1. Best Fit: Egy sl € SL megoldas 0sszes szomszédjai koziil a lehetd legjobbat valaszt-
juk egy Iépésben. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy végigmegyiink egy megoldas Osszes
szomszédjan €s koziliik a lehetd legjobbat valasztjuk, ami jobb, mint az aktualis kolt-
ségiink.

2. First Fit: Egy sl € SL megoldas 0sszes szomszédjai koziil a legelséként megtalalt
jobbat valasztjuk. Ez azt jelenti, hogy egy szinezés soran a legelsd olyan szomszédot
valasztjuk, ami jobb az aktudlis megoldasnal, vagyis ebben az esetben nem jarjuk be

az adott allapot Osszes szomszédjat.

Egy 1épésben valasztott szomszédsagokat a tabulistaban taroljuk, mely legyen TL. A TL lis-
tankban 1évé 1épéseket nem hajthatjuk végre egy adott ideig. Az aktualis sl megoldas N(sl)

szomszédjainak halmazat a kovetkezé szomszédsagokat definialva kaphatjuk meg:

1. [ csucs atszinezése: Az Ujraszinezés soran a graf egy csucsanak 11j szint adunk. Vagyis
egy miiszakot egy buszvezet6tdl elvesziink és odaadjuk egy masiknak. Azt hogy me-
lyik jarmiivezetonek adjuk oda a miiszakot, First Fit modszerrel Gigy valasztjuk meg,
hogy a legels6 olyan buszvezeté szamara osztjuk ki, mely esetén a koltség csokken, és
a szabalyok betartasa mellett képes elvégezni a miiszakot. A legjobban tulfoglalkozta-
tott buszvezet6ktdl probalunk elsésorban elvenni miiszakokat, és azt egy alulfoglal-
koztatott embernek odaadni. Miutan végrehajtottuk a csucs ujraszinezését, hozzaadjuk

a TL tabulistahoz.

2. Két csucs szinének cseréje: A csere soran a graf két csticsdnak a szinét megcseréljiik.
Ez azt jelenti, hogy két jarmiivezet6 kozott miiszakot cseréliink ugy, hogy mindkettd-
jik szamara olyan miiszakot adunk, melyet a szabalyok betartasa mellett képesek el-
végezni. Itt szintén First Fit modszerrel valasztjuk a kovetkezé szomszédsagot. Itt a
legjobban tulfoglalkoztatott és az alulfoglalkoztatott buszvezetok kozott probaljuk a

cseréket végrehajtani. Miutan végrehajtottuk a cserét, hozzaadjuk a TL tabulistahoz.

Az alabbi két abra a két szomszédsagtipusra mutat példat. Az 2. abran az lathat6 hogy az 1-es
csucs, melyet kezdetben egy tulfoglalkoztatott dolgozd végez, az atszinezés soran atkeriil egy
masikhoz, aki alulfoglalkoztatott. A 3. abran az lathato, ahogy egy tulfoglalkoztatott és egy

alulfoglalkoztatott buszvezetd miiszakot cserél ugy, hogy javuljon a koltség.
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3. abra 2 csucs szinének cseréje (5-6s és 6-os cstics)

A legelsé jobb szomszédsag valasztasa, azaz a First Fit azért célravezetobb annal, mintha
mindig a globalisan legjobb szomszédot valasztanank ki, azaz a Best Fitnél, mert egy 1épés-
ben az 0sszes szomszéd vizsgalata a keresési tér mérete miatt til sok ideig tart. A megoldas
soran ezért az aktualis megoldas szomszédjai koziil mindig First Fit modszerrel valasztunk.

fgy az algoritmus kodja a kovetkezé:

1. Legyen s0 a kezdeti megoldas (graf szinezése)
2. TL={} és s=s0 és best=s0
3. while kilépési feltétel
a. s* := N(S) szomszédjai koziil a legelsé jobb ahol kéltség(s*)<koltség(s) és
move(s,s*) € TL
b. Ha koltség(best)>koltség(s*) akkor best=s*
C. Ha nem taldlunk aktudlisnadl jobb megoldast, akkor a leheté legjobbat valaszt-
juk.
d. TL :=TL U move(s,s*)
e. Régi elemek torlése TL-bol

f. s:=s*
A tabulistan az elemek meghatarozott 1d6t toltenek. Az algoritmus futdsa sordn, ha ez az id6

letelik, akkor az elem t6rlddik a tabulistarol és igy tjra 1éphetévé valik az adott szomszédsag.

Kilépési feltételként tobb modszer is alkalmazhatd. Gyakran hasznaltak az iteracié szamon
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alapulo megallasi feltételek, tovabba idékorlaton alapul6 feltételek. Hasznalhato olyan megal-
lasi feltétel is a megoldas soran, amely azt hatdrozza meg, hogy bizonyos iteracié szdmon
beliil minimalisan mennyit javuljon a koltség. Esetiinkben olyan megallasi feltételt definial-
tam, hogy az algoritmus alljon meg, ha az aktualisan megtalalt legjobb koltségnél bizonyos

iteracion beliil nem tall jobb megoldast.
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3 Eredmények

A heurisztikus megoldd modszer tesztelése soran adott eredményeket dsszevetettem az
egészértékll programozasi feladat altal adott eredményekkel viszonylag kicsi (napi miiszakok
maximalis szdma 50) bemenet esetén. Az algoritmus MATLAB kornyezetben lett lekodolva,
az egészértékli programozasi feladat megoldasa soran a modell C++ nyelven lett felépitve és
IBM CPLEX szoftvert hasznaltam a megoldasara. A teszteket szamitogépen futtattam, me-

lyek paraméterei a kovetkezok:

e Processzor: Intel Core 17 970 3.2Ghz
e Memoria: 14Gb

e Operacios rendszer: Microsoft Windows 7 Enterprise 64bit

A tesztfuttatasokhoz az altalam generalt inputokat hasznaltam fel, melynek tulajdonsagai a

kovetkezok:

e A miszakok napon beliili elhelyezkedése normalis eloszlasu.
e A miszakok munkaideje atlagosan 7 és 9 6ra kozott helyezkedik el.

e A miszakok szolgalati ideje 6 és 10 6ra kozott helyezkedik el.

A teszteléshez tovabba felhasznaltam valos példat is, mely a Tisza Volan Zrt. szegedi adatba-
zisdhoz tartozik, és amely a szegedi helyi kozlekedéshez tartozé jaratokat, miiszakokat és az
altaluk felhasznalhato buszvezetéket tartalmazza.

Az altalam hasznalt bemenetek esetén 1 honapos tervezési iddszakkal szamoltam és
adtam meg ra a soforok ilitemezését. A felhasznalt teszteseteket 5 méretbe sorolhatoak, mely a
tervezési 1d0szak alatti napi maximalis miiszakszdmot tiikr6zi. Minden generalt bemenetbdl 5
db-ot fogok tesztelni és a futtatasok soran 25, 50, 75, 100 és 200 méretii bemeneteken tekint-
juk az eredményeket. A kisebb 25, 50 méretli generalt és a Tisza Volant Zrt.-tdl kapott valds
bemeneteken az egészértékii programozasi feladat altal adott eredményt hasznalom referenci-
aként, a nagyobb 75, 100 és 200 méretli inputok esetén az optimum nem ismert, mivel az
egeészértékll programozasi feladat ilyen méretli bemenetek esetén belathat6 idon beliil nem ad
megoldast. Ezért szamoltam egy elméleti als6 korlatot, melynél adott emberszam mellett jobb
eredményt nem tudunk elérni. A tesztelés folyaman a becsiilt emberszdmmal minden esetben
megoldhaté volt a feladatot. Minden méretbdl 5 darab bemeneten teszteltem a programot. Az
algoritmus megallési feltételeként azt allitottam be, hogy alljon meg, ha az aktualisan altala

megtalalt legjobb megoldasnal 200 iteracid utdn sem talal jobb megoldést. Az aldbbi tablazat
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(4. tablazat) az algoritmus és az egészértékii programozasi feladat altal produkalt futasi ered-
ményeket tartalmazza 25 méretli bemeneteken. A bemenet hétkdznaponként 25 miiszakot,

mig a hétvégéken, szombaton 20 illetve vasarnap 15 miiszakot tartalmazott.

Név Also 1d6 Koltség 1d6 Koltség Gap
korlat IP IP heurisztika (sec) heurisztika IP (%)
gen25_1 | 4807 18.77 4900 9.9842 4807 1.89%
gen25_2 | 4658 495.2 4691 9.0530 4658 0.7%
gen25_3 | 1825 154.8 1855 10.9028 1825 1.62%
gen25_4 | 4371 22.96 4457 8.8626 4371 1.92%
gen25_5 | 4815 18.11 4911 9.0196 4815 1,95%

4.tablazat: IP és heurisztika eredménye 25 méretii bemeneteken

A megoldas soran megallasi feltételként 2%-0s eltérés volt megengedett az egészérté-
ki programozasi feladatnak. Ez azt jelenti, hogy a becsiilt optimumnal 2%-nal rosszabb
eredmény esetén allt meg a megoldo, vagyis az egészértékli megoldasunk ennyire van maxi-
malisan az als6 korlattol. Az IP megold6 eltérései az optimumtol igy 0 és 2% kozott helyez-
kednek el. A tablazatbol latszik, hogy viszonylag kicsi input esetén egy-két példatol eltekintve
mind a heurisztika mind az egészértékii programozasi feladat elfogadhaté futasidéket produ-
kalt.

Név Also 1d6 Koltség 1d6 Koltség Gap
korlat IP IP heurisztika (sec) | heurisztika (sec) | 1P (%)
gen50_1 | 3359 875.1 3465 33.2 3359 1.72%
gen50_2 | 2581 844.8 2581 122.1 2581 0%
gen50_3 | 3000 | 1102.34 3047 20.23 3000 1.54%
gen50_4 | 1671 | 1252.78 1696 17.86 1671 1.4%
gen50_5 | 1925 | 1529.56 1960 23.76 1925 1.7%

5.tablazat: IP és heurisztika eredménye 50 méretii bemeneteken

Ahogyan az 5. tablazatban lathatd, nagyobb méretii inputokon az IP megoldé futaside-
je jelentdsen megnovekedett, azonban a becsiilt optimumtol vald 2%-os hataron beliili megol-
dast még igy is talalt. A gen50 2 bemenet esetén az IP megoldo el is érte az elméleti als6 kor-
latot. Megallapithatd, hogy a heurisztika futasideje egy kivétellel, nem novekedett jelentdsen
az el6z0 25-6s méretli inputokon tapasztalt futasidéhoz képest, és minden esetben elérte az
elméleti also korlatot. Az 50 méretii bemenetek hétkoznaponként 50, mig hétvégéken 45 és 40

Mmiszakot tartalmaztak.
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Név Also 1d6 Koltség Kezdeti
korlat | heurisztika (sec) heurisztika koltség

gen75_1 | 2861 217.59 2861 18052
gen75_2 | 4051 54.98 4051 18834
gen75_3 | 3809 58.96 3809 19438
gen75_4 90 72.51 100 14666
gen75 5 | 4582 335.76 4582 17677

6. tablazat: heurisztika eredménye 75 méretii bemeneteken

A 6. tablazat a heurisztika futdsi eredményeit tartalmazza 75 méretli bemenetek esetén. Az
algoritmus a kezdeti emberszam becslés alapjan megkdzelitleg 95-110 emberbdl oldotta meg
a feladatokat. Megallapithato hogy a futasideje az algoritmusnak ndovekedett az el6zéekhez
képest. A heurisztika egy esetben képtelen volt elérni az elméleti als6 korlatot, mivel az altala
legjobb megoldasként adott megoldds utdan 200 mélységben nem talalt jobb megoldast, igy
megallt. Elmondhaté azonban, hogy a gen75 4 bemenet esetén, mivel az dsszes munkaidd
eltérése az emberszamhoz tartozo elvart munkaidéhoz képest kicsi, valdsziniileg nem érhetd
el az also korlat. A 75 méretli bemenetek hétkoznaponként 75, mig hétvégéken 70 illetve 65

muszakot tartalmaztak.

Név Also 1d6 Koltség Kezdeti
korlat | heurisztika (sec) heurisztika koltség

gen100_1 | 3261 124.53 3261 19752
gen100_2 987 145.23 987 22139
gen100_3 | 1663 343.03 1663 20846
genl100_4 | 3995 429.51 3995 20959
gen100_5 | 3616 130.01 3616 23086

7. tablazat: heurisztika eredménye 100 méretii bemeneteken

A 100-as méretli generalt inputokat jellemzden 145-155 emberrel lehetett optimalisan
megoldani az emberszam becslés alapjan. Ez a méret mar egyes gyakorlati teriileteken meg-
kozeliti a probléma valos méretét. Megfigyelhetd, (7. tablazat) hogy amint né az emberszam,
ugy nd a grafszinezési algoritmus kezdeti megoldasanak is a koltsége, tovabb novelve igy az
atszinezési lokalis keresés futasidejét. Az algoritmus az elméleti alsé korlatot minden esetben
elérte, azonban megfigyelhetd, hogy egyes esetekben ez joval tovabb tartott. A 100 méretii
bemenetek hétkdoznaponként 100, mig hétvégenként 90 illetve 85 miiszakot tartalmaztak.
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Név Also 1d6 Koltség Kezdeti
korlat | heurisztika (sec) heurisztika koltség

gen200_1 | 3564 1540.65 3564 44562
gen200_2 | 4895 1106.94 4895 42287
gen200_3 | 3771 1776.34 3771 44836
gen200_4 | 2930 516.75 3930 43455
gen200_5 | 2029 1117.01 2029 45758

8. tablazat: heurisztika eredménye 200 méretii bemeneteken

Az 8. tablazatban lathat6, hogy a heurisztika futasideje a 200-as méretii inputok esetén jelen-

tésen megnovekedett, azonban tekintve, hogy a megoldashoz 295-305 emberre volt sziikség a
kezdeti emberszam becslés alapjan, igy ez a futasidé elfogadhato. Az elméleti also korlatot
minden esetben elérte, azonban elmondhato, hogy a kezdeti megoldasunk koltsége viszonylag
magas lett. A megoldas sebessége - ahogy az a tablazatbdl is latszik - ilyen méret esetén mar
nincs osszefiiggésben a kezdeti megoldas koltségével. Valosziniileg attol fligg az algoritmus
sebessége, hogy mekkora koltségjavulassal jard szomszédsagokat valaszt, illetve milyen ha-

mar talalja meg azokat a szomszédokat, melyek javitanak az aktualis koltségen.

¢ Also 1d6 Koltség 1d6 Koltség Gap
cv

korlat IP IP heurisztika (sec) heurisztika IP (%)
volan 4897 | 21418.56 | 5012.87 17.86 4897 2.29%

9. tablazat: IP és heurisztika legjobb eredménye valés bemeneten

A valos, Volan Zrt-t6] kapott bemeneten tesztelve az algoritmust elmondhato, hogy az
IP megoldo 2%-0s Gap esetén nem adott megoldast, hanem csak 2.29%-os megoldast volt
képes elérni. Az IP altal talalt legjobb megoldas és az ahhoz tartoz6 id6 lathatd a 9. tablazat-
ban. A heurisztika a valds bemeneten hatékonyan viselkedett, melynek oka az lehet, hogy a
valos példakon a miiszakok munkaideje kozotti kiilonbség joval nagyobb, mint a generaltak-
nal, vagyis a lokalis keres6 algoritmus az 4tadasok és a cserék folyaman egy iteracidban na-

gyobb mértékben tud javitani a koltségen, mint a generalt bemenetek esetén.
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Osszefoglalas

A miuszakkiosztasi feladat napjainkban egyre inkabb el6térbe keriil, ahogyan egyre
tobb embert kell kezelnilik az allami intézményeknek €s a nagyvallalatoknak. Ha ezek haté-
konyan osztjak ki a munkat a dolgozdik szdmara, jelentds koltségbeli megtakaritast érhetnek
el. A célom a dolgozat sordn az volt, hogy a kozlekedési tarsasagoknal fellelhetd jarmiivezetd
miiszakkiosztasi problémara adjak egy hatékony algoritmust, mely hasznalhat6 alternativat
kinal az egészértékii programozasi feladat sokszor valos kdrnyezetben elfogadhatatlan futas-
ideje szempontjabol. A probléma megoldasara egy kétlépéses grafszinezési algoritmust dol-
goztam ki, mely a miiszakok adott emberszam melletti elosztasaban igen hatékony, és képes
valds méretli bemenetek esetén is a feladat koltséghatékony megoldasara.

A dolgozatomban attekintettem a miiszakkiosztasi feladat soran felmeriilé probléma-
kat, megadtam az alapprobléma buszvezetdk iitemezése szempontjabol fontos szegmenseit, és
megvizsgaltam a szakirodalom altal a problémara adott modszereket. Bemutattam, hogy a
valo életben a kozlekedési tarsasagok életében hol helyezkedik el a probléma. A feladat meg-
oldasa soran a szakirodalom altal adott modszerekre épitkezve adtam egy heurisztikus mod-
szert, melynek sordn a problémat gratként reprezentaltam, és egy emberszam becslé modszer
segitségével elére meghatarozott emberhalmaz mellett adtam egy kezdeti szinezést a grafunk-
hoz, melyet végiil az alul- és a feliilfoglalkoztatottsag csokkentése érdekében egy Tabu Search
algoritmus segitségével modositottam, mely kdvetkeztében a kezdeti koltség tovabb csokkent.
A mddszer eldnye a rugalmassaga, ami elésegiti, hogy ijabb vallalatfiiggd korlatozo tényezdk
1s konnyen beépithetdk legyenek a modellbe.

Tovabbi cél az algoritmus parhuzamositasa és implementalasa C/C++ kornyezetben,
tovabba grafikus processzorra torténd optimalizaldsa, mellyel az algoritmus valdsziniileg to-
vabb gyorsithat6. Mivel az alul- és tilfoglalkoztatottsag csokkentése szempontjabol az algo-
ritmus kellden hatékony, célom az emberszam kialakitas azon eseteinek fejlesztése, mikor
sz¢lsOséges bemenetek esetén az emberszam becslése nem sikeres, igy a minimélisan a szaba-
lyoknak megfelelé 6-1 kialakitasti szabadnapmintakon kiviil, és az intervallum graf szinezé-
sének polinomialis tulajdonsagan kiviil mas nem garantalja az emberszam helyes megvalasz-
tasat. Ha mindezek sikeresen végrehajthatoak, akkor a miiszakkiosztdsi problémara hasznalt

heurisztikus modszerekre egy valds alternativat lehetne nyujtani.
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