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Absztrakt

Kombinatorikus jatékok erés megoldasa azt jelenti, hogy a jaték Osszes lehetséges
allasanak kiszamitjuk a jatékelméleti értékét, lehetové téve egy tokéletesen jatszd program
hatékony megvalositasat. Mar régota foglalkoznak népszerii jatékok megoldasaval, mint pl.
kiilonboz6 sakkvégjatékok, dama, amdéba és malom. A malom jatékrol a 90-es évek elején
megallapitotta Ralph Gasser, hogy a kezddallas értéke dontetlen. A lasker nevii varianst 2004-
ben oldotta meg Peter Stahlhacke, ¢s errdl is azt taldlta, hogy optimalis jaték esetén
dontetlennel végzodik.

Négy célt valdsitottunk meg. Egyrészt megoldottuk a malom Afrikdban népszert,
morabaraba nevi variansat, és azt talaltuk, hogy tokéletes jatékosok esetén a kezdd 49
1épésben nyer. Mdsrészt megvizsgaltuk mindhdrom varidns esetében, hogy a jatékok
kezddallasdban megvaltoztatva a folrakhatdé korongok szdmat, hogyan valtozik a
végkimenetel. Azt talaltuk, hogy a morabarabdnal az egyenld indulé korongszamu alldsok
tobbnyire nyerések, a masik két varianssal ellentétben, ahol ezek tobbnyire dontetlenck. Az
eredeti malom jatéknal is lett egy meglepd eredmény: 11 vagy 12 korong esetében a kezdd
jatékos veszit.

Harmadrészt kidolgoztuk a retrogradd analizisnek egy olyan véltozatat, amely a szokasos
nyerés/vesztés/dontetlenhez képest tobbféle kimenetelt képes kezelni, és gyorsabb, mint a
korabbi hasonld célu algoritmus. Negyedrészt az eldbbire épitve kifejlesztettiink egy
algoritmust, amely a malom és variansai esetében a dontetlen értékii allasok kozott
kiilonbséget tud tenni az allas heurisztikus kedvezdsége szempontjabol. Ennek jelentdsége
abban all, hogy ha ennek hidnydban valaszt a tokéletesen jatszoé program a kiillonbozo
optimalis 1épéslehetdségek koziil, akkor altalaban latszélagosan gyengéket 1ép. Ezek az
optimalis 1épések rdadasul — paradox modon — valoban gyengék, olyan értelemben, hogy az
ellenfélnek nem nehéz taldlni optimadlis ellenlépéseket, €és igy az eredeti malomnal és a
laskernél a jatszmak mar nem tal erds jatékos esetén is nagyon gyakran végzodnek
dontetlennel. Az ezt kikiiszobold korabbi probalkozasok lokalis heurisztikdkat hasznaltak,

vagy jaték kozben tanultak, de mi a retrograd analizisbe épitettiik be az algoritmusunkat.
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1. Bevezetés

1.1. Allisok jatékelméleti értéke

Egy allas jatékelméleti értékén azt értjiik, hogy mi lesz a jatszma kimenetele az adott 4l1asbol
indulva, amennyiben a jatékosok optimadlisan jatszanak. Pl. ha egy éllas értéke nyerés, akkor az
a jatékos, aki 1épni kovetkezik, megfeleld stratégidt hasznilva mindenképpen meg tudja nyerni
a jatszmat, barhogyan is jatszik az ellenfél.

Tovabba beszélhetiink jatékok jatékelméleti értékérdl, amikor is a kezddéllds fentebbi érte-
lemben vett értékére gondolunk. Ha ez nyerés, akkor ezt szokds ugy is mondani, hogy az els6
jatékosnak van nyerd stratégidja, ha vesztés, akkor a médsodik jatékosnak, ha pedig dontetlen,
akkor mindkét jatékosnak van nem vesztd stratégidja.

A malom és az altalunk vizsgdlt varidnsai teljes informdcios (a jatékosok ismerik a jaték
allapotét), kétszemélyes, 1épésvaltasos (a jatékosok felvaltva 1épnek), determinisztikus (nincs
szerepe a véletlennek), véges (az allapottér €s a jatszmdk hossza véges), zEér6-0sszegl jatékok,
és haromféle kimeneteliik lehet: az els6 jatékos nyer, a masodik jatékos nyer, illetve dontetlen.
Ilyen jatékokban mindig vagy valamelyik jatékosnak van nyeré stratégidja, vagy mindkettGnek
van nem vesztd stratégidja. Ez egyrészt kovetkezik a Neumann-féle minimax tételbdl, viszont
erre a specidlis esetre a legtdvolabbi végéllapottol vald tdvolsdg szerinti indukcidval is konnyen
bizonyithatd, ami tulajdonképpen hasonlit a késébbiekben leirt retrograd analizis algoritmusa-

ndl szerepl6 bizonyitdshoz.

1.2. Jatékok megoldasanak fogalmai

Jatékok megoldasarol tobbféle értelemben beszélhetiink [1].

e Ultra gyenge értelemben megoldottnak mondunk egy jatékot, amennyiben ismert a kez-
déallas jatékelméleti értéke, azaz egy bizonyitds arra vonatkozdlag, hogy optimélis jaté-
kosok esetén mi a kimenetele egy jdtszmdnak. Azonban ez a bizonyitds lehet nem konst-
ruktiv is, vagyis elképzelhetd, hogy nem mond semmit arrdl, hogy pontosan hogyan is

kell jol jatszani az adott jatékot.

e Gyenge értelemben megoldottnak mondunk egy jatékot, ha ismert egy (valodi jatszmdk
idSkeretei kozt miikddd) algoritmus is, amely képes elérni legaldbb a kezddallas jaték-
elméleti értékét (barmelyik jatékos szerepében jatszva). Azonban ha valamelyik jatékos
hib4zédsa esetén optimadlisan folytatva a jatékot elérhetd lenne a kezddallas jatékelméleti
értékénél jobb eredmény, akkor az algoritmus nem feltétleniil éri ezt el. Ilyen értelemben

van megoldva pl. a ddma [2].

e Akkor mondunk egy jitékot erdsen megoldottnak, ha egy olyan algoritmusunk van r4,

amely tetsz8leges jatékallasbol optimdlisan tud jatszani (vagyis minden esetben ki tudja



haszndlni az ellenfél nem optimadlis 1épéseit, s6t, akar olyan dllasokbdl is optimalisan
jatszik, ahol méar mindkét oldal hibdzott). Az algoritmus természetesen tartalmazhat egy
nagy méret{i adatbdzist, de nem feltétleniil ez a helyzet, amire kozismert példa a nim
jaték.

e Ultra erds megolddsnak [3] hivunk egy stratégidt, mely noveli a jatékelméleti értéknél
jobb eredmény elérésének esélyét (az optimadlis 1épések koziil véletlenszertien valasztd
algoritmushoz képest) tokéletlen ellenfél ellen. (Egy jatékos tokéletes, ha mindig fent
tudja tartani a jatékelméleti értéket.) Ez egy eredend8en heurisztikus fogalom.

e Erdekes megvizsgilni alternativ kezd@allasok jatékelméleti értékét is (pl. malom esetén
kiilonb6z8 szamu indulé korongkészlet). Kiterjesztett megoldasnak fogunk nevezni egy
kiterjesztett dllapottérre (azaz kezddallapotok egy halmazéabdl elérhet6 dlldsokra) vonat-

koz6 er6s megoldast.

2.2

Ha van egy adatbazisunk az 0sszes lehetséges jatékallas jatékelméleti értékérdl, akkor jatsz-
hatunk gy, hogy mindig egy 1épéssel el6re tekintve maximalizéljuk (a mi szempontunkbdl) a
1épésiink utdni 4ll4s értékét. Azonban ha korok is vannak a jatékgrafban', akkor ez az algoritmus
nem feltétleniil biztositja a nyerést, hiszen eléfordulhat, hogy visszajutunk egy olyan allasba,
amelyben mdr kordbban jartunk, és ha itt determinisztikusan valasztunk, akkor esetleg sosem
ér véget a jatszma. A véletlenszer(i valasztds sem igazdn oldja meg a problémadt, mert akkor tul
hosszira nytlhatnak a jatszmak.

Ezt ugy oldhatjuk meg, hogy még azt is kiszdmoljuk minden allasrol, hogy optimalis jaték
esetén hany 1épésben fog véget érni a jdtszma, amennyiben a nyer$ jatékos ezt minimalizalni
igyekszik, a veszt§ jatékos pedig maximalizdlni. Ezeket az értékeket tavolisdgnak fogjuk nevez-
ni. Ezt az informdcidt aztan jaték kozben masodik kulcsként hasznalhatjuk a 1épéslehetdségek
rangsoroldsandl. (Dontetlen értéki alldsokndl nincs tdvolisdg, hiszen nem tudndnk eldonteni,
hogy maximalizaljuk, vagy minimalizaljuk.) Igy optimalis jaték esetén az aktudlis 4llds tavoli-
saga minden 1€pésnél eggyel csokken.

1.3. Irodalmi attekintés

A malom jatékot Ralph Gasser oldotta meg gyenge értelemben a 90-es évek elején [4]. Retrog-
rad analizissel kiszdmitotta minden olyan allds értékét, amelyekben mar az osszes korong fol
lett rakva a tdbldra, azonban a folrakdsos alldsok koziil csak annyinak hatdrozta meg az értékét,
amennyire sziiksége volt a kezddallas értékének meghatdrozdsahoz: a kezd6allasra 18 mélysé-
gli alfa-béta vagast futtatott, aminek a leveleiben a retrograd analizissel kiszdmolt adatbazist

hasznélta fol. Igy megallapitotta, hogy a kezddallas jatékelméleti értéke dontetlen.

'Nevezziik jatékgrafnak azt a grafot, amelynek a csticsai a jaték osszes lehetséges jatékalldsa, és akkor megy
irdnyftott €l u-bol v-be, ha egyetlen 1€péssel atléphetiink u-bol v-be.



Gasser munkdjanak jelent6ségét az is emeli, hogy kitaldlt egy olyan hash fiiggvényt [5],
amely nagyrészt képes figyelembe venni a malom tabla szimmetridit, és igy kozel tizenhatodara
csokken a szamitas erdforrdsigénye. Ezt a hash fiiggvényt mi is hasznaljuk, és a 2.3 fejezetben
részletezziik a miikodését.

A laskert Peter Stahlhacke oldotta meg 2003-ban, erds értelemben [6]. Cikkének konkluzi-
6jaban megemliti, hogy tervez foglalkozni azzal, hogy a program a jatékelméleti értéknél jobb
eredményt érhessen el nem tokéletesen jatszo ellenfél ellen.

A morabaraba megolddsardl nem taldlhaté semmi az irodalomban.

Az Awari jaték megolddsdhoz kidolgoztak a retrogrdd analizisnek egy olyan véltozatit,
amely haromndl tobbféle kimenetelt is képes kezelni, azonban az lényegesen kiilonbdzik a mi-
enktol [7] [8]. Kevesebb memoridt haszndl, és nem torekszik a tdvolisdgok meghatarozdsara.

Jatékok ultra erds megoldasaval foglalkozott Jansen [9], illetve Lincke [10], lokalis heurisz-
tikak haszndlatdval. Egy masik megkozelités, hogy ha a jatszmdk sordn tanulja meg a program
az egyes alldsok kedvezdségét [11]. Az el6bbiekkel szemben mi a retrograd analizisbe épitettiik

be az algoritmusunkat.

1.4. A dolgozat felépitése

A kovetkezd alfejezetben leirjuk a malom és az dltalunk vizsgalt varidnsainak a szabdlyait. A 2.
fejezetben leirjuk a szokdsos retrogrdd analizist, az allapottér szektorokra bontdsit, majd pedig
ehhez kapcsol6dé implementacios részletek kovetkeznek egy pszeudokdddal.

Ezutdn leirjuk a retrograd analizisnek egy olyan dltaldnositasat, amely képes haromnal t&bb-
féle kimenetelt kezelni, és ezt alapul haszndljuk egy olyan algoritmushoz, amely osztdlyozza a
dontetlen értékd dlldsokat az ultra erds megoldas érdekében. Végiil elemezziik a szamitdsok

eredményeit, €s folvazoljuk az algoritmusnak egy lehetséges tovabbfejlesztését.

1.5. Jatékszabalyok

A malom jatékot az 1. dbrdn lathaté gréfon jatszdk, melynek a cstcsaira kétféle szind korongok
keriilhetnek. A tébla kezdetben iires, a jatékosokndl pedig 9-9 fehér, illetve fekete korong van.
A jatékosok felvdltva 1épnek, a fehér kezd. A jaték a felrakdsi fazissal indul: ekkor egy 1épés
egy korong felrakdsit jelenti egy lires mezdre. Amikor az 0sszes korong felkeriilt a tablara, a
mozgatasi fazis kovetkezik, amikor is a 1épések abbdl dllnak, hogy egy jatékos egy korongjat
egy szomszédos iires mezGre mozgatja. Ha a jatszma sordn barmikor egy 1épés megtételekor
kialakul egy malom, azaz harom egyforma szinii korong egy sorban, akkor a jatékos 1épése ki-
egésziil azzal, hogy leveszi az ellenfélnek egy olyan korongjit, amely nincs malomban. Amikor
egy jatékosnak mar csak harom korongja maradt, akkor nem csak szomszédos mezdre mozgat-

hat, hanem tetszdlegesre.



Ha egy jatékosnak mar csak két korongja maradt, akkor

vesztett, illetve akkor is, ha nincs legilis 1épése. Ugy fog-

juk tekinteni, hogy ha megismétlédik egy jatékallds, akkor
a jatszma véget ér, dontetlen eredménnyel. Utébbi szabaly-
ra azért van sziikség, hogy a jatszmdak ne lehessenek vég-

teleniil hosszuak. (A gyakorlatban ehelyett szokds Ugy jat-

szani, hogy akkor végzddik dontetlennel a jitszma, ha na-

gyon sok (pl. 50) Iépésig nem torténik koronglevétel, azon-
@ .

ban ez elegendGen nagy 1épésszam valasztisa esetén a meg-

oldas szempontjabdl nem kiilonbozik az altalunk hasznalt 1. dbra. A malom jdték tabldja.
szabalytol. Hasznalhat6 a sakkhoz hasonld szabaly is, ahol

egy allas haromszori el6forduldsa eredményez dontetlent, azonban ez se befolyédsolja a megol-
dast.)

A fentebbiekbdl még nem egyértelmi, hogy mi torténik, ha egy 1épéssel egyszerre két mal-
mot zdrunk be. Az éltalunk implementélt szabdlyokban ilyenkor csak egy korongot lehet le-
venni. Ezen kiviil felvetddik a kérdés, hogy mi torténjen, ha le kéne venni egy korongot, de az
ellenfél osszes korongja malomban van. Ugy tekintjiik, hogy ilyenkor le lehet venni malom-
ban 1évS korongot is. Az eldbbi két kérdéses szaballyal kapcsolatos dontést f6ként az alapjan
hoztuk meg, hogy az a weboldal is ezeket alakalmazza, ahol teszteltiik a programunkat ember
jatékosok ellen.

A malom jaték lasker nevl varidnsat Emanuel Lasker egykori sakkvildgbajnok talalta ki
azzal a céllal, hogy kevesebb legyen a dontetlen kimeneteld jatszma. Abban kiilonbozik az
eredetitdl, hogy nincs kiilon felrakdsi és mozgatdsi fazis, hanem barmikor lehet mozgatni és
felrakni is (amig van fel nem rakott korongunk), tovdbba 9 helyett 10 koronggal kezdenek a
jatékosok.

A morabaraba nevi varidns f6ként Afrikdban népszert. Itt 12 korongja van a jatékosoknak,
és a tabla gréfja is kiillonbozik (14sd a 2. abra a 4. fejezetben). Tovdbbd van még egy specidlis
szabdly: ha a tdbla betelt, akkor a jatszma dontetlennel ér véget (ahelyett, hogy az elsd jaté-
kos vesztene, legdlis 1épés hijan). Internetes keresés alapjan az lathatd, hogy ezzel a szaballyal
kapcsolatban egydltaldn nincs egyetértés a jatékosok kozott, igyhogy implementéltuk azt a val-

tozatot, amikor van ez a szabadly, és azt is, amikor nincs.

2. Retrograd analizis

7 2z

A retrograd elemzés sordn ugy szdmoljuk ki jatékallasok értékét, hogy ismert értéki dllasokbdl
(kezdetben végallapotokbdl) visszafelé haladva terjesztiink értékeket a minimax elv szerint. Az
algoritmus alapotletetét mar 1910-ben leirta Ernst Zermelo [12], Richard Bellman pedig 1965-
0s cikkében [13] a dinamikus programozds alkalmazdsaként targyalta. Az els6 implementaciot

s sz



Népszer(ivé azonban Ken Thompson 1986-os cikkével vilt [15], amelyben szdmos sakkvégja-
tékot elemzett a segitségével. A kovetkezOkben leirt valtozat hasonlit a Ralph Gasser dltal az
eredeti malom jaték megolddsahoz hasznélthoz [5].

Egyel6re tekintsiik tigy, hogy a jatékgrafban tartozik cstics az olyan jatékallasparok mindkét
tagjahoz, amelyek csak abban kiillonboznek, hogy az egyikben a fehér, a masikban a fekete
kovetkezik. (Az implementicionkban valdjaban csak minden dlldsnak azt a valtozatat taroljuk,
amelyikben a fehér kovetkezik, 1asd a 2.1 alfejezet.)

El8szor tekintsiik azt az esetet, amikor nincsenek irdnyitott korok a jatékgrafban. Els6 1épés-
ként kitoljiik a végéllapotok értékét (az elsd jatékos szemszogébdl). Ezutdn minden 1épésben
kitoltjiikk egy olyan s dlldsnak az értékét, aminek mar minden rdkdvetkezdjének ki van tdltve az
értéke: ha az elso jatékos kovetkezik, akkor a rakovetkezdk értékeinek a maximumat vessziik,
ha pedig a méasodik, akkor a minimumét. Igy végiil minden 4llas értéket kap. Azt kell bizonyita-
nunk, hogy nem akad el az algoritmus, azaz mindig taldlunk megfelel§ s éllast. Ezt indukcival
végezzik.

Legyen a h(n) halmaz azon csticsok halmaza, amelyektdl a legtdvolabbi végallapot (els-
refelé 1épegetve) legfoljebb n 1épésre van. Be fogjuk bizonyitani, hogy minden n-re a h(n)
halmazban 1év§ csicsok mindegyike sorra fog keriilni. A h(0)-ban 1év§ dllasokra mar az elsd
1épésben rairjuk az értékeiket, tehdt ezekre az éllitds nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy (n — 1)-ig
bizonyitottuk az éllitdst, vagyis a h(n — 1) halmazbeli csicsokra mar bizonyitottuk, hogy rd
fog keriilni az elméleti értékiik, és nem akadt el az algoritmus. Ekkor minden h(n)\h(n — 1)-
beli dlldsnak az értéke is meghatdrozhatd, hiszen az Osszes ilyen dllds Osszes rakdvetkezdje
h(n — 1)-ben van, tehat mar tudjuk, hogy fog rajuk keriilni érték, vagyis bizonyitottuk az allitast
h(n)-re.

A fenti algoritmus kiegészithetd gy, hogy kiszdmitsa az allds értékén tul a tavolisdgokat
is, azaz hogy optimadlis jaték esetén hany Iépésben ériink el egy végallapotot: a végallapotok
a 0 tdvolisagu allasok, a tobbi allasnal pedig az azonos értékil rakovetkez6knek megnézziik a
tavolisagat, majd ezekbdl kivédlasztjuk a maximalis vagy minimadlis tdvolisdgot, aszerint, hogy
vesztésnél vagy nyerésnél jarunk (a soron kovetkezd jatékos szempontjabdl), és 1-gyel megno-
veljiik.

Azonban a malom jdtékban vannak korok a jatékgrifban, tigyhogy most erre az esetre is
adunk egy algoritmust. A fenti algoritmus akkor is miikodik, ha a kimenetel tobbféle lehet,
mint nyerés, vesztés, vagy dontetlen (pl. reversiben a korongkiilonbség, vagy az awariban a
megszerzett kovek szdmanak kiilonbsége), azonban most el6bb olyan jatékokra ismertetjiik a
korokre 1s miikodd algoritmust, amelyeknek csak haromféle kimeneteliik lehet.

A tovédbbiakat célszeriibb lesz gy megfogalmazni, hogy az alldsokra irt értékek a soron
kovetkez6 jatékos szemszdgébdl értenddk. (Ez abban kiillonbozik a fentebb hasznélt értékelé-
sektdl, hogy azoknak az allasoknak az értéke, ahol a masodik jatékos kovetkezik, az ellentettjére
véltozik.) Tehdt a tovdbbiakban a nyerd- és veszt6 dllds fogalmakat gy értjiik, hogy optima-

lis jaték esetén az a jatékos fog nyerni, illetve vesziteni, aki éppen kovetkezik. Ez a médositas



egyébként megfelel a minimax és a negamax algoritmusok kozti kiilonbségnek.

Elszor is vegyiik észre, hogy nem mindig van sziikkség egy allas értékének meghatiroza-
sdhoz az Osszes rakovetkezdjének az értékének az ismeretére: ha egy s dlldsnak van egy olyan
rakovetkez6je, amirdl tudjuk, hogy az értéke vesztés, akkor mar rogton rairhatjuk a nyerést
az s-re, hiszen a maximumkeresés sordn nem kaphatunk ennél jobb értéket. Viszont egy allas
vesztésnek vald elkdnyveléséhez sziikség van az Osszes rakovetkezdjének az értékének az is-
meretére, hiszen pontosan akkor lesz egy édllds vesztés, ha minden rakdvetkez6je nyerés. Ezek
utdn az a kérdés, hogy mikor konyvelhetiink el egy allast dontetlennek. Az algoritmus ugy fog
mi{ikddni, hogy csak a lefutdsdnak a legvégén hoz olyan dontést, hogy egy allas értéke biztosan
dontetlen, azonban ez nem lehet probléma, ugyanis figyeljiik meg, hogy olyan alldsok, ame-
lyeknek végiil dontetleneknek kell lenniiik, nem jatszanak szerepet olyan dontésekben, hogy
egy-egy allds mdr biztosan nyerés vagy biztosan vesztés.

Tehat az 1j algoritmus abban fog kiilonbozni a fentebbitdl, hogy mar akkor is kivalaszt
egy s csticsot, és rafrja az értékét, ha valamelyik rakovetkezdije vesztés. Igy szervezhetjiik gy
az algoritmust, hogy a tdvolisdg sorrendjében dolgozzuk fel a jatékgraf csicsait. A helyesség
bizonyitdsa a fentebbi teljes indukciéhoz hasonld, azonban most a tavolisdg szerint végezhet6
az indukcid. Azok a csticsok, amelyekre nem keriilt explicit cimke, dontetlennek tekintendk.

Az implementdci6hoz hasznédlhatunk egy sort: amikor egy csicshoz bejegyezziik az érté-
két, akkor berakjuk egy sorba. Az algoritmus azt fogja csindlni, hogy minden 1épésben kivesz
egy elemet a sorbdl, €s ,terjeszti”, azaz meghatdrozza a megel6z9 alldsait, ezeknek frissiti az
allapotét, és a most elkésziilteket berakja a sorba. A sor tdrolhaté akdr a lemezen is, mivel csak
szekvencialis fajlmiveleteket igényel.

Az allasok allapota kétféle lehet: count és value. Mindkét esetben van egy szdm is beje-
gyezve az dllashoz. A value azt jelenti, hogy mar biztosan tudjuk az értékét (ez lehet egyszerre
tarolva a tavolisdggal: a tdvolisdg paritdsa mutatja, hogy nyerésr6l vagy vesztésr6l van-e sz9),
€s ez van bejegyezve, countndl pedig azt adja meg a beirt szdm, hogy hany olyan rdkovetke-
z08je van, amelybdl még nem terjesztettiink. A terjesztés sordn igy két eset van: ha vesztésbdl
terjesztiink countba, akkor kapunk egy nyerést, aminek a tavolisdga eggyel nagyobb anndl, ami-
bdl terjesztettiink; ha nyerésbdl terjesztiink countba, akkor csdkkenteni kell a countot, ami utdn
megtorténhet, hogy éppen eléri a nullat, és ekkor egy vesztést kaptunk. (Egy harmadik eset
lenne az, ha value-ba terjesztiink, ekkor azonban nem kell csindlni semmit.) Az algoritmus le-
futdsdnak a végére pontosan a dontetlen alldsok maradnak countok.

Az allapotok inicializdldsandl egyrészt be kell jegyezniink a végallapotok értékeit, mdsrészt
a tobbi dllas kezdeti countjat ki kell szdmolnunk. Ez torténhetne ugy, hogy kdzvetleniil kisza-
moljuk a rakovetkez6k szamdt, de kés6bb leirt okok miatt ehelyett tigy miikddik a programunk,
hogy végigmegy az Osszes dlldson, mindegyiknek legenerdlja a megel6z$ dlldsait, és eggyel
noveli ezek countjat. (Az algoritmus pszeudokddja megtaldlhaté a kdvetkez6 fejezet végén.)

A memodriaigény kiszdmoldsdhoz tudnunk kell egy bejegyzés méretét. Szerencsére nincsen

sziikségiink egy allasndl egyszerre countra és value-ra. A value allapotu alldsokhoz is elegendd



egy szamot tdrolni, ugyanis ha ez a szdm az allds tavolisagat jeldli, akkor a paritdsa megad-
ja, hogy vesztés vagy nyerés, hiszen a malom jatékban mindenfajta nyerésnél az a jatékos 1ép
utoljdra, aki nyert. A tipikus count és value értékek elférnek 1 byte-on. A Gasser dltal hasznélt
mobdszer az, hogy a 0..255 értékek koziil a 255-hoz kozelieket fenntartja countnak (a valédi
count a bejegyzett szdmnak a 255-hoz vett kiilonbsége), a 0 kozeliek pedig value-t jelente-
nek. Azonban igy nem volt elég nagy az 1 byte-on dbrazolhat6 értékkészlet, ezért a kovetkez6
megoldast taldltuk ki%: mivel csak viszonylag kevés olyan 4ll4s van, aminek a bejegyzése nem
lenne abrdzolhatd, ezért ezeknek kijeldltiink egy specidlis értéket, és folvettiink a memdridba
egy STL mapet (ami egy kiegyenstlyozott keresdfa), amibe eltdroltuk csak ezeknek az alla-
soknak az értékét. Az ebbe vald beleindexelés sokkal lassabb, mint a tobbi allas értékét tarold
tombbe, azonban mivel csak elenyészben kis szamu allasndl van sziikség a hasznalatara, ezért

gyakorlatilag nem befolydsolja a program futdsi sebességét.

2.1. Az allapottér szektorokra bontasa

A fenti algoritmus az alldsok szdmadval linedris memdridt igényel, mivel az dlldsokhoz tarto-
z0 bejegyzéseket tarold tombhoz véletlenszerli (nem szekvencidlis) hozzaférésre van sziikség,
tehdt nem tarolhatjuk a lemezen.

Az eredeti malom jitékban az Osszes csicsok szdma® 26.761.334.939, a laskerben
133.460.964.090, a morabarababan 111.999.566.300. Még ha minden csicshoz elég csak 1
ticiondlhatjuk a csticsok halmazat az alapjan, hogy melyik jatékosnak hany korongja van font a
tabldn, illetve hanyat rakhat még fol. Igy négy szam azonosit egy szektort. (PI. a 6,7,2,1 szektor-
ban olyan élldsok vannak, ahol fehérnek 6, feketének 7 korongja van font, fehér még 2 korongot
rakhat fol, fekete pedig 1-et.) Ennek az az elénye, hogy a kordbban leirt algoritmus médosithat6
ugy, hogy egyszerre csak néhany szektornak kelljen a memoridban lennie (a legnagyobb szektor
603.332.730 allast tartalmaz).

A szektorokbdl épithetiink egy grafot: legyenek a csticsok a szektorok, és akkor megy ird-
nyitott €l az u szektorbdl a v szektorba, ha van az u szektorban olyan éllds, amibdl egy 1épéssel
atléphetiink egy v szektorban 1év6 alldsba. (Bar a konnyebb implementéci6 érdekében a szek-
torgraf kiszdmitdsa sordn a bejohetnek folosleges élek.)

Kordbban emlitettiik, hogy csak olyan alldsokat tarolunk, amelyekben a fehér kovetkezik.
Ennek az az oka, hogy, ha egy dllast ,,negdlunk”, azaz lecseréljiik az Osszes fehér korongot
feketére, és az Osszes fekete korongot fehérre, valamint megvéltoztatjuk, hogy ki kovetkezik,
akkor egy ekvivalens édllapotba jutunk (a soron kovetkezd jatékos szemszogébdl megegyezik
a jatékelméleti érték). Ennek viszont van egy olyan kellemetlen mellékhatdsa, hogy a jaték-
grafban 1év6 kordk nem korlatozddnak egy szektorra, vagyis a szektorgraf nem kdrmentes. PI. a

Gasser ezeket az alldsokat specidlisan kezelte, mivel az & szamitdsai sordn csak kevés llasnél fordult ez eld.
3Ezek a szimmetridk nagy részének kisziirésével kapott értékek (1d. a 2.3. fejezetben), viszont nem minden
elérhetetlen allast szdrtiink ki.



4,6,0,0 szektorbdl minden olyan 1épés, amely nem korongot vesz le, a 6,4,0,0 szektorbeli dllasba
vezet a negdlds miatt. gy a legtobb kér olyan, hogy két szektor kozott alternal (kivéve azok-
ndl a szektorokndl, amelyek sajat maguk negdltjai, amelyeknél viszont a korok egy szektoron
beliil maradnak). Emiatt viszont nem dolgozhatunk f6l egy szektort dnmagdban, igyhogy egy
munkaegységnek fogunk nevezni két olyan szektort, melyek egymads negaltjai, és vezet koztiikk
¢l mindkét irdnyba, a tobbi szektor pedig dnmagédban képez egy-egy munkaegységet. (Szekto-
rok negdldsa ugy torténik, hogy megcseréljiik egymassal az elsd két szdmot, €s a masodik két
szamot.) A munkaegységek grafja mar kormentes, és jaték kozben csak eldrefelé haladunk az
élein, vagy csticson beliil maradunk. (Altaldnosabb esetben a munkaegységeknek a szektorgraf
erdsen Osszefiiggd komponenseinek kéne lenniiik, azonban j6l lathatd, hogy a malom jatéknal

ezek csak két szektorbdl allhatnak, melyek egymas negaltjai.)

2.2. A retrograd analizis implementalasa a szektorokra bontott allapotté-

ren

Egy munkaegység feldolgozdsdhoz a memdridban kell lennie egyrészt a munkaegység szek-
torainak (ezeket fOszektornak fogjuk nevezni), masrészt azoknak a szektoroknak is meg kell
jelenniiik, amelyek a szektorgrafon egy 1épéssel elérhetéek a munkaegység valamelyik szek-
tordbdl (ezekre pedig mellékszektorokként fogunk hivatkozni). Ez a lasker esetében jelenti a
legtobb szektort, legfeljebb nyolcat (egyébként, ha a szabdlyokat ugy rogzitettiik volna, hogy
egyszerre két malom becsukdsa esetén két korongot vehetiink le, akkor tobb szektorral kéne fog-
lalkozni egy munkaegység feldolgozdsa sordn). Azonban a mellékszektorokra nincs egyszerre
sziikségiink, amint azt az algoritmus részleteinek leirdsanal latni fogjuk.

A feldolgozasi sorrend most nem kovetheti tokéletesen a tavolisdgokat, hiszen az egyes
szektorokban el6forduld tdvolisdgok értékkészletei atfedhetnek egymadssal, tehdt egy munka-
egység feldolgozasakor fel kell dolgoznunk olyan alldsokat is, amelyeknél még fogunk taldl-
kozni kisebb tdvolisdgtiakkal egy késébbi munkaegységben. Azonban ez nem okoz problémat,
ugyanis lényegében csak azért akartuk a tavolisdg szerinti sorrendben feldolgozni a csticsokat,
hogy ne fordulhasson el6 az a helyzet, hogy egy késébb feldolgozott dllds hatdssal kéne, hogy
legyen egy mar kordbban feldolgozottra, viszont lathatd, hogy ha az egy-egy munkaegység fel-
dolgozdsa sordn szerepet jatszé cstucsokra megtartjuk a tdvolisdgsorrendet, akkor csak olyan
esetben fordulhat el8, hogy egy u csticsndl késébb dolgozunk fel egy kisebb tavolisdgu v csu-
csot, ha a v cstics kés6bb feldolgozott munkaegységben van, ami viszont azt jelenti, hogy a v
csucs biztosan nem lehetne hatdssal az u csucs értékére, hiszen nem is juthatunk el u-bdl v-be
jaték kozben.

Tehédt egy munkaegység feldolgozasa sordn azt kell elérniink, hogy a mellékszektorokban
1év3 sokféle kiilonbdzs tavolisagu kész allas* (azaz amelyeknek az dllapota value) a korabban

4Ez a probléma nem meriil fel, ha a jatszma végéig tekintett tavolisdg helyett a kovetkezs koronglevételig hatra
1év6 1épések szamat hasznéljuk.



emlegetett sorbol a megfeleld pillanatban keriiljon ki, konkrétan akkor, amikor a f&szektorok-
ban 1évd csticsok feldolgozdsa eléri a megfelel6 tavolisdgot. ElIméletben gondolkozva ezt meg-
tehetnénk tgy, hogy a szokdsos sor helyett egy prioritdsi sorba tessziik az elkésziilt csicsokat a
tavolisdggal, mint kulccsal (mind a f6szektorokban, mind pedig a mellékszektorokban taldlha-
téakat). Azonban ez a sor nagyon nagy is lehet, vagyis a lemezen célszer( tarolni.

Ebben a specidlis helyzetben ez megoldhaté két sor folyamatos dsszefésiilésével: az egyik
sor mellékszektorokbeli nem dontetlen dlldsokat tarol (és végéllapotokat a f6szektorokbdl), és a
munkaegység feldolgozasdnak az elején inicializaljuk, a mésikba pedig a f6szektorokbdl szér-
mazd6 cstcsok fognak keriilni az algoritmus tovdbbi részének futdsa sordn. Ezt a két sort folya-
matosan Osszefésiiljiik egyetlen sorrd: mindig abbdl vesziink ki elemet, amelyiknek az elején
éppen kisebb tdvolisdgu allas talalhatd. Az elsd sort a lemezen téroljuk, a masodikat pedig a
memoridban, hogy kevesebb legyen a lemezmiivelet (ez a parhuzamositashoz jon jol, 1d. ké-
s6bb).

A mellékszektorok allasainak értékeit tarold fajlokban nem a megfeleld sorrendben vannak
az 4llasok, de mivel nincsen néhdny szdzndl tobbféle tavolisdg, igy rendezhetjiik ket vodros
rendezéssel: nyitunk minden tavolisdgnak egy vodorfajlt, végigolvassuk a szektorfijlokat, és
minden 4llast hozzéf(iziink a megfelel§ vodorfajl végére, majd a sor feldolgozdsa sordn pedig a
megfeleld sorrendben végigolvassuk a fajlokat. (Azonban ahhoz, hogy ez a rendezési modszer
valéban gyors legyen, nem szabad tul sokan lenniiik a vodroknek, ugyanis a hozzaftizések csak
akkor lesznek szekvencidlis lemezmiiveletek, ha pufferelni tudjuk az irasokat.)

A szektorokra bontott szamitdsnak egy masik eldnye, hogy konnyen parhuzamosithatd, hi-
szen azok a munkaegységek, amelyek kozott a munkaegységek fliggdségi grafjaban nincsen
irdnyitott ut, egymastdl teljesen fiiggetleniil végezhetSk el. Egy lehetséges megoldds a kovet-
kezd: egy kiilsd vezérl6program szamon tartja a munkaegységek éllapotat, a koztiik 1évo fiig-
gbségek grafjat, valamint a szdmit6gép erdforrdsait, és id6rdl iddre elindit egy munkaegységet.
Egy munkaegység akkor valik indithatévd, amikor minden megel6zGje elkésziilt. Mivel a na-
gyobb munkaegységek kiszamitdsa tobb GB memoriat igényel, ezért a parhuzamosithatésidgot
nagyban befolydsolja a rendelkezésre all6 fizikai memoria mennyisége. Tovdbbd a memoria se-
bessége is anndl nagyobb szerepet kap, minél tobb szdlon fut a szdmitds, hiszen az dlldsokhoz
tartozo bejegyzéseket tarolo tombhoz valé hozziférések megstirlisodnek.

Az algoritmus idGigénye O(E + VD + SB), ahol V az dllasok szdma, F az ezek kozott
hizodé élek, D a maximdlis befok a szektorgrafon, S a szektorok szdma és B a maximalis
tavolisdg. A B szorz6 a vodros rendezésbdl szdrmazik. A V' D abbdl ered, hogy az allasokat
tobbszor dolgozzuk fel mellékszektorok tagjaként. Feltételeztiik, hogy az dlldsok megelzbinek
generdldsdnak id6igénye csak azoknak a megel6z8knek a szdmdval ardnyos, amelyek benne
vannak valamelyik (jelenlegi) f&szektorban. (Enélkiil a feltételezés nélkiil az idGigény O(ED +
E + VD + SB) lenne.)
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1. Inicializél4s

Bejegyezziik a végdllapotok értékeit (count(0) a dontetlenekhez), és berakjuk a nem dontetlen végal-
lapotokat a prioritdsi sorba (ezek value-k).

Kiszdmitjuk a rakdvetkezdk szamat minden mads dlldshoz, és bejegyezziik ezeket countokként.

2. A prioritési sor féldolgozdsa
while a prioritdsi sor nem iires do
Vegyiink egy e dllast a prioritdsi sorbol
for all p megel6z6jére e-nek do
if p count then
if e nyerés then
Csokkentjiik p countjat
if p countja O then
Bejegyezziik, hogy p vesztés 1 + DTW(e) 1épésben
Betessziik p-t a prioritdsi sorba
else
Bejegyezziik, hogy p nyerés 1 + DTW (e) 1épésben
Betessziik p-t a prioritdsi sorba

1. Algoritmus. A retrograd analizis pszeudokédja. DTW (e) egy dllés tavolisagat jeldli (Depth-To-Win). A ma-
lom esetén elég a DTW-t tdrolni az dllasokhoz, mivel a nyerés/vesztés megdallapithaté a paritdsbol. A prioritdsi sor
kulcsa a DTW, és a legegyszer(ibb esetben ez implementélhat6 egy szokvanyos sorral, mivel az dlldsok foldolgoza-
sa monoton. Viszont amikor a végéllapotoknak kiilonféle értékeik lehetnek (mert figyelembe vessziik az dllapottér

sz

folosztasat), akkor a két soros megoldds alkalmazhat6 (I1d. a 2.2 alfejezet). (A mellékszektorokban 1€v6 dlldsokra
végallapotokként tekintiink majd.) Vegyiik észre, hogy e szdrmazhat f6- illetve mellékszektorbdl is.

1. F6szektorok elSinicializdldsa
for all e f6szektorbeli dlldsra do
if lehet becsukni malmot e-ben és az ellenfélnek csak 3 korongja van then
Bejegyezziik, hogy e nyerés 1 1épésben
else
e-hez bejegyziink 0-s countot

2. Countok bedllitdsa a rdkovetkez6k szdmadra és a value-k berakdsa a prioritdsi sorba
for all e f6- és mellékszektorbeli dlldsra do
for all p megel6z5jére e-nek do
if p egy fészektorban van és count then
p countjat noveljiik
if e value then
Betessziik e-t a prioritdsi sorba

3. Beszoritott dlldsok kezelése
for all e fGszektorbeli dlldsra do
if e bejegyzése count(0) then
Bejegyezziik, hogy e vesztés 0 1€pésben
Betessziik e-t a prioritdsi sorba

2. Algoritmus. A retrograd analizis inicializdldsa a malomra és az dllapottér flosztdsdra szabva.
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2.3. A hash fiiggvény

z2 X Z

Az egy szektorban 1évd dllasokhoz tartozé bejegyzéseket egyetlen nagy tombben taroljuk, mely-
be az dllasokbol szamolt hash fiiggvénnyel indexeliink. Ezt tulzas lenne hash tabldnak nevezni,
ugyanis ez a hash fliggvény injektiv (amit tokéletes hash fliggvénynek szokds nevezni), aminek
az az elénye, hogy nincs sziikség litkozéskezelésre, és igy az allasokat nem kell eltdrolnunk a
tombelemekben (az éllds eltaroldsa kb. 4 byte-on lenne lehetséges, azonban az dlldsokhoz tarto-
70 bejegyzések a kordbban bemutatott médon elférnek minddssze 1 byte-on). Egy jo tokéletes
hash fliggvénynek még egy tulajdonsdggal kell rendelkeznie. Ez a minimalitds, azaz hogy az
értékkészlete a lehetd legkisebb.

A szamitasigény csokkentéséhez kihaszndlhatjuk, hogy a malomtébla jelentds szimmetriat
mutat: a szimmetriam{velettel egymadsba atvihetd allasok cstcsait a jatégrafban 6sszevonhat-
juk egyetlen csticcsd. A malomtdbla egyrészt szimmetrikus a négyzet szimmetriamiiveleteire,
masrészt megeserélhetd a kiilsd és a belsG négyzet. Igy ezzel a médszerrel kozel tizenhato-
déra csokkenthetd a vizsgaland6 4lldsok szdma. Ehhez a hash-fiiggvényt gy kell mddositani,
hogy ugyanazt a hash-t rendelje olyan dlldsokhoz, amelyek szimmetriamiiveletekkel atvihet6k
egymadsba [5].

Egy, a lasstisdga miatt a gyakorlatban hasznélhatatlan ilyen hash fliggvény lenne a kovetke-
z8: felsoroljuk valamilyen sorrendben a szektor 0sszes dllasat, €s amikor meg kell hatdroznunk
egy allas hash-ét, akkor inditunk egy szdmlal6t nulldr6l, ellépegetiink egyesével a felsoroldson
eddig az élléasig, és kozben minden olyan allasnal noveljiik eggyel a szamlalot, amelyik nem vi-
hetd at szimmetriamfivelettel olyan dllasba, amely mar el6fordult a 1épegetés sordn. Gasser hash
fiiggvénye ehhez a fliggvényhez nagyon hasonlé eredményt ad, azonban gyorsan szamolhaté.

El8szor gondoljuk végig, hogy ha nem akarnank kisziirni a szimmetridkat, akkor hogyan
tudndnk gyorsan kiszdmolni a hash-t. Egy szektor minden dlldsdban ugyanannyi fehér, és ugyan-

annyi fekete korong van, legyen ezek szdma w €s b. A fehér korongok Osszes lehetséges elhe-

24
lyezkedése a tdblan < > , ami nem tul nagy szam ahhoz, hogy egy lookup table-ben eltdrolhas-
w

sunk egy sorszdmot a fehér korongok minden lehetséges elhelyezkedéséhez. Ha kivessziik a tdb-
24 —w

b
féleképpen helyezhetjiik el a fekete korongokat, amely elhelyezkedésekhez szintén eltarolha-

14bdl azokat a mezdket, amelyeken fehér korong van, akkor a fennmaradé mez6kon

tunk lookup table-ben sorszamokat. Igy a hash fiiggvény éltal hasznalt képlet:

24 —w

hash(1V, ) — f(W)< :

) +9(B,W)

ahol W és B a fehér illetve a fekete korongok halmaza, az f fiiggvény a fehér korongokhoz
tartozé lookuptable-t haszndlja, a ¢ fiiggvény pedig el6szor eltiinteti a tdblanak a fehér koron-
gokat tartalmaz6 mezdit, majd pedig kiolvassa a fekete korongoknak a maradék mezdkon 1€vo
elhelyezkedéséhez tartozd sorszdmot.

Vegyiik észre, hogy a szimmetridk nagy részének a kisziirése megtehetd gy, hogy egysze-
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rien az f lookup table-ét tgy épitjiik fol, hogy a fehér korongoknak a szimmetriamiveletekkel
egymadsba atvihet6 elhelyezkedéseihez azonos szamot rendeljen. Tovabbd be kell még iktat-
ni egy plusz 1épést a képlet alkalmazasa elé: ki kell jelolni minden szimmetridval egymasba
atvihet6 fehér korongelhelyezkedés-halmazbol egy kanonikus elhelyezkedést (pl. a lexikogra-
fikusan elsdt), és hasheléskor a teljes dllasra kell alkalmazni egy olyan transzformaciot, hogy a
fehér korongok ebbe a kanonikus elhelyezkedésbe keriiljenek. Erre azért van sziikség, mert kii-
16nben a fekete korongok lookup table-ébe rossz helyen indexelnénk bele. Ekkor csak olyankor
fog el6fordulni, hogy mégis kiilonbozd értéket rendel a hash fiiggvény szimmetridval egymasba
atvihetd dlldsokhoz, amikor a fehér korongoknak van olyan szimmetridja, amely a feketéknek
nincsen. Az emiatt a hash fliggvényben nem kiszfirt dlldsok ardnya a standard malomban 3,95%,
a laskerben 4,2%, a morabarababan pedig 3,48%.

A fentebbi hash fiiggvény hasznalatakor f6llép egy nem nyilvdnvald probléma. Nevezziik
nagy ekvivalenciaosztidlyoknak a szimmetriamf{iveletek altal kijelolt részhalmazokat, tovabba
nevezziik kis ekvivalenciaosztdlyoknak a hash fiiggvény altal kijel6lt részhalmazokat (azaz azon
allasok keriilnek azonos kis ekvivalenciaosztalyba, amelyeknek azonos a hash-e). A kis ekviva-
lenciaosztalyok a nagyokat osztjdk fol, azaz nincs olyan kis osztdly, amely tobb kiilonb6z6 nagy
osztalybdl tartalmazna allasokat. Nevezziink egy éllasra nézve egy szimmetriamiiveletet kicsi-
nek, ha nem viszi ki az dllast a kis ekvivalenciaosztalydbodl, tovdbbd nevezziik nagynak, ha nem
kicsi. Ekkor a probléma a kovetkez6: Ha az A allds egy B megel6z6jének a nagy ekvivalen-
ciaosztdlydban van egy olyan B’ dllds, amelybe egy olyan m szimmetriamivelettel juthatunk,
amely B-re nézve nagy, de A-ra nézve kicsi, akkor B’-nek nem vessziik figyelembe azt a 1épé-
sét, amellyel abba az éll4sba juthatunk belSle, amelyet A-bdl kapunk m-et alkalmazva.

Két megoldasi lehetdséget taldltunk ki erre a problémara. Az egyik, hogy terjesztéskor le-
generdljuk a megel6z8knek a nagy ekvivalenciaosztdlyanak a kis ekvivalenciaosztalyait, és az
ezekhez tartoz6 hash-ek mindegyikénél elvégezziik a terjesztés hatdsat. A masik, hogy ,,toké-
letesitjiik a hash normalizdldsat” a kovetkez6képpen: minden nagy ekvivalenciaosztalybdl ki-
jeloliink a hozza tartoz6 hash-ek koziil egy kanonikusat, az dllasok értékelését tarold tombnek
a nagy ekvivalenciaosztdly tobbi hash-e altal kijeldlt pozicidira pedig bejegyezziik (specialis
értékek segitségével), hogy mely szimmetriamiivelettel keriilhetiink at a kanonikus hash-hez
tartoz6 kis ekvivalenciaosztaly egyik 4llasdba. igy amikor a hash alapjan bele kéne indexelniink
az értékeket tarol6 tombbe, akkor mindig attériink a kanonikus hash dltal mutatott pozicidra (ha
nem épp abban vagyunk). Ez ut6bbi megoldést valasztottuk, mivel ez tlint gyorsabbnak.

A countok inicializdcidja sordn a rakovetkez8k szamat gy hatdroztuk meg, hogy minden
allasnak generdltuk az Osszes megel6z8jét, €s ezeknek megnoveltiikk 1-gyel a countjat. Ha a
rakovetkez8k szamdt ehelyett tgy hatdroztuk volna meg, hogy minden alldsnak generdljuk az
0sszes rakovetkezgjét, és ezeket kdzvetleniil megszamoljuk, akkor follépne még egy probléma,
olyankor, amikor egy 1épés két kiilonbozd szimmetriatulajdonsagu dllas kozott vezet. Pl. tegyiik
fel, hogy egy A allasbdl egy m kis szimmetriamiivelet atvisz egy A’ édllasba, viszont egy B
allast, amelybe &t lehet 1épni A-bdl, m helyben hagy. Ekkor az A — B élt egyszer szamoljuk,
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amikor A-nak megszdmoljuk a rdkovetkezdit, viszont kétszer csokkentjiik A-nak a countjt,

amikor terjesztiink B-bdl, hiszen B megel6z8inek a generdldsakor megjelenik A és A’ is. Ezt a
problémat a rakdvetkez6k szamdnak fentebb leirt ,,forditott” inicializdldsaval oldottuk meg.

3. Ultra eros megoldas

3.1. Valasztas a ,,tokéletes’ 1épések koziil

Miutdn az alapvaridnshoz meghataroztuk az Osszes allds jatékelméleti értékét és tdvolisdagat,
azt tapasztaltuk, hogy az igy 1étrejott adatbazist haszndld, ,,mindig tokéleteset 1épS” program —
némileg meglep6 mdédon — nem jatszik igazan ,.er6sen”, olyan értelemben, hogy konnyd ellene
dontetlent elérni (legy6zni nem lehet, hiszen a kezd6allas értéke dontetlen). Ennek a f6 okdnak
az tlinik, hogy a malom jatékban nagyon sok dontetlen értéki allas van, €s igy sokszor eléfordul,
hogy tobbféle 1€pés is optimalis (az dllasok jatékelméleti értékét tekintve), és igy ezek koziil
nem nehéz egyet megtaldlnia az ellenfélnek. Emiatt mar atlagos emberi jatékosokkal val6 jaték
sordn is el6fordul, hogy a program nem nyeri meg a jatszmat, hanem csak dontetlent ér el.

A csupdn a jatékelméleti értéket figyel§ programunkat teszteltiik egyrészt sajat magunk el-
len, masrészt ndlunk sokkal er6sebb emberi jatékosok ellen is (egy olyan weboldalon, ahol a
jatékosok pontozva vannak az El6-pontrendszer alapjdn), tovabba egy heurisztikus program el-
len, amely részleges jatékfakiértékelést végez alfa-béta vagdssal, transzpozicds tabldval és az
ehhez szokdsos egyéb technikdkkal.

A tesztelések sordn szembet{ind volt, hogy a ,,tokéletes” program sok esetben mar a jatsz-
ma korai szakaszaban kifejezetten gyengének latsz6 dllasba jutott. Persze annyira nem voltak
rosszak ezek az dllasok, hogy a program veszitsen, viszont ezekben az dlldsokban az ellenfélnek
sok olyan Iépéslehet6sége volt, amivel fenn tudta tartani a dontetlent. Néha ugyan el&fordult,
hogy akar egy erls jatékos is hibdzott, mivel megjelentek olyan dllasok, amelyekrdl nagyon
nehéz volt ember szdmdra latni, hogy mi a helyes 1épés, azonban nem ezek voltak a jellemzdek.
Tobbnyire konnyen taldlhatott egy ember is egy optimalis 1épést.

Mivel arra torekedtiink, hogy a programunk le is gy6zze az ellenfeleit a puszta dontetlen
helyett, igy tobbféle megoldassal is kisérleteztiink a fenti probléma kikiiszobdlésére.

Egy egyszer( lehet6ség, hogy a részleges jatékfa-kiértékel6 heurisztikus programban gy
haszndljuk fol az adatbazist, hogy a legfelsé szinten csak optimadlis 1épéseket tekintsen (ezt
Gasser is emliti a disszertdcidjaban [5]). Ez be is valt, a két program ilyen médon kombindlt
véltozata er6sebb mindkett6nél, hiszen nem veszti el sosem a jatszmat, és tobbszor nyeri meg,
mint a pusztdn az adatbdzisra timaszkod6 program.

Egy masik egyszerii probalkozas az volt, hogy az optimadlis 1épések koziil valasszuk azt,
amelyik minimalizalja a kialakul6 dlldsban az optimalis 1épések szamat (NOM - Number of
Optimal Moves), hitha igy nehezebben fog optimadlis valaszlépést taldlni az ellenfél. Ez va-

lamennyit javitott a helyzeten, azonban az a probléma, hogy a NOM nagyon nagy mértéki
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ingadozast mutat a jatszma egymds utdn kovetkez6 néhany 1épésénél. Vagyis az, hogy az egy
1épés tavolsagra 1évo dllasban kicsi a NOM, nagyon kevéssé korreldl azzal, hogy a kovetkezd
néhdny 1épésben is alacsonyan fogjuk tudni tartani. Rdadsdul sokszor megfigyelhetd, hogy az
alacsony NOM nem jelenti azt, hogy igazdn nehéz dolga lenne az adott dlldsban egy embernek.
Pl. a felrakds sordn az olyan élldsokban, amikor egy malom elkésziilése fenyeget a kdvetkezd
1épésben, a NOM sok esetben 1. Viszont ilyenkor tobbnyire az a helyes 1épés, hogy elzarjuk a
késziil6 malmot, ami mindenkinek az elsé gondolata lesz.

Egy tovabbi probléma, hogy egyes dllasokban, bar alacsony a NOM, de az 6ssz 1épéslehe-
t8ség is kevés, igy az ellenfélnek mégse nehéz optimadlis 1épést taldlnia. Ennek kikiiszobolésére
haszndlhat6 a ROM, azaz Ratio of Optimal Moves, ami az optimdlis 1épések szdma, osztva
az Osszes lépéslehetdségek szamdval. Azonban még mindig fenn all a lehet6ség, hogy az az
ardnylag kevés optimadlis 1épés trividlisan szembetling az ellenfélnek. Ennek elkeriilésére pro-
balkoztunk a WROM-mal, azaz Weighted Ratio of Optimal Moves-zal, ami az optimélis 1épések
Osszsulya, osztva az Osszes 1épéslehetdségek Osszsulydval. Idedlis esetben a 1épés sulya aranyos
azzal a valdszinliséggel, hogy az ellenfél azt vdlasztja; ebben az esetben a WROM egy adott
allasra azt a valdszinliséget adja meg, hogy az ellenfél optimdlisat 1ép. Ezt minimalizdlva a
program igyekszik nehezen atlathatd, vagy éppen megtévesztd dllasokat vdlasztani. A 1épések
sulyat az alabbi heurisztikdval szamitottuk ki: a [épést kovetd allasra meghivtuk kis mélységgel
az alfa-bétds algoritmust, majd az dlldsra adott értékelését transzforméltuk. Erre egy lehetséges
képlet a softmax fiiggvényen alapulé e, ahol a h a heurisztikus helyzetértékelés (mely ko-
riilbeliil a korongkiilonbség skdldjan mozog), az o pedig egyfajta mohdsagi paraméter. (v = 0
esetén a ROM-ot kapjuk vissza, ha pedig « tart a pozitiv végtelenbe, csakis a heurisztikusan
legjobbnak tlind 1épések optimalitdsat vessziik figyelembe.)

A fentebbi heurisztikdk mindegyikébdl készithet6 egy rekurziv valtozat, amely kevésbé mo-
hé, azaz nem csak egy 1épésre eldre igyekszik az adott heurisztika ért€két minimalizalni, hanem
azt éri el, hogy a kovetkezd néhdny 1€pés sordn tekintett atlagat vagy szorzatat az adott heurisz-
tikdnak minimalizélja.

A fentebbieket, illetve hasonlé mddszereket Jansen részletesen elemzett [9] sakkvégjaté-
kokra, illetve Lincke a malom jaték esetében [10].

Mivel a lokdlis heurisztikakat hasznél6 probalkozédsaink nagyon csekély eredményre vezet-
tek, ezért kidolgoztuk a kovetkezd fejezetekben leirt mddszert arra, hogy mér az adatbazis sza-
mitdsa sordn meghatdrozzuk az dlldsoknak egy olyan jellemzdjét, amit aztan felhasznalhatunk

a kiillonbozd dontetlen allasok kozti valasztasra.

3.2. A Retrograd analizis haromnal tobbféle kimenetelt is kezel6 valtozata

Ugyan a retrograd analizist bemutat6 fejezet elején vazoltuk az algoritmusnak egy olyan valto-
zatat, amely nem csak a nyeréseket, vesztéseket, illetve a dontetleneket képes megkiilonboztetni,

hanem tetszbleges értékeket képes visszaterjeszteni a végédllapotokbodl, azonban az algoritmus-
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nak a jatékgrafban 1év6 koroket is kezel§ valtozata nem tudja ezt. Mivel a kés6bbiekben a
dontetlenek megkiilonboztetéséhez sziikséglink lesz rd, ezért most vazoljuk az erre az esetre is
miikodd, dltalunk kidolgozott dltalanositasat az algoritmusnak.

Az otlet az, hogy az alldsok értékének meghatdrozdsdban haladjunk a sz€ls6ségesebb érté-
ki allasok feldl a 0 értékd dllasok felé. Pl. ha a lehetséges legnagyobb abszolutértéki nyerés
illetve vesztés értéke 10 és -10, akkor kezdjiik azzal, hogy meghatdrozzuk a 10 abszolutérté-
ki allasokat. Ezutdn meghatdrozzuk a 9 abszolutértéki dllasokat, majd a 8-asokat, stb. Ennek
sordn az aktudlis értéknél kisebb abszolutértéki dlldsok hasonléan viselkednek, mint a kordbbi
algoritmusndl a dontetlenek, tovdbbd az aktudlis abszolitértékd dllasok a kordbbi nyerések és
vesztések szerepét jatszak. (A 0 abszolutértékd dlldsok végiil ugyanigy kaphaték meg, mint
korabban, vagyis ezeket nem dolgozzuk {6l)

A kiilonb6z6 értéki végéllapotokat kezdetben a megfelel6 sorrendben rakjuk be a sorba, és
a szektorokra bont6 algoritmusndl leirt, két sor Osszefésiilését haszndlé megolddssal érjiik el,
hogy a megfelel6 pillanatban keriiljenek ki a sorbdl (a rendezés elsd kulcsa az abszolutérték
ellentettje, a mdsodik pedig a tdvolisag).

A korabbi algoritmusndl kihasznaltuk, hogy amikor egy s 4llds rakdvetkez6i koziil akar mar
egyr0l is kideriilt, hogy vesztés, akkor rogton tudjuk, hogy az s dllds mindenképpen nyerés lesz,
hiszen a tovdbbi maximumkeresés igysem taldlhatna nyerésnél jobb értéket. Most is lesz egy
hasonl¢ jelenség, amely ramutat a kiviilrél befelé haladds jelentdségére.

7 z

Tegyiik fel, hogy most a v abszoldtértéki alldsokat dolgozzuk f6l. Ekkor, ha egy s 4llés ra-
kovetkez6i kozott megldtunk egy —v abszolutérték allast, akkor mar tudjuk, hogy az s allas ér-
téke biztosan v. Azért nem taldlhatna a maximumkeresés v-nél nagyobb értéket, mert akkor mar
a futdsnak egy kordbbi pillanatiban meg kellett volna hatdroznunk s érté€két, hiszen a —v-nél
kisebb értéki dlldsok mindegyike kikeriilt mér a sorbol, tehat s-nek annak a rdkdvetkez§jébdl is
terjeszteniink kellett volna mdr, amelybdl szarmazhatna a v-nél nagyobb érték. Tovabba abban
a pillanatban, amikor egy s dlldsnak mar az 6sszes rakovetkez6jébdl terjesztettiink, és egyiknek
se volt negativ az értéke, akkor s-hez bejegyezhetjiik a —v értéket, hiszen eddig csak legaldbb
+uv értékiiekbdl terjesztettiink bele.

Eddig azt lattuk be, hogy amikor kitodltjiik egy allds értékét, akkor tényleg a valodi értékét
irjuk bele. Most azt mutatjuk meg, hogy nem fordulhat el6 az, hogy egy éllas értékét mar be
kellett volna {rnunk, de még ezt nem tettilk meg. Amikor mar befejez8dott a v abszolutértéki
allasok értékének kitoltése, akkor azoknak az allasoknak az értékének az abszolutértéke, ame-
lyeket eddig nem toltottiink ki, legfoljebb v — 1 lehet a valdsdgban is, hiszen nem lehetséges,
hogy egy ilyen alldsnak minden rdkovetkezdje legalabb v értékd, vagy hogy van olyan rakdvet-
kezG6je, amely legfeljebb —v értékd.

A fenti algoritmus a tavolisdgot tovabbra is minimalizalja a ,,nyer$” (pozitiv értéki) alla-
sokban, és maximalizalja a ,,vesztd” (negativ értékii) allasokban. Azoknak az allasoknak pedig
nincs tavolisdguk, amelyek countok maradnak.

A futdsid6 kis mértékben megnd, amiatt, hogy a vodros rendezésnek nagyobb értékkészlettel
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kell dolgoznia: O(FE + VD + SRB), ahol R az els6 kulcs értékkészlete.
Ez az algoritmus minden olyan jatékndl hasznalhatd, amelynek megvannak a malomnak a
bevezetésben leirt tulajdonsdgai, de haromnal tobbféle kimenetele is lehet, pl. Awari, Othello.
Végiggondolhatd, hogy a kordbbi pszeudokddot kis valtoztatdssal atirhatjuk a most ismer-

tetett algoritmusra:

e A sormiiveleteknél hasznalt 0sszehasonlité operdtornak elsd kulcsként az allds értékének
az abszolutértékének az ellentettjét kell figyelembe vennie, és csak a masodik kulcs lesz a

tavolisdg. Vagyis az azonos abszolutértékd alldsokat (a régi algoritmusnak megfelelGen)

a tdvolisdgok szerinti sorrendben dolgozzuk fol.

e Terjesztéskor az els6 kulcsot negdlni kell.

3.3. A dontetlenek megkiilonboztetése a végso szektor heurisztikus értéke
alapjan

~ 7z

Nevezziink egy dontetlen értékii allast stabilnak, ha van olyan optimdlis jaték belSle indulva,
amelynek sordn nem Iépiink mar ki az éllast tartalmazé munkaegységbdl. (Nem minden don-
tetlen dllds stabil, hiszen pl. a felrakdsos szektorokbeli dontetlen 4lldsok nyilvan nem stabilak,
tovabbd sok olyan dontetlen értékii dllas van egyéb szektorokban is, amelyeknél mindkét ol-
dal csak tgy tudja fenntartani a dontetlent, hogy tdmad €s levesz korongot, amikor is dtkeriil a
jatszma mds munkaegységbe. Tovabba figyeljiik meg azt is, hogy nem minden stabil 4llas ré-
sze egy kornek azon a gridfon, amelyet igy kapunk, hogy a jatékgréafot lesztkitjiik az optimalis
1épésekre.)

A dontetlenek osztdlyozdsanak alapétlete az, hogy ha mar nem latunk nyerd 1épést, akkor
legalabb igyekezziink olyan dontetlenek felé menni, amelyekbdl végiil olyan stabil allasokba
juthatunk, amelyben az ellenfél nehéz helyzetben van (valamilyen heurisztika szerint). Essze-
riinek tlinik a feltételezés, hogy mar az ilyen stabil dlldsokba vald eljutds sordn is az ellenfél
szamdra nehéz helyzetek fognak kialakulni. Ezt kés6bb az eredmények is aldtdmasztottdk: pl.
amikor mar a programounk olyan allasba tudott jutni, amelybdl az optimélis jatszma a 6,3,0,0-
ba vezet, akkor nagyon sokszor mar ezen végsd szektor elérése elbtt vétett hibat az ellenfél.

Vagyis a stabil dllasokhoz egy heurisztikus értéket rendeliink, és tigy mddositjuk a retrograd
analizist, hogy az elérhet6 legjobb stabil allds értéke alapjan kiillonboztesse meg a dontetlen
allasokat. Az édllasok jatékelméleti értéke igy kiegésziil azzal, hogy mennyire j6 stabil alldsba
juthatunk el, amennyiben a jatékosok erre optimalizdlnak, vagyis a kordbban lehetséges nyerés,
vesztés és dontetlen értékek koziil a dontetlen szétvalik tobb lehetséges értékre.

Els6 kozelitésben elképzelhetiink egy olyan algoritmust, hogy a stabil dlldsokhoz rendeliink
egy heurisztikus értéket, és aztan ezeket terjesztjiik vissza retrogrdd analizissel, azonban ezzel
van egy probléma: j6 lenne, ha a régi értékelések szerinti stabil dllasok koziil az uj algorit-

musban nem kéne mindnek végéllapotnak lennie, ugyanis lesz olyan, a régi értékelések szerint
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stabil 4llds, amely az Uj értékelések figyelembe vételével mar nem lesz stabil, mert valamelyik
jatékos kikényszeritheti, hogy egy szdmadra jobb, régi értékelés szerint stabil dlldsba keriiljon
at a jatszma. Ezért kidolgoztunk egy olyan algoritmust, amelynek hasznédlatakor nem kell el6re

lerdgziteni, hogy melyek a stabil dllasok.

3.3.1. A stabil allasokhoz hasznalt heurisztika

Nevezziik rranzienseknek az olyan szektorokat, amelyeknek a munkaegységébdl mindenképpen
azonnal kilépiink. Ezek standardnal és morabarabdnadl a felrakdsos szektorok, laskernél pedig
csak azok a szektorok, amelyeknél valamilyen szinii korongbdl nincs font a tablan. Nevezziink
egy szektort EKS-nek, ha egyenld a két jatékos korongjainak a szdma a tdbldn és a folrakhatdak
kozt is, azaz onmaga negéltja.

El8szor azt ismertetjiik, hogy mi lesz az a heurisztika, amely irdnyitja, hogy mely dllasok
felé toreksziink, azaz megmondja a stabil allasok értékét. Az dltalunk kidolgozott algoritmus
olyan esetben miikodik, ha a szektorokhoz rendeliink értékeket, €s a stabil dlldsok értéke egy-
szerlien az GOt tartalmazé szektor értéke. Természetes gondolat lehet a korongkiilonbség hasz-
ndlata (azaz, hogy mennyivel van tobb korongom, mint az ellenfélnek). A végsd eredmények
alapjan Ugy tlinik, hogy taldn ez sem lett volna sokkal rosszabb heurisztika, mint amit végiil
hasznaltunk, azonban ezt nem lattuk eldre.

Ehelyett a kovetkezdt csindltuk: a mar meglévs adatbazisbdl nyert statisztikdk alapjan hoz-
zarendeltiink minden szektorhoz egy heurisztikus értéket. Ezutan ez alapjan sorba rendeztiik
az Osszes szektort, és az ezen rendezésben kapott sorszdma alapjan hozzarendeltiink minden
szektorhoz egy rangot. A rangok kdzéppontja a 0, és kell tenni egy korrekciét: a nem tranziens
munkaegységekben 1€v6 szektorok rangjanak egymads ellentettjének kell lennie. Emiatt a nem
tranziens EKS szektorok értékét sajnos 0-ra kellett korrigdlnunk, valamint lyukak is keletkez-
tek a rangokban. Ezek a rangok lesznek a végleges szektorértékek. A rangokra 4ttérésre azért
volt sziikség, mert a szektorértékeknek a tarolds szempontjdbol célszert kicsi egész szamoknak
lenniiik.

A kovetkezd képletet alkalmazzuk a nem tranziens szektorok értékének meghatarozaséra.
Azt ragadja meg, hogy szdmunkra azok a j6 szektorok, amelyekben egyrészt sok nyerd és ke-

27 2z

vés veszt$ dllds van, mdsrészt amelyeknek a negélt szektordban (ahol az ellenfél jon) ez pont

forditva van (egyébként kés6bb latni fogjuk, hogy az algoritmus csak akkor miikddik helyesen,

ha az egy nem tranziens munkaegységen beliili két szektor értéke egymdsnak ellentettje):
valy, = Wy + L_s+ Dg/24+ D_4/2)/(Ts + T_,)

z2_ 2

ahol a W, L, D, valtozok a szektorban 1év6 nyerések, vesztések, illetve dontetlenek, 7 pedig

az Osszes allasok szama.
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Tranziens szektorokndl a képlet hasonld, azonban ez csak egy szektort vesz figyelembe:
vals = (W5 + Ds/2)/Ts

Vegyiik észre, hogy a tranziens szektorértékek nem lehetnek hatdssal az allasok értékére, mert
nem lehet benniik stabil dllds. Viszont szerepiik lesz a tdvolisdgokban, 1d. a 3.4.1 alfejezetben.

A tesztelések alapjdn ugy tlint, hogy a fentebbi heurisztika tul nagy értéket rendelt a 8,9,0,0
szektorhoz. Pl. a program jobban szeretett volna ebbe a szektorba jutni, mint a 6,3,0,0-ba. Vé-
giilis manudlisan lecsokkentettiik a 8,9,0,0 rangjat, djraszdmoltuk az adatbézist, és a program
val6ban erdsebb lett.

A nyeréseknek és vesztéseknek az értéke a rangok értékkészletén kiviil lesz. Innentdl az
allasok jatékelméleti értéke az ezekre is kiterjesztett értékkészletbdl fog kikeriilni.

A kovetkezd fejezetben ismertetjiik a retrograd analizisnek azt az altalunk kidolgozott val-
tozatat, amely kiszamitja az dllasok jatékelméleti értékén tidl azt is, hogy a dontetlen 4lldsokbodl
optimadlis jaték esetén milyen érték stabil allasba juthatunk el, anélkiil, hogy el6re rogzitenénk,
hogy melyek a stabil allasok.

3.4. A retrograd analizis dontetleneket megkiilonboztet6 valtozata

P

Ez az algoritmus az el6z0 alfejezetben leirt heurisztikat fogja haszndlni, és a 3.2 alfejezetben
leirtakon fog alapulni. Idézziik fol, hogy egy élldshoz két dolgot tarolunk: a jatékelméleti érté-
ket, és a tavolisdgot. Ezekre elsd, illetve masodik kulcsként fogunk hivatkozni. A nehézséget
az jelenti, hogy a korabbi algoritmusnal a stabil dlldsok bejegyzései mindig csak countok lehet-
nek (amelyek tekinthetSk impliciten 0 értékiinek), azonban most arra lenne sziikségiink, hogy
ezekhez kiilonbozd értékeket rendelhessiink. Ezt ugy fogjuk elérni, hogy relativ értékekkel sza-
molunk: az dllasokhoz az lesz bejegyezve, hogy az aktudlis szektor értékéhez képest mennyivel
jobb vagy rosszabb értékii szektorba juthatunk el, €s igy a stabil dlldsok abszolit nézetbdl a
megfeleld value-nak fognak latszani (kivéve persze a 0 értékili szektorok esetén, hiszen az ér-
tékiik O lenne). Ehhez arra van sziikség, hogy amikor egy éllas értékét terjesztjiik két szektor
kozott, akkor korrigdljuk az értékét: eldszor attériink az abszoludt nézetre, aztdn megtessziik a
szokdsos negalast, majd pedig az uj szektor értékére korrigdlunk. Korrigdldskor a countokat
0 értékiinek tekintjiik, és ha egy value O-ra korrigdlddik, akkor countnak tekintjiik (a beleirt
érték ilyenkor mindegy, ugyanis csak mellékszektorbeli dlldsndl fordulhat ez eld, vagyis nem
terjeszthetiink bele).

Ez implementalhat6 pl. ugy, hogy mar akkor megtessziik a korrekcidkat, amikor a mellék-
szektorokat betdltjilk a memoridba. Ehhez a tartalmaz6 mellékszektor és a megfeleld f6szektor
értékének Osszegét kell hozzdadni az allasok értékéhez. Ez akkor teheté meg kényelmesen, ha
minden mellékszektorbeli allas csak egy foszektorba lesz terjesztve. A malom varidnsainal ez
teljesiil, mas jatékokndl pedig az 5.1. alfejezetben leirtakkal érhetjiik ezt el. A két sorndl hasz-

ndlt rendezésnek a fentebbiek szerint médositott értékeket kell figyelnie. Vegyiik észre, hogy
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f6szektorok kozti terjesztésnél nincs sziikség korrigdldsra, mivel a szektorok értékeit tigy ha-
tdroztuk meg, hogy a nem tranziens munkaegységek két szektordnak az értékeinek az dsszege
0 legyen. (Tovdbba meggondolhatd, hogy ez a minimax elv miatt is sziikséges az algoritmus

miikodéséhez.)

3.4.1. A tavolisag definialasa dontetlenekre

A tavolisag definici¢janak kiterjesztése nem nyilvdnvalé a dontetlen dlldsok esetére, ugyanis
nem vildgos, hogy mikor kinek célszerli maximalizdldsra, illetve minimalizdldsra torekednie.
Azt kell végiggondolni, hogy tulajdonképpen mi is a célja a két jatékosnak a tdvolisdgra opti-
malizédldssal. A hagyomdnyos retrogrdd analizisnél azért kell a nyerd jatékosnak minél kozelebb
hoznia a jatszma végét, hogy ne torténhessen meg az, hogy annak ellenére, hogy nyerd allas-
ban vagyunk, nem tudjuk megnyerni a jatszmat, mert id6r6l idére mindig eltdvolodunk tdle.
Tokéletes jatékosok esetén a vesztd jatékosnak valdjaban nem valik eldnyére, hogy tdvolitani
igyekszik a jatszma végét, azonban azért van erre mégis sziikségiink az algoritmusban, mert
enélkiil nem tudndnk megoldani, hogy a nyerd jatékos a kozelitésre optimalizaljon, hiszen a
nyerd jatékos szemszogébdl a ,legrosszabbra kell folkésziilniink™.

Most az a kérdés, hogy amikor az dllds értéke dontetlen, €s igy nincs nyerd vagy veszts jaté-
kos, akkor kozelitsiink vagy tavolitsunk? Amint azt az el6z0 alfejezet bevezet§jében emlitettiik,
arra is szamitunk, hogy egy jobb értékii szektorba valé torekvés azért is elényds, mert mar az
oda vezet( 1t sordn is nehezebb helyzetben lesz az ellenfél. Vagyis annak is van jelent6sége,
hogy az oda vezet$ uton mennyi id6t toltiink milyen értékl szektorokban: sokat 1épegetve egy
szamunkra j6é szektorban nagyobb eséllyel hibazik az ellenfél. Vagyis azokban a helyzetekben,
amikor az éllds értékénél jobb értékii szektorban vagyunk, maximalizdlni célszer( a tdvolisagot.
Viszont ahhoz, hogy ezt meg tudjuk tenni, minimalizdlnunk kell a tavolisdgot olyankor, amikor
rosszabb értékii szektorban vagyunk (meg egyébként az is megtorténhetne kiilonben, hogy ott
ragadunk benne, 1d. a hagyomanyos tdvolisdgminimalizdlds okat).

Ez a gondolatmenet azt sugallja, hogy terjesztéskor a tavolisdighoz — a szokdsos mdédon —
mindig hozzdadunk 1-et, és amikor arra keriil a sor, hogy két (azonos értékii) value-t a tavoli-
sag szerint kell dsszehasonlitani, akkor megnézziik, hogy most jobb vagy rosszabb szektorban
vagyunk-e, mint a végcél (vagyis az éllas relativ értéke pozitiv vagy negativ), és eszerint dont-
juk el, hogy a nagyobb vagy a kisebb tdvolisdg a jobb. (Ez megfelelne annak, ahogy a 3.2.
alfejezetben leirt algoritmus kezeli a tdvolisdgokat.) Azonban ezzel az a probléma, hogy igy
nem vennénk figyelembe azt, hogy attdl, hogy most rosszabb (vagy jobb) szektorban vagyunk,
mint a végcél, nem biztos, hogy végig ugyanilyen tulajdonsagu szektorokon 4t fog haladni az
optimadlis jatszma: el6fordulhat, hogy az optimadlis jatszma sordn a végcélhoz képest hol jobb,
hol rosszabb szektorban vagyunk. Ennek figyelembe vételéhez azt csindljuk, hogy amikor korri-
galaskor az 4ll4s értéke eljelet valt, akkor negljuk a tavolisagot. [gy az optimalis ttnak azok a
1épései, amelyeket ellentétes optimalizaldsu szektorban tesziink, ellentétes eldjellel fognak sza-

mitani. Pl. tegyiik fel, hogy két 1t, a és b koziil kell valasztani, €s az a Ut sordn egy, a végcélnal

20



rosszabb szektorban 1-gyel tobb 1€pést tesziink. Ekkor a b 1t a jobb. Ha viszont tovdbba az a
uton egy, a végcélndl jobb szektorban is tobb 1épést tesziink, mégpedig 2-vel, akkor mér az a 1t
a jobb.

Follép egy apro kellemetlenség, amikor az optimdlis it sordn mar a végsd s; szektor elérése
eldtt elériink egy, a végsd szektorral azonos értéki sy szektort. Az ilyen utaknak csak az s, eldtti
részében tett 1€péseit veszi figyelembe a tdvolisdg. Ennek az az oka, hogy az ss-ben countoknak
fogjuk latni az abszolit nézetben s; értéki allasokat, és ezért elvesztjiikk a mellékszektorokbdl
jOvo tavolsaginformdcidkat. Mindazonaltal, ez nem tiinik nagy problémanak.

Tehat a g allas fentebbiek szerint szamolt tdvolisagét a kdvetkez6 képlet adja meg:

n—1

d(g) = sgn(kl(g)) >_ sgn(kly(g:)),
=0
ahol g; a g-bdl indul6 optimdlis Ut dlldsai, n az optimdlis Ut elsd countjdnak vagy végallapotanak
sorszdma, k1 egy allas relativ els6 kulcsdt adja meg, k1, pedig ennek még az ellentettjét veszi,
amennyiben nem az a jatékos kovetkezik, amelyik g-ben.
Ha nem tessziik fol, hogy ismert az optimadlis ut, akkor a tdvolisdg a kovetkezd képlettel

adhaté meg:
d(g) = sen(kL(g)) min > sgn(kly(v)),

9 vep
ahol P, a g-bdl induld, elsd count vagy végallapot eldtti dllasig tartd, abszolut elsd kulcs szerinti
optimalis utak halmazat jeloli, v pedig egy allas egy tton.

Lehetne még egy kicsit javitani a heurisztikdn, ha a tdvolisdgot nem mindig 1-gyel novel-
nénk, hanem egy annak megfeleld szimmal, hogy mennyivel vagyunk jobb (vagy rosszabb)
szektorban, mint a végcél. Azonban a szektorértékek skdldja — f6ként gyakorlati okokbdl — or-
dindlis, ami nem illeszkedne jol ehhez, tigyhogy ezt nem implementaltuk.

Megjegyezziik, hogy ha a tdvolisdgot nem a jaték végéig mérnénk, hanem az els6 korongle-
vételig, akkor a fentebbi bonyodalmak elkeriilhet6ek lennének.

4. Eredmények

A kiszamitott adatbazisok elérhetbek a http://compalg.inf.elte.hu/~ggevay/ cim-
rél.
Az 1. tablazat statisztikdkat mutat a varidnsokrél. Megjegyezziik, hogy az értékek azért

térnek el a Stahlhacke 4ltal irtaktol [6], mert egy kicsit mds szabdlyokat hasznalunk.

4.1. Morabaraba

A morabaraba jitékelméleti értéke nyerés, 49 1épésben. (A masik két varians dontetlen.) A 2.

abra a morabaraba kezd6alldsdban mutatja az Osszes lehetséges 1épés értékét. A tdbla szimmet-
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Varidns Alldsok szdma (kiterjesztett) Nyerés/Dontetlen/Vesztés % Max. tivolisdg

Standard 27 Mrd (284 Mrd) 53,6/22,3/24,1 206
Lasker 133 Mrd (398 Mrd) 52,5/14,3/33,2 214
Morabaraba 112 Mrd (284 Mrd) 60,7 /4,6 /34,7 124

1. tablazat. Statisztikdk a harom variansrol

W69 D W69
W49 D 'W49
D
D D
D
W69 D W69

2. dbra. Az 0sszes 1épéslehet8ség jatékelméleti értéke tavolisdgokkal a morabaraba kezddalla-
saban (W nyerést jelent, L. vesztést, D pedig dontetlent). Az optimélis 1épéseket ! jelzi.

ridi miatt ezek koziil csak négy tekintendd kiilonbozd 1épésnek. Ezek koziil kettd dontetlen, a
mdsik kett6 pedig 49 illetve 69 1épésben nyerés.
A 3. dbra a legnagyobb tavolisdgu allast, a 4. dbra a tavolisdgok eloszldsat, mig az 5. dbra

egy optimadlis jadtszmdat mutat.

4.2. Kiterjesztett megoldasok

A 2., 3. és 4. tablazat a kiterjesztett megoldas sordn vizsgdlt kezddéallasok jatékelméleti értékét
mutatja. Uiterwijk és van den Herik azt vizsgélta, hogy mennyi elénye van a soron kovetkezd
jatékosnak mnk-jatékokban’ és a domineering jatékban [16]. A malom varidnsok kiterjesztett
megoldds-tabldzatai is vizsgdlhatdak ilyen szempontbol.

El8szor koncentraljunk a f6atlékon kiviili mezdkre. A tdblazatok f6atloi alatt, illetve folott
olyan allasok értékei helyezkednek el, ahol fehérnek, illetve feketének tobb felrakhaté korongja
van. JOI lathat6, hogy akdr csak eggyel tobb korong is nagy eldnyt jelent, hiszen pl. teljesen
domindlja azt a szempontot, hogy ki kezd: nincs olyan kezd&allds, ahol az a szin nyer, amelyik

kevesebb korongot rakhat fol.

> Az mnk-jatékok az amdba dltaldnositdsai m x n-es tdblaméretre és 5 helyett k hosszisdgi sorozatokra.
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L24 L44

) L36 L42

3. dbra. A morabaraba legnagyobb tdvolisdgu alldsa (124 1€pés). A jatékosok még folrakhatnak
7-7 korongot.

billion
OO WS OTOHYJ00

0 20 40 60 80 100 120

4. abra. A tdvolisdgok eloszldsa a morabarabdndl. A legelsd oszlop a dontetlenek szdméat mu-
tatja. Minden masodik oszlop pédros tavolisdgot, azaz vesztést reprezentdl. Lathatd, hogy ezek
alacsonyabbak a szomszédos oszlopoknal, mivel eldnye van annak a jatékosnak, aki éppen ko-
vetkezik.

f2, f£6, b6, b2, al, c5, gl, e3, dlxfe, f6, g7, g4, a7, e4, e5, fidxe5,
adxe3, e3, e5, c¢3, d3, c4xd3, d3, d2, a7-d7, c4-b4, d7-a7xch5, f6-d6, g7-fo,
g4-g7, gl-g4, c3-c4, a7-d7, c4-c3, g4-glxg7, fd4-g4, f6-f4, de6-d5, b6-a7xg4,
d5-d6, e5-f6xd6, b4d-c4, f6-g7xe3, cd4-b4, g7-fé6xed, bd-b6, f6-g7xb2, c3-eb,
f4-gdxd2

5. dbra. Egy optimdlis morabaraba jatszma. A jeloléseket 1d. a 6. dbrdn.
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9

10
11
12

3
W23
D
W9
W9
W9
W9
W9
W9
W9
W9

a7
a4
al

4
D
D
D
D
W17
W15
W15

W15
W15
W15

g7

g4

d7
b6 dé fo
b4
f4
b2 d2 2
dl
6. dbra. A mezdk jelolése.

W19
W19

6
L12
D

D

D
W33
W25
w23
W23
W21
W21

7
L12
L20
L24
L34
D
W33
W27
W25
W25
W23

8
L12
L16
L22
L26
L36
D
W35
W29
W27
W25

9
L12
L16
L20
L24
L28
L36
D
W35
W29
W27

gl

10
L12
L16
L20
L24
L26
L30
L36
D
W31
W27

11
L12
L16
L20
L22
L26
L28
L32
L36
L44
W27

12
L12
L16
L20
L22
L24
L26
L28
L28
L28
*1.26

2. tdblazat. A malom kiilonb6z8 kezddélldsainak jatékelméleti értéke €s tavolisdga. A sorok és
oszlopok elsd szdma rendre a fehér, illetve fekete altal folrakhaté korongok szamat mutatja. A
*-gal jelolt mezd dontetlenné vialtozik, ha hasznéljuk azt a szabdlyt, hogy a teli tabla dontetlent

7z

jelent. (Ez az egyetlen eset a hdrom varidnsban, amikor ez a szabdly valtoztat egy kezd6allas

értékén.)

00 N N~ W

9

10
11
12

3 4
W23 D
D D
w9 D
W9 W19
W9 W15
W9  WI15
W9 WIS
W9 WIS
W9 WIS
W9 WIS

5

D

D

D

D
W21
W19
W17
W17

W17
W17

6
L12
L24
D

D
W39
W25
w23
W21
W21
W21

7
L12
L16
L24
L40
D
W33
W29
W25
W25
W25

8
L12
L16
L20
L26
L40
D
W35
W3l
W29
W29

9
L12
L16
L20
L24
L30
L44
D
W37
W33
W31

10
L12
L16
L20
L22
L28
L34
L46
D
W39
W35

11
L12
L16
L20
L22
L26
L32
L36
L44
D
W41

12
L12
L16
L20
L22
L26
L30
L34
L38
L46
D

3. tdbldzat. A lasker kiilonboz6 kezddéllasainak jatékelméleti értéke és tdvolisdga.
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3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
W9 D L12 L12 L12 L12 L12 L12 L12 L12
W9 D D L20 L18 L16 L16 Ll16 L16 LI16
W9 D D L22 L20 L20 L18 ©L18 ©LI8 LI18
W9 W17 W23 D L26 L26 L24 124 122 122
W9 W13 W19 W25 W45 132 L30 L26 L26 L28
W9 W13 WI9 W21 W27 W53 L50 L34 L32 L30
9 W9 WI3 W17 W21 W25 W31 W43 L[56 L40 L36
10 W9 W13 WI17 W21 W23 W29 W37 W51 L54 L40
11 W9 WI13 W17 W21 W25 W27 W33 W39 W45 L52
12 W9 W13 W17 W21 W25 W27 W31 W33 W37 W49

03O N AW

7z

4. tdblazat. A morabaraba kiillonb6z6 kezddéllasainak jatékelméleti értéke €s tavolisdga.

Ha viszont megvizsgaljuk ugyanezeknek az dlldsoknak a tdvolisdgat is, akkor egy finomabb
képet kaphatunk: majdnem minden fehér nyerés a f6atlé alatt gyorsabb nyerés, mint a megfeleld
fekete nyerés (azaz amelyikben forditottak a korongszamok), vagyis valamennyi elénye mégis-
csak van a soron kovetkezd jatékosnak. (Ez az el6ny jelentGsebb a nem standard varidnsoknadl.)

A f6atlokban azoknak az alldsoknak a jatékelméleti értéke lathatd, amelyekben a jatékosok
azonos szamu korongot rakhatnak fol. Laskerben ezek a 3-3 kivételével mind dontetlenek. A
morabarabdban viszont a 6-6 korongszam folottiek értéke nyerés (ahogy az eredeti kezd6allas
is). Azonban a standard varidnsban 11 vagy 12 korongndl a fehér veszit!

Egy lehetséges oka ennek a meglepd jelenségnek a kovetkezd. A folrakasi fazisban barho-
va tehetiink korongot, mig kés6bb mar sokkal kevesebb helyre juttathatunk korongot egyetlen
1épéssel. Ez azt jelenti, hogy miutdn a fekete folteszi az utolsé korongjat, a fehér (altaldnossag-
ban) gyengébb lépésekkel reagdlhat a fekete altal kialakitott szitudciéra. Vegylik észre azt is,
hogy mar nagyon kevés hely marad a tablan, miutan 22 vagy 24 korong folkeriilt (kiilondsen,
ha valamelyik jatékos védekezGen jatszott, azaz megakaddlyozta ellenfele malomkészitéseit).
Emiatt ilyenkor nagy esély van arra, hogy beszoritassal véget ér a jatszma. Ez a két megfigye-
1és kiegésziti egymadst: éppen akkor van j6 esély a jatszma befejez6désére, amikor a fekete van
elényben.

Megvizsgélhatjuk annak a néha hasznalt szabdlynak a jelent6ségét is, hogy teli tdblakor a
jatszma dontetlennel ér véget (ahelyett, hogy a fekete nyerne). Az egyetlen lehetséges véltozas,
amelyet ennek a szabdlynak a behozdsa okozhat a kezd6pozicidk jatékelméleti értékében, az az,
hogy a tdblazat jobb alsé celldja vesztésrdl dontetlenre valtozik. Azt taldltuk, hogy ez egyediil
a standard malomnal kdvetkezik be.

Figyeljiik meg, hogy van néhany hely a tabldzatokban, ahol eggyel tobb felrakhat6 fehér ko-
rong rosszabb értéket eredményez. Ezek a 3,3 és a 11,12 a standard varidnsndl, a 3,3 a laskernél,
és a 10,7 a morabarabdnal. Hasonl6 a helyzet morabarabdban 7,11-nél, ahol eggyel tobb fekete

korong tavolabbi vesztést okoz fehér szamara.
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Szektor Rang % Szektor Rang % Szektor ~ Rang %

N/A 0 64,21%  N/A 0 55,66%  3,4,0,0 -11 37,86%
6,300 112  15,6% 6,300 231 13,78% 4,3,0,0 11 27,97%
3,6,0,0 -112 12,34% 3,6,0,0 -231 12,67% N/A 0 11,51%
3,5,0,0 -60 1,3% 4,3,0,1 -88  2,96% 5,3,0,0 54 8,38%
5,3,0,0 60 1,19% 34,10 88 2,59% 3,5,0,0 54 7,69%
54,00 29 0,78% 5,3,0,0 184  1,23% 5,4,0,0 28 1,01%
9,8,00 59 0,72% 3,500 -184 1,16% 4,5,0,0 28 0,96%
87,00 113  0,65% 9,8,0,0 354 0,96% 11,10,0,0 86 0,71%
7,8,0,0 -113  0,54% 8,7,0,0 361 0,71% 10,11,0,0 -86  0,65%
89,00 -59  0,53% 8,9,0,0 -354 0,70% 10,9,0,0 99 0,40%
Mis 2,13% Mis 7,58% Mis 2,87%

(a) (b) (©

5. tablazat. Az els6 kulcsok eloszlasa a kiilonb6z6 dontetlenek kozott a standard malomnal, a
laskernél, illetve a morabarabanal.

4.3. Ultra eros megoldasok

Korabban emlitettiik, hogy az ultra erds megolddsok adatbédzisaiban a dontetlen értéki allasok-
ndl azt is taroljuk, hogy optimadlis jaték esetén melyik szektorban fog véget érni a jatszma. Az 5.
tablazat ezeknek az értékeknek a gyakorisdgait mutatja. Sajnos a standard malom dontetlen al-
lasainak 64,2%-a 0 értékd. Pl. ezek kozott van a kezd6dlldsa is. Ezt azt jelenti, hogy még az ultra
erds megolddsunkkal is sok jatszma ér véget dontetlennel (egy O értéki szektorban). Azonban
ezeknek a szdma lényegesen kevesebb, mint a dontetlenek megkiilonboztetése nélkiil. Az ultra
erds megoldas hatdsossdgdnak méréséhez egy nem tokéletesen jitszo, alfa-béta vagast haszna-
16 program ellen jatszottunk 40 jatszmat. Amikor a tokéletes program csak az er6s megoldas
adatbazisat haszndlta, csak 2 jatszmat tudott megnyerni (a tobbi természetesen dontetlen lett),
viszont az ultra ers adatbazist hasznalva 13-at.

Kisérleteztiink a 3.1. fejezetben leirt lokdlis heurisztikdkkal is, de ezek nem okoztak jelent6s
véltozast az eredményekben.

A standard varidnst jatsz6 programunkat teszteltiik egy olyan weboldalon is, ahol altaldban
emberi jatékosok jatszanak egymds ellen. Az ultra erSs program 19 jdtszmat jatszott a weboldal
leger6sebb jatékosdval, €s ebbdl 6-ot megnyert, tovabba jatszott 14 jatszmat egy masik elég erds
(a weboldal pontozési rendszerében ,,mester” szintil) jdtékos ellen, amelyekbdl 11-et nyert meg.

Egy érdekesség, hogy a lasker kezddéllasdnak az értéke viszont nem 0, hanem a 9,8,1,1

szektor érhet6 el, amelynek a rangja 399.

4.4. A szamitasok ellenorzése

A kiszdmitott adatbazisok helyességének ellendrzéséhez Gasser mdodszerét alkalmaztuk [S]: egy

ellen6rz6 program végigment az adatbdzisok Osszes dlldsdn, és leellendrizte, hogy az egyes
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allasok értéke konzisztens-e a rakovetkezdk értékével (a tdvolisdgot is figyelembe véve).

5. Tovabbfejlesztési lehetoségek

5.1. Kiilon allasértékelések a tokéletes illetve a tokéletlen jatékos szamara

Amikor az er§s megoldas a célunk, akkor nem kell megkiilonboztetni a jatékosokat, hiszen
mindkettdrol azt tessziik fel, hogy tokéletesen jatszik. Azonban az ultra er6s megoldasunk fel-
tételezése szerint az egyik jatékos tokéletes, mig a masik tokéletlen. Vegyiik észre, hogy eddig
nem jeloltiik meg az dllasoknal a soron kovetkezd jatékos tipusat. Ezt megjelolve — az dllapottér
megdupldzdsa drdn — még kifinomultabb heurisztikat haszndlhatunk. A szektoroknak megjele-
nik egy 6todik paramétere, amely megadja, hogy milyen tipusi jatékos kovetkezik 1épni. Igy
minden nem tranziens munkaegységnek pontosan két szektora lesz: egy tokéletes kovetkezik és
egy tokéletlen kovetkezik. Mivel ezen szektorparok értékeinek mindig egymas ellentettjeinek
kell lenniiik, ezért innentdl kényelmesebb arrdl beszélni, hogy munkaegységekhez rendeliink
értékeket. Ezek az értékek a tokéletes kovetkezik szektor értékével fognak megegyezni.

Igy mar haszndlhatunk olyan heurisztikit, amelyik nagy értéket rendel olyan munkaegysé-
gekhez, amelyekben a legtobb tokéletes kovetkezik pozicié nyerés (€s igy a tokéletlen jatékos
nagyobb eséllyel 1€p bele egy nyerésbe, dontetlen helyett), viszont figyelmen kiviil hagyja a
tokéletlen kovetkezik éalldsokat (hiszen a program tgysem vét hibdt, amikor kivalasztja, hogy
melyik tokéletlen kovetkezik 4llasba 1épjen at). Kordbban semleges (azaz 0) kozeli értéket ren-
deltiink azokhoz a munkaegységekhez, amelyekben sok a dontetlen, viszont most mar rendel-
hetiink (a tobbi tokéletes szektorhoz képest) alacsony ill. (a tobbi tokéletlen szektorhoz képest)
magas értéket az ilyen munkaegységek tokéletes ill. tokéletlen szektoraihoz. Dontetlen kezd6-
allasu jatékokndl ez azért elényds, mert egy sok dontetlent tartalmazé munkaegység rossz a
tokéletes jatékosnak, mivel nehéz az ellenfelet hibazasra kényszeriteni, viszont j6 a tokéletlen
jatékosnak, mivel konnyebben érhet el dontetlent (nyerni meg tigysem nyerhet).

Vegyiik észre, hogy ez megoldja azt a problémat is, hogy a nem tranziens EKS szektorokhoz

a 0 értéket kellett rendelni, és igy sok allas értéke lett 0.

5.2. Altalanositas mas jatékokra

A leirt dontetlenmegkiilonboztetd algoritmus haszndlhaté minden olyan jatékndl, amelynek
megvannak azok a tulajdonsigai, amelyeket a bevezetésben irtunk a malomrdl. Viszont ahhoz,
hogy eredményes legyen, léteznie kell egy kellden finom particiondldsanak az éllapottérnek,
amelynél a particiokhoz értelmes heurisztikus értékek rendelhetdk, és a korok nem 1épnek at
particick kozott. Altalanos esetben az el6z6 alfejezetben leirt jatékostipus-megkiilnboztetésre

is sziikség van®. A particiok megfelelnek a munkaegységeknek, és azok a részhalmazok, ame-

®Igy az is garantlt, hogy minden mellékszektorbeli 4lldst csak egy f&szektorba kell korrigalni.
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lyekben egy adott jatékos kovetkezik 1€pni, megfelelnek a szektoroknak.

A témaban elfogadas alatt 1évo publikaciéink
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