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Koszonetnyilvanitas

Ezuton kdszondm meg témavezetdimnek hogy elkésziilhetett ez a dolgozat:

Koszonom Keresztes Péternek, aki végtelen tlirelmével minden szakmai segitséget megadott
¢s inspiraciot biztositott. Az Assembly iranti lelkesedése az elejétdl kezdve magéval ragadott,
€s nem is volt kérdés szdmomra, hogy ezzel a teriilettel akarok foglalkozni.

Ko6szonom Dr. Liptai Kalman rektor urnak, aki az inspiracido mellett a munka matematikai
részeében vallalt jokora szerepet. A vele folytatott hosszl és tartalmas beszélgetések jelolték ki
a dolgozat elméleti irdnyat.

Végiil, de nem utolsésorban készonom az EKF szamitastechnika és matematika tanszék
minden oktatdjanak a segitséget €s torédést, amit tanulmanyaim alatt kaptam.

Koszondm, hogy altaluk kozelebb keriilhettem ehhez a szép és hasznos tudashoz.

Azt hiszem, hogy az ¢életem egyik legjobb dontése volt az, hogy Assemblyvel foglalkozzak.



Kutatdsom céljai:

e Az LNGINT ¢és az RLNGINT fiiggvénygytijteményen keresztiil 0sszehasonlitani a
32bites, illetve a 64bites Assemblyben implementalt algoritmusok futdsdnak iddbeli
kiilonbségét, kiillonosen a Karatsuba-Ofman rekurzion.

e A Karatsuba-Ofman rekurzié és a hagyomdnyos szorz6 algoritmus futdsi idejének
Osszehasonlitdsa 64bites Assembly programozasi nyelven.

e Lucas-Lehmer primteszt futasi idejének Osszehasonlitasa kétféle szorzo algoritmussal,
(a Karatsuba-Ofman rekurzidval, illetve a hagyomanyos szorz6 algoritmussal)

64bites Assembly programozasi nyelven implementalva.



Az RSA titkositasrol roviden

Az RSA titkositas nyilvanos kulcst aszimmetrikus titkositas.

A nyilvanos kulcst azt jelenti, hogy a titkositdshoz sziikséges egy nyilvanos és egy titkos
kulcs. Az aszimmetrikus azt jelenti, hogy a visszafejté algoritmus nem a tikositd algoritmus
megforditasa. Ennek a titkositasnak az eréssége a primfaktorizacié nehézségében rejlik. Nem

létezik olyan primfaktorizacids algoritmus, amely nagy primszdmokra elegendden gyors.

A titkositashoz sziikségesek megfeleléen nagy primszdmok (n>256 bit) a p és q értékének
kivalasztasahoz. Az n szdm a p és q primek szorzata. Ha eldobjuk a p és q szamokat, de
megtartjuk az n szdmot, nincs hatékony algoritmus arra, hogy visszaszerezziik a p és q

szamokat.

@ (n) szam, a (p-1)(g-1) szamok szorzata, értéke az n-nél nem nagyobb relativ primek szama.

Két szam akkor relativ prim, ha az 1-en és (-1)-en kiviil nincs mas k6zos osztojuk.

Vilasztunk egy d>1 szamot, ugy, hogy a d és a ® (n) LNKO-ja 1 legyen.
Meghatéarozzuk e értékét. e értékének

Nagyobbnak kell lenni, mint 1

Kisebbnek kell lennie, mint @ (n) és

e*d elosztva @ (n)-el 1 maradékot kell kapjunk.



Primszamok és primtesztek

Ahogy irtam az RSA egyik erdssége, hogy iddigényes nagy primszamokat tesztelni és
eldallitani, valamint szamokat faktorizalni. Az iddigényes nem azt jelenti itt, hogy 1-2

masodperc alatt, hanem azt, hogy akéar évek, évtizedek alatt sem kapunk eredményt.

A primszamok tesztelésére tobb primtesztet is ismeriink, viszont egyetlen biztos primtesztiink
van egy primszam primségének meghatdrozasara, az osztogatdos modszer.

A tesztelendd szamot a gyokétdl kisebb minden primszammal végigosztjuk, és ha minden
osztasra nem nullat kapunk maradékul, akkor a szam prim. Prim sorozatok eldallitasara is

csak egyetlen biztos modszeriink van, az Eratoszthenész szit4ja

Vannak pszeudd primtesztek, valdsziniiségi primtesztek, amelyek nem tudnak garantalt
eredményt adni, csak valamilyen valdszintiséggel allitjdk a szdmrol, hogy prim. Ezeknek a
primteszteknek a bizonytalansaga a vizsgalatok szamatol fiigg, a ciklusszdm novelésével az

csokken. Ilyen teszt példaul a Miller-Rabin primteszt.

Vannak kiilonleges alak(l primszamok, mint példaul a Mersenne primek.
A Mersenne primek alakja 2"-1, tehat binaris szamrendszerben csupa egyesekkel leirhatok. A
kiilonleges alaku primszamokra kiilonleges primtesztek sziilettek. A Mersenne primekre

determinisztikus primteszt a Lucas-Lehmer teszt.

A primtesztek koziil a Lucas-Lehmer primteszt keltette fel legjobban az érdeklédésemet.
Igazabol az egyszeriisége tetszett meg. Egy négyzetre emelés, egy kivonas és egy maradékos

osztas. Mi nehéz lehet ebben? Gondoltam...



Lucas-Lehmer primteszt

A Lucas-Lehmer primteszt a specialis alaki Mersenne primszamokra irédott determinisztikus
primteszt. A Mersenne primszamok 2P-1 alakd primszamok, vagyis binaris szamrendszerben
abrazolva minden szdmjegye egyes. Tovabbi feltétel, hogy p legyen primszdm. A Mersenne

szamok 2P-1 alaku szdmok, de nem feltétlen primek.

A Lucas-Lehmer primteszt algoritmusa:
A fliggvény bemend paraméterei a tesztelendé Mersenne szam és a Mersenne szam kitevdje.
A fliggvény visszatérési értéke aszerint igaz vagy hamis, hogy a bemend paraméterként kapott

Mersenne szam primszam vagy nem.

A fiiggvényben sziikségiink van egy tombre, amit majd a ciklus utdn vizsgalunk. El6szor is
ebbe az ’s’ tobbe tesziink 4-et. A ciklus annyiszor fut le, amennyi a kitevo-2. Az s értékét
négyzetre emeljiik, kivonunk beldle kettét, majd maradékosan elosztjuk a tesztelendd
szammal, vagyis ,,s = ((s X s) — 2) mod number” Noveljiik a ciklusszamlalot. Ezt addig
ismételjiik, amig a ciklusszamlalo értéke el nem éri a kitevé-2 t. Ennek az algoritmusnak a
legidékritikusabb pontja a négyzetre emelés, ezért kellett nagyon hatékony szorzé algoritmust
talalni. Ha vége lett a ciklusnak vizsgalni kell az s tombot. Ha s értéke 0, akkor a szamunk

prim, ellenben Gsszetett. Az igy kapott logikai értékkel visszatériink a fliggvénybol.

Mivel nagyon nagy szdmokkal, hosszii egészekkel végziink miiveleteket, sokat és nagyon
sokszor, ezért gondoltam, hogy ehhez a feladathoz kevés lesz barmelyik magas szintli
programozasi nyelv. Az Assembly programozasi nyelv erdsségeit kihasznalva kell megirni ezt
az algoritmust, hogy minél hatékonyabb eredményt érjiink el.

Arra volt sziikség, hogy tényleg én mondjam meg, hogy a processzor melyik regiszterébe
mikor milyen szam keriiljon, én mondjam meg, melyik alacsony szinti utasitassal torténjen a
kivant miivelet. Hozzaférésem legyen a stack-hez ¢és a flagekhez, megmondhassam, hogy

hova és mit szeretnék irni a memoriaba.

Nem csak az Assembly idébeli hatékonysagat, kis méretét akartam igénybe venni, hanem
komoly kihivéasnak is éreztem annak hasznalatat. Alacsony szintli nyelven hatvanyozottabban
érzédik az, hogy milyen apré finomsagokon mulik egy program gyorsasdga, vagy tarteriilet

igénye.



Az Assembly programozési nyelv

»A szamitogépes problémamegoldas sordan a kitlizott célt megvaldsitdé algoritmust mindig
valamilyen programozési nyelven (programming language) irjuk, kodoljuk le. A nyelvet
sokszor az adott feladat alapjan valasztjuk meg, mig maskor aszerint dontiink egy adott nyelv
mellett, hogy az hozzank, az emberi gondolkodashoz mennyire all kozel. Ez utobbi
tulajdonsag  alapjdn  csoportosithatok a  szadmitogépes  programozasi  nyelvek:

megkiilénboztetiink alacsony szintfi (low-level) és magas szintli programozési nyelveket *

Az Assembly tehat egy alacsony szintli programozasi nyelv, méghozza nagyon alacsony
szintli, ebbdl kovetkezden pedig sokkal kozelebb all a hardverhez, mint barmely mas nyelv.
Fobb jellemzdi:

e nagyon egyszeri, elemi muveletek

e tipusfiiggetlenség

e rigzitett utasitaskészlet

o vildgos, egyszerll szintaxis

e Lkevés vezérlési szerkezet”

Regiszterkészlet:

Altalanos célt regiszterek:

(E/R)AX : Akkumulator: Ebbe a regiszterbe kell irni a fliggvények visszatérési értéket.
Szorzas (mul) miivelet utan ebbe a regiszterbe érkezik a szorzat, pontosabban (e/r)dx:(e/r)ax
regiszterbe, ha nem fér el az ax regiszterben.

(E/R)BX : teljesen altalanos célu regiszter.

(E/R)CX : Atalanos célu regiszter, de szamlalé regiszterként is szoktuk hasznalni példaul
ciklusszamlaloként vagy kotelezOként szamlald a masolasnal.

(E/R)DX : Altalanos célu regiszter.

Mutat6 (pointer) regiszterek:

(E/R)SI : Source Index : Masolasnal a forras cimét kell ebbe a regiszterbe tenni.
(E/R)DI : Destination Index : Masolasnal a cél cimét kell ebbe a regiszterbe tenni.
(E/R)IP : Instruction Pointer : Ebben a regiszterben van a kdvetkezd utasitas cime.
(E/R)SP : Stack Pointer:

(E/R)BP: Bazis Pointer:



A 32bites és a 64bites Assembly programozisi nyelv dsszehasonlftisa
A 64 bites Assembly nyelven irt programok gyorsabbak, mint 32bites Assemblyben megirt
valtozatuk. A kovetkezd tényeket mondhatjuk a két implementécio kozotti futdsi idék kozotti

eltérésekrol.

e Kiilonbség a sz6hosszban:
Lényeges kiilonbség, hogy a 32bites Assemblyben 32bites, 4 bajtos az egy sz6 hossza, amig
64bites Assemblyben 64bites, 8 bajtos egy sz6 hossza. Dupla hosszusagu szavakkal dolgozik.
Egy szohosszon azt a bitszamot értjiik, amekkora legnagyobb bites szamot tudunk cimezni a
memoriaban, illetve ekkora a legnagyobb szam, amelyeket egyes regiszterekbe beletehetiink.
Ettdl a szamtol kisebb méretet is tehetlink a regiszterekbe, illetve cimezhetiink a memoriaban.
Ha 64 bit a szdm hossza, akkor a neve qword, a 32 bites neve dword. Ha 16 bites a szam,

akkor word, ha 8 bites, akkor bajt. A bajttol kisebb értéket nem cimezhetiink a memoriaban.

e Kiilonbség a fliggvényhivasi konvencioban:
A fliggvényhivasi konvencio azt jelenti, hogy milyen megszokott miiveleteket kell elvégezni a
fiiggvény paramétereivel a fliggvényhivas eldtt, illetve utdna. A 64bites Assemblynek és a

32bites Assemblynek kiilonb6z6 a standard fiiggvényhivasi konvencidja.

32bites Assemblyben a fliggvény paramétereit a stack-be tessziik jobbrol balra, vagyis az
utolsd paramétert tessziik a stack-be eldszor. Ha a fliggvény paramétereit beletettiik a stack-
be, akkor hivhatjuk a fiiggvényt: call fuggveny. A fiiggvényhivaskor tehidt nem csak azt a
memoriacimet taroljuk a stack-ben, ahova a hivéas utan vissza kell térni, hanem az Osszes
paramétert. Ezen kiviil a stack-ben taroljuk a fliggvények lokalis valtozoit is, de erre késdbb

térek vissza.

64bites Assemblyben a fiiggvény elsé négy paraméterét regiszterekbe tessziik, rendre az rcx,
rdx, 18, 19 regiszterekbe. Ezek szerint ha a paraméterek szama kevesebb 5-nél, a stack-be nem
keriil semmi a paraméterekbdl. A 4-en feliili paramétereket a stack-be tessziik. A fliggvény
meghivasa, a lokalis valtozok kialakitasa hasonldan torténik, mint 32bites Assemblyben.

A 64bites Assembly és 32 bites Assembly nyelven irt programok futdsi ideje kozotti
kiilonbséget a kiilonb6zo fliggvényhivasi konvencid is befolyasolja. Ugyanis a stackmiivelet
lényegesen lassabb, mint a regisztermiivelet. Regiszterbdl regiszterbe kevesebb idébe telik

adatot mozgatni, mint regiszterbdl memoridba. Mivel a stackmiivelet memoériamiivelet, ezért
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lassabb a 32bites Assembly esetén a paraméteratadas. A 64bites Assemblyben kivalthatjuk az

elsd négy stack miiveletet négy gyors regisztermiiveletre a fliggvényhivéasi konvenciobol

adodoan.
function sumnum(szaml, =zaml, =szam3, sSzamd:UInte4d) :Uinte4d;
S/ rocx - szaml
S/ rdx - szamZ
'/ r8 - s5zam3
‘S r8 - szamd
asm

mov rax,rcx S/ beleteszem a2z =158 szdmot 22 rax-hbe
add rax,rdx // hozzdadogatom & szamokat

add rax,rd

add rax,r9

end:

procedore caller():

asm
mov rox,l A4 sumnum 1.paramster
mov rdx, 2 A4 sumnum Z.paramster
mov r8,3 A4 sumnum 3.parameter
mov r9,4 A4 sumnum 4.parameter
call sumnum S/ spmnom figaveény hivdsa
end;

e Kiilonbség a regiszterkészletben:
64 bites Assemblyben sokkal tobb altalanos célu regiszter all rendelkezésiinkre, mint 32bites
Assemblyben (plusz altaldnos célu regiszterek: r8, 19, r10, r1l, r12, r13, r14). Ha egy
regisztert el kellene menteniink a stack-be, hogy ne romoljon el, helyette egy masik
regiszterbe tessziik, azzal megint iddigényes stack miiveleteket takarithatunk meg. Nem
iddbeli tényezd, de a programozd munkdjat is konnyebbé teszi, hogy nem a stack-be, kell
menteni, vagy még tobb lokalis valtozot 1étrehozni — amely elérése a tovabbiakban szintén
id6igényes memoriamivelet — helyette csak gyors ¢és kényelmes regisztermiiveleteket

végziink, esetleg nem is kell menteni.
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LNGINT & RLNGINT

Az LNGINT egy publikalt 32 bites Assembly nyelven irodott fliggvénygylijtemény a hossza
egész szamokkal valo miiveletvégzésekhez a modularis aritmetika szabalyai szerint.

Azért sziiletett meg ez a fliggvénykonyvtar, mert a primtesztekben sok ¢€s bonyolult
szamitasokra van sziikség hosszu egész szamokkal.

Az RLNGINT filiggvénygylijtemény az LNGINT fliggvények parja.

A fiiggvénykonyvtarak nevei is utalnak az implementacidjukra. 64bites Assemblyben a
regiszterek nevei ’r’ betlivel kezdddnek, azért kapta ezt a nevet az RLNGINT
fiiggvénykonyvtar. Az LNG a long, mint a hosszl roviditése, az INT pedig hogy egész

szamokkal végzett miiveleteket tartalmaz.

Az rutinok segitségével ,,hossza” eléjelnélkiili egész szamokkal lehet miiveleteket végezni a
moduldris aritmetika szabdlyai szerint. Az egész értékek hossza 32 bit (Dword hossz), illetve
64 bit (Qword hossz) egész szamu tobbszordse lehet. A tarolt értékek 32 illetve 64 bites
szavakbol allo tombokben helyezkednek el a ,LITTLE-ENDIAN” elv szerint, azaz az
alacsonyabb helyiértékli részek az alacsonyabb cimii taroléban vannak. A miiveletekben
szerepld ,,hossz” érték(ek)et minden esetben a legkisebb helyiértékii elemnek a cimével kell

megadni.

A 64bites RLNGINT fiiggvénygylijtemény azért sziiletett, mert kivancsi voltam mik a
kiilonbségek a 32bites és a 64bites Assembly nyelv kozott a gyakorlatban. Mésrészt pedig
kivancsi voltam arra, hogy mik a futasi idobeli kiilonbségek a két implementacid kozott.
Abban biztos voltam, hogy a 64bites Assembly gyorsabb lesz, de pontosan szdmszertien latni
szerettem volna a gyorsasag mértékét. Gyakorlati szempontbol pedig a hosszii primszdmok

tesztelésére sziiletettek a fliggvények.
A rutinokkal szintén hosszl eldjel nélkiili szamokkal lehet miiveleteket végezni. Az értékek

hossza 64 tobbszordsei lehetnek. Itt mar nem 32bites, hanem a névbdl is addédoan 64bites

szavakbol all6 tombokben elhelyezkedd szamokkal dolgozunk.
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A Lucas-Lehmer primteszt és az RLNGINT

A Lucas-Lehmer primteszt egyik kardinalis pontja a szorzas, ezért a szorzas optimalizaldsara
fektettem a legnagyobb hangsulyt. Elsé 1épésként valasztani kellett egy viszonylag hatékony
szorz6 algoritmust. Azért nem az SRSA, Standard Rekurziv Szorzé Algoritmusra esett a
valasztds, mert Virasztd Tamas azt irta a Titkositds és adatrejtés cimilli konyvében, hogy a
Karatsuba-Ofman rekurzi6 gyorsabb, mint az SRSA. Amikor megsziiletett az RLNGINT

figgvénygylijtemény a fiiggvényeibdl megirtam a Lucas-Lehmer primtesztet. '

A Karatsuba-Ofman rekurzio

A Karatsuba-Ofman rekurziv szorzé algoritmus két egész szam szorzatanak eldallitasara
szolgalo eljaras. A fiiggvény bemend paraméterei az eredmény, a szorzando, a szorzo, €s az

aktualis hossz.

1. Els6 Iépésben a tényezoket fel kell bontani két-két egyenld bitnyi hossziisagu részre.
A h az igy kiadodo félhossz

a=2ha1+ao és b=2hb1+b0
2. Az eredményiil kapott szamokat szorozzuk dssze:

to =a0b0
t, = a;b;
t; = ajbg + agb;= (‘a;+ag )( by+by )-to-t2

Addig kell rekurzivan elvégezni ezt a felbontast, amig olyan méretli szamot nem kapunk, amit

mar direkt miivelettel ssze tudunk szorozni, jelen esetben a szorzasat mar egyszertien

elvégezhetjiik a mul utasitassal.

/l Viraszté Tamas - Titkositas és adatrejtés c. kdnyve
Az algoritmus 1épéseinek szama: O(k)=k'"’
A rekurzi6 miatt a stackméret jelentés novekedésére is szamitanunk kell. Minden
fiiggvényhivaskor a stackben tarolodik a visszatérés helyének memoriacime és a paraméterek,
valamint a fliggvény lokalis valtozoi. A referencia tipusu valtozoknak az értékeit is a stackben
kell tarolni fliggvényhivaskor.
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Lucas-Lehmer primteszt futdsi id6_Assembly(x86) — Assembly(x64)

Osszehasonlitottam Lucas-Lehmer teszt futasi idejét 32bites Assemblyben és 64bites
Assemblyben megirva. Biztos voltam benne, hogy a 64bites Assembly gyorsabb, mint a
32bites, de a pontos értékekre voltunk kivancsiak, hogy mennyivel gyorsabb. A
sebességkiilonbségben 0sszeadodnak a 64 bites Assembly eldnyei: a dupla méretli szohossz, a
gyors regisztermiiveletes fliggvényhivasi konvencio és a sokkal tobb altalanos célu regiszter.
Ebben a Lucas-Lehmer primtesztben a Karatsuba-Ofman rekurzid szorzé algoritmus kertilt

implementalasra a szorzas elvégzésére.

A futasi idSket 1279 és 5000 kitevék kozotti szamokra néztem. Atlagosan 4-5x gyorsabb a
64bites Assembly, mint a 32bites. Legnagyobbrészt a dupla szohosszu operandusok miatt.

A diagramon a nagy valtozasok azt jelentik, hogy akkor dupldzodik meg a szamok szohossza.
Ez azért latszodik igy, mert dupla szohosszl szamot tobb iddbe telik letesztelni, hogy prim-e,
mert dupla annyi rekurziv hivasra van sziikség a tényezok hosszanak megfelezésekor, ami

tobb részmiivelettel is jar.
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Mérési kornyezet

A méréseket Intel Core i5 2500K @4GHz processzorral és 8GB RAM-mal végeztem,
Windows 8 operdcios rendszeren asztali szamitogépen vizhiitéssel. A vizhiitésnek a

zajcsokkentésen és az érdekességen kiviil nem volt mas gyakorlati haszna.

A programokat Embarcadero Delphi XE2 kornyezetben inline Assemblyben irtam. Ebben a
kornyezetben nagyon kényelmes a fejlesztés és debugolas. Latom a regiszterek, a memoria, a

stack és a flagek tartalmat Iépésenként futtataskor.

A teszteket és a méréseket 1 szdlra irtam. A mérésekkor érzékenységgel is mértem, ami alatt
azt értem, hogy egy mérést 5000x futtattam le, ezaltal szazad részére csokkentve a zavaro
tényezoket. A mérések inditasa elott a taszkok prioritasat magasnak kell jeldlni, hogy

kevesebb zavard tényezd szdlhasson kdzbe, ne vegye el mas miivelet a processzoridot.

A néhany mérést thread-ben kellett inditani, mert meg kellett novelni a stackméretet és az igy
volt konnyen lehetséges. A Karatsuba-Ofman rekurzio extra stack méretet igényelt az
alapértelmezett 1MB-on feliil. Azért kell ilyen sok hely a stack-ben, mert nem csak a
fiiggvényhivasok memoriacimei, de ugye a fiiggvények nem kisméretli paraméterei is ide

kerulnek.
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A hagyvomanvos altalanos iskolas irasbeli szorzas tizes szamrendszerben

A hagyomdanyos 4altalanos iskolas irdsbeli szorzast altalanos iskolds korunkban tanultuk,

melyet nevezhetiink eltol-0sszead modszernek is.

Amikor tanultuk ezt az algoritmust, altalaban el0szor tizes szamrendszerben végeztiik a
miiveleteket. Sorra vettiik a szorzdé szamjegyeit. A szorzé6 minden szamjegyével
végigszoroztuk az eredeti szorzandot, majd az eredmény utan irunk egy nullat. Mondhatnank
ugy is, hogy eltoljuk eggyel balra, ami tizes szamrendszerben tizzel vald szorzast jelent. Ha
egyes van a szorzoban, akkor nem kell végigszorozni a szorzand6t a szorzo aktudlis
szamjegyével, mert az eggyel valod szorzas a szorzandot adja vissza eredményiil. Ebben az
esetben, csak Ossze kell adni a részeredményt, az eredmény teriiletén levd a szamot az eredeti
szorzandoval. Ha nulla a szorzo aktualis szamjegye, akkor nem kell szorozni, csak a
részeredmény utdn nullat irni. Ha sem nem nulla, sem nem egyes a szorzonk aktualis
szamjegye, akkor mas az eljards. A szorzo aktualis szamjegyével végig kell szorozni az
eredeti szorzandoét. Itt kezelniink kell a szamjegyek kozott az atvitelt is. Atvitel az a szam,
amely akkor keletkezik, ha 0sszeszorzunk kettd egyjegyli szamot €s a szorzatban a legkisebb
helyiértékii szam felett keletkezik, vagyis a legnagyobb helyiértékii szdm a szorzatban. Mivel
itt egyjegyli szamokat szorzunk Gssze, az atvitel is maximum egy jegyl lehet. Ha elfogytak a
szorzd szamjegyei, akkor megkapjuk az eredeti szorzandd és szorzd szorzatainak
részeredményeit, amelyeket Ossze is kell adni. Tizes szamrendszerben igy néz ki a

hagyomanyos szorzé algoritmus.
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A hagyvomanvos altalanos iskolas irasbeli szorzas kettes szamrendszerben

A szorzand6t és a szorzOt bindris szamrendszerben latjuk, és az eredményt is kettes

szamrendszerben varjuk.

A szorzandot leirjuk az eredmény teriiletére. Ezzel elvégeztiik a szorzo legfelsd helyiértékén
levo egyessel valo szorzast. Sorra vesszilk a szorz6 minden szdmjegyét a masodik jegytdl
kezdve. A szorz6 minden szamjegyén a kovetkezd miiveleteket végezziik el: Az eredmény
teriiletén levé szamot eltoljuk balra egy helyiértékkel, vagyis kettes szamrendszerben
megszorozzuk kettovel. Meg kell vizsgélni a szorzo aktualis jegyét, hogy nulla vagy egy. Ha
egyes, akkor az eredeti szorzandot hozzdadjuk az eredmény teriiletén szamhoz. Ha nulla,
akkor nincs sziikség Osszeadasra, vehetjiik a szorzd kovetkezd szamjegyét. Addig kell
ismételniink ezt a két 1épést, amig a szorzonak vannak érintetlen jegyei. Ha mar nincsenek
jegyei a szorzonak, akkor az eredmény teriiletén megkaptuk az eredeti szorzando6 és szorzé

szorzatat.

Binaris szamrendszerben lényegesen egyszeriibb dolgunk van, mint tizes szamrendszerben.
Ami azt is jelenti, hogy az algoritmusunk sokkal egyszerlibb, hatékonyabb, idében gyorsabb.
Nem kell végigszoroznunk minden szorzdbeli szammal a szorzanddt. Pontosabban, végig kell
szoroznunk, csak gyakorlatban nem, mert az eggyel valo szorzés 6nmagat adja eredményiil és
mivel bindris szamrendszerben a nullan kiviil csak egyes szamjegy létezik, ezért csak eggyel

vald szorzasaink lehetnek.

180101100 X 101101
S1o1aLa1515151%
19191160
19101140
00e0RRBO
+ 19101100

111160600111160

17



A hagyoményos éltalénos iskolds szorz algoritmus implementflfsa
bindris szémrendszerben, 64 bites Assembly programozési nyelven

Az algoritmus implementéldsnal a fliggvény neve oldmul lett, de néhany segédfiiggvényre is
sziikségem volt. Azért nem egyetlen fliggvényben irtam meg, mert tobb fiiggvénnyel
logikailag attekinthetdbb és a hatékonysag novelése érdekében nem kellett foglalkoznom a

regiszterek tartalmanak stack-be vald mentésével az elrontds miatt.

Az oldmul fliggvénynek harom bemend és egy kimend paramétere, valamint logikai tipusa
visszatérési értéke van. Paraméterei: eredme: kimend paraméter, PUInt64 tipust. Ez a pointer
az eredmény memoria teriiletére mutat. A bemend paraméterek nem valtoznak. A kovetkezo
két paramétere, a szorza és a szorzo a szorzandd memdria teriiletére, illetve a szorzo6 memoria
teriiletére mutat a memoriaban. Lehet, hogy kényelmesebb lenne a szorzo algoritmus, ha
hagynam megvaltozni ezeket a memoriateriileteket, de ez azért nem jO, mert tovabbi
problémakat kellene kezelnem. Példaul nem lehetne egyszeriien ismételt szorzast végezni. A
kovetkezd paramétere a lenakt ami a tényezOk hosszat jelenti szohosszban. Ha tegyiik fel,
Osszeszorzunk egy 4 szohosszu €s egy 2 szohosszl szamot, akkor az eredmény maximum 6
szOhosszu lehet, vagyis a lenaknak 6-ot kell adni.

Delphibdl az alabbi mdodon kell meghivni ezt a fliggvényt:

oldmul (@eredme, @szando, @szorzo, lenakt);
Amikor Delphibdl, vagy esetleg mas magasszintli programozasi nyelvbdl hivjuk ezt a
fliggvényt, nem kell foglalkoznunk a fliggvényhivasi konvencidval, mert azt a Delphi elintézi,
de nem art, ha szamitunk arra, mi torténik a hattérben.
Természetesen nem az elsd Otletem lett a leggyorsabb megoldas, hanem a harmadik. El6szor

is a legjobban sikeriilt szorzast mutatndm be, majd késébb az elsd kettd valtozatrdl is fogok

irni, hogy milyen gondolatokon keresztiil jutottam el ehhez a megoldéashoz.
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push rbp // Elmenteni a bazispointert

mov rbp, rsp // Egyenlévé tenni a bazispointert és a stackpointer

A fliggvényben el kell menteniink a fiiggvényben hasznalt regisztereket, hogy ne romoljanak
el. Ez azért fontos, mert ha egy masik programbol alprogramként hivjuk a fiiggvényt, akkor a
visszatérés utan a hasznalt regiszterekben nem a fliggvényhivas el6tti értékek lesznek, ami
meglepetésként érheti a fliggvényhivot, ha nem szdmit ra. Igazdbol nem is kell erre

szamitania, mert a fliggvény dolga, hogy elmentse a hasznalt regisztereit, a hivonak ez nem

feladata.
push rile // Elmentem az rl1@ regisztert
push ril1 // Elmentem az rll regisztert
push ri12 // Elmentem az rl2 regisztert
push ri3 // Elmentem az rl3 regisztert
push ril4 // Elmentem az rl4 regisztert
push ri15 // Elmentem az rl15 regisztert
push rbx // Elmentem az rbx regisztert
push rsi // Elmentem az rsi regisztert
push rax // Elmentem az rax regisztert

A fliggvényekben ezutan az rl0, rl1, r12, r13 regiszterekbe elteszem a fiiggvény elsé négy
paraméterét, mar ha van annyi. Ha tobb, mint négy paraméterem van, akkor lokalis
valtozoként teszem a memoridba, hogy ha meg is valtoztatom az értékét, ne romoljon el az
eredeti paraméter értéke. De most csak négy paraméteriink van, ezért erre a részre nem kell

figyelni.

mov  rle,rcx // Az eredmény terulet cime
mov ril, rdx // A szorzandd terilet cime
mov ri2,r8 // A szorzd terilet cime

mov  rl3,r9 // A lenakt (széhosszak) értéke
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Nullazni kell az eredmény memoriateriiletét.

mov rdi,rile // Masolat a cél cimérél

mov  rcx,ril3 // Ennyi hosszan nullazok

Xor  rax,rax // Ezzel fogok nullazni

rep stosq // Eredmény helyének nullazasa

Mivel szorzbdalgoritmusrdl van szd, nagyon fontos a nullavizsgalat. Megvizsgalom, hogy a
szorzas tényezOi koziil valamelyik nem-e nulla esetleg. Ugyanis, ha valamelyik nulla, akkor
nincs értelme a szorzdsnak. Ez esetben ugrok a fiiggvény végére, az eredmény
memoriateriiletén pedig a nulldzas utani nullak lesznek, vagyis nullat kapunk eredményiil.

Kétféle nullavizsgélat rutint hivok meg, kiilonboz6t a szorzandodra, illetve a szorzéra. Nem
azért, mert kiillonbség van a két szdm nullavizsgalatanak elvégzésében, hanem azért, mert a
szorz6 nullavizsgalatdnak rutinjdba mas miiveleteket is beleirtam az iddhatékonysag
novelésének érdekében. Igazabol nem kellett volna erre a részre kiilon rutint irnom, viszont
logikailag attekinthetébb, masrész ez a rutin nagyon kiemelend6 része a szorzo

algoritmusnak.

Nullavizsgalat a szorzandoéra fiiggvény meghivasa:

mov rcx,rll // Szorzanddé cime

mov rdx,ri13 // lenakt értéke

call bitnum2 // Meghivom a szorzanddt nullavizsgdld fiiggvényt

or rax,rax // Nulla-e a bitszam?

je @vegeez //ha igen, vége. mar nullaztam az eredmény teriiletét

A szorzand6 nullavizsgal6 fliggvénye tényleg nem csinal mast nullavizsgalaton kiviil. Viszont
a szorzo nullavizsgalo fliggvénye ennél egy kicsit tobb. Az r14 regiszterben visszaadja, hogy
a szorzandd6 mennyi szobol all. Az rl5 regiszterben visszaadja a legfelsd értékes szo

bitszamat. Visszatérési értéke pedig a szorzo teljes bitszdma.

20



Nullavizsgélat a szorzora fiiggvény meghivasa:

mov  rcx,ril2 i
mov  rdx,ril3 71
FCNN 1] r14 i
xor ri5,ri15 7/
call nuvizl bitnum 7/
or rax,rax i
je @vegeez Wi

Szorz6 cime

Lenakt értéke

Ide varom az offszetet

Ide varom a bitszamot

Nullavizsgalat, offszetvaras, bitszamvaras
Nulla-e a bitszam?

Na nulla, akkor az eredmény is nulla

Masolatot készitiink a szorzandordl az eredmény memoriateriilet helyére. Ez azért sziikséges,

mert ezzel a 1épéssel az elsd szorzociklust, vagyis az elsé eggyel valo szorzast — mert a szorzo

elsé bitje mindig egy — kivalthatjuk. Ezzel eggyel kevesebbszer kell végrehajtani majd a

szorzd ciklust. De ha belegondolunk, amikor papiron végezziik az irasbeli szorzést, és a

szorz6 legfelso helyiértékén egyes van, akkor sem végezziik el az eggyel vald szorzast.

mov rsi,ril
mov rdi,rlo
mov rcx,rl3

rep  movsq

// A szorzandd cime

// Az eredmény terilet cime

// Ennyi hosszan masolok

// Elvégzem a masolast

Masolatot készitek a szorzordl, hogy ne az eredetit rontsam el. Mivel majd miveletet kell

végezni a szorzoval, ezért sziikséges mas memoriateriileten modositgatni a szorzot.

mov rsi,ril
mov rdi,rlo
mov rcx,rl3

rep  movsq

// A szorzandd cime

// Az eredmény terilet cime

// Ennyi hosszan masolok

// Elvégzem a masolast

Kialakitom az elsé vizsgalot

Az rbx regiszterben lesz a vizsgalo szam. Ezzel vizsgalom, hogy a kért helyiértéken 0 vagy

van a szorzo szamban.
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mov rsi,rax // A szorzé bitszama

mov rbx,1 // Ezt kell eltolni

mov  rcx,ril5 // Ennyivel kell eltolni
@leptet:

shl rbx,1 // Eltolom

dec  rcx // Csokkentem a ciklusvaltozot

jnz  @leptet // Kell még léptetni?

A szorz6 nullavizsgalo fiiggvényébol megtudtam, hogy hany bitbdl all a szorzd. Ez a szam
azért sziikséges, mert ennyiszer minusz egyszer kell elvégezni a szorzociklust. Azért minusz
egy, mert az elsd szorzds minden esetben eggyel vald szorzas, de azt igazdbol nem kell

elvégezniink

Meg kellett szamolnom azt is, hogy hany szobol all a szorzo. Ezt a szdmot szintén a

nullavizsgalo fliggvénybdl tudtam meg. Ez a szdm majd a szorzo felléptetéséhez fog kelleni.

A szorzociklusban kiveszem regiszterbe a memoriabol a vizsgalandd szot a szorzobol. Azt
kell vizsgalni, hogy a megadott helyiértéken nulla vagy egy van. Ha egy van, akkor kell
Osszeadni is, az eredmény teriiletén levd szadmot az eredeti szorzanddval, egyébként ha nulla,
akkor nem kell ezt az Osszeadast elvégezni. Csokkenteni kell a vizsgald helyiértékszamat,
majd kialakitani a vizsgalot 1éptetéssel. A vizsgald helyiértékszama azt a szamot jelenti, hogy
a szorzé legfelsd értékes szavaban hol van a legfelsd értékes bit. Ha nulla a vizsgald, akkor

csokkenteni kell az offszet értéket. Ez az ofszet a vizsgaland6 szora mutat a szorzoban.
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@ciklus:
mov
and
jnz
mov

teruletén
mov
mov
call
jmp

@sumnum:
mov
mov
mov
call
mov
mov
mov
mov
call

@cfelte:
shr
jz

offszetet

dec
jnz

jmp

rax,[ri2+(r14*8)-8] //kiveszem a vizsgdalandot

rax, rbx // rbx-el vizsgalok

@sumnum // Ha nem nulla lett, akkor 0sszeadok

rcx,rle // Nem kell az Osszeadds, csak elolom az eredme

leb6 szamot
rdx,rle
r8,ri3
shllon
@cfelte

rcx,rle
rdx,rle
r8,ri3
shllon
rcx,rle
rdx,rle
r8,ril
ro,ri3
addlon

rbx,1
@valtas

//
//

Az eredmény teriilet cime

lenakt értéke

Kettével szorzé fiiggvény hivasa
Ugorj a ciklusfeltétel vizsgdalatahoz
Kell a szorzas, eltolok és Osszeadok
Az eredmény teriilet cime

Az eredmény teriilet cime

lenakt értéke

Felfelé léptetem az eredmény teriiletét
Az eredmény teriilet cime

Az eredmény teriilet cime

A szorzandd terilet cime

lenakt értéke

Osszeadas hivasa

Léptetem a vizsgdlot

Ha nulla lett, akkor csokkenteni kell az

és valtozik a vizsgdlo

rsi
@ciklus

@vegeez

//
//
//

Csokkentem a szorzé bitszamat
Ha nem nulla, akkor uUjra ciklus

Vége a ciklusnak
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@valtas:

dec rli4 //csokkentem az offszetet
rcr  rbx,1 //ez lesz az Uj vizsgald (rbx := $8000000000000000)
dec rsi //csokkentem a szorzdé bitszamat

jnz  @ciklus //ha nem nulla, akkor még kell ciklus

@vegeez: // Visszaveszem a haszndlt regisztereket
pop rax // Visszaveszem az rax regisztert
pop rsi // Visszaveszem az rsi regisztert
pop rbx // Visszaveszem az rbx regisztert
pop ri5 // Visszaveszem az rl5 regisztert
pop ria // Visszaveszem az rl4 regisztert
pop ri3 // Visszaveszem az rl3 regisztert
pop ri2 // Visszaveszem az rl2 regisztert
pop rill // Visszaveszem az rll regisztert
pop rle // Visszaveszem az rl@ regisztert

mov  rsp,rbp // A bazispointert beleteszem a stackpointerbe

pop rbp // Visszaveszem a bazispointert

A hagyoményos szorzé6 algoritmushoz felhaszndlt fiiggvények:

addlon; Az addlon fiiggvényre akkor van sziikségem, amikor a szorzdban egyes bit

kovetkezik a szorzé ciklus soran és az eredeti szorzandot hozzd kell adnom a
részeredményekhez.

push rie

xor rlo,rle // Offszet <- @, CY <- 0O
@adccik:

mov  rax,[osszel + (rle * 8)] // Az egyik Osszeadanddé cime
adc  rax,[ossze2 + (rl1e * 8)] // A masik oOsszeadandd cime
mov  [eredme + (rle * 8)],rax // Az eredmény cime
inc rioe // Kovetkezd offszet
dec  lenakt // Csokkentem a cilusvaltozot
jnz  @adccik // Ciklusban 6sszeadok
pop rile
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Az shllon fliggvény, vagyis a balra tolas egy helyiértékkel, az irasbeli szorzas egyik alapja az

o0sszeadason kivil. Tizes szamrendszerben vald szorzaskor az eltolas tizzel valé szorzast
jelent, binaris szamrendszerben pedig kettdvel valo szorzast. A kettdvel valo szorzas/osztés,

vagyis az eltolés jobbra, illetve balra alacsony szinten nagyon gyorsan elvégezhetd miivelet.

push rie
xor rie,rlo
@fefeci:
mov  rax,[rdx + (rle * 8)] // Ez a léptetendd
rcl rax,l1 // Léptetem
mov [rcx + (rl1@ * 8)],rax // Kiteszem
inc rile // Offset novelése
dec lenakt // Csokkentem a ciklusvaltozot
jnz  @fefeci // Léptetgetek a ciklusban
pop rile

bitnum: Ez a fliggvény azért sziikséges, mert meg kell szamolni, hany bites a szorzando.

mov rax,erteke // A cél cime
mov  rcx,lenakt // Ennyi hosszan vizsgalok
xor rdx, rdx // Kinullazom, mert ide szorzat jon
imul rdx,rcx,64 // RDX <- bitszam
@atmaos:

cmp  gword ptr [rax + (rcx * 8) - 8],0 //Nulla vizsgdalathoz

jnz  @kihnuv // Nem is nulla a szam

sub  rdx // Csdkkentem a ciklusszamot

jnz  @atmaos // Az osztanddét atmdsoltam

jmp  @minuva // Kész, nincs bit sem
@kihnuv:

bsr rcx,[rax + (rcx * 8) - 8]// RDX- sorszam

sub  rcx,63 // RDX <- negativ bitszam

add rdx, rcx // Bitszam véglegesités
@minuva:

mov rax, rdx // Bitszam atadva
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A nuyvizl_bitnum a nuvilz és a bitnum fiiggvény ellatja azokat a feladatit, amiket kiilon-kiilon

kellene elvégeznie és még egy kicsivel tobb feladatot adtam neki. .Az eredeti nuvilz fiiggvény
azt mondja meg a szdmrdl, hogy nulla-e vagy sem. Az eredeti bitnum fiiggvénnyel pedig arrol
kapunk informacidt, hogy a szdm hany bitbdl all. Kiilon-kiilon meghivva a fliggvényt sok id6t
jelentene, ugyanis kétszer kéne végigvizsgalni a vizsgdlandd szamot. Raadasul ezen a két

informacion kiviil még mast is meg kell tudnunk a szamrol, példaul azt, hogy hany szobdl all.

Ezt a fliggvényt igazabol nem kellet volna kiemelni az oldmul rutinbdl, de azért tettem igy,

mert kardinalis pontja az algoritmusnak ¢€s igy logikailag jol elkiilonithetd.

A fliggvény bemend paraméterei a vizsgalandd szam és a vizsgalandd szam szohossza. A
fliggvény visszatérési ¢értéke a szdm bitszdma. Ezen kivil még van két ,kimend”
paraméteriink, de az nem a magasszintli programozasban megszokott modokon. Az rl4
regiszterben a szdszamot, az r15 regiszterben pedig a legfelsé értékes szo bitszamat kapjuk
meg. Ezt Ugy csindltam, hogy ezt a két regisztert nem mentem el fiiggvényhivaskor, illetve
nem veszem vissza a fliggvény visszatérés végén. Viszont fliggvényhivas elétt és utan erre a

két regiszter érétkére szamitani kell.

Azért szabad ilyet tenni a fliggvények kozott, mert egyrészt Assemblyben lehet ilyet, masrészt
pedig mind a hivé és a hivott oldalon szamitani kell ennek a két regiszternek a
megvaltozasara. Ha ilyen tulajdonsagu fliggvényiink van és fliggvénykonyvtarban hasznaljuk,
akkor ezt a tulajdonsagat mindenkép fel kell tiintetni, vagy csak gy hasznalni, hogy az

,Kiviillrél” nem elérhetd, vagyis mas publikus fliggvénybdl meghivva.
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push rbp

mov  rbp,
push ri10
push ril
mov rlo,

mov  ril3,

mov
mov
//xor

imul

rsp

rcx //a vizsgalandd szam

rdx //lenakt

rax,rle //a vizsgalandd szam
rcx,ril3 //lenakt
rdx, rdx //torlom az rdx-et, mert majd ide szorzok

rdx, rcx, 64 //ennyi bites a szam Osszesen

xor rl4,rl4

@atmaos:
cmp
jnz
sub
dec
jnz
jmp

@kihnuv:
//sub
//mov
mov
bsr
sub
add

mov

dec
jnz
dec

mov

[rax+(rcx*8)-8],r1l4 //nulla-e az aktudlis szé?

@kihnuv //nem nulla
rdx, 64 //csokkentem a bitszamlaloét
rcx //csokkentem a ciklusvaltozot
@atmaos //van még szo6
@vegeez //kész, nincs tobb sz6, mint nulla
rl3,rcx
ri4,ri3 //kiteszem az offset-et
ri4,rcx //rld4-be a ciklusvaltozd
rcx, [rax+(rcx*8)-8] //bitszamvizsgalat
rdx, 64 //csokkentem 1 gqword-nyi bittel
rdx, rcx //bitszam Osszesen
ri5, rcx //kiteszem a legfels6 értékes szd bitszamat
ri5 //csokkentem a bitszamot
@minuva //ha nem nulla lett, akkor ugorjon
ri4 //csokkentem az offset-et
ri5,63 //ez lett a bitszam
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@minuva:

cmp
bitje a
jne
mov

dec

@vegeez:

mov

pop
pop

mov

pop

ri15,$FFFFFFFFFFFFFFFF //ha nulla, vagyis nincs is értékes

legfels6 szodnak
@vegeez
ri5,63
rl4

rax, rdx

ril
rloe

rsp,rbp
rbp

//ha a legfels6 nem nulla
//ez lett a bitszam

//csokkentem az ofsetet
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Hagyomfinyos szorz6 algoritmus megirdsinak torténete

Elhittem, hogy a Karatsuba Ofman szorzo6 algoritmus nagyon nagyon gyors. Viszont kivancsi
voltam arra, hogy ha nagyon gyors a KOSA, akkor mennyire lehet lassi a hagyomanyos
altalanos iskolds szorzo algoritmus. A sajat szememmel latni szerettem volna ezt a

kiilonbséget szamokkal alatamasztva grafikonon abrazolva. Nagy meglepetésiinkre ennek

pont az ellenkezdje igazolodott. w

Amikor elkezdtem a méréseket furcsanak talaltam, ugy érzésre is, hogy a mullon (Karatsuba-
Ofman rekurzo rutinja) sokkal tovabb fut, mint az oldmul (Hagyomanyos szorzo6 algoritmus
rutinja). Amikor megnyitottam a txt fajlt, amibe irtam a futasi idoket, akkor tarult a szemem
elé az oridsi idOkiilonbség. Ahogy lefelé gorgettem, a nagyobb szohosszii szdmok szorzasi

ideje fel¢, egyre nagyobb kiilonbségek voltak a mullon és az oldmul futasi ideje kozott.

Gyorsan grafikonon is latni akartam az iddébeli kiillonbséget. Az arany nagyjabol mar

feltételezhetd volt, de a gorbék alakjat még nem tudtam megsejteni. Abrazoltam kozos

grafikonon a mullon és az oldmul futasi idejét. A mullon futasi ideje gyorsan emelkedve az

egekbe csapott, mig az oldmul futési ideje alig emelkedett el az x tengelytol.

Hihetetlennek tlint, hogy helyes az algoritmus ekkora futasi id6 kiilonbséggel, tehat
ellendriznem kellett nagyon nagy szdmokra is az algoritmus helyességét. Ugyanazokkal a
véletlenszamokkal feltoltottem a mullon és az oldmul szorzanddjadhoz, illetve szorzojahoz
tartozo tombot €s 100-t6l 1000 szohossza véletlenszamokra ellendriztem az algoritmust.
Szerencsére minden lefutds utan ugyanazokat a szadmokat adta szorzatul ugyanazokra a
tényezOkre. Minél nagyobb sz6hosszu tényezokre mértem a hagyomanyos szorzé algoritmus

futasi idejét, annal gyorsabb volt.

n
L)

b —J "..
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Ahogyan mar emlitettem, nem ez volt az elsé algoritmus amit kitaladltam a hagyomanyos
szorzas minél hatékonyabb implementalasara. Az elsé algoritmus is sokkal gyorsabb volt,
mint a Karatsuba-Ofman rekurzio, de nem alltam meg ennél a megoldasnal, mert jottek Gjabb,

még hatékonyabb Otletek.

Az elsd szorzads abban kiilonbozott az utolsotdl, hogy a szorzét felléptettem balra, amig a
tomb elsd elemének legfelsd helyiértékére nem keriilt a szam legfelsd értékes bitje. A szorzo
ciklusban az Osszeadas elvégzésének feltételét tigy vizsgaltam, hogy megnéztem a szorzo
legfelsd bitjét, hogy nulla vagy egy. Ha nulla, akkor nem kell 6sszeadnom, ha egy, akkor kell
Osszeadnom. Azért toltam fel a legfelsd helyiértékre a szorzd szamjegyeit, hogy mindig a

tomb 0. értékét kelljen vizsgalnom.

A masodik szorzds az elsé szorzasra épiil, annyi kiilonbséggel, hogy nem bitenkénti
shifteléssel alakitom ki a szorzé ciklus eldtt a vizsgalandd szorzot, hanem memoriateriilet
masolassal. Ez ugy torténik, hogy forrascimként megadom a szorz6 legfelsd értékes bitjét
tartalmazé cimet, célcimként pedig a szorz6 masolatat tartalmazé tomb legelsd helyiértékre
mutat6 cimet. Tudom kell, hogy hany sz6bol all a szorzd, mert ennyi hosszan masolok. Mivel

itt nem athelyezésrdl, hanem masolasrdl van szd, ezért gondoskodnom kell a torlésrdl is.

A masodik szorzas az elsé szorzashoz képest atlagosan kb 1,5x volt gyorsabb, a harmadik

szorzas a masodikhoz képest atlagosan kb. 50%-al volt gyorsabb.

A Karatsuba-Ofman rekurzié hatékonysagat azzal is szoktdk nodvelni, hogy egy bizonyos
szOhossz alatt attérnek a hagyomanyos szorzé algoritmusra. Mint tudjuk, csak egy bizonyos
szohossz utan hatékonyabb a Karatsuba-Ofman rekurzid, a leirdsok szerint. A hagyomanyos
szorzo algoritmus 10 szoéhossz felett volt minden tesztelt esetben gyorsabb, mint a Karatsuba-

Ofman rekurzi6. Erzékenységi teszteléssel mértem, hogy mérhetd értéket kapjunk.
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Gondoltam, az is érdekes eredményt adhat, ha kiilonleges szamokra futtatva mérem le a
szorz6 algoritmus futési idejét. Kiilonleges szamok alatt olyan szamokat értek, hogy a bitjei
kozott valamiféle szabalyszertiség fedezhetd fel. El0szor is minden sz6 csupa egyesbdl allt a
szorzanddban és a szorzoban egyarant bindris szdmrendszerben. Ahogy vartam itt is magasrol
verte a hagyoményos szorz6 algoritmus a Karatsuba-Ofman rekurzidt. 100 szohosszra 20x

volt gyorsabb a hagyoményos szorzoé algoritmus, 1040 sz6hosszra pedig 141x volt gyorsabb.
e

L4
Kovetkezbleg olyan szdmra végeztem el a szorzds mérését, amelyben minden masodik bit
egyes, illetve nulla volt a szorzandoban és a szorzéban is. Ezzel azt akartam megnézni, hogy
valtozik a futési 1d6, ha az értékes bitek szdma felére csokken a tényezokben. Ahogy vartam,
kevesebb volt a futsi id6, ha a felére csokkent az értékes bitek szama a tényezdkben. Ez azért
fontos vizsgéldsi pont, mert az irasbeli szorzasban van éles kritérium a tényezdk értékes
bitjeinek szamara. Minél tobb értékes bit van a szorzéban, annal lassabb lesz a szorzas, mert

annal tobb 0sszeadast kell elvégezni az algoritmusban.

A masik meglepetés akkor ért, amikor meglattam a Karatsuba-Ofman rekurzi6 futasi idejének
gorbéjét olyan tényezokre amelyekben minden szamjegy egyes binaris szamrendszerben,
illetve minden méasodik bitje egyes. Arra ugye szamitottam, hogy az oldmul futasi idejének
gorbéje nagyon mas lesz a kiillonbozo tényezdkre, de arra nem szamitottam, hogy a mullon
gorbéi ennyire masok lesznek. Ugyanis a mullonban nincs ekkora szigoru kritérium az értékes

bitek szamaira, mint az oldmulban.

A Lucas-Lehmer primtesztben kicseréltem a Karatsuba-Ofman rekurziot a hagyoményos
szorz6 algoritmusra. Kivancsi voltam, hogy ha kiilon csak a szorzast mérve ekkora az iddbeli
kiilonbség a két algoritmus kozott, akkor milyen eredményt kapok. Azt vartam, hogy az

oldmullal gyorsabb lesz, mint a mullon és ezt is kaptam
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A sok mérést 1279 és 5000 kitevék kozotti Mersenne szamokra végeztem. A 2'27°-1
Mersenne szam tesztelésének futédsi ideje a Karatsuba-Ofman rekurzidval 1,53x volt lassabb,
mint a hagyomanyos szorzé algoritmussal. 2*°°-1 tesztelése 3,66x volt gyorsabb az oldmullal,

mint a mullonnal. Egyértelmiien lathaté a névekvo tendencia.
A gorbék alakjait megvizsgalva, itt szépen lathat6é a hagyomanyos szorz6 algoritmus gorbéje

linedris, a Karatsuba-Ofman rekurzi6é peidig nem linedris. Minél nagyobb Mersenne szdmot

teszteliink, anndl hatékonyabb lesz az oldmul hasznalata, mint a mullon.
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Kutatasom eredményei:

Atlagosan 4-5x gyorsabb a 64bites Assemblyben irt Lucas-Lehmer primteszt, mint
32bites Assemblyben, 1279 és 5000 kitevok kozott. Minél nagyobb a kitevd, annal
gyorsabb a 64bites valtozata. Legnagyobbrészt a dupla szohosszi operandusok miatt.
Kiemelve néhany mérést: 1279 kitevonél 4,72x-es, 4959-es kitevonél 5,34x-es volt a
sebességkiilonbség a két implementacio kozott.

A hagyomanyos szorz6 algoritmus sokkal gyorsabb, mint a Karatsuba-Ofman rekurzo
64bites Assembly programozasi nyelven implementalva.

A tapasztalatok szerint nem igaz, hogy a hagyoményos algoritmus O(t*) alatt fut,
hanem linedris, ami tovabbi vizsgalatokat igényel rnég.3

300 szohosszra 35x volt gyorsabb a hagyoményos szorzo algoritmus, mint a
Karatsuba-Ofman rekurzo; 1000 széhosszra pedig 141x volt gyorsabb a hagyomanyos
szorz6 algoritmus. Gorbén abrazolva a hagyomanyos szorzo algoritmus gorbéje alig
emelkedik el az x tengelytdl, a Karatsuba-Ofman szorzé algoritmus gorbéje hirtelen
novekedve az egekbe emelkedik.

A hagyomanyos szorzo algoritmussal a Lucas Lehmer pimteszt 1279-es kitevore 1,53x
volt gyorsabb, mint a Karatsuba-Ofman rekurzi6, 4959-es kitevonél pedig 3,66x a

sebességkiilonbség.
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Mullon & Oldmul 64bitOxFFFFFFFFFFFFFFFF

MULLON

OLDMUL
20 0 0,00
20 0 0,00
160 10| 16,00
155 5/ 31,00
562 16| 3513
563 16| 35,19
1266 31| 40,84
1281 31| 41,32
2797 31| 90,23
2797 47| 59,51
4688 63| 7441
4719 63| 7490
6625 78| 84,94
6673 78| 8555
10619 106| 100,18
10646 105| 101,39
15509 135| 114,88
15568 135| 115,32
23419 166| 141,08
23332 165| 141,41
33502 203| 165,03
33237 203| 163,73
38264 236| 162,14
38311 240| 159,63
46303 283| 163,61
46380 284| 163,31
49809 307| 162,24
49499 307| 161,23
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D40

APAYPAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYAYAYA

MULLON
OLDMUL
arany

10 5 2,00
10 0 0,00
65 5 13,00
65 5 13,00
344 16 21,50
344 15 22,93
454 15 30,27
454 31 14,65
687 31 22,16
704 31 22,71
2469 47 52,53
2515 47 53,51
3641 62 58,73
3672 47 78,13
3260 74 44,05
3216 78 41,23
3945 100 39,45
3940 95 41,47
4930 122 40,41
4945 118 41,91
15064 156 96,56
15048 156 96,46
17673 176 100,41
17849 173| 103,17
21643 207 | 104,56
21649 207 | 104,58
23210 224| 103,62
23124 225| 102,77
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X b4 U 0000000000000
__—
MULLON
OLDMUL
arany
5 0 0,00
0 0 0,00
30 0 0,00
35 5 7,00
110 15 7,33
125 0 0,00
203 16 12,69
203 15 13,53
297 16 18,56
297 31 9,58
782 31 25,23
766 16 47,88
1032 31 33,29
1031 31 33,26
1411 51 27,67
1425 51 27,94
1772 63 28,13
1778 63 28,22
2062 80 25,78
2056 78 26,36
4422 94 47,04
4406 94 46,87
5155 114 45,22
5167 116 44,54
6050 131 46,18
6064 135 44,92
6537 144 45,40
6507 145 44,88
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LUCAS-LEHMER 32BIT & 64BIT

250000

200000

150000

100000

50000

0

64BIT
32BIT
kitevd

1279 362 1710 4,72
1359 441 2035 4,61
1459 532 2363 4,44
1659 765 3469 4,53
1759 907 3891 4,29

1859 1063 4625 4,35
1959 1203 5157 4,29
2159 2719 13720 5,05
2259 3078 14845 4,82
2359 3360 16486 4,91
2459 3703 18126 4,89
2559 3985 19454 4,88
2659 4547 22705 4,99
2859 5360 25970 4,85
2959 5860 28392 4,85
3059 6219 30112 4,84
3159 7642 36627 4,79
3359 8657 41768 4,82
3459 9282 45409 4,89
3559 9907 48176 4,86
3859 12329 59254 4,81
4059 13798 67146 4,87
4159 29049 | 156887 5,40
4359 32909 | 174762 5,31
4459 33628 | 182607 5,43
4559 35690 | 189764 5,32
4659 37612 | 201749 5,36
4759 39722 | 211968 5,34
4859 41675| 225266 5,41
4959 43191 | 230641 5,34
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LUCAS-LEHMER MULLON & OLDMUL

MULLON
OLDMUL
kitevd

1279 362 236 1,53
1359 441 287 1,54
1459 532 342 1,56
1659 765 488 1,57
1759 907 587 1,55
1859 1063 696 1,53
1959 1203 793 1,52
2159 2719 1043 2,61
2259 3078 1204 2,56

2359 3360 1345 2,50
2459 3703 1525 2,43

2559 3985 1694 2,35
2659 4547 1911 2,38
2859 5360 2351 2,28
3059 6219 2854 2,18
3159 7642 3159 2,42

3359 8657 3774 2,29
3459 9282 4139 2,24
3559 9907 4457 2,22
3759 11423 5212 2,19
3859 12329 5663 2,18
4059 13798 6556 2,10
4159 29049 6983 4,16
4359 32909 8121 4,05

4459 33628 8606 3,91
4559 35690 9238 3,86
4659 37612 9783 3,84
4759 39722 10465 3,80

4859 41675 11046 3,77
4959 43191 11808 3,66
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Mullon & Oldmul 64bit OxFFFFFFFFFFFFFFFF

MULLON
OLDMUL
érzékenységgel mérve
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