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1. BEVEZETES

A pénziigyek teriiletén végzett értékeléseknek szdmos megkozelitése 1étezik, melyek
valamilyen eszkoz (azaz pénzéaram, illetve pénzaramra valo jogosultsag (Diilk, 2013), példaul
részvények esetén az osztalék, kotvények esetén a kamatszelvény és a névértékre valod
jogosultsag) értékét hivatottak meghatarozni. Ilyen megkozelités példaul a relativ értékelés, az
opcios értekelés, a diszkontalt pénzaramlas (Discounted Cash Flow - DCF) alapu értékelés,
stb. A diszkontalt pénzaramlas alapu értékelés ugyan csak egy a lehetséges szemléletmodok
koziil, mégis bizonyos mértékig ennek megértése elengedhetetlen a tobbi értékelési modszer
hasznélatdhoz. A dolgozat megirdsa sordn foként az ehhez kapcsolodd nehézségek keriilnek
goreso ala. Elso 1épésként érdemes megismerkedni magaval a megkozelitéssel. A DCF alapja
a jelenérték-szamitas, melynek lényege, hogy egy eszkdz értékét a tdle vart jovObeli
pénzaramlasok jelenre vetitett értékeként hatdrozza meg, egy az eszkdz kockézatossagat, a
befektetett toke koltségét tiikr6z0 diszkontrata segitségével. (Damodaran, 2006, 11. o.) A
jelenérték-szamitas formailag foként kétféle moddon szokott torténni: meghatarozott
idépontokban jelentkezd diszkrét pénzaramokat diszkontdlunk egy adott hosszisagu
periddusra vonatkozo diszkrét diszkontrataval, vagy idében folytonos pénzaramokat
diszkontalunk egy adott periddushosszra vonatkozd folytonos diszkontrataval. (1d. példaul:
Park és Sharp-Bette, 1990; Remer, Tu, Carson, Ganiy, 1984; Eschenbach, 2011) Jelen kutatés

kiindulopontjat a folytonos eset képezi.

Tekintve, hogy a DCF alapu értékelés ,tankonyvi” megkozelitésének vizsgalata adja a
dolgozat eredményeinek alapjat, igy masodik 1épésként érdemes ebbe az irdnyba tovabblépni.
A tankonyvi” megkozelités szerint a jelenérték-szamitashoz a kovetkezd bemeneti
informacidokra van sziikség: a periodus hosszara (altalaban egy év), az eszkdéz varhato
¢lettartamara (a periodushosszal megegyezd mértékegységben, példaul évben), a periddusokra
becsiilt aggregalt pénzaramokra a peridodusok végére tolva (iddzitve), a periddusra becsiilt
diszkontratara. (Diilk, 2013) Lathatd, hogy a bemeneti adatok egy része becsiilt, mas része
pedig a valosagot torzitva, mondhatni leegyszeriisitve jeleniti meg, ezzel valamekkora hibat
okozva a szamitdsban. Ez az eltérés elméleti szinten mérhetd, mely fontos momentum a
kutatds szempontjabol. A hibdk tehat a bemeneti adatok generalasa soran meriilnek fel
legfOképpen a kovetkezdk miatt: a pénzaramok és a diszkontrata pontatlan becslése, az eszkoz
¢lettartamaval kapcsolatos bizonytalansdg figyelmen kiviil hagyasa, a pénzaramok valodi
iddzitésének figyelmen kiviill hagyasa. (Diilk, 2013a) Ezen hibdk elkdvetésének
kovetkezményeként természetesen leegyszerlisodik maga a szamitas is, cserébe csak egy
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kozelitd eredményt kapunk, amely értelemszertien eltérhet a helyes pénzaramprofillal és az
¢lettartam valdszintiség-eloszlasaval eldallithatd pontos jelenértéktdl. Felmeriil a kérdés, hogy
ez az eltérés vajon milyen mértéki, elfogadhatd-e az egyszertiségét mérlegelve, vagy érdemes
lenne feloldani ezen egyszerisitd feltételeket egy feltételezetten pontosabb am bonyolultabb
szamitasi modszer kedvéért? Ennek koszonhetden a kutatds foként a DCF modszer
Htankonyvi” megkdzelitése esetén tett egyszeriisitd feltételekbdl fakadd hibdk egyiittes
hatasanak ¢és az egyszerlsitd feltételek felolddsa altal kapott eredmények egymashoz

viszonyitott pontossaganak a vizsgalatara fokuszal.

A dolgozat megirasa soran az elobb emlitett hibak koziil a periddusvégi konvencidobol (a
pénzaramok periodus végeére tolasdbol) és a varhatd élettartamig torténd szamitasbol fakadod
hibadk egyiittes hatasat vizsgdlom. Az atlathatosag kedvéért kiilon esetek keriilnek definidlasra
¢s ezaltal 0sszehasonlitasra. Korabbi kutatasok alapjan az dsszehasonlitashoz a relativ hibat
hasznalom, azaz az adott eset kozelitd jelenértékének €s a pontos jelenértéknek a hanyadosat,
mert ez a hibat jobban jellemzi, mint a pl. Chen és Manes (1986) altal hasznalt abszolut hiba,
mely utobbi nem dimenzidnélkiili, hanem fiigg a tényleges pénzdsszegektdl. (Andor, Diilk,
2013a) A hiba mértéke fligg a pénzaramprofiltol €s az élettartam valdsziniliség-eloszlasatol is,
melyek mind elméleti szinten, mind a valosagban sokfél€k lehetnek. Az elemzés elvégzéséhez
a gyakorlatban eléforduld legjellemzdbbnek tekinthetd kombinaciot valasztottam, amely a
folytonos, exponencidlisan novekvd/csokkend pénzaramprofil exponencidlis eloszlasu
¢lettartammal. Késobbi kutatas elképzelhetd a gyakorlatban még jellemzden el6forduld

pénzaramprofilok megvizsgaldsan keresztiil, de ez nem célja a jelenlegi kutatasnak.

Fontos emlitést tenni a szamitasokhoz nélkiilozhetetlen paraméterekrdl is. Harom
paraméter minden esetben befolydsolja a fentebb emlitett relativ hiba kimenetelét: a
novekedési titem, a diszkontrata és az eszkOz varhato élettartama. Kiilonféle kikotéseket
kellett tenni azzal kapcsolatban, hogy ezeknek a paramétereknek mely tartomanya
hasznalhat6 ahhoz, hogy az eredményeket kezelhetden értelmezni lehessen. Ezen kikotések

részleteiben majd késdbb keriilnek kifejtésre.

A fentebb emlitett folytonos, exponencialisan ndvekvd/csokkend pénzaramprofil és
exponencialis eloszlasu élettartam kombinaciora a korabbi, az emlitett hibakat 6nmagukban
vizsgdlod kutatdsokbol megallapithato, hogy a novekedési iitemet meghaladd nemnegativ
diszkontrata esetén a varhato €lettartamig torténd szamitas talbecslést (Andor, Diilk, 2013a),

mig a periddusveégi konvencio alulbecslést eredményez (Andor, Diilk, 2013b).



Mindez tovabbi motivacioként szolgal, hiszen elképzelhetd, hogy a két hiba ereddje végiil
pontosabb kozelitést eredményez — a hiba abszolut értékét tekintve —, mint csak az egyik hiba

elkovetése.

Eloszor azt elemzem, hogy a ,tankonyvi” megkozelités mikor pontosabb anndl az
eljarasnal, amikor a pontos pénzdramprofillal szamolunk a varhato élettartamig, tehat csak az
¢élettartammal kapcsolatban hibdzunk. Ezutdn azt vizsgdlom, hogy javit-e a ,tankdnyvi”
szamitds pontossagan, ha a periodusok végére tolt pénzaramokat stlyozom a peridodusok
végére ¢értelmezett — bizonytalan élettartambdl fakadd — bekovetkezési valoszinliségekkel,
ezaltal kozelitdleg mintegy figyelembe véve az ¢€lettartammal kapcsolatos bizonytalansagot.
(Elképzelhetd egy negyedik megkozelités, miszerint a valoszinliségekkel sulyozott pontos
pénzaramprofillal szamolunk a varhaté élettartamig, de ez a gyakorlatban értelmetlen
kozelités, mert végtelen ¢élettartamig szamitva éppen a pontos jelenértéket kapnank. Ezért ezt

nem vesszem a vizsgalando esetek koze.)

Az eredmények alapjan, a fenti harom megkdzelités pontossdgat Osszevetve,
megallapithatd, hogy a gyakorlatban jellemzOen eléforduld esetek egy jelentds részében a
Htankonyvi” eljdrashoz képest nem érdemes torekedni sem a helyes pénzaramprofil, sem az

¢lettartammal kapcsolatos bizonytalansag figyelembevételére.



2. A FELTETELEZETT PENZARAMPROFIL ES ELETTARTAM-ELOSZLAS

A hiba mértéke, ahogyan a bevezetésben is emlitettem, fligg a pénzaramprofiltél és az
eszkoz élettartamanak  valoszinliség-eloszlasatol. Természetesen rengeteg  variacio
elképzelhetdé mind elméletben, mind gyakorlatban, ezért az Osszes eset szamitadsba vétele
igencsak nehézkes lenne. Sziikségem van tehat egy olyan pénzaramprofil és élettartam-
eloszlas kombinaciora, mely a gyakorlatban jellemzden eléfordul €s elméleti szinten is jol
leirhat6. Az elemzés elvégzéséhez ezért a gyakorlatban eléforduld legjellemzébbnek
tekinthetd kombindciot valasztottam, amely a folytonos, exponencidlisan ndvekvd/csokkend

pénzaramprofil exponencialis eloszlasu €lettartammal.

Erdemes kezdésként magat az exponencialis eloszlist és a ra jellemzd eloszlas- és
stiriségfiiggvényt megismerni, hiszen ezek a dolgozat egészében tobbszor eldkeriilnek.
,Exponencidlis eloszlas leginkdbb bizonyos véletlen hosszusagu idétartamok eloszlasaként
1ép fel. Exponencidlis eloszlassal irhato le példaul egy olyan berendezésnek, ill. alkatrésznek
az ¢lettartama, hibamentes muikodési ideje, melynek tonkremenetelét nem kopas vagy
természetes elhasznalddas okozza, hanem varatlan torés szakadas illetve egyéb véletlen ok™.
(Kovesi, Erdei, Nagy, Toth, Jonas, 2012, 118. o.) Segitségével egy valdszintiségi valtozot
jellemezhetiink. Az eloszlasfiiggvény — altalanos definicidja szerint — minden x valos szamhoz

annak a valoszinliségét rendeli, hogy a valdszinliségi valtozo ennél kisebb értéket vesz fel.

Az exponencidlis eloszlas eloszlasfiiggvénye (®(x)) matematikailag a kdvetkezéképpen

irhato fel:

1—e™ ,hax=>0
P(x) = yrax=
(x) { 0 ,hax <0

(D
ahol e a természetes logaritmus alapja, 4 az exponencidlis eloszlas paramétere.

Ha x wvaloszinliségi valtozonak Iétezik a strtségfliggvénye (f(x)) akkor az az
eloszlasfiiggvény derivaltjaként adodik.

Matematikailag a kdvetkezd alakban irhato fel:

_(2e™  hax=>0
f(x)—{ 0 ,hax <0 2)

ahol 1 > 0.



Egy ilyen X folytonos valoszinliségi valtoz6d varhat6 értéke az alabbi médon szamithato ki

(ahol E() a varhato értéket jeloli):

E(X) = f_+;0xf(x)dx = f0+°0x/1€‘lxdx =% (3)

Térjiink vissza a feltételezett kombinacid részletesebb bemutatdsara, amely

szemléltetésére késziilt az alabbi 1. abra.
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1. abra: Feltételezett pénzaramprofil és élettartam-eloszlas

A vizszintes tengelyen az 1d6 (jele: 7, mértékegysége: év), a fliggdleges tengelyen pedig a
folytonos exponencialis pénzaramprofil (F(¢r)) lathatd6. A folytonos exponencialis

pénzaramprofil leirdsa matematikailag a kovetkezo:

F(t) = Celt 4)

ahol C a konstans pénzaram-paramétert, j folytonos ndvekedési litemet (amely természetesen
lehet negativ novekedés is), ¢ pedig a vizszintes tengely elnevezésével konzisztensen az 1dot

jeloli. (Andor, Diilk, 2013a) A pénzaramok a vizszintes tengelyen jelolt 7' idOpontig



jelentkeznek, mely 7 egy a bizonytalan élettartamot kifejezd valoszinliségi valtozo. Az 1.
abran lathato, hogy 7 a mar emlegetett exponencialis eloszlassal jellemezhetd.

Mivel matematikailag a pénzaramprofilt és az élettartam-eloszlas ismert, kiszdmithatd az
elméleti értelemben vett pontos jelenérték. A kovetkezd fejezetben a jelenérték-szamitas
kiilonféle eshetdségei keriilnek bemutatasra — a teljesség igénye nélkiil —, fOként a kutatas

szempontjabol kulcsfontossaguakat allitva a fokuszba.



3. ESETEK

Ebben a fejezetben bemutatom az elemzésben Osszehasonlitisra keriild jelenérték-
szamitasi modokat az emlitett pénzadramprofil és élettartam-eloszlds kombinaciora. Elsként
az adott T élettartamig szamitott jelenérték, majd ebbdl kiindulva a pontos jelenérték kertil
meghatarozasra. Ezutan ismertetem a mar emlitett egyszertisitd feltételekkel operalo
Ltankonyvi” metodika, valamint tovabbi két esetet, melyek az egyszerlsitd feltételek
egyenkénti feloldasat hivatottak megvizsgdlni. Elsé esetben a periodusvégi konvencid
elkdvetésébol fakado hiba kikiiszobolése, mig a masodik esetben az eszkoz €lettartamaval

kapcsolatos bizonytalansadgnak a figyelembevétele a cél.

A fejezetben meghatirozasra keriild jelenértékek matematikailag esetenként olyan
végeredményhez vezetnek, amelyek tovabbi vizsgdlodast tesznek sziikségessé. A nullaval
valo osztas kialakulasdnak elkeriiléséhez kiilon meg kell vizsgalni azokat az eseteket, amikor
a novekedési litem nulla, és azt is, amikor a ndvekedési litem €éppen egyenld a diszkontrataval.
Ahhoz, hogy az eredmények konzisztensek legyenek, ezen eshetdségeket minden jelenérték-
szamitasi megkozelités esetén bemutatom (kivéve adott 7' élettartamig szadmitott jelenérték

esetén, mert erre a késébbiekben nem lesz szilikség).

Az esetek szemléltetésére készitett abrak a feltételezett pénzaramprofil egyenletes (tehat
se nem csokkend, se nem novekvd) valtozatat mutatjak be az egyszeriiség kedvéért, de a
szamitasokban tovabbra is feltételezem az exponencialis novekedés, illetve csokkenés

lehetdségét.

3.1. Adott T élettartamig szamitott jelenérték
Ha el6re tudnank egy eszkdoz pontos élettartamat, akkor a jelenérték-szamitas

matematikailag igy nézne ki (Id. Tufekci, Young, 1987):

C(—1+eU=NT)

j-r

fOTF(t)e‘”dt = fOT CelteTtdt = (5)

ahol az e’ tag a diszkonttényezd, és r adott periddushosszra értelmezett folytonos

diszkontrata.

Viszont a valosadgban az esetek nagy részében nem tudhat6 eldre, hogy az eszk6z meddig
fogja a pénzaramokat biztositani. Példaul, ha egy vallalat megvesz egy termeld berendezést,

akkor a berendezésrdl nem tudja pontosan, hogy az meddig lesz képes termelni. Van viszont
7



valamilyen varhato ¢élettartam, amely tudhat6é tapasztalatok alapjan, vagy a gyarto
informdacidja alapjan ¢és ez felhasznalhatd elemzéseinkben. Csak ezzel a varhato értékkel
szamolva az elméletileg pontos jelenértékhez képest csak egy kozelitd eredményt kapunk,
viszont az eltérés meérhetd, mely a késobbiekben bemutatott esetek dsszehasonlithatosdgdhoz

fog vezetni. A kovetkezd fejezetben az elméletileg pontos jelenérték keriil bemutatasra.

3.2. A pontos jelenérték
Az elméletileg pontos jelenérték-szamitas soran figyelembe kell venni, hogy az eszkoz
¢lettartamanak bizonytalansdgat exponencialis eloszlas jellemzi. Az exponencidlis eloszlast
valoszinliségi valtozo eloszlasfliggvénye ebben az esetben azt mutatja meg, hogy mekkora
annak a valdsziniisége, hogy egy eszk6z nem ¢l tovabb adott ¢ idépontnal (Id. (1). képlet). A
bizonytalan ¢élettartamot tartalmazo varhatdé pénzaramprofil eléallitdsdhoz  ennek
komplementerével kell sulyozni a korabban mar definidlt pénzaramprofilt, azaz annak

valdszinliségével, hogy az adott eszkdz legalabb ¢ idopontig elél. Ezt fejezi ki a (6). képlet:

E[F()] =Celt(1— (1 —e ) = CeUMt (6)

Ezt beépitve a szamitasokba a jelenérték igy alakul (Id. Zinn, Lesso, Motazed, 1977):

Ppontos = Jo E[F(D)]e7"dt = [ CeU™Dte~mtdt = [ CeU4Mtdt = (7)
_ Cc
T A+

Tehat a stlyozott pénzaramprofil keriil diszkontalasra végtelenig szadmitott lehetséges
¢lettartammal, ugyanis elméleti szinten az a feltételezés — az exponencidlis eloszlas
feltételezésebdl fakadoan —, hogy az eszkdz barmeddig élhet. Ezt mutatja a (7). egyenlet, ez
adja a késObb bemutatando esetek sszehasonlitdsanal eldkeriilo relativ hiba bazisat, a pontos
jelenértéket. A (7). egyenlet lathatéan csak a j<(A+r) feltétel teljesiilése esetén all fenn
(kiilonben az improprius integral divergens, azaz a jelenérték végtelen, mas
megfogalmazasban: nem létezik). Ez az 6sszehasonlitds soran konvergencia kritériumot fog
alkotni, azaz a paraméterek csak azon tartomanyat vizsgalom, ahol a j<(41+r) feltétel teljesiil.
Ennek az az egyszerli oka, hogy a pontos jelenérték minden hiba meghatarozasanal szerepet
kap, ezért annak értelemszeriien 1éteznie kell. (Ezen szamitas sordn és a dolgozat egészében

sem foglalkozom a pénzaramok és az élettartam kozotti esetleges korrelacioval, mivel az az
8



elemzést talzottan elbonyolitand. Ennek diszkrét idoben torténd numerikus megkdozelitésével

egyébként Van Horne (1972) foglalkozik.)

A fejezet elején emlitésre keriilt, hogy a konzisztencia kedvéért minden esetben

megvizsgalom az egyes jelenértékek meghatarozasanal problémat okozo j=0 és j=r eseteket.

Abban az esetben, ha j=0 a pontos jelenérték igy alakul:

P

(o) _ (o) _ _ (o) . C
pontos,j=0 = J, E[F(D)]e ™ dt = [~ Ce~*e dt = [~ Ce"*tdt =— (8

+r

Az igy kapott eredmény szintén feltételes (A+r>0), mely altalanos érvényii lesz a tobbi
esetre is, amikor a ndvekedési litem nulla (=0). Csak olyan eseteket vizsgalok, ahol a pontos

jelenérték létezik, azaz véges.

Abban az esetben pedig, mikor j=r a pontos jelenérték a kdvetkezo:

P

o _ o _ _ o _ C
pontos,j=r = Jo E[F(D)]edt = [~ CeUMledt = [~ Ce~dt = > O

Ekkor a A>0 feltétel lesz az altalanos érvényli konvergencia kritérium.

Minden tovabbi esetben a jelenértéket az eszkoz éElettartamanak varhato értékéig
szamitom, hiszen a valosdgban leginkabb ez all az elemzésekhez rendelkezésre. A
kiilonbséget majd az jelenti az esetek kozott, hogy a ,tankonyvi” eljaras figyelmen kiviil
hagyja a pénzaramok valddi 1d0zitését és az eszkoz €lettartamanak bizonytalansdgat, mig a
definidlt esetek ezeket fokozatosan figyelembe fogjak venni. Az elsd esetben elhagydasra kertil
a ,tankonyvi” eljaras altal javasolt peridodusvégi konvencid, a masodik esetben pedig
szamitasba vesszem az ¢élettartammal kapcsolatos bizonytalansagot. Ahogy a bevezetésben
emlitésre keriilt, a pontos pénzaramprofil szerint a bizonytalan élettartam figyelembevételével
a varhato ¢lettartamig torténd szamitas (mely jelen targyalasunkban a két egyszeriisito feltétel
egylittes feloldasat jelentené) nem tekinthetd életszerti kozelitésnek, hiszen technikailag nem
jelent konnyebbséget a pontos jelenérték kiszadmitasahoz képest. A kiilonbség annyiban
nyilvanul meg, hogy végtelenig vett integral helyett a varhato élettartamig integralunk (7).,
(8)., és (9). egyenletben. Ezért ezzel a megkdzelitéssel a kutatds szempontjabol nem

foglalkozom.



3.3. A ,tankonyvi” megkozelités

Az atlathatosdg kedvéért idézziik fel a bevezetésben bemutatott tudnivalokat. A
Htankonyvi” jelenérték-szdmitashoz a kovetkezd bemeneti informaciokra van sziikség: a
periodus hosszdra (amelyet itt praktikusan egy évnek tekintek), az eszkdz varhatod
¢lettartamara ((E(7), a periodushosszal megegyezd mértékegységben, ¢és feltételezésem
szerint csak egész értéket vehet fel), az adott periodusra becsiilt aggregalt pénzaramokra a
periddus végére tolva, a periodushosszhoz tart6zd becsiilt diszkontratara (7). (Andor, Diilk,

2013a)

F(t) Fo 4

Fen

C y; T T 1[”—5:‘-1 [
0 1 2 ET)»-1  ET) t 0 1 2 ET»-1  ET) t

2. abra: A ,,tankonyvi” megkozelités

A 2. 4bran az lathatd, hogy a feltételezett pénzaramprofilon periddusvégi konvenciot
hajtunk végre az eszkoz varhato élettartamadig. A peridodusvégi konvencidé matematikailag a

kovetkez6:

CelC1+D (1 4e))

F(t) = [, Celtdt = (10)

Ezaltal a korabban folytonos fliggvényként értelmezett F(7) diszkrét fliggvény lesz.

Mivel az élettartamrol exponencialis eloszlast feltételeztem, igy a tovabbi szamitdsokhoz
sziikség van az exponencidlis eloszlas varhat6 értékére, amelyet mar kordbban definialtam Id.
(3). képlet. A kozelitd jelenérték (jelolve: P) kiszamitasahoz mar csak diszkontalni kell a
periddus végére tolt pénzaramokat a megfeleld folytonos diszkontrataval és az élettartam
varhato értékéig osszegezni.

Ezt mutatja a (11). egyenlet:
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1 . .
5 E(T - 7 CelC1HD(—14e)) _
Ptankbnyvi = Zt£1) F(t)e™™ = ?:1 ] et = (1)

1 . 1 z
Ce_(1+/1)r(—1+ef)(—e (1+A)T+el+r)
B (ef—e™)j

A ,tankonyvi” megkozelités jelenértéke matematikailag sem a j=0, sem a j=r esetben
nem értelmezhetd ebben a formaban, hiszen akkor nullaval vald osztas allna eld. Tehat a

kezdeti bemeneti paraméterek modositasaval kiilon meg kell ezeket az eseteket vizsgalni.

Amikor j=0 a ,,tankonyvi” megkdozelités jelenértéke a kovetkezdképpen irhato fel:

1 _r
p — VEM —rt _ V2 -t _ C—Ce 2
Piankonyvi,j=0 = Zt=1 F(t)e™ = /tlzlc e Tt = o (12)
A j=r esetén pedig:
1
5 _ wE) rt _ w7 CeCMOT(—14e™y . c-ce”T
Pranksnyvi j=r = X=y F(t)e" = ?21 " e "t = P (13)

Ezen eredmények késdbb keriilnek majd felhasznalasra a relativ hiba meghatarozésanal,
de elobb még meg kell ismerni tovabbi két esetet, melyek majd pontossaguk szempontjabol

Osszehasonlitasra kertilnek a ,,tankonyvi” megkozelitéssel.

3.4. Pontos pénzaramprofil
A tankOnyvi” megkdzelités, ahogy mar sokszor eldkeriilt, periodus végére tolt
pénzaramok alapjan hatarozza meg a jelenértéket, figyelmen kiviil hagyva a pénzaramok

tényleges 1d6zitését. Ezt a hiba elkeriilhetd, ha nem végezziik el a peridodusvégi konvenciot.
(Andor, Diilk, 2013a)

A 3. abra szemlélteti az elképzelést, miszerint a jelenérték-szdmitds a pontos
pénzaramprofil szerint torténik az eszkoz élettartamdnak varhato értékéig. A pontos
pénzaramprofil a dolgozat egészén ativeld feltételezésnek megfeleld folytonos exponencialis
pénzaramprofil. A 3. dbran az egyszeriiség kedvéért ennek folytonos egyenletes valtozata van
abrazolva, amikor a ndvekedési litem nulla (j=0), de a szdmitdsokban természetesen szerepel

az exponencialis novekedés és csokkenés lehetdsége.
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F(t) 1

A 4

E(T) t

N

3. abra: Pontos pénzaramprofillal torténé szamitas

Ezen eset jelenértékének szamitasa matematikailag a kdvetkezo:

j-r

1
Prrosis = fOE(T) F(te™dt = [3Celte ™t dt = “‘%ﬂ” (14)

A jelenértek j=r esetén ebben a formaban nem értelmezhetd, erre az esetre a

kovetkezdképpen irhato fel:

~

1
Porofijor = Jy  F(D)e™tdt = [3Ce™ e tdt == (15)

Belathato, hogy ez megegyezik a pontos jelenértékkel (1d. (9). egyenlet), tehat ebben az

esetben nincs eltérés a kettd kozott.

A konzisztens eredmények érdekében vizsgalandd a pontos pénzaramprofil alapjan

szamitott jelenérték alakuldsa a j=0 esetre is:

>

E(T)

1 —
D - 7 - c-C
Porogujo = [, F(De dt = [ICe " dr = —=

(16)

Belathato, hogy a pontos pénzdramprofillal torténd jelenérték-szamitds a gyakorlatban

nehézkesen hasznalhato, hiszen integralasi technika hasznalata sziikséges hozza.
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3.5. Valésziniiségekkel stilyozott periodusvégi konvencio

A valoszintiségekkel stilyozott periddusvégi konvencio a ,tankdnyvi” megkozelités azon
gyengeségét probalja kijavitani, hogy az nem veszi figyelembe az eszkdz ¢lettartamanak
bizonytalansagat. Bizonytalansdg alatt itt egészen pontosan az ¢lettartam valdszinliség-
eloszlasanak masodrendi és afeletti momentumait értem, az els6 rendii momentumot — azaz
az ¢élettartam varhato értékét — a ,tankonyvi” megkozelités is figyelembe veszi. Ezért
fogalmazok ugy, hogy az ,¢lettartammal kapcsolatos bizonytalansag figyelmen kiviil
hagyésa” és nem pedig az ,.¢lettartam valdszintiség-eloszldsanak figyelmen kiviil hagyasa”. A
varhatd érték a valoszinliség-eloszlasnak egy jellemzdje, amelyet tehat a ,tankonyvi”
megkozelités figyelembe vesz. A bizonytalansagnak ez a fajta felfogasa egyébként
0sszhangban van a jelenérték-szamitas alapkoncepcidjaval, miszerint a pénzaramokat varhaté
értéken becsiiljiik és a kockazatot', azaz a pénzaramok valdszintiség-eloszlasanak masodrendii

¢s afeletti momentumait pedig a tOkekoltség becslésnél vessziik figyelembe.

A feltételezés szerint az eszkoz élettartama most exponencidlis eloszlast kovet, igy
fogalmazodott meg a gondolat, mi lenne, ha az eloszlasnak megfeleléen stlyozasra

keriilnének a periodusvégére tolt pénzaramok, ezzel mintegy figyelembe véve a

bizonytalansagot.
F(t)
3 b Fem iF;;—;.
[ ‘ ] I F([)“ A
! ! ! ! > F(t)*=F(t)* p(T
0 1 2 E(T-1 E(T) t B (®*=F(t)* p(T)

1

; ! : ; 3
p(T)=1-0(T)= 7 —> \ - ;Fs:,*
o 4

0 1 2 E(T)-1 E(.T)

v

0 1 2 E(T)-1 E(T) T

4. abra: Valosziniiségekkel silyozott periédusvégi konvencio

' Jollehet, a kockazatot és a bizonytalansigot szokas megkiilonboztetni egymastol, de jelen targyalasban

szinonimaként hasznalom 6ket, arra utalva, hogy valdszinliségi valtozokkal van dolgunk.
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A 4. abra segit megérteni az elképzelést. A p(T) jelolésti valtozo annak valoszinliségét

mutatja, hogy az eszkoz legalabb adott 7 idépontig €l
p(M) =1-d@)=1-(1—e )= (17)

Az F(f)-t koordinatarendszer a mar jol ismert periddusvégi konvencid utani pénzaramokat
mutatja, a ,tankonyvi” megkozelités esetén bemutatottal megegyezden, Id. (10). egyenlet. A
,periodusvégekhez” tartozo valoszinliségekkel (4. abran: p;p....pen-1,pecn) silyozva a
periodusvégi  pénzdramokat (4. adbran:  F F5... Fgo-,Fen) elo all az  F(H)*t
koordinatarendszerben abrazolt valdszintiségekkel sulyozott pénzdram-sorozat (4. abrén:

F/*F, *,...,FE(y)_l *,FE(y)*).

Mindez matematikailag igy irhato le:

Ccel1+D(_14e)) _at _ CeJC1HD-A(_q4e)y
———Xe = -
J J

F(t)*=F@) xp(t) = (18)

Megjegyzem, hogy a (18). egyenletben a p fiiggvény valtozéjat 7-r6l t-re cseréltem az
egyenlet konzisztencidja érdekében, ezt azért teheté meg, mert a két valtozd6 dimenzidja
ugyanaz (s egyeébként F{(¢) itt diszkrét fliggvény).

Erdemes megjegyezni, hogy ez ugyanazt a logikat koveti, mint a pontos jelenérték
levezetése. Belathato, hogy ez tulajdonképpen egy ,,valoszinliségi periodusvégi konvencid”,
hiszen a periddus minden pénzdrama ugyanazzal a (periddus végére szamolt) valosziniiséggel
van sulyozva. Erdemes szemiigyre venni az elgondolast, hiszen ez a gyakorlatban (pl.

Excelben) kdnnyen implementalhato.

Mar csak egy dolog maradt hatra, méghozza ennek a mesterségesen eldallitott profilnak a

jelenérték-szamitasa, amely a kovetkezdképpen torténik:

1

pvalészim’iség = Zfi? F(t)" xe™ = ?le(t)* Xe = (19)
_Cea(=1+e)(e/h —e ™)
- (ej — e)‘”)j
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Lathato a végeredményen, hogy a j=0 esetet ebben a formaban nem lehet értelmezni, ha a

novekedési litem nulla, a jelenérték-szamitas igy alakul:

1 _Atr
D — E(T) * - — 2 - — — C—Ce 4
Pvalészim’iség,j=0 - Zt:l F(t) Xe rt = ?:1 Ce ’“e = ——1_6/1” (20)
A konzisztencia kedvéért itt is nézziik meg a jelenérték alakulasat j=r esetben:
@ i
5 E(T . _ 2 . _
Pvalészim’iség,j:r = Zt:l F(t)*xe = /tlzl F(t)*xe = (21)

Ce—(2+%)7"(_1 + er)(e(l'l'%)?" _ e—l+7"+£)
(—1+eMHr

Bemutatasra keriilt az 0Osszes kutatds szempontjabol sziikséges eset jelenérték-
szamitasanak elvi hattere. A tovabbiakban a fenti esetek és a pontos jelenérték kozti eltérés

meghatarozasa kovetkezik, melyhez a relativ hiba nyujt segitséget.
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4. AZESETEK RELATIV HIBAI

A hiba mérésére a kapcsolodd kutatasokat kovetve (ld. Lohmann, Ofakford, 1984;
Fleischer, Mason, Zhou, 1998) a relativ hibat alkalmazom, amelyet Andor és Diilk (2013a)
hasznalt fel els6ként a kozelitd és pontos jelenérték kozti eltérés jellemzésére bizonytalan
¢lettartam esetén. Véleményiik szerint ez altal jobban leirhat6 a szamitott eltérés, mint példaul
a Chen és Manes (1986) altal hasznalt abszolut hibaval (ﬁ -Pponos). Ennek legfobb oka, hogy a
relativ hiba dimenzionélkiili és szazalékos eredményt ad, mig az abszolut hiba fligg a
tényleges pénzosszegektdl €s pénzdsszegben adja meg az eredményt.

P

£ = -1 (22)

Ppontos

A relativ hiba jelolése: €, szamitasanak modjat a (22). képlet mutatja. A vizsgalatokban a
relativ hiba abszolut értékét fogom tekinteni, mert a hiba nagysaga és nem pedig az irdnya
alapjan célszerli megitélni egy kozelités pontossagat. A P jelolés mindig a korabban
bemutatott kozelitd esetek egyikét, a P,onos jelolés pedig a mar definialt pontos jelenértéket

jelenti. Az esetek megkiilonboztetéséhez kiilon indexszel lesznek ellatva a kifejezések.

Andor ¢és Dilk (2013a) egy korabbi kutatdsaban megallapitja, hogy a Jensen-
egyenl6tlenség® értelmében, a j<r esetén a pontos pénzaramprofillal a varhat6 élettartamig
torténd szamitas tulbecslést, mig j>r esetén alulbecslést eredményez. A j=r esetben pedig a
hiba éppen nulla, tehat a jelenértéke teljesen pontos. Andor és Diilk (2013b) egy masik
kutatdsanak eredményét, — miszerint nemnegativ » esetén a periodusvégi konvencié mindig
alulbecslést eredményez — ehhez hozzavéve megallapithato, hogy a j>r (azon tartomanyaban,
mely a korabban definidlt konvergencia kritériumoknak megfelel, 1d. 3.2. fejezet) €s j=r
esetekben a ,tankonyvi” eljaras hibdja nagyobb, mint a pontos pénzaramprofillal torténd
szamitase, mert ez ahhoz képest (jobban) alulbecsiil. (Andor, Diilk, 2013a) A ,,valoszintiségi”
eljaras pedig értelemszerlien még a ,tankonyvinél” is pontatlanabb, hiszen ahhoz képest
tovabb sulyosbitja az alulbecslést. Ezek értelmében a mindharom esetet érinté dsszehasonlitas
szempontjabol se a j>r, se a j=r esetet nem kell megvizsgalnom részletesebben, hiszen ekkor

a pontos pénzaramprofillal torténd szamitas adja a legjobb kozelitést. Erdemes viszont j és r

? Jensen-egyenlétlenség a valosziniiség-szamitas keretében altalaban a kovetkezd formaban
all fent: Ha X egy valoszinliségi valtozo és ¢ konvex fliggvény, akkor p(E[/X]) < E[p(X)].
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vizsgalt tartomdnyon beliilli O6sszes kombinacigjat figyelembe venni a relativ hibdk
meghatarozasanal, hiszen az Osszehasonlitas soran nem lehet megelégedni azzal, hogy a
Lprofilos” megkozelités adja a legjobb eredményt, tovabb vizsgaland6 a ,tankonyvi”
megkozelitéssel szamitott jelenérték pontos pénzaramprofillal szamitott jelenértéktdl valo
eltérésének mértéke is. Elképzelhetd ugyanis, hogy ez elfogadhaté hibahataron beliil van, de

err6l késobb részletesebben értekezem.

Az eredmények jobb kezelhetosége végett most csak j €s » nemnegativ tartomanyat
vizsgalom meg. Konkrétan j € [0%,20%] és r € [0%,30%] tartomanyokat, melyek egyébként a
gyakorlatban eléfordulo tipikus esetek egy jelentds részét lefedik. A valdsdgban eléfordulhat
természetesen, hogy a novekedési litem negativ, de ¢élek azzal a feltételezéssel, hogy a
gyakorlatban minden véllalat torekszik a novekedési litem pozitiv palyan tartasara, ezért a
gyakorlatban tapasztalhato esetek nagyobb részében ez a helyzet all fent. Diilk (2013a, 2014)
kutatdsaibol az deriil ki, hogy a gyakorlatban elképzelhetd, hogy eléfordul negativ
diszkontrata is (pl.: a CAPM-ben (Capital Asset Pricing Model) negativ bétakon keresztiil),
példaul energiahatékonysagi projektek esetén. A gyakorlatban viszont a pozitiv diszkontrata
az alapvetd, és az sem jellemz0d, hogy ez meghaladnd a 30%-ot. Andor ¢és Diilk (2013b) a
kapcsolddo kutatasok alapjan (példaul: Lawrence, 2009; Horvath, 1995) egyébként a ratat
50%-ban maximalizaljak, de jelen kutatas szempontjabdl megelégszem a gyakori életszerli

esetek lefedésével.

4.1. A ,tankonyvi” megkozelités hibaja
A relativ hiba meghatarozasa tehat mindig az elébb bemutatott eljaras alapjan késziil.
Sziikség van az el6zd fejezetben kiszamolt ,tankonyvi” megkozelitéshez tartozo jelenértékre
(Id. (11). egyenlet), valamint a pontos jelenértékre (Id. (7). egyenlet), melyek felhasznalasaval

a ,tankonyvi” megkozelités relativ hibaja a kovetkezoképpen alakul:

_1+1 . 1. I
- ce” M C1vely—e TR 4edt
__ Prankenyvi _ (eJ—eh)j —
Etankonyvi = P -1= C -1= (23)
pontos e
. i-r

- _1 (—1+e’))(—1+e 1 )(j—2A-T)

(eJ—eN)j

A hiba mértékét jelentésen befolyasolja a harom paraméter alakulasa, igy a szemléletesség

kedvéért késziilt a kovetkezo 1. tablazat.
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1. tablazat: Adott r és j kombindciokhoz tartozo ,, tankonyvi” hiba mértéke a kiilonbozo (6fév]) varhato

élettartamok szerint (Szinskala értelmezésével)

10%-20% W 20%-30%

r [ %) r [ %]

06=20 06=40

10 15 20 25 30
r[ %]
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Az 1. tablazaton a fekete szaggatott vonal jelzi a j=r eseteket, értelemszerlien az egyenes
felett a j>r esetek, mig alatta a j<r esetek talalhatok. A szinskala értelmezése egyszerii. A
legvilagosabb szin az 5% alatti (abszolut értékil) relativ hibat jeloli, az eggyel sotétebb
arnyalat az 5% ¢és 10% kozti hibat, és igy tovabb a tobbi arnyalat az 1. tablazatban jeloltek
szerint. A szinskdlan nem lathat6 a fehér teriilet jelentése, ennek oka, hogy a fehér teriilet nem
hiba nagysagat mutatja, hanem azt, hogy azon a tartomanyon nem teljesiil a korabban kiko6tott
J<(A+r) konvergencia kritérium. A novekedési litem, diszkontrata és varhato élettartam azon
tartomanyat, ahol nem teljesiil a feltétel, a vizsgalodas szempontjabol figyelmen kiviil

hagyom a késObbiekben is.

Az 1. tablazat 6nmagaban fdleg annak belatdsara hasznalhato, hogy a varhaté élettartam
novekedésével (ceteris paribus) né a hiba nagysaga az altalam vizsgalt j<r tartomdnyra

Jo4

koncentralva, azonban ennek a megallapitdsnak csak késObb lesz igazan jelentdsége.

Ahogy korabban emlitettem, a j=0 esetet is szlikséges megvizsgalni. Ekkor a ,tankonyvi”
jelenérték-szamitas relativ hibaja a (8). és (12). egyenletet felhasznalva a kovetkezOképpen

alakul:

A c—Ce 2 _/El /11
Ptanksnyvi,j=0 TTi_eT e A(—=1+e)(A+1)
Etankdnyvi,j=0 = P - -1= C -1=-1+ —1+e’ (24)
pontos,j=0 e e

Iﬂ)[‘/c]

30t

30 [

5. abra: A ,,tankonyvi” megkozelités relativ hibaja j=0 fennallasa esetén a Kiilonb6zo varhato
élettartamokra: 6=2 év (folytonos fekete), O=5 év (szaggatott), =10 év (pontozott fekete), 0=20 év

(folytonos sziirke), =40 év (pontozott sziirke) gorbével jelolve
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Az 5. 4bran lathatd, hogy a relativ hiba abszolut értéke fliggvényének az altalam vizsgalt
tartomanyon kiilonb6zd varhat6 élettartamokhoz van valamekkora lokélis maximuma. Ez a
lokélis maximum a vérhat6 élettartam novekedésével novekszik. Az dbrazolt legnagyobb
varhat6 ¢lettartam 40 év (6=40), ahol a relativ hiba lokalis maximuma 27,12%. Tehat ha a
j=0 és r € [0%,30%], akkor a ,tankonyvi” megkozelités relativ hibdja nem haladja meg a

28%-ot 40 éves varhato élettartamon belil.

Ha j=r akkor a ,tankonyvi” megkozelités hibaja kiilonleges:

s c—ce " Lte-T
_ Ptankonyvij=r 4 _ " 4 _ _ “lte 47T
Etankényvi,j=r ~ ' p ] 1= [ 1= r (25)
pontos,j=r 2

Kiilonleges alatt azt értem, hogy a hiba mértéke csak a diszkontrata nagysagatol fiigg, de

a varhato ¢élettartamtol nem. (1d. 6. 4bra).

& [%]

. A . . R L )
5 10 15 20 25 30 e

6. abra: A ,,tankonyvi” megkozelités hibajanak alakulasa j=r esetén

A relativ hiba maximuma a vizsgalt tartomanyon (7 € [0%,30%]) 13,606%.

4.2. Hiba a pontos pénzaramprofil hasznalata esetén
A metodika értelemszertien itt is megegyezik az eldzdvel. Sziikség van a pontos
jelenértékre (Id. (7). egyenlet) és a pontos pénzaramprofillal szdmitott kdzelitd jelenértékre

(Id. (14). egyenlet).
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A pontos pénzaramprofillal szamitott jelenérték relativ hibaja pedig:

i=r
5 C(-1+e A ) %
_ profil _ j-r _ (—1+€ )(—j+}\+7")
Epropu = 2l — 1= —TF—— 1= 4 22K (26)
pontos T J

Dolgozatom részben €épit Andor €s Diilk (2013a) kutatdsara, mely kutatas kozéppontjaban
tobbek kozott ennek az esetnek a vizsgalata is szerepelt, ezért itt az altaluk elért eredményeket

mutatom be roviden.

Megallapitottdk, hogy a pontos pénzaramprofillal szamitott jelenérték relativ hibaja
abszolut értékének lokalis maximuma van, mely maximum kozelitéleg 29,84%, és ez barmely
varhat6 élettartam esetén fenndll. (A globalis maximum 100%, mivel a hiba abszolut értékét
tekintik.) Tehat ha a diszkontrata meghaladja a novekedési litemet (7>/), akkor a hiba mértéke
nem haladja meg a 30%-ot, bar fontos megemliteni, hogy a hiba nagysaga a két tényez6 kozti
kiilonbségre érzékenyen reagdl. A j=r esetben a szamitas ezen formdjdban szintén
matematikailag akadalyba {itkézik, igy a kezdeti paraméterek modositasaval kiilon kell
vizsgdlnom ezt az esetet. Ezzel egy masik fontos megallapitdshoz juthatunk, — melyet Andor
¢s Diilk (2013a) korabban szintén megallapitott — hogy j=r esetben a pontos
pénzaramprofillal szamitott jelenérték és a pontos jelenérték megegyezik, azaz értelemszeriin

ekkor a hiba nulla.

o c

P iLi= =

— _profilj=r — A —

Eprofilj=r = I T 1= T 1=0 (27)
pontos,j=r 2

A késoébbi 6sszehasonlithatosag kedvéért itt is nézziikk meg a j=0 esetén kialakuld relativ

hibat, melyhez a (8). és (16). egyenletre van sziikség.

r
P il,j= — A—e A(A+7)
profil,j=0 r
Eproril jco = ~2rLM=0 1 = —1=0 28
profil,j=0 Ppontos,j=o r ( )

Az Osszehasonlitas eldtt mar csak az altalam definialt valoszinliséggel sulyozott
periodusvégi konvencio szerinti jelenérték-szamitas relativ hibdjanak meghatarozasa van

hatra.
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4.3. Hiba a valészintiségekkel stilyozott periodusvégi konvencio esetén
A valészintiségekkel sulyozott periodusvégi konvencid jelenértékének relativ hibaja (a

(7). és (19). egyenleteket felhasznalva) pedig (1d. (29). egyenlet):

_A+r . 14T
ce X (—1+ely(ef/r-e T

Pyalsszinisé J_eAtTyi
Evalészintség = % -1= - ec L -1= (29)
pontos m
L7 (—1+e)(e/*—e™D)(—j+21+7)
- (ej — e“r)j

Szintén csak a szemléletesség kedveéért késziilt az alabbi 2. tablazat, melyen jol lathato a
hiba mértékének alakulasa a harom paraméter fiiggvényében. A 2. téblazaton jelzett fehér
szaggatott vonal (lathatosagi okok miatt fekete helyett fehér szinnel) és a szinskala
értelmezése az 1. tdblazatnal megfogalmazottakkal teljesen megegyezik. A szaggatott vonalon
a j=r eset, alatta j<r, mig felette j>r esetek taldlhatok. Az egyes abrakon a fehér teriiletek
jelentése itt is a kordbbi konvergencia kritérium teljesiilésének hidnyat jelenti, egésze
pontosan azt jelzi, hogy a relativ hiba bazisat jelentd pontos jelenérték azon a tartomanyon
nem létezik. A ,tankdnyvi® megkozelitésnél a varhatd élettartam ndvekedésével (ceteris
paribus) a hiba mértékének novekedése figyelheté meg az altalam vizsgalt szaggatott vonal
alatti tartomanyon, mig itt a ,valdsziniiségi” megkdzelitésnél pont a hiba mértékének
csokkenése lathat6. Intuitive végig gondolva ez egyaltalan nem meglepd. Minél hosszabb a
varhato ¢lettartama az adott eszkdznek, anndl nagyobb bizonytalansag jellemzi azzal
kapcsolatban, hogy vajon ténylegesen elél-e addig. (Ezt a gondolatot tiikr6zi Andor és Diilk
(2013a, 73. 0.) Taylor-soros kozelitése, miszerint a varhato élettartamig torténd szamitas €s a
pontos szamitas kozotti differencia novekszik az é€lettartam variancidjanak ndvekedésével,
mely variancia exponencidlis eloszlds esetén a varhatd érték négyzete.) A megkozelités
lényege pont az, hogy ezt a bizonytalansagot valamiképpen igyekszik figyelembe venni a
szamitds soran, ezzel mintegy értelemszeriien csokkenteni a hiba nagysagat. Kis varhat6
¢lettartam esetén lathatdan nagy hibat eredményez a megkozelités. A 2 éves varhato
¢lettartam esetén akar tobb mint 50%-os hiba is lehetséges, amelyr6l be kell latni, hogy
teljesen elfogadhatatlan. Ha viszont elég hosszi véarhato élettartammal van dolgunk, a
megkozelités csokkenti a hiba mértékét, hiszen a ndvekvo bizonytalansag fokozatosan beépiil
a szamitasba azzal, hogy a pénzdramok stlyozasra keriilnek az eszkoz bizonytalan

¢lettartamabol fakado valoszinliségekkel.
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2. tablazat: Adott r és j kombinaciokhoz tartozo valosziniiségi periodusvégi konvencioval a hiba mértéke a

kiilonbozo (Bfév]) varhato élettartamok szerint (Szinskala értelmezésével)

30%-50%

0 5 10 15 20 25 30
r[%]

0 5 10 15 20 25 30
r[%]

6=10

0=15

r[ %]

6=40

r[%]

0 5 10 15 20 25 30
r[ %]
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Tovabbi kovetkeztetéseket majd csak a késobbi dsszehasonlitasi eredményeket prezentalo

fejezetben teszek.

Nézziik, hogy j=0 esetén hogyan alakul ennek a jelenérték-szamitasnak a relativ hibaja (a

(8). €s (20). egyenletet hasznalom fel korabbrol):

A4r
R _C=Ce 7 A4 147
__ Pyalsszintiség,j=0 1= 1M 1=—-1+ e 1 (—1+e )(A+r) 30
Evalészintség,j=0 — P i = C - —1+eAtT ( )
pontos,j=0 Ter

Belathatd a 7. é&bra alapjan, hogy a j=0 fennallasa esetén is felfedezhetd a hiba
mértékének csokkend tendencidja a varhatd érték ndvekedésével (ceteris paribus) a vizsgalt

tartomanyon. Ez nem meglepd, hiszen j<r eset alesetérdl van sz6 j=0 fennalldsakor a

nemnegativ diszkontratak feltételezése miatt.

I«gb [%]

50F

40F T~

' ' ' - - 7 [%]
0 5 10 15 20 25 30

7. abra: A ,,valésziniiségi” megkozelités relativ hibajanak alakulasa j=0 esetben a kiilonb6z6 varhaté
élettartamokra: 6=2 év (folytonos fekete), O=5 év (szaggatott), =10 év (pontozott fekete), 0=20 év

(folytonos sziirke) , =40 év (pontozott sziirke) gorbével jelolve

Belattuk korabban, hogy j=r esetben biztosan ez a megkdzelités eredményezi a pontos
jelenértéktdl vald legnagyobb eltérést, de a konzisztencia kedvéért lassuk, matematikailag

milyen forméban irhat6 le a megkozelitéshez tartozo relativ hiba:
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1 1 T
Ce—(2+z)‘r (1+Z)T_e—1+1”+z

o (-1+e")(e )
_ Pvalsszindség,j=r _ (-1+eMr _
Evaldszintiség,j=r = P;:Tosj—r —-1= C —1= (31)
o 1
(-1+e)e 17"(-1+eM)A
= -1+ 7
(-1+eMHr

30

. %
0 5 10 15 20 25 30 [7]

8. abra: A ,,valoésziniiségi” megkozelités relativ hibajanak alakulasa j=r esetben a Kiilonb6zo6 varhato
élettartamokra: 6=2 év (folytonos fekete), O=5 év (szaggatott), =10 év (pontozott fekete), 0=20 év

(folytonos sziirke) , =40 év (pontozott sziirke) gorbével jelolve

A 8. dbran a ,,valoszintiségi” megkozelités relativ hibajanak alakulasa lathato j=r esetben
a kilonbozé varhato élettartamokra. A ,,valosziniiségi” relativ hiba minimuma a vizsgalt

tartomanyon 36,7883%. Erezhetd, hogy ez mar 6nmagéban is elég nagy.

Bemutatasra keriiltek a megkdzelitések relativ hibdinak a ndvekedési litem és a
diszkontrata kiilonb6z0 viszonyaibol a vizsgalt tartomanyon eléallo esetei, a kovetkezo fejezet

mar a megkozelitések dsszehasonlitasarol szol.
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5. (OSSZEHASONLITAS

Elérkeztink a kutatas kordbban mar sokszor emlegetett részéhez, a bemutatott
megkozelitések  Osszehasonlitdsahoz. Az  Osszehasonlitds elvégeztével levonhaté a
kovetkeztetés arrdl, hogy a feltételezett pénzaramprofil és élettartam-eloszlas kombinacio
harom bemeneti paraméterének mely tartomanydban lehet a ,tankonyvi”’ megkozelités
eredményének pontossagdval megelégedni, és mikor kell torekedni a bonyolultabb eljaras
hasznalatira a pontosabb eredmény elérése érdekében. Célunk, hogy lathatova valjon az
olvasd szamara is, hogy az esetek pontos jelenértéktdl valo eltérései — az altalam vizsgalt
tartomanyokon —, hogyan viszonyulnak egymashoz. Az eddigiek soran bemutatésra kertiltek
az Osszehasonlitandd esetek, a hozzajuk tartozo jelenértékek meghatarozasanak meneteli,
valamint a pontos jelenértékkel vett hanyadosukon keresztiil azok relativ hibdi. Mostanra
vildgossa valt, hogy a mindhdrom esetet €rintd Osszehasonlitist a j<r és a j=0 esetek
fennallasan keresztiil sziikséges elvégeznem, hiszen belathatdo a mar emlitett kordbbi
kutatasbol (I1d. Andor, Diilk, 2013a), hogy j>r esetben a pontos pénzaramprofillal szamitott
jelenérték eredményezi a legjobb kozelitést, mig j=r esetben ennek a megkdzelitésnek éppen
nulla a hibaja, igy értelemszeriien Gnmagaban a pontos jelenértéket eredményezi. Erdemes
azonban azon is elgondolkozni, hogy a ,tankonyvi” és a ,profil” megkozelités kozti
kiilonbség mekkora a j>r €és j=r tartomanyon. Elképzelhetd, hogy elfogadhato hataron beliil
van a hibak abszolut kiilonbsége ¢s megelégedhetiink az egyszerlibb ,tankonyvi” metodus
eredményének pontossagdval a nehézkesebben hasznalhaté ,profil” megkozelitésének

pontosabb eredménye helyett.

Az harom esetet érintd dsszehasonlitast tehat a két relacid kiilonvalasztasaval végezem el.
Kiilon vizsgalom j<r és j=0 esetén a relativ hibak alakuldsat, és a relativ hibak egymassal
valé viszonyat. Ezen kiviil a j>r és j=r tartomanyon megvizsgalasra keriil a ,,tankdnyvi” €s a

,profil” hiba kozti abszolut kiilonbség is.

5.1. Osszehasonlitas a névekedési iitemet meghaladé diszkontrata esetén
A novekedési ilitemet meghaladd diszkontrata esetére az aldbbi preferencia-tartomany

diagramokat készitettem el (1d. 3. tablazat):
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3. tablazat: Adott r

kiilonbozo (Ofév]) varhato élettartamok szerint (Szinskdla értelmezésével)
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Ezeken a diagramokon kiilonb6z6 mintazatokkal jeloltem a novekedési iitem és a
diszkontrata azon tartomanyat, ahol az adott mintazattal jelolt eset hibaja a legkisebb a
vizsgalt esetek koziil. A 3. tablazat alapjan tehat az a kdvetkeztetés vonhato le, hogy 10 éves
varhato élettartam alatt ezen a tartomanyon a ,,tankonyvi” megkozelités a legjobb. A varhat6
¢lettartam novekedésével egyre nagyobb teret hodit a valoszinliségi megkdzelités, azonban
érdemes megvizsgalni, hogy mekkora a két eset kozti eltérés, hiszen ha ez nem szamottevo,
akkor érdemesebb tovabbra is a ,tankonyvi”’ megkozelitést alkalmazni. A két eset kozti
eltérés alatt a relativ hibak abszolut értékeinek kiillonbségének abszolut értékét értem, a nem

szamottevOség hatarat pedig 5%-ban hlizom meg.

A korabban tett megallapitasokat felidézve, miszerint a varhatd élettartam novekedése
(ceteris paribus) a ,tankonyvi’ megkozelités hibajat noveli, mig a ,valosziniiségi”
megkozelités hibajat csokkenti, meg lehet hatdrozni azt a varhaté élettartamot, amelynél az
emlitett hibadifferencia nem haladja meg a szamottevoség hatdranak tekintett 5%-ot. Ez a

varhato élettartam szamitasaink alapjan kortlbeliil 13 év.

20

r| %]

9. abra: A ,,tankonyvi” és a ,,valosziniiségi” megkozelitések kozti abszolut kiilonbség 13 éves varhato

élettartam esetén (0[év]=13)
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Ehhez a varhato élettartamhoz tartozo, a hibak kiilonbségét mutatd diagram a 9. dbra. Az
abran lathato fekete szaggatott vonal jelzi azt a hatart, amelynek belsejében a ,,valoszintiségi”
megkozelités a pontosabb, koriilotte pedig a tankonyvi, de ahogy lathaté a vizsgalt
tartomanyon a ketté kozti eltérés nem haladja meg az 5%-ot. A 10% ¢és 15%-os diszkontrata
kozott megjelend kis sotétebb arnyalatu teriilet csak abbol adédik, hogy a hatarvonal nem
egészen pontosan 13 év (kicsivel kevesebb), ez csak egy kerekitett érték. (Korabban

feltételeztem, hogy a varhato élettartam csak egész értékeket vehet fel.)

Osszességében az lathato tehat, hogy 13 évet meg nem haladé varhaté élettartamig megéri
a ,tankonyvi” megkozelitést hasznalni, hiszen ennek egyszeriiségét kamatoztathatjuk ugy,
hogy a pontossagrol nagymértékben nem kell lemondani. A fenndlld 5%-os eltérést még

elfogadhatonak tekintem.

Masféle szemszogbdl is érdemes megvizsgalni a harom megkdzelitést. Eddig a
megkozelitések hibdjanak minimumait hasonlitottam Ossze, a 10. abra pedig a vizsgalt
tartomanyban a megkozelitések hibajanak maximumait abrazolja. Lathato, hogy 20 éves
varhato élettartamig (az abran nagy a Iépték, ez valdjaban 23 éves varhat6 élettartamig igaz,

24. évtol kezdve mar nem igaz) a ,tankdnyvi” megkozelités adja a legkisebb maximalis hibat.

60,00% 55,84%

o 48,25%
>0,00% 45,52%

44,13%

40,00%

30,00%

20,00%

10,00%

0,00%

2 5 10 20 40
Olév]
,Tankonyvi”  m ,Profil” W, Valdszinlség”

MAX]|e]], ha j<r, r € [0%;30%] és j € [0%320%)]

10. abra: A harom megkozelités abszoliit értelmii relativ hibajanak maximuma adott varhaté

élettartamok szerint, ha j<r, r € [0%;30%] és j € [0%;20%]
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A j=0 eset, ahogyan mar korabban is emlitettem, a j<r eset egyik alesete, amely a
nemnegativ diszkontrata feltételezésébdl adodik. Ennek megvizsgalasaval foglalkozom a

kovetkezo alfejezetben.

5.1.1. Osszehasonlitas nulla névekedési iitem esetén
Mivel a novekedési litem nulla, a diagramokat a fennmaradé két paraméter fliggvényében

egyszerre tudom abrazolni.

40 [~ A A AT A A T
ﬁ PREERRRRRRRRRRRRRRRNAN ""ﬁﬁ $$$$$$$5
? PR RN RRRNRY $$ $$$$$$$5
3: SRR RRRRRRRRRRRRRN $ $ $ $ S 5: S $ :2 5
ﬁ AR RRRRRRRRRRRNRNRY $ $ $ g :7\ $ S $ $ 5
5: AR RRRRRRRRRRRRNNAY - $ $ $ $ $ $ $ $ 5
P R IR RN i A A Ay A A A i St
o™ o A i i A A A Tl L
o A i i i b
S WA
o i L L
o™ i i A T T L
o™ e i i ik A T Ty
o™ A A A AR A Tl Ly
™ R i i ik A AR ALy
~ A Rl il
b~ o™ A i i i i
‘: o™ e i ik A A Ty
— 20 RR AAAA A A AT
® £$$ AEERERERRRRRRRRRRRRRNRY $$$$$$$5
Py e R RN Wt A A Ay Ay
A i b A Tl Ly
S A R i i i i i
S S WA A
N N i i
i WSS
WA SN WA
A A A
10 A A i i i A i A AR A Tl Ly
T i i i i T
e i i e i e s i i i i i st
i e T bl b Tl b
i i b
i e i i i i e T i i i b b
5 i i e ik ik ik i i L i i i i i ol
& PRV A NN
i i i i i i i il
il bl
e i e e e e e S L L i
1 S 0 N 3 M N N o N M N N M N M e Ty T P i
0 5 10 15 20 25 30
19

r[%]
SAAAAAAY ANTRNNRNARNNNN
AAAAARNY ANRANRRRRARAN
AAAAAAY [CCCRCRRRRRRNN
SAVAAAAAY griig s .
U ONYVI® SR AAAaY Valés: PY RIS SSSSSSSERNON
Tankonyvi MARAARY Valésziniiség” 7T
WARRRRARY ANRANANARNRN
A AAAANY ANRARRRRAARNA

11. abra:Adott O és r kombinaciéhoz tartozé legpontosabb megkozelités j=0 esetben

A 11. abran lathat6 egyrészt, hogy a ,,profil” megkdzelités a vizsgalt tartomanyon sehol
nem eredményezi a legpontosabb kozelitést, masrészt lathatdo az is, hogy a j<r esetben
megallapitottak a j=0 alesetre is érvényesek. A ,tankonyvi” megkozelités dominal kis varhato
¢lettartamok esetén és a varhato élettartam ndvekedésével (ceteris paribus) a ,,valosziniiségi”

megkozelités elkezd teret hoditani.

A j<r esethez hasonloan, itt is érdemes megvizsgalni a két megkdzelités abszolit értelmil
relativ hibaja kozti abszolut eltérést (1d. 12. abra). A 12. abran jelzett fekete szaggatott vonal

mutatja a hatarvonalat a két megkozelités kozott, a belsejében a ,,valosziniiségi”, koriildtte
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pedig a ,tankonyvi” adja a pontosabb kozelitést. A legvilagosabb arnyalat 5% hibat jelol,
amelyet még elfogadhatonak tartok. Itt is érvényes a korabbi megallapitas, hogy a
Ltankonyvi” megkdzelitést pontossaga szempontjabol 13 éves varhat6 élettartam alatt megéri

hasznalni, hiszen maximum 5%-nyival tobb hibat vét (nem szamottevo).

0 5 A0 A5 20 25 30
r| %)

12. abra: A ,,tankonyvi” és a ,,valésziniiségi” abszoliit értelmii relativhibak kozti abszolut kiilonbség adott

r és O kombinaciokra j=0 esetén

A j<r esethez hasonloan itt is érdemes megvizsgalni a harom megkozelités relativ
hibajanak maximumat.

Az alabbi 13. abran lathat6, hogy a 10. abrahoz hasonld a tendencia, azzal a kivétellel,
hogy a ,tankdnyvi” megkdzelités ezuttal 40 éves varhato élettartam esetén is megelézi a
,valoszinliségi” megkozelitést a tartomanyban elérhetd legkisebb maximalis hiba
szempontjabol.

Egybevéve a két relaciot elmondhatd, hogy a vizsgalt tartomanyon a legkisebb maximalis
relativ hiba 40 éves varhatd élettartamig a ,tankonyvi” megkdzelitéshez tartozik. Ez egy

igazan erds megallapitas.
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13. abra: Az esetek maximalis abszolit értelmii relativ hibaja kiilonb6z6 varhato élettartamokra (Q[év]) ,

amikor j=0 és r € [0%;30%] vizsgalt tartomanynak

5.2. Osszehasonlitas a diszkontratat meghalado novekedési iitem esetén
A j>r esetben (azon tartomanyon, ahol a konvergencia Kkritérium teljesiil) a
megkdzelitésekhez tartozo relativ hibafliggvények megegyeznek a j<r esethez tartozdkkal.
Korabbi kutatasok alapjan belathato, hogy a tartomanyon a pontos pénzaramprofillal szamitott
jelenérték adta a legjobb kozelitést. Ehhez képest a ,tankonyvi” megkdzelités jobban
alulbecsiil, és a ,valdszinliségi” pedig még a ,tankonyvi” megkozelitésnél is jobban
alulbecsiil. Ebb6l adodik, hogy a tovabbiakban csak a ,,profil” és a ,tankonyvi” jelenérték-

szamitas relativ hibajat kell 6sszevetnem egymassal.

A két megkozelités adott varhato élettartamok szerinti abszolit relativ hibajanak abszolut
kiilonbségét mutatja a 4. tablazat. A fekete szaggatott vonal a j=r eseteket abrazolja, tehat az e
feletti (j>r) tartomannyal kell foglalkozni. Nem az egész j>r tartomanyt vizsgalom, hiszen 4.
tablazaton lathat6 fehér teriilet a konvergencia kritérium teljesiilésének hianyat jelenti (a
pontos jelenérték itt nem létezik). fgy a vizsgalandd tartomany lesziikiil a folytonos és
szaggatott fekete vonalak kozotti tartomanyra. A szinskala értelmezésébdl 1athato, hogy ezen
tartomany nagy részén 5% alatti a két megkozelités kozti hibadifferencia. Ahhoz, hogy
altalanositani tudjam a megallapitast, ki kell kotni, hogy a ndvekedési iitem nem haladja meg
a 10%-ot. Ha a gyakorlatot nézziik, ez a kikotés az esetek jelentds részében helytallonak

mondhato.
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4. tablazat: Adott r és j kombindaciokhoz tartozo ,, tankényvi” és ,,profil” hiba kozti abszolut kiilonbség j>r

tartomanyra koncentralva a kiilonbozé (6[év]) varhato élettartamok szerint (Szinskala értelmezésével)

10%-20%
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Tehat, ha j € [0%, 10%] és a novekedési litem nagyobb, mint a nemnegativ diszkontrata,
akkor a ,tankonyvi” megkozelités pontossag szempontjabol hasznalhato, és nem kell a
bonyolultabb pontos pénzaramprofillal szadmitott jelenértékkel bajlodni. Ekkora a két

megkozelités kozti hibadifferencia ugyanis nem haladja meg az elfogadhatonak tartott 5%-ot.

A hibamaximumokrol a tartomanyra vonatkozd konvergencia kritériumok miatt
hasznalhato kovetkeztetések nem vonhatoak le (példaul a hiba sok esetben eléri az elméleti

100%-os hatart), ezért ezek vizsgalatatol eltekintek.

5.3. Osszehasonlitas novekedési iitemmel megegyezé diszkontrata esetben

Ahogy méar kordbban megallapitatasra keriilt, j=r esetben a pontos pénzaramprofillal
szamitott jelenérték relativ hibaja éppen nulla. Nincs jelentdsége abszolut kiilonbségeket
vizsgalni a masik két eset kapcsan, hiszen értelemszeriien a megkozelitések sajat hibdja lesz a
kiilonbség tekintve, hogy a ,profil” megkézelités ebben az esetben éppen a pontos
jelenértéket eredményezi. S6t az is tudhatd, hogy ilyenkor a ,.tankonyvi” megkozelités mindig
jobb kozelitést ad a ,,valoszinliségi” megkozelitésnél. A ,tankonyvi” megkdzelités relativ
hibajat targyald fejezetnél megallapitottam, hogy j=r esetben a hiba mértéke fliggetlen a
varhatd ¢lettartamtol, és a vizsgalt tartomanyon 13,606% a maximuma. A 6. dbran keriilt
bemutatasra a fliggvény jellege. Osszességében megallapithatd, hogy ha r € [0%,;10%] és
éppen megegyezik a novekedési iitemmel, akkor a ,,tankdnyvi” hiba nem haladja meg az 5%-

ot, tehat hasznalhat6 a ,tankonyvi” megkdozelités a ,,profil” megkozelités helyett.

A hibamaximumokat tekintve megallapithatd, hogy a ,,profil” megkozelités maximum
hibaja nulla, hiszen teljesen pontos. A ,tankonyvi” megkozelités maximum hibéja a vizsgalt
tartomanyon a varhato élettartamtol figgetleniil 13,606%, mig a ,,valdszinliségi” megkdzelités

enyhén csokkend tendenciat mutat, de még 40 éves varhato é€lettartamnal is 46,07%.

57,919 [,
2 60,0% 0 50,67% 48,07% 46,74% 46,07%
.,T s 45,0%
=2
=+ 30,0%
E“g 15 0% 13,60 13,60
= — ,U7
%L
S 0,0% -

2 5 10 20 40

O[év]
m , Tankdnyvi” W ,Valészinliség”

14. abra: Az esetek maximalis abszolut értelmii relativ hibaja kiilonb6z6 varhato élettartamokra (0[év]) ,

amikor j=r és r € [0%:;30%] vizsgalt tartomanynak
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6. OSSZEFOGLALAS

»A két hiba egyiitt jobb?” — fogalmazddik meg a gondolat a dolgozat cimében. Arra a
kérdésre kerestem a valaszt, hogy érdemes-e torekedni a DCF alapu értékelés ,tankdnyvi”
megkozelitése esetén tett egyszerlisitd feltételek (periddusvégi konvencid, pusztan a varhato
¢lettartamig torténd szamitas) feloldasara, ezaltal egy vélhetéen jobb kozelitést adva az
elméletileg pontos jelenértékre, vagy a ,tankonyvi” megkozelités kelléen pontosnak bizonyul
¢s egyszerliségét kamatoztathatjuk jelentdsebb hatékonysagromlas nélkiil. A cél elérése
érdekében harom megkozelités kerilt Osszehasonlitdsra: a ,tankonyvi”, a ,profil”
(periddusvégi konvencid felolddsa céljabol), és a ,,valdszintiségi” (az ¢lettartammal
kapcsolatos bizonytalansag figyelembevétele céljabol). A kutatas soran feltételezést tettem a
pénzaramprofil és élettartam valdszinliség-eloszlas kombinéacidjara, valamint a bemeneti
paraméterek (novekedési iitem (j), diszkontrata (r), varhato élettartam (6)) megvizsgalt
tartomanyara. Az elemzés elvégzéséhez a gyakorlatban eléforduld legjellemzébbnek
tekinthet6 kombindciot valasztottam, amely a folytonos, exponencidlisan ndvekvd/csokkend
pénzaramprofil exponencidlis eloszlasu élettartammal. A paraméterek tartomanyat pedig a
gyakorlatban el6forduld relevans eseteket szem eldtt tartva hatdroztam meg, igy j € [0%,20%]
€s r € [0%,;30%]. A varhato ¢€lettartamrol azt feltételeztem, hogy egész értékeket vesz fel, és
értékét 40 évnél maximaltam. A matematikai korrektség és az eredmények jol kezelhetdsége
végett kiilon kellett megvizsgalni a j<r, j=0, j>r €s j=r eseteket, mind a szamitasok, mind az
Osszehasonlitas soran. fgy értelemszeriien az eredményeink is ilyen formaban alltak el§. Az
Osszehasonlitaishoz a relativ hibat hasznaltam, mely a kozelitd és pontos jelenértek

hanyadosaként adodik.

A vizsgalat eredményei a kovetkezdk. A novekedési litemet meghalado diszkontrata (j<r)
esetén, 13 évnél nem nagyobb varhato élettartamig a ,tankonyvi” eljaras javasolt, mert a
vizsgalt megkozelitések kozil ez a legpontosabb, illetve pontossagban nem marad el
szamottevoen a koziiliik legpontosabbtdl (azaz a hibak kozti kiilonbség kisebb, mint 5%). A
13 évet meghaladd varhato C¢élettartamra a ,valoszinliségi” megkozelités kezd egyre
preferaltabb lenni. A relativ hiba abszolut értékének maximumat tekintve, 23 éves varhato
¢lettartamig a ,tankonyvi” megkozelités adja a legkisebb maximalis hibat. A vizsgalat
szempontjabol a nemnegativ diszkontrata feltételezésébdl adddoan a j<r esetbe tartozik a

nulla novekedési iitem (j=0) esete, melyre a kovetkeztetések ugyanazok kivéve, hogy a
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vizsgalt tartomanyon még 40 éves varhatd ¢€lettartam esetén is a ,tankonyvi” megkdzelités

eredményezi a legkisebb maximalis relativ hibat.

A diszkontrataval megegyezd vagy azt meghalado novekedési litem (j=r €s j>r, tehat j>r)
esetén, a ,profil” megkozelités a legpontosabb, pontossagban 6t koveti a ,tankonyvi”
megkozelités, majd a ,,valoszinliségi” megkozelités. Viszont 10%-ot meg nem halado
novekedési ilitemig a ,tankonyvi”’ megkdzelités és a ,,profil” megkozelités hibaja kozti
kiilonbség nem szamottevd (kisebb, mint 5%), tehat egyszerisége miatt a ,tankonyvi”
megkdzelités javasolt.

Osszességében az altalam tett feltételezések fényében a harom megkdzelités pontossagat
Osszevetve megallapithatd, hogy a gyakorlatban jellemzden el6forduld esetek egy jelentds
részében a ,tankOnyvi” eljarashoz képest nem érdemes torekedni sem a pontos

pénzaramprofil, sem az élettartammal kapcsolatos bizonytalansag figyelembevételére.
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