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1. BEVEZETES

Az allampapirokbol szamitott hozamgorbe a lejarati id§ hossza és a hozamok kozotti di-
rekt kapcsolatot irja le a diszkont fliggvény segitségével. A megfelels fiiggvénykapcsolat
és paraméterek identifikalasa régota foglalkoztatja a kozgazdaszokat. (McCulloch (1971),
Vasicek (1977), Nelson és Siegel (1987), Anderson et al. (1996), Bliss (1997b), Ferstl és
Hayden (2010)) Megbizhat6 és robosztus illesztéssel, a kapott zéro-kupon hozamok alap-
jaul szolgalhatnak a késébbi kockazatkezelési vagy monetéris politikat megalapoz6 donteé-
sekhez. Bar a zéro-kupon hozamokat tobb orszagban is, a kétvény kuponok és téke kiilon
kereskedésének koszonhetGen direkt modon is szémithatod, a magyar piacon ilyen opcid
a fix kamatozasu forint allampapir kotvények esetében nincsen. A kuponfizetési effektus
az éven tul lejar6 allampapirok esetében nehézkessé teszi a hozamgorbe szamitasat és a
nem-linearis kapcsolatok megléte miatt tovabbi problémakat kell megoldani az illesztések
soran. (Manousopoulos és Michalopoulos (2009), Gilli et al. (2010)) Jelen tanulmany ezen
nem-lineéris kapcsolatokat térképezi fel és oldja meg kiillénb6z6 nem-lineéris optimalizaci-
6s eljarasokkal és sajat fejlesztésti hosszmetszeti szempontokat figyelembe vevs kezdSpont
keres6 algoritmussal. Megfelel illesztési modszerrel, nem csak az egy adott napra illesz-
tett hozamgorbe illesztésének megfelel6 pontossagat lehetséges elérni, hanem megfeleld
modell alkalmazasaval a napi illesztések id&sorosan is értelmezhetévé valnak.

A tanulmany elGszor attekinti a sziikséges fogalmakat, amely a hozamgorbe felira-
sdhoz sziikséges. A masodik fejezetben bemutatja a felhasznéalt empirikus hozamgorbe
modellek koziil a jelenleg Allamadossag Kezel6 Kozpont altal hasznalt kobos-Spline il-
lesztést, majd a Nelson-Siegel-Svensson modellcsaladba tartozo takarékos, exponenciélis
alapt polinomokat felhasznal6 modellek koziil harmat. A harmadik fejezet az optimali-
zalassal kapcsolatos problémékat és megoldashoz felhasznélt algoritmusokat mutatja be,
amely kulcsfontossagi a kivant tulajdonsagok eléréséhez (informécié tormoritése, pontos-
sag és az idGsoros tulajdonsag). A negyedik fejezet a felhasznalt adatokat és a kiilonb6z6
modellekkel és optimalizal6 algoritmusokkal kapott eredményeket mutatja be. Az 6todik
fejezet a legeredményesebb - paraméterekben takarékos modellt - a Nelson-Siegel Geneti-
kus Algoritmussal illesztett paramétereket elemzi a General Autoregressive Score (GAS)

modell segitségével.



2. KOTVENY MATEMATIKA

A hozamgorbe és a hozzéatartozo szamitasi modszerek mikéntje széles korben vizsgalt.
A jelen részben csak azokat az alapkoncepciokat keriilnek bemutatasra, amelyek elkeriil-
hetetlenek az empirikus hozamgorbe illesztésének megértéséhez. Tovabbi kivalo részletes
elemzéseket frnak le errsl (Anderson et al. (1996), Bliss (19975), Bliss (1997a), Csajbok
(1998), Bolder és Stréliski (1999))

Egy kotvény ara adott aktualis ara megegyezik a jovébeni pénzaramok jelenértékével:

P = Zci5(7) (1)

Ahol:
P,: kdtvény aktualis piaci ara !
1 =1,...,m: a papir hatralévé pénzaramai
d(7) diszkont fiiggvény, ahol 7 a lejaratok vektora (évben)
C;: i-edik cash-flow értéke, ahol a C,, az utolso cash-flow, amely a névértéket (és

altalaban az aznapra esé kamatkifizetést) tartalmazza

A diszkont fliggvényt a kovetkezd Gsszefiiggéssel kapjuk meg:

1

RN

(2)
Ahol z(7) a zéro-kupon hozam a 7 id6pontban. A lejaratig szamitott hozam a (yield-to-
maturity, tovabbiakban YTM) az egyszeri hozam, amely diszkontélja a jovébeni hozamo-
kat a jelenbeli értéknek megfelelGen:

P= Z _G (3)

— (L4 y)7

7;: években szamitott lejarata a i-edik cash-flownak
A zéro-kupon kotvények olyan kuponfizetéssel nem rendelkezé papirok, amelyek esetében
a zéro-kupon hozam és az YTM megegyezik. Ellenkez6 esetben, amikor az adott kotvény
kuponfizetéssel rendelkezik, a két hozam nem egyenls, de nem-lineéris médon megfelel-

tethetd egymasnak:

—~ G G
PP Mg .

IKovetkezokben mar nem irjuk ki, de mindig az aktualis id6pontra gondolunk P = P,




A kiilonbség, a hozamokban jelenik meg, mig a zéro-kupon hozamok lejarattol fliggenek,
addig az YTM az adott T id6pontban, egy altagos kamatlabat hataroz meg. Az egyenlet-
nek nincsen analitikus megoldésa csak numerikus. A megfelel6 Osszefiiggés megteremtése
az egy napon meglévé papirok ugyan azon zéré-kupon hozamgorbéjével valod lefrasaval,
a tanulméany egyik kozponti problémaja, amelyet a késGbbiekben bemutatandé kiilonbo-
z8 optimalizalo algoritmusokkal végztem el. A kiilonb6z6 modszerek eltérd stratégiaval
igyekeznek majd megoldani az egyenletet. Altalaban a diszkont fiiggvény véltoztatasé-
val kozelitjik a zéro-kupon hozamgorbét a rendelkezésre allo arakhoz vagy YTM-hez.
Az empirikusan késébb elGallitott diszkont fliggvény segitségével megkaphato a forward
hozamgdrbe is:

(5(7'7;_1) — 5(’7’1)
6(;)

A Nelson-Siegel modell (Nelson és Siegel (1987)), a forward hozamgorbébdl kiindulva irja

(5)

i =

fel a zéro-kupon hozamgorbét (inverz gondolatmenetet alkalmazva) igy bizonyos analiti-
kus tulajdonsagoknak megfelel a felirt hozamgorbe (pl.: pozitiv forward hozamgoérbe) A
szakirodalom sokszor folytonos kozelitéssel él a diszkont fiiggvényre, igy tovabbi el6nyos

tulajdonsagokat biztositva (folytonossag, nem-negativités):
o(r)=e D (6)

A kozelités segitségével folytonos forward- és zéro-kupon hozamgdrbét is kapunk:
—
N0
: (7)

Ezzel feltételezve, hogy 6(0) = 1 A folytonos zéro-kupon hozamgorbét a kivetkezs Gssze-

fliggéssel kaphato meg (Részletes levezetés lasd pl.: Stander (2005)):

P=> Ce 0 (8)
=1

A hozamgorbe illesztésnél egy tovabbi fogalmat kell bevezetni, a Macaulay duréciot, ame-
lyet a kotvények pénzaramlasainak silyozasara alkalmazzak. A Macaulay duracié mind-
egyik papirnak a cash-flow jelenértékét és a cash-flow lejaratanak (futamidd) szorzatat

elosztja a papir lejarati hozamabol szamitott jelenértékével, majd minden egyes lejarathoz



tartozo pénzaramra kiszamitott értéket osszeadja. A szamitas feltételezi, hogy a diszkont-

rata ismert:

m R B m Cieiny
MCLCD:;Ti?—ZTi P (9)

=1

Az itt vazolt Osszefiiggéseket egy kotvény esetében irtam fel. A kovetkezGkben az egyes
napokon a meglévs 6sszes kotvényre keressiik azt az egy zéré-kupon hozam Gsszefiiggést,
amely mellett a lehet§ legjobban visszakaphato a kiilonbozé arakat vagy YTM-eket. En-
nek elérésére a szakirodalomban tobb kiilonbo6zé modell l1étezik, amelyet a kévetkezékben

tekintiink at.

3. HOZAMGORBE MODELLEK

Az elmult évtizedekben a hozamgorbe modellek latvanyos fejlédési szakaszokon mentek
végbe. A kezdeti regresszios modszereket az 1960-2000-es évek kozott hasznaltak, amely
a lejarat és az YTM kozott regresszios technikaval igyekeznek 6sszefiiggést talalni. Leghi-
resebb és maig attételesen? hasznalt modell a Fama-Bliss modell (Fama ¢és Bliss (1987)).
Ezek a modellek tilzottan leegyszertsitették az Osszefliggéseket, mert figyelmen kiviil
hagyjak a kuponok hatéséat (coupon effect), valamint nem sulyozzak kell6képpen a révid
lejaratu papirokat igy asszimetria lép fel a kiillonboz6 lejaratok kozott (Svensson (1994)).
A kezdeti modszerekkel elfordulhat, hogy az empirikusan illesztett diszkontfiiggvény nem
monoton cstkkend (Anderson et al. (1996)). A hozamok modellezésének mésik elterjedt
formaja az elméleti megalapozottsagu affin modellek (pl.: Vasicek (1977), Cox et al. (1985),
Dai és Singleton (2000)), amelyek legtobbszor arbitrazs mentes kritériumot hasznalnak.
(Hull és White (1990), Heath et al. (1992)) Az ezredfordul6 utan ezeket a modelleket t6bb
kritika is érte elsGsorban gyenge eldrejelzd képességiik miatt (Duffee (2002)). Végiil - a
tanulményban is felhasznalt - a szakirodalomban ,empirikus hozamgorbe modellek™nek
nevezett modszerek kivetkeznek, amelyek empirikus és elméleti megfontolasoknak is eleget
tesznek. Ezen modszerek, kiilonbozé feltételeknek megfeleld fiiggvényformulat illesztenek
az adatokra. Két nagy csoportot szokas elkiiloniteni, a Spline illesztéseket, amelyek cso-
mopontokkal Gsszeillesztett polinomok és a ,takarékos exponencialis” fliggvényekre (parsi-

monious polinoms), amelyek a végtelenben és nullanal bizonyos feltételeknek megfelelnek.

2pl. Diebold és Li (2006) hasznélja fel szamitasi inputként
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Az empirikus hozamgorbe modelleknek széamos tovabbi tulajdonsiga van fiiggvényformu-
1atol fliggGen, amelyeket a késGbbiekben részletesen attekintjiik. Az utobbi médszereknek
a leginkabb elterjedt véaltozata a Nelson-Siegel modell, vagy a kib&vitett Svensson modell,
amelyeket szamos kozponti banknal és adossag kezel§ intézménynél alkalmaznak.

A kovetkezSkben ezen empirikus hozamgoérbe modelleknek kiilonb6zé fajtait muta-
tom be, ezeken beliil is egy kobos-spline alapt modszert, amelyet az Allamadossag Keze-
16 Kézpontban (AKK) alkalmaznak, valamint a Nelson-Siegel-Svensson modellcsaladbol
harmat, melyeknek matematikai héatterét is bemutatjuk. A kovetkezdkben az empirikus
hozamgorbe modelleknél két dimenzidra érdemes a hangsulyt fektetni, a keresztmetszeti
- egy napon meglévé papirok illesztésére vonatkozo értékeket, és a hosszmetszetit - az
egymés utan elvégzett illesztésekbdl szarmazé paraméterek idésorat. (v = [3,A]) ? Ez
utobbi jelolése megnehezitené az értelmezhetdségét a kovetkezdkben, emiatt ettdl eltekin-
tek, a keresztmetszeti jelolésnél pedig attérek a vektoros formuléra, igy egy adott ¢ napon

a diszkontfiiggvény Osszefliggése:

ZB: P, = 3 zm: Cy;8(r) = P = C8(r) (10)

El6szor a Spline alapt modellesaladbol mutatom be részletesen az AKK altal is hasznalt
Ko6bos Spline modellt majd a Nelson-Siegel-Svensson (NSS) modellcsaladot és a Hubig

(2013) féle Legendre polinomot hasznalé hozamgorbe modellt.

3.1. KOBOS SPLINE MODSZER

A Spline modellcsalad a lejaratok fiiggvényében tobb részre osztja fel a papirokat/cash-
flowkat és adott szabalyokat alkalmazva polinomokat illeszt ezen intervallumokra. Fontos,
hogy a polinomok ,siman” (smooth) és pontosan illeszkedjenek egyméshoz a vagasi pontok-

ban, ennek koszonhetSen a Spline mddszertannak kiilonbozd fajtéai létezik.* A diszkont

3Spline illesztésnél csak a 3 paramétereket haszniljuk, amelyek idésoros tulajdonsagait nem vizs-
géaljuk (ezen paraméterértékek a csomopontok valtozasa miatt nem ad(hat)nak idésorosan értelmezhetd
adatsort, a vagasi pontokat tartalmazo ® vektor hasonlé a A-hoz, a jelolési és fogalmi zavart elkeriil-
ve parhuzamot nem vonva e két paramétervektor kozott), a Nelson-Siegel, Legendre polinomoknal a A

egyelemi a Svenssonnél kettd.
4 A kritériumok kozott trade-off van és elsdsorban ennek aranyban kiilonbdznek egyméastél a kiilonbdzé

tipusok. A kiilonbségek ellenére matematikailag bizonyithatoan a lehetd legsimabban illeszkedik (simasag

definiciojat lasd: Adams és Van Deventer (1994)) az adatokra a t6bbi polinom kéziil (Deventer és Imai



faktort bazisfliiggvények allitjak el6, majd a diszkontfaktorbél numerikus atalakitassal
lehet megkapni a zéré kupon és forward hozamgorbét. A kobos polinom fiiggvényeket
szegmensekként kell réilleszteni a diszkontfiiggvényre. A kobos spline biztositja, hogy a
diszkontfiiggvényben ne torténjenek torések és kell6képpen sima legyen (continuity, smo-

othness). A modszertan harom lépésben végzi el az illesztést:
1. Vagési pontok meghatarozasa

2. Bazisfiiggvények megadasa

20 2

3. Diszkont fiiggvény meghatarozéasa, amelybdl elGallithatoak a zérékupon és forward

hozamgorbék

El6szor hatarozzuk meg az adott napon talédlhaté osszes pénzaramhoz tartozo idépontokat
tartalmazo vektort, amely névekvs sorrendbe van rendezve 7 = (1 < T < -+- < T, <

- < Ty) : Ezek utan a 7 vektor segitségével meghatarozhato a vagasi pontok szama,
amelyet a bevett gyakorlat alapjan négynek vehets. A vagési pontokat tartalmazo vektor
(®) ekkor 4 elemi és a vagasi pontok harom hasonlo nagysagu részre osztjak a lejarati

struktarat:®
@ = [0, 7)) 7] 22 | T (11)

Maésodik 1épésként a vagési helyek ismeretében minden egyes pénzaramlasi idéponthoz

kiszamithato a bf,(7) bazisfliggvények értékei. A bazisfliggvények szama, amikor 4 vagasi

(1997)). Jelen tanulmanyban egy kobos spline illesztés keriil bemutatéasra, amelyet a magyar dllampapirok
illesztésénél alkalmaznak, igy ezen modell benchmarkként is szolgal az eredmények ismertetésénél. Méas
Spline modellel is elvégeztiik az illesztéseket példaul McCulloch k6bds spline (McCulloch (1971)), B-spline
(Steeley (1991), Bolder és Stréliski (1999)) és a VRP (Waggoner (1997), Anderson és Sleath (2001))
modellekkel, azonban nem adtak jelentGsen jobb/ mas eredményt. Részletesen lasd: Reguly (2014) vagy

Fegyveres (2014)
SAmennyiben nem 4 vAgisi pontot hatarozunk meg, hanem v-t akkor akkor ® =

0, 7| m ||, T e, T w=2)m||,, Tm| & vagasi pontok helyei. vegyiik észre, hogy mindkét esetben az
[7 ||ﬁ||v | |7 ) || —2) HM ] g p Yy gy ) gy

2m
v—1

adott napon 1év lejaratokat olyan intervallumokba osztjuk, ahol kézel azonos szammal vannak jelen. Na-
gyobb vagési pontszamnal figyelni kell, hogy kénnyedén ,tulilleszthets” (overfitting) a hozamgorbe, vagyis
bar szinte tokéletesen illeszkedik a megfigyelt adatokra, nincsen értelmezhetd kozgazdaségi jelentése. Erre

ad egy valaszt McCulloch (1971) modszere.



pontot alkalmazunk, 6 darab (z =1,...,6) és a kovetkezd alakban irhatok fel:

0 < O,
L 3
bfe=(123) (1) = % O, < <Dy
2
(q)z+é¢'r) + (Ti_¢1+12)(7_i_¢'w) 7> B
(12)
bf4(7') = ]-m
bf5(’7') =T;
bfs(T) =77
A diszkontfaktor a bazisfiiggvények linearis kombinaciojaként all 6ssze:
5(r,8) =bf B =1+bf" (13)

A diszkontfaktor értéke a 0 idépillanatban 1, igy 54 = 1. Ez alapjan elegendd az els6 5
bézisfiiggvényhez tartozd paraméter értékeit kiszamitanunk, igy megkaphato a diszkont
fliggvény a bézisfiiggvények stlyozasaval. Az atalakitassal kapott a diszkontfiiggvény 1-
t6l indul. A hozamgorbe illesztését, egyszerti OLS-sel (legkisebb négyzetek modszerével)

szamolhato, amelyet kiilonb6z6 tovabbi silyozéssal egészitetts ki.

3.2. NELSON-SIEGEL-SVENSSON MODELLCSALAD (NSS)

A Nelson-Siegel-Svensson (NSS) modellcsalad széles korben kézkedvelt elméleti és gya-
korlati megfontolasok egyarant. A Nelson és Siegel (1987) altal megfogalmazott fliggvény-
formulédnak - és az erre alapulé polinomoknak - szamos olyan tulajdonsaga van, amelyek
empirikusan és kozgazdasagilag is jol értelmezhets eredményeket adnak, és a paraméterek

jelentéssel rendelkeznek:

e Sy a hosszti tavi kamatlab amely a hozamgorbe szintjét jelenti (8, >

O, 11m7—>oo Z(T) = 60)

e (31 a hozamgorbe meredekségét adja meg, a rovid lejaratt hozamok megkaphatoak

a By + [y Osszefiiggesbdl (8o + B1 > 0,lim, 0 2(7) = By + 1)

e (35 a hozamgorbe pupossagat adja amelyet a piaci varakozasok egy proxyjaként szo-

kés hasznalni

e )\ a bels6 paraméter a pipossag maximuméanak a helyét mutatja meg a lejarati

struktiraban



Minden napra elvégezve az illesztést - megfelel6 modszerrel és feltételek mellett - id6-
sorosan jol értelmezhets paramétereket kapunk (A kritériumokat részletesebben a 4. fe-
jezetben). A NSS modellcsaladnél a forward hozamgorbét irtak fel el@szor, majd ebbdl
szamoltak ki a zéro-kupon hozamgorbét és diszkontfiiggvényt. Ennek pozitiv hozadéka,
hogy a spline modszertannal ellenben a forward gérbe minden esetben ,,jol” viselkedik.
Jelen tanulmanyban harom polinomot vizsgaltam meg az NSS csaladbdl | a klasszi-
kus Nelson-Siegel alapmodellt (Nelson és Siegel (1987)), a Svensson modellt (Svensson
(1994)) és a négy faktorral rendelkezd Legendre polinom alapi modellt (Hubig (2013)).
Az emlitett polinomok mindegyikénél a paramétereknek két tipusa van, a koefficiensekként

értelmezhets 3 paraméterek és a modellt nem-lineérissé tévs belsé paraméter A.

3.2.1. Nelson-Siegel modell (NS)

Nelson és Siegel 1987-ben publikilta tanulmanyat, az dltaluk bemutatott polinom t6bbszor
tovabbfejlesztésre keriilt, mindemellett a mai napig széles korben hasznalt. Az eredeti
polinom forward hozamgorbéje a kdvetkezd alakkal rendelkezik:

r(7,7) = Bo+ b <ei%> + ﬂ2(%> o (14)
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1. a4bra. Nelson-Siegel modell loadingjainak értékei a lejarat fiiggvényében
Forras: Sajat eredmény

A folytonos forward gorbe és a zér6é kupon gorbe kozotti Osszefiiggést felhasznalva



(7. egyenlet) megkapjuk a zér6-kupon hozamgorbét:
Ye = Por + Prs (%) + Bau (1—Teh - eﬂ) (15)
A1 A1
A Nelson-Siegel zéro-kupon hozamgorbe esetében az NSS tulajdonsiagokat mutatja be a
1. d4bra. A B-hoz tartozo értékeket lehet latni, rogzitett belsé paraméter érték mellett.
(A = 0,7173, amely 2,5 évnél maximalizalja a pupossagot, ezt a modszert Diebold és Li
(2006) hasznéalta elGszor.)
A Nelson-Siegel modell tobb esetben is rugalmatlannak bizonyult a hozamgorbe leira-
sara. A tulzottan nagy pontatlansag miatt tobb tovabbfejlesztett valtozata jelent meg az
illeszkedés javitasanak érdekében.® A kovetkezSben az egyik legelterjedtebb valtzatot, a

Svensson (1994) altal kib&vitett formulat tekintem at.

3.2.2. Svensson modell

Svensson (1994) kibdvitette a Nelson-Siegel formulat egy masodik puppal - egy ujabb
koefficiens 3 és bels§ paraméter Ao segitségével - igy javitva az illeszkedést. A Svensson
modell joval rugalmasabb, azonban ennek az ara a nehezebb optimalizalési feladat és az
esetleges multikollinearitds megjelenése (B2 ~ 3, A\ = Ag), amely a tulillesztés egyik
jele is lehet.” A Svensson féle négy faktoros modell a kévetkezs forward hozamgorbével
rendelkezik:

) = ot (65 (2o () 19

Hasonlban a forward gorbét atalakitva zéré kupon hozamgorbévé:

1_6_ﬁ 1—6_ﬁ _T 1—e_/\i2 T
yr = Bog+ B | —— | +Bes | —— — N |+ B | —— —e 2 | (17)
M M pw

A Svensson modell egy tovabbi pippal rendelkezik amelynek irdnyat a [3 értéke és
helyét a Ay hatérozza meg. A faktorok tulajdonséigait fix belsé paraméterek mellett

(A = 0.45, Ay = 2) a 2.4bra mutatja be.

6J6 dsszefoglalot ad Pooter (2007) a kiilénbozs tipusokrol.
"Erre dolgozott ki megoldasi javaslatot Pooter (2007): az utols6 tag lejaratainak a kétszeresét vette,

amely a szakirodalomban az "Adjusted-Svensson" néven terjedt el.
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2. abra. Svensson modell loadingjainak értékei a lejarat fliiggvényében
Forras: Sajat eredmény

3.2.3. Legendre polinom

Hubig (2013) a német allampapirokat vizsgalva hasznalta fel a Legendre polinomokboél
allo hozamgorbét, amelyet a Nelson-Siegel altalanositott alakjara felirt Laguerre polinom
alapu gorbe (Hurn et al. (2005)) ,versenytarsaként” alkotott meg. Eredményeik alapjan a
hozamokra optimalizalva jobb eredményt kaptak mint, a Hurn et al. (2005) altal felhasz-

nalt Laguerre polinomokkal.® A zéré-kupon hozamgorbét a kovetkezd osszefiiggéssel irtak
fel:

J
AT —
A7) = Y BVME DR () s (18)

=0
Ahol:
P;(k): a j-ed foku Legendre polinom, (Az illesztés soran j = 4 feltételeziink)
~v: koefficienseket tartalmazo6 vektor (Si, 1, ..., B, A1)
A forward hozamgorbe a 18. fliggvény derivalasaval kaphato meg: f(7,v) = z(7,7) +
A M, amelynek elvégzése nem trivialis, a szamitasa soran numerikus kozelitést alkal-

L17ax;
maztam. A Legendre polinomok Pj(k) viselkedését, a r fiiggvényében a kivetkezs abra

mutatja be:

8 A Nelson-Siegel polinom egy harmadfokii Laguerre polinom amit az emlitett szerzék altalanositottak

10
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3. dbra. Legendre polinomok
Forras: Sajat eredmény

A bazisfiiggvények alakjat, feltéve, hogy B = 1,\; = 1 a kovetkez abra mutatja be:”
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4. abra. Legendre ortogonalis bazisfiiggvények
Forras: Sajat eredmény

Hasonloan a Nelson-Siegelhez (és a Laguerre polinomokhoz) ez a modszer is csak egy
A-t hasznal fel a modell, igy a fiiggvény rugalmasabb, mint az emlitett Nelson-Siegel a
magsabb fokszam miatt, de kevésbé bonyolult optimalizalasi térrel rendelkezik, mint a
Svensson.

A kovetkezSkben éttekintem az implementalds soran felhasznalt optimalizaldsi mod-

szertant.

YHubig (2013, 77-78 0.) bebizonyitja, hogy az ilyen médon eldallitott Legendre polinomokbol el6alli-
tott bazisfliggvények hasonldé matematikai tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint a Nelson-Siegel-Svensson

polinomok (3.2. felsorolas)
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4. EMPIRIKUS HOZAMGORBEK ILLESZTESE

A kovetkezSkben elGszor az ,alap’optimalizaléasi probléma keriill bemutatasra, majd a
Spline és NSS modellek optimalizélasi célfiiggvényeit. Ezek utdn az optimalizalasi al-
goritmusok keriilnek réviden bemutatéasra, amely a célfiiggvényeket kiillonb6z6 modszerrel
minimalizaljék. Ezek az eltérd stratégiak alapszint megismerése - véleményem szerint -
lényeges a hozamgorbe illesztésének eredményének megértésében, hiszen az optimalizala-
si térben val6 mozgas milyensége hozzajarul a hozamgorbe robosztus becsléséhez. Végiil
az optimalizalés teljesitményét mérs szamokat mutatom be, amelyek segitenek eldonteni,

hogy mely optimalizélasi algoritmusok és modellek teljesitenek jol.

4.1. OPTIMALIZALASI ALAPFELADAT

Optimalizalési feladatnak tekinthetiink minden olyan feladatot, amelyben két értéket ko-
zeliteni szeretnénk egyméashoz, és a problémaban legalabb az egyik értékiink (fiiggvény)
valtozo. A kozelitési modszereknek szamos metrikaja létezik, viszont a hozamgorbe illesz-
tésénél konszenzus uralkodik a négyzetes eltéréseket minimalizalasarol. (Bliss (19970)) A

minimalizalasi problémat, a kovetkezéképpen lehet felirni a silyozott arakhoz:

mine(y) = mvin i: {(Pb — By(r, 7))2%] (19)

Ahol:

e: minimalizalandé érték, amely fiigg a paraméterektdl ()

Py: b-edik koétvény piaci atlag ara

Py(7,7): b-edik kétvény szamitott atlag ara, amelyet a 8. egyenlet

segitségével szamolhato

wy: a b-edik kotvény sulyozasa A képletekben atlag arak szerepelnek, mig az adatok-
nal legjobb ajanlati és kért arakat allnak rendelkezésre. Bliss (1997b) ramutat, hogy az
atlag szamitasa informacié vesztéssel jar és helyette a kovetkez6 megoldast javasolta a
hibaszamitasnal:

(

Pesk 4 felhalmozott kamat — P ha Pb > Pk 1 felhalmozott kamat
e(v) =4 PP - B, ha P < pbid (20)

0 kiilonben

\
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Az implementécio soran ezen atlag értékhez optimalizalok, azonban az illesztések josaga-
nal a Bliss féle modszer alapjan szdmolom a hibakat. Ennek kovetkeztében azok a modellek
és modszerek, amelyek képesek a bid-ask spread folyoséban megmaradni, hasonléan jol
illeszkedéssel birnak.

Az optimalizécié masik fontos tényezGje a silyozés (wp). Az arak silyozésa a lejarati
szerkezet ismeretében széles korben elterjedt, jelen tanulméanyban a két legelterjedtebbet

mutatom be, amelyeket az implementacioé soran felhasznaltam:

1. Bid-Ask spread alapu siilyozas — amelyet a spline-moddszertannal hasznéltam fel. Ez
a modszer likviditéasi tényezdre épit, a kevésbé likvid papirok kisebb sullyal szere-

pelnek (tipikusan a hosszu lejarati oldal):

1
T ey -

2. Macaulay duracio (9. egyenlet) inverzét felhasznald silyozas Bliss (19976), amelyet

az NSS modelleknél hasznaltam fel:

by (22)
biMacDb = MacD;

sz 0z

teljes portfolio duraciojdhoz mérten. Ezzel az adott papir silya kaphatdé meg az azna-
pi kotvény-portfolioban. Minél kisebb egy adott kdtvénynek a duracidja annél nagyobb

stallyal keriil figyelembe az illesztés soran.

4.2. SPLINE ILLESZTES

A spline illesztések soran két paraméter csoportot kell megéllapitani, a vagési pontok
szamat és azoknak a helyét ®, valamint a bazisfiiggvényekhez tartozo koefficienseket 3. A
vagasi pontok szama konvenci6 alapjan a 3.1 fejezetben leirtnak megfelelGen 4 darab. A
koefficiensek meghatarozasa sima OLS-sel torténik, ahol az adrakat a 21. egyenlet alapjan

Bid-Ask spreddel silyoztam, igy a konkrét optimalizalasi feladat:

mine(y) = (P — P(r, 7)>/diag(w) (P — P(r, 7)) (23)

ahol, a diag(w), B x B nagysagi méatrix atloiban elhelyezett stlyvektor értékei talalhato.
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4.3. ALTALANOS FELTETELEK A NSS MODELLTIPUSOKHOZ

Az NSS modelltipusoknal bemutasra keriilt a kiilonb6zé tulajdonsigokat, amelyekkel az
NSS modellcsaldadba tartozé polinomoknak birnak. Ezek a tulajdonsagok az optimaliza-
lasi eljarasnal korlatként jelennek meg. A megkotések az optimalizélasi eljarastol fiiggéen
vagy biintet§ értékként, vagy tilté megkdtésként értelmezenddek. Ezek a megkotések a
kovetkezdek:

c1(Bo) = Bo > 0 - a hosszi tava kamatlab nem lehet negativ
c2(Bo, B1) = (Bo + B1) < 0 - a rovid tavi kamatlab nem lehet negativ!®
c3(A1) = A1 > 0 - az els6 csucs helye nem lehet negativ lejaratnal

c4(A2) = Ay > 0 - a masodik cstcs helye nem lehet negativ helyen

Tovabbi megkotések, amelyek segitenek a gyorsabb optimum megtalédlasahoz, de szigorian

véve nem sziikséges megkotések:

Sajat tapasztalatok alapjan, amennyiben Legendre polinom keriil felhasznélasra, akkor

érdemes egy tovabbi specifikus megkotés a harmadik-negyedik koefficiensre:

cs(B3, B1) — 30 < B3, B4 < 30, ha Legendre polinom alapi modell

Amennyiben az algoritmusnal nem lehetséges korlatokat megadni,!! akkor bevezethets a

biintetd fiiggvény (penalty function), amely a kovetkezd alakot o6lti:

T4(C) = = k=1,...,8 (24)

() + ) Fk(é)] (25)

10Ez elmialt idében ezt a tapasztalatok alapjan relaxalni kell, hiszen az Eurépai Kézponti Bank révid

lejatatai negativ hozamokat hoznak
Hlyen a DS+NM és PSO-H
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A kovetkezokben az NSS modelleket két részre oszthatd attol fliggden, hogy a belsé pa-
raméter(ek) A az optimalizalasban részt vesznek, vagy fixalasra keriilnek. Mind két mod-
szertannak megvan az elénye és hatranya, melyet a szakirodalom részletesen targyal, bar
mind a mai napig vitara ad okot. ElGszor az fix belsé paraméterrel rendelkezé modszert

tekintem &t.

4.3.1. Diebold-Li moédszertan — fix belsé paraméter

A szakirodalomban nem forrott ki egyértelmi preferencia az NSS modellekben megtalél-
hat6 bels6 paraméterrel kapcsolatos modszertannal szemben. Amennyiben fixalasra keriil-
nek a belsé paraméterek (A & «), akkor idgsorosan jobban értelmezhetdek a paraméterek,
ellenben rosszabb az illeszkedés. A kovetkezSkben hasonléan a spline modszerhez viszo-
nyitasi pontként hasznalom fel a fix bels6 paraméterrel rendelkezd illesztéseket, amelyeket
a késébbiekben bemutatandé BFGS algoritmussal végzem el.'? A moédszer egyik alkalma-
zésa amelyet Diebold és Li (2006) hasznal, hogy a A értékét ugy valasztja meg, hogy a (o
faktor az adott idGszakra az atlagos lejarati értéknél legyen maximalis. Ez a kivélasztas
onkényes és bar a Nelson-Siegel polinomnal értelmezhetd, hiszen igy né a rugalmassaga az
illesztésnek, a Svensson és Legendre polinomnéal ez nincs meg. Tovabbi hatranya a fixalt
A értéknek a multikollinearitas megjelenése (Annaert et al. (2013)). Roviden, a fix bel-
s6 paraméterrel rendelkezé NSS modelltipusnak hatranya hogy érzékeny a A paraméter
megvalasztasara és a megfelels érték kivalasztédshoz nincsen elméleti hattér. Elénye, hogy
az optimalizalasi feladat kevésbé nehézkes, valamint id&sorosan értelmezhets adatokat ad
a becsiilt koefficiensekre. Az implementacié soran a pilnomok Genetikus Algoritmussal
illesztett A paraméter értékeinek idGsorabol szamitott medién értékeket hasznaltam fel a

fixalt A értékeknek.

4.3.2. Valtozo6 belsé paraméterrel rendelkezé NSS modellek

A dinamikus NSS modelltipusok esetében a 3 és a A egyarant valtozokként jelennek
meg az optimalizalasi térben. A megoldandé feladat egy bonyolult nem-lineéris, tébb

lokalis minimumbhellyel rendelkez6 nem-konkav optimalizéalasi térrel rendelkezik. A magyar

12B4ar ahogyan késébb lathato, a BEGS modszer amennyiben a belss paraméter is véltozé akkor nem
ad j6 eredményt, ellenben fixalt A mellett az optimalizalasi tér mar jol viselkedd, igy megfelels eredményt

kapunk.
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adatokon robosztus eredmények eléréséhez a harom lépés hajthato végre:
e Az optimalis valtozokhoz kozeli kezdGértékek megadasa
e Megfelel§ optimalizal6 algoritmus kivalasztasa
e Kiilonbozd teljesitmény /robosztussagi mutatok alapjan az illesztés értékelése

A kovetkezd dbra a Svensson fiiggvénnyel kapott hibak értékeinek valtozasat mutatja be

kiilonb6z6 A értékek esetére, optimalizalt 3-kal:
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5. 4bra. Svensson fﬁggvlény optimalizalasi tere kiilonb6zé A-ra
Forras: Sajat eredmény

Az abra ramutat arra, hogy az elvégett optimalizalési tér nem ,,jol viselkedd”, valoban tobb
lokalis minimumbhellyel rendelkezik és nem-konkav. Ezen tulajdonsagok kovetkezménye,

hogy nem mindegy milyen:
e Kezdeti értékbdl indul az (iterativ) optimalizacio
e Milyen algoritmust keriil felhasznalasra és annak milyen a mozgasa a térben
e Ezen algoritmusok mennyi id§ alatt és melyik minimumbhelyre érkeznek
e Mekkora tér keriil megvizsgéalasra, miel6tt megall az optimalizacio

A kovetkezd alfejezetben a tanulmény egyik legfontosabb hozzajarulasként, a kezdeti ér-

tékek meghatarozésat mutatom be.

16



4.3.3. Kezdsértékek meghatarozasa

Eltérs kezdeti értékek eltérs eredményhez vezethetnek. Az itt bemutatasra keriil6 kezde-
tiérték meghatarozas igyekszik hozzajarulni a becsiilt koefficiensek id&soros értelmezhe-
t6ségéhez. Bliss et al. (2011), a Diebold és Li (2006) modszerrel hatarozza meg a kezdeti
értékeket, Wernen és Ferenczi (2006) kétrészes optimalizécion keresztiil, Manousopoulos
és Michalopoulos (2009) ad hoc kezdeti értékeket hataroz meg. Reguly (2014) ramutat,
hogy ezen kezdeti értékek meghatérozasa nem segiti el6 az id&soros értelmezhetdséget, a
katasztrofikus torések (catastrophic jumps - Cairns és Pritchard (2001), Virmani (2012))
tovabbra is fennalnak.

A szamitasok soran egy specialis tanulo algoritmust fejlesztettem ki, amely jobban ké-
pes elkeriilni a katasztrofalis torések bekovetkezését. Az algoritmus a kovetkezd 1épéseken

megy keresztiil:

1. Els6 10 megfigyelési nap kezdeti értékének meghatarozasa Diebold és Li (2006) meg-

feleltetés alapjan:

(a) A harmadik faktor loadingjat maximalizalva az adott nap atlagos lejarati idére

meghatarozasra keriil a A-t

(b) A Spline illesztéssel megkapott zéro-kupon hozamok felhasznélasra kertilnek a
koefficiensek kezdd értékének meghatarozasahoz: Sy = 10 éves, 51 = 10 éves -

3 honapos hozam, (= f3) = 2 x 2 éves - 10 éves - 3 honapos hozam

(¢) Svensson modell esetében ez utobbi érték gyorsan meg fog valtozni a korlatok
miatt (|A; — Ag| > 0)
(d) Svensson esetében a harmadik és negyedik faktor maximalizalasa, a A segitsé-

gével az adott nap lejaratanak also és fels6 kvartiliséhez

2. Tanulo algoritmus AR(9)+Outlier sziir§ segitségével elinditasa a fentebbi modon

elgallitott 10 megfigyelési napot tartalmazo6 tanulépopulacion:

(a) Az l.-ban 1év6 modszerrel és genetikus algoritmus segitségével optimalizalt

értékeket (4.4.3. fejezet) tanuld populacionak vessziik

(b) A tizenegyedik iddszaktol kezd6dden a t-edik id6pontban a kezdgértéket a ko-

vetkezGképpen kapjuk meg:
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(¢) Megvizsgaljuk az elmult 9 idgszak (t —9,t—8,...,t—1),~ paraméter értékeit,
ha azok koziil talal olyat, ahol 300 bazispontnél nagyobb torés van az atlaghoz

képest, akkor azt outliernek tekinti és kizarja a megfigyelésbél

(d) A korabbi 9 periodus nem outlierek értékeibdl atlagot szamit, és ezt veszi kez-

dsértéknek

(e) Amennyiben az elmult 9 periédusban tobb mint 7 outlier van akkor megemeli

+200 bazisponttal a tlréshatart

(f) Amennyiben az elmult 9 periodusban kevesebb mint 5 outlier van, és a vagasi
pont nagyobb mint 300, akkor fokozatosan visszacsokkenti 200 bazisponttal a

tlréshatart egészen 300 bazispontig

Az igy elinditott optimalizacié gyorsabban talalja meg az optimum helyet és bar bizonyos
optimalizacios eljarasoknal (pl: Levenberg-Marquardt) elfordul, hogy egy lokalis opti-
mumban megragad - ennek kovetkeztében nem a legjobb hiba mutatdszamokkal rendelke-
zik - idGsorsoan jobb eredményeket ad, mint a kordbban emlitett eljarassal meghatarozott
kezddéérték. A kovetkezd részben az optimalizald algoritmusokat tekintem at, hiszen a
kezdeti értéktsl vald indulas és optimalizacios tér feltérképezése nagyban kiilonb6zhetnek
az egyes modszereknél. Jobb megértéssel valasz kaphato arra, hogy bizonyos moédszerek
miért rekednek meg egy suboptimalis megoldésnél és masok miért jutnak el egy jobb

eredményhez.

4.4. OPTIMALIZALO ALGORITMUSOK

Robosztus eredménynek eléréséhez tobb kiilonbozé optimalizald algoritmust hasznéltam
fel, majd a kiilonb6z6 eredményeket Gsszehasonlitottam. A kovetkezdkben bemutatott

algoritmusok haromszor hdrom nagy csoportra bonthatoak:

e Optimalizacio tipusa: Globéalis optimalizacios algoritmusok, direkt keress (direct-
search) algoritmusok valamint a gradiens alaptu algoritmusok. Mind héarom csoport-

nak tobb altipusa létezik.

e Keresés irdnya: Sima fiiggvényeérték alapu algoritmusok (single point) - egy palyat
kovetnek bizonyos szabaly szerint az optimalizélasi térben - vagy tobb fliggvényérték

alapu algoritmus (multi-point)- populaciot hasznalé algoritmus amelyek t&bb kiilén
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palyékat vizsgilnak meg adott szabélyszertiségek mentén és ezek koziil a legjobbat

valasztja ki.

e Keresés modszere: A tobb fliggvényértékkel rendelkezé algoritmusokat mozgazuk
alapjan lehetnek determinisztikusak vagy sztochasztikusak (deterministic or rando-
mized). A determinisztikus algoritmusok szabalyszertien viselkednek, random ténye-

z6 nélkiil, mig a sztochasztikus algoritmusokban randomitas szerepel.

Az altalam felhasznalt optimalizalo eljarasok a kovetkezgek:

1. tablazat. Felhasznalt algoritmusok osztalyzasa

Algoritmus Neve Tipusa Keresés iranya Keresés modszere
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno  Gradiens alapa Sima fliggvényérték  Determinisztikus
Levenberg-Marquardt Gradiens alapi Sima fliggvényérték  Determinisztikus
DS+ Nelder-Mead Kozvetlen keresés Tobb fiiggvényérték  Determinisztikus
Simulated Annealing Globalis optimalizaci6  Sima fiiggvényérték  Sztochasztikus
Real-coded Genetikus Globélis optimalizaci6  Tobb fliggvényérték  Sztochasztikus
Particle Swarm Globélis optimalizaci6  T6bb fliggvényérték  Sztochasztikus

Forras: Sajat sszeallitas, Bliss et al. (2011), Gabrel et al. (2014) alapjan

A tovabbi robosztus optimalizalasi modszerekrdl jo Osszefoglalot ad Gabrel et al. (2014)
cikke. Az algoritmusok kivalasztasanal tobb szempont alapjan kellett mérlegelni. Alap-
vets célként a legnagyobb teriileteket atfogd algoritmusok, a hozamgdrbe becslési szak-
irodalomban legelterjedtebb és leghatédsosabb modszerek koziil probaltam kivalasztani a
legeredményesebbeket és ezeket egymassal 0sszemérni. Léteznek tovabbi a bemutatottak-
tol eltérs algoritmusok, ezekbdl felsorolas szertien a teljesség igénye nélkiil: récs keresd
modszer (grid-search) a A paraméter(ek)re majd masodik korben a B-ra, (Annaert et al.
(2013), Virmani (2012)); Sparse grid és HCP algoritmus (Wernen és Ferenczi (2006));
Differential Evolution algoritmus (Gilli et al. (2010)); Powell féle taxisof6r algoritmus
(Bliss et al. (2011), Manousopoulos és Michalopoulos (2009)); Generalized Reduced Gra-
dient Algorithm; Gauss-Newton algoritmus (Csajbok (1998)); Newton-Raphson modszer
(Schich (1997)); Fuzzy regresszios modszer (de Andrés Sanchez és Terceno Gomez (2004));
Linearizalt hibataggal ellatott ,naiv” algoritmus (Gauthier és Simonato (2012)); Els6ren-
dd Taylor sor becslés alapu (Hladikova és Radova (2012)). A kovetkezSkben réviden, a
teljesség igénye nélkiil attekintem az optimalizal6 algoritmusok vazat attol fliggden, hogy

gradiens alapt, direkt keresd, vagy globéalis optimalizaci6 alapt.
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4.4.1. Gradiens alapu algoritmusok

A gradiens alapu algoritmusok kiszamitjak (vagy megbecsiilik) a célfiiggvény gradiensét,
minden egyes paraméterre, minden egyes iteracioban. Ez meglehet&sen lassuva és szami-
tasigényessé teszi ezt a modszert. Tovabba ki kell szamitani (vagy megbecsiilni) a Hesse
matrixot is. Az illesztés soran két tipusi, gradiens alapu algoritmus keriil bemutatéasra
- amelyeket széles korben hasznélnak - a Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)-t,
az és a Levenberg-Marquard féle nemlinearis OLS moddszert. A gradiens alaptt modszerek
elénye, hogy elméleti hatteriik jol kidolgozott és amennyiben a keresési térrél el6zetes is-
merettel rendelkeziink, akkor az egyik legjobb eredménnyel rendelkeznek. A hozamgorbe
illesztésnél, valtozo bels6é paraméter mellett a keresési térrél nincsen elézetes informécio
és a valtozo6 belsé paraméternek koszonhetSen, ahogyan az 5. abran is lathato, tobb helyi

minimummal rendelkezik.

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno  (BFGS) A  Brodyen-Fletcher-Goldfarb-
Shanno algoritmus, kvazi-Newton algoritmus, amely iterativ lokalis kvadratikus médon
becslé fliggvényt hasznal. Becslést hasznél a Hesse matrixra, és nem szamolja ki egyenként
az értékeket, igy nagymértékben csokkenti a szamolas bonyolultsagat. A Newton modszer
Osszes tipusanak tulajdonsiga, hogy elindulnak egy kezd&érték vektortol (vg) és egy
kvadratikus polinom (J°(7y)) méasodrendd Taylor sordnak segitségével kozelit a J(v)

fiiggvényt a o helyen:

T0) =~ T0) + I 00) (3 = 20) + 53 = 20)' V2T (30) (3~ 70) (26)

ahol V a gradiens operator (0.J/0v) vektor és H = V?J(7o) Hesse matrixa a J(7p)-nak,

ugy hogy a szimmetrikus matrix tartalmazza a masodrendi derivaltjait a J-nek: H =

9%J
97v9v' (7o)

dj =—H j_l +VJ (VO)T. A 1épés nagységa a minimalizécié soran valtozik, mértéke legyen

. Ezekbdl a kvazi-newton modszer, a keresés iranyat a kovetkezSképpen definiélja:

s; ahol az iranyt meghataroz6 H; pozitiv definit matrix. Ekkor Hj-t ugy modositjuk, hogy

a d; megfelelS becslést adjon a Newton irdnyra. Algoritmus lépései:

1. Paraméterezés: KezdGértékek megadasa vo; kezd6 Hesse matrix megadasa (altalaban
az identitds matrix) valamint a megallas feltételei — hibahatar (), hibaftiggvény

értéke (O)
2. Kiszamolésa a H;d; = —V J(v;) feladatnak
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3. Kiszamolasa az s; = argmin J(; + s;d;)
4. Uj paraméterértékek meghatarozésa: v, = 7; + s; + jd;
5. Frissiteni a Hesse-t (H;):

gj+1 = Vi+1 — 7

hj+1 = VJ(7j+1) - V‘](f}/])
gi9;  HhihiH,

Hi = H;
7t J g;hj S;-Hjhj

6. Ha |y, — Yry1| < € akkor kévetkezd lépés, maskiilonben kovetkezd iteracio
7. Ha e < 107® algoritmus megallitasa, maskiilonben kovetkezd lépés
8. Ha |n(vx)] < ©(n(vx)]) algoritmus megallitasa, maskiilonben kovetkezd iteracio

A szakirodalomban széles korben alkalmazott, annak ellenére is, hogy ismeretes azon
tulajdonsaga, hogy tobb lokalis minimumbhely mellett nem talélja meg biztosan a globélis

optimumot (lasd: Ioannides (2003), Fabozzi et al. (2005))

Levenberg-Marquardt (LM) mddszer A Levenberg-Marquardt modszer abban a
keresési irdnyba indul el, amely a kovetkezé linearis egyenletrendszernek adja a megolda-
sat:

d;i(J ()" T (y3) + i) = =T ()" F () (27)
ahol ¢, skalar hatdrozza meg a nagysagat és az iranyat a valtozésnak d;-nek. Amikor
¢; = 0 akkor a d; megegyezik a Gauss-Newton modszerrel. Ahogyan ¢; végtelen felé
halad, d; értéke kozelit a nulla felé, egyre kisebbeket 1ép a legmeredekebb iranyba. Ez a
modszer nem koveteli meg a Hesse kiszamitasat, csak a gradiensekét, igy viszonylag gyors
modszernek szamit azonban csak egy bizonyos iranyban halad igy hasonléan a BFGS-hez
konnyen megreked lokalis minimumhelyeken. A spanyol nemzeti bank hasznalta ezt az

eljarast 1995-2005 kozott. (Ramos (1995) — hivatkozza: Gimeno és Nave (2009))

4.4.2. Direct-Search (DS)

A kozvetlen keres6 algoritmusok szamara nem sziikséges a célfiiggvény gradiensét kisza-
molni. Az algoritmusok viselkedési mintat (pattern) keresnek, vagyis egy adott populaciot

helyez el a térben, amely azt a helyet keresi, ahol az egyik tag a lehetd legkisebb értéket
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veszi fel egy megadott Osszefiiggés alapjan. A direct-search algoritmusok jol hasznéalhato-
ak, ha a fiiggvény nem derivalhato kétszer vagy nem folytonos. Az altalanositott minta
keresés (generalized pattern search - GPS) minden lépésben a meglévé pontok halmazat
vizsgalja meg (mesh), amely 1épésrdl lépésre valtozik. A mesh valtozéasat a jelenlegi pont
egy hozzéadott érték szorozva a vektorok halmazéaval (ez a minta). Ha az algoritmus jobb
eredményt ér el a célfiiggvényben egy ilyen mitivelettel, akkor az lesz az ijabb mesh és igy
tovabb. A GPS algoritmus fixalt iranya vektorokat hasznal fel. A felhasznalt keress algo-
ritmus motorként hasznalhato fel amelyet a Nelder-Mead Simplex modszerrel egészitettem

ki.

Nelder-Mead Simplex moédszer (NM) A Nelder-Mead modszer szimplex Gtleten
alapul, amely az altalanositott forméaja a haromszognek, n > 2 dimenzioban. Az algorit-
mus n+1 megoldassal inicializélt, amely a szimplex R, forméja. A Nelder-Mead algoritmus
négy paramétert hasznal: reflexio (reflection), tagulas (expansion), zsugorodas (contrati-
on) és Osszehtzodas (shrinkage). Ezeket megadva létrehoz egy populéciot, amelyet szimp-
lexbe sorol és valamilyen irdnyba nd/csokkenti a szimplexet ugy, hogy kozben stlyozza
a legrosszabb tagokat a populacié célfiiggvényével. Amikor 1j, jobb célfiiggvény értéke-
ket talal, akkor athelyezi a kozéppontot és megismétli a miiveletet. A halmaz tagulasat,
reflexiojat (kizarasi modszerét), zsugorodasat és osszehiuzodasat a megadott paraméterek
szabalyozzak. Részletes matematikai leiras lasd: Nelder és Mead (1965), Lagarias et al.
(1998), hozamgorbére alkalmazva: Manousopoulos és Michalopoulos (2009), Bliss et al.
(2011).

4.4.3. Globalis optimalizacié

A globalis optimalizal6o algoritmusok célja, hogy megtalaljak a globalis minimumhelyet
tobb lokélis minimumbhely létezése mellett, tgy, hogy magardl a keresési térrdl kevés in-
formacionk van. Elénye, hogy kevés informécié mellett nagy valdszintiséggel talalja meg a
globélis minimumot, hatranya, hogy heurisztikus, nem a bizonyitottan legjobb eredményt
adja, lassu és szamitasigényes. Mindezen hatranyok ellenére a legigéretesebb eredményeket

ezen optimalizalo algoritmusok nytujtottak.

Simulated Anealing (SA) A szimulalt lehilési algoritmust Kirkpatrick et al. (1983)

irta le el6szor. Ez egy valoszintiségi, lokalizalt keresé algoritmus, amely felhasznélja a
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a keresési térben. A modszer alapotlete a fémmegmunkalas technikajabol szarmazik — a
hémérséklet novelése és csokkentését tgy kell alakitani, hogy a kristalyok defektusat a
lehets legminimalisabbra kell cstkkenteni. Az SA algoritmus kicseréli az adott eredményt
egy random kozeli értékre, egy valoszintiség szerint, amely fiigg a tavolsdgtol és a korii-
16tte 16vs értékektdl (az aj érték kornyezetétsl) valamint egy globélis paramétertsl (T) -
amelyet hémérsékletnek neveznek, és amely a folyamat soran egyre csokken. A kezd&pont
kornyezetében 1évs lokalizalt keresés altalaban egy random kezdd értékkel indul. A kérnye-
zete ennek az értéknek egy megfelel§ mechanizmusként generalodik egy koltségfiiggvény
segitségével. A szomszédok kivalasztasa halozati topologia alapjan torténik, ahol a helyi
optimumok ,sekélyek” vagy hasonlé mennyiségben és ,mélységben” talalhatoak meg. Ha
csOkkenés torténik a koltségfiiggvényben az adott referenciapontok kicserélésre kertilnek,
a kozéppontot az Gjabb értékkel helyettesitjuk és tjra kezdjiik a keresést. A keresés addig
folytatodik, ameddig el nem éri a kivant hibahatart. Ahhoz hogy ne rekedjen meg lokélis
minimumhelyen az algoritmus, a valdszintiségi értékeket gy adjuk meg, hogy az iteracio

soran az kiilsSleg valtozik, ezaltal fontos szerepe van a folyamatban T-nek.

Genetikus Algoritmus (GA) A genetikus algoritmust elészor Holland (1975) ismer-
tette. Nem létezik a szakirodalomban egységesen elfogadott definicidja, azonban szamos
koz06s vonast tartalmaznak ezek a modszerek. Ezek koziil hdrom hasonlosédgot emel ki Mit-
chell (1998): a szelekciot (selection), keresztezést (cross-over) és a mutaciot (mutation).
Ezek a paraméterek kiilonbozé megvélasztasa segithetnek az optimalizacio gyors(abb)
megoldasaban. A hozamgorbe szamitasanal Gimeno és Nave (2009) alkalmazta sikeresen
a real-coded tipusu genetikus algoritmust. Az altalam felhasznalt genetikus algoritmus a

kovetkezd 1épéseken halad végig:
1. Kezd6 paraméterek meghatéarozasa o
2. Normaél eloszlasbol generalt kezdd populéacié a kezdd értékek koriil
3. A ~y; -ban 1év6 egyedek célfiiggvény értékének kiszamitasa
4. Szelekcio (S) meghatarozasa a vy-halmazban lévéekre vonatkozdan

5. Legjobban teljesité egyedek szerinti rendezés
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6. Uj paraméter populacié meghatérozasa S alapjan

7. Az 1j populacidhoz a sziil6k kivalasztasa

8. A keresztezés segitségével az 1j egyedek létrehozasa

9. A legrosszabb S értékkel rendelkezdk lecserélése az tijonnan létrehozott egyedekkel
10. Véletlenszertien mutaciot hajtunk végre egyedeken (kivéve a kozépponton)

11. Ujraszamoljuk az egész célfiiggvény értékét és akkor allunk meg, a ha a legjobb
S értékkel rendelkezd egyed hibaértéke kisebb mint a meghatarozott e, vagy nem

tudunk n generaci6é utan lényeges javulast elérni

Az algoritmus gyorsasagat és eredményességét az hatarozza meg, hogy milyen szelekcios
modszer keriil kivalasztésra, a sziildk kivalasztésa és a keresztezés, a cserélddési aranya
az Ujabb egyedekre és milyen tipusii mutacios eljaras keriil felhasznélasra. Gimeno és
Nave (2009) egy specialis beallitast alkalmaz, jelen tanulméany egy altalanosabb modszert

alkalmaz. (Ezt a MatLabban implementéalt GA fejlesztésének koszonhetd.)

Particle Swarm Optimalizacié (PSO) Hasonléan biologiai modellezésbdl kifejls-
dott, optimalizalési eljarasra is bevalt Particle Swarm modszer, a madarak rajzasét irja le
komplex modszerrel. Elgszor Eberhart és Kennedy (1995) irta le, majd egyre nagyobb nép-
szertiségnek kezdett drvendeni az egyszert és gyors(abb) heurisztikus optimalizalo képessé-
ge miatt. Bar a genetikus algoritmus jelenleg szélesebb korben elterjedt, jelenleg sokak altal
kutatott teriilet: Perez és Behdinan (2007), Bai (2010), Pedersen és Chipperfield (2010),
Wang et al. (2013). A modszer lényege, hogy a keresési térbe D darab egyed (particle) ke-
riil elhelyezésre. Ezek az egyedek mozognak a keresési térben harom tényezs6tdl fliggéen —
milyen helyen vannak jelenleg, melyik hely volt az, amelyiken eddig a legjobb célfiiggvény

értékeét érték el és melyik az a hely, ahol az Gsszes tag koziil valamelyik a legjobb helyen

van. Legyen a paraméter-populaci6 vektora fy_>] = (1,72, - - -+ Vj.p) € Z ahol Z a keresési
tér és a részek sebessége (velocity: mozgasi irany-+sebesség) v_; = (vj1,vj2,...,Vjp) € Z.

A j-edik egyed pozicidja, amelyben a személyes legjobb célfiiggvényét elérte legyen pj, pont,
Z-ben. Az Osszes egyedre ez a kovetkezGképp irhato fel: m = (Pb,j1sDbj2s- - PbjD) € Z.

Az egész populaciora tekintve a legjobb célfiiggvény értékkel rendelkezé egyed értéke le-
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gyen pg, amely a kovetkez6bdl kaphato meg 27; = (Pg1:Pg2,---+Dg.0) € Z. Ezek ismereté-

ben a j-edik egyed paraméter értékei és mozgasa a kdvetkezSképp adhaté meg:

0 (t+1) = w(t)T] (1) + e (Bog (1) — 75 (1) + cara (P (1) = 35 (1))

T+ =50+ T+ 1)

(28)

Ahol w a tehetetlenségi suly (inertia weight) ¢; a kognitiv vonzas (cognitive attraction), co
a szocialis vonzas (social attraction), 1y és ro egy véletlen szam — altalaban 0-1 intervallumua
egyenletes eloszlasbol generalva. A kiillonboz6 paraméterekre feltételezéssel kell élni az
optimalizalashoz sikerességéhez (Shi és Eberhart (1998), Bai (2010)). Ezek a kovetkezok:

t—1

O0<cr+ec<4 w(t):wmax_

ahol wye: = 0,9 és wpin = 0,4. Természetesen ezen beallitasokra tobb lehetGség is van,
elsGsorban a konvergencia sebességére és pontossagra van hatassal.

Az algoritmus lépései:
1. kezd& paraméterek (v9) és a populacié (D) meghatéarozasa

2. Részecskés mozgasanak elinditasa, amelyet a random paraméterek biztositasaval

perturbalunk
3. Az egyedek célfiiggvény értékeinek meghatarozasa

4. Ha nincsen jelentds javulas a legjobb eredményben (v = g, ;) egy adott iteracié utan

vagy a hibahatar kisebb mint a megadott ¢ akkor az algoritmus megall.

A szamitasok soran kevert modszert alkalmazunk, amely megfelel6 trade-off-ot nyujt a

hozamgodrbe szamitas sebesség és pontossag kozott:!3

e Minden paros lépésben PSO-W algoritmus futasa, vagyis a ,klasszikus” PSO, amely

fent bemutatéasra kertlt

e Minden paratlan lépésben PSO-G algoritmus: egyszertsitett algoritmus Pedersen és
Chipperfield (2010) alapjan - a ¢; paramétert 0-nak vessziik, igy a mozgast csak a
globélis legjobb érték hatarozza meg

13Bliss et al. (2011) alkalmazta ezt hibrid kombinacié gondolatat elgszor, a tanulmany tGjraparametri-

zalva hasznéalja fel az alapgondolatot
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4.5. OPTIMALIZALAS TELJESITMENYET MERO MUTATOK

A kiilonb6z6 modellek és optimalizalé algoritmusok teljesitményének mérésére a szak-
irodalomban két szélesen elterjedt és elfogadott mérdszamot kiilonboztetnek meg, amely

segitségével az illesztések josagat (goodness-of-fit) szokas eldonteni Bliss (1997b):

1. MAE (Mean Absolute Error):

B
MAE=B"1'> | P -B| (29)

b=1

2. RMSE (Root Mean Squared Error):

RMSE = | B (Pb . Pb> (30)

B
b=1

Az RMSE-ben nagyobb értékkel szerepelnek a kiugré hibak, ezaltal jobb informaciot ad
a durva illeszkedési hibékrol, mig az MAE kevésbé érzékeny a kiugré adatokra, igy egy
atlagos illeszkedést kapjuk meg. A két mérGszam jol kiegésziti egymast. A matematikai

Osszefiiggeést leirja a kovetkezs egyenlStlenség (Bolder és Stréliski (1999)):

1
——RMSE < MAE 31
y < (31)

Az egész adatsor illeszkedését aggregaldé mutatoszamként hasznalhato a Hubig (2013) féle
atlagos MAE (AMAE):

T
AMAE =T7')  MAE, (32)

t=1

A hasonloan szamolhato az atlagos RMSE (ARMSE) mutato:

T
ARMSE =T"') RMSE, (33)
t=1

Masik fontos aggregalt mutatoszama az illesztéseknek a hibatagokbol képzett eloszlas

c s

nem-parametrikus teszttel vizsgaltam meg és a Jarque-Bera tesztstatisztika értékeét tiin-
tetem fel. (Ebbél szamolhato a x2-hez tartozo kritikus érték.) Az atlaggal a szisztematikus
hibékra (alul vagy feliilbecslés) kovetkeztethetiink. (A szorast az RMSE mutato atalaki-

tasaval visszakaphato, igy érdemben nem ad t6bblet infirméciot.) Tovabbi mérdszamokat
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is 1éteznek az illesztés josaganak megitélésére (pl: hit, cheap, rich ratio: Bolder és Stréliski
(1999), kezd&értékek perturbalasa, kotvények érzékenysége: Bliss et al. (2011), robosztus-
sagi mutatok: Gabrel et al. (2014), normalizalt és stlyozott RMSE és MAE: Fegyveres

(2014)), ezek ismertetésétsl a tanulmany terjedeleme miatt eltekintiink.

5. ADATOK ES IMPLEMENTACIO

A hozamgorbék illesztését a MatLab program segitségével hajtottam végre, sajat prog-
ramkod fejlesztésével. Az illesztés soran a PSO algoritmust kivéve, beépitett optimalizald
algoritmusokat hasznéaltam fel, a PSO moddszert Chen (2013) kdédja alapjan az 4.4.3. al-
fejeztben leirt modositasokkal hasznaltam fel. A kévetkez6kben bemutatom a felhasznalt
adatokat majd az eredményeket értékel§ részletes mutatoszamokat a kobos Spline és a
dinamikus Svensson Genetikus Algoritmust felhasznél6 modszertanon keresztiil. A mu-
tatoszamok bemutatésa reményeink szerint hozzajarul az aggregalt mutatok jobb megér-
téséhez és igy az Osszes modszer Osszehasonlitasanédl a megfelel§ polinomok és hozzajuk
tartozo algoritmusok eredményeinek kivéilasztasahoz.

Az illesztés soran a magyar allampapirok jegyzéseit hasznaltam fel. Az AKK hivatalo-
san publikalja az allampapirok hivatalos arjegyzéseit, ahol a legjobb ajanlati és vételi arat
és YTM-et is feltiintetik.'* Az adatok konvencio alapjan csak a harom honapnal hosszabb
lejarata fix kamatozasi, kétoldali arjegyzéssel rendelkezd forintban denominalt papirokat
tartalmazza. A felhalmozott kamat a kuponfizetés elGtti két nappal mar nem atruhéz-
hato, igy az adatokat ennek megfelelGen korrigaltuk.!® A papirok cash-flow tablazatait
az AKK biztositotta. A vizsgalt id6szak 2001.01.04 és 2014.07.30 kozé esik. A kamatszé-
mitasi konvencié a diszkont kincstéarjegyeknél (1 évnél révidebb lejarat) actual/360, az
allamkotvények (1 évnél hosszabb lejarat) esetében actual/actual. Az AKK 2003. 01.01
el6tt minden papirjara az actual /365 kamatperiodust hasznélta. Ezeket a valtozasokat az
illesztés soran figyelembe vettem.

A kiilonb6z6 kibocsajtott kotvények eltérs szerkezetben kertiltek bele a szamitasba,
a kibocsajtott allampapirok lejarati szerkezete a megvizsgalt években megvéltozott. A
2. tablazatban lehet latni, hogy a figyelembe vett papirok mennyisége a 2009-2012-es

id6szakban elsGsorban az IMF hitel miatt lecsokkent, a korabbi mennyiséget csak 2013-

Myww. akk.hu/object . 98fc9e70-5bb5-4a39-804e-8e6fe708680d. ivy
5Erre a sziikséges modositasra Fegyveres Gyorgy hivta fel a figyelmemet.
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ban érte el. A lejarati szerkezet ebben az idében megvaltozott, a rovid lejaratt papirok
relativ és abszolut silya is a portfélioban csokkent. Ez a hatas azonban az IMF hitelnek

és nem a piaci kilatasok javulasanak kdszonhetd elsGsorban.

2. tablazat. Az adott évben felhaszlt kétvények lejaratuk szerint

Y m<lév lév<rm; <3év 3év<m <bév Heév<T;<10év 10év<Ty
2001 45 24 12 5 2 2

2002 44 26 8 5 3 2
2003 43 25 7 4 4 3
2004 43 23 7 4 5 4
2005 44 24 6 6 4 4
2006 45 23 6 6 6 4
2007 45 22 8 5 6 4
2008 41 19 8 5 6 3
2009 34 16 6 4 5 3
2010 29 14 5 3 5 2
2011 29 14 4 3 5 3
2012 28 14 4 3 4 3
2013 44 26 8 5 3 2
2014* 24 10 4 4 4 2
*2014.01.01-07.30 kézott piacon lévd papirok

Forras: Sajat eredmény
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6. abra. Az allampapirok lejaratanak szerkezete 2001-2014 k6zo6tt
Forras: Sajat eredmény
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A 6. abra az illesztésbe bevont papirok lejaratainak az alakuldsa az id6ben. Az &bran
lathato recék az tjonnan kibocsajtott leghosszabb lejaratt papirok lejaratanak csokke-
nésébol keletkeznek. Az abran jol mutatha a 2011. 03. 02-an, az AKK kibocsajtotta az
eddigi leghosszabb 17 éves lejarata papirjat (2028/A — A281022A11).

5.1. A HOZAMGORBE ILLESZTES EREDMENYEINEK RESZLETES BE-

MUTATASA

A bemutatott adatokon kiilénb6z6 polinomokkal és algoritmusokkal végeztem el az illesz-
téseket. A kovetkezGben a Spline modszert és a dinamikus Svensson genetikus algoritmus-
sal szamolt illesztéseket hasonlitom Gssze és mutatom be a kiilonb6z6 mérdszamokat. A két
illesztési modszert bemutato jelleggel hasznalom fel, kivalasztasuk onkényes, segitségiikkel
a késGbbiekben taldlhato aggregalt mérdszamok mogotti jelentést szeretném részleteseb-
ben feltarni. A 7, 8, 9 abrdkon harom kivalasztott naphoz tartoz6 zéré-kupon hozam
(z2(7,7)) illesztéseket mutatom be kiilonb6z6 hozamgorbe lefutési tipusoknal. Az abrak,
sorrendben az inverz, pupos és sima hozamgorbére adnak 1-1 példat. A legfébb kiilonbség
az illesztett két modszer kozott a hozamgorbe hossz oldalanak lefutdsaban taldlhato. Mig
a Kobos Spline tulzottan” rugalmas a hosszt oldalon - ez a forward hozamgorbében is
éles visszakanyarodast okoz - addig a Svensson az illesztett polinom tulajdonsigai miatt

egy hipotetikus értékhez tart a hosszi oldalon.

Kabas Spline (OLS) Svensson (Genetikus Algoritmus)

11000F

x
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4
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7. abra. Atlagos arhoz valo illesztés eredménye 2002. Januar 2.-an
Forras: Sajat eredmény
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Kobos Spline (OLS) Svensson (Genetikus Algoritmus)
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8. abra. Atlagos arhoz valo illesztés eredménye 2008. Oktober 20.-an
Forras: Sajat eredmény

Kobos Spline (OLS) Svensson (Genetikus Algoritmus)
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9. abra. Atlagos arhoz valo illesztés eredménye 2014. Julius 29.-én
Forras: Sajat eredmény

A becsiilt arak (Pb) a 8. egyenlet megoldaséaval kapjuk. A 4. és 7. Osszefliggéseket felhasz-

nalva megkapjuk a vissza szamolt hozamokat (¢;) és a forward hozamokat (r(7,7v)). Az

abrakon a piros és zold vonallal a Bid-Ask spreadhez tartozoé intervallumokat tiintettem

fel. A Bid-Ask spreadbdl] szamolt atlagos arakat/hozamokat, amelyekhez az optimalizé-

last elvégeztem, korrel talalhatoak meg, az illesztés annal jobb minél kozelebb vannak az

empirikus atlagos ar/hozam az illesztett ar/hozamhoz. Az eltérésekbdl az 20. Gsszefiig-

gés alapjan szamolhatjuk a hibastatisztikdkat, amennyiben illesztett ar/hozam beleesik a

Bid-Ask spread intervallumba tgy a hibat 0-nak tekintjiik. A moédositott hibak felhasz-

nalasaval a 29. és 30. egyenletek alapjan megkaphato az RMSE és MAE mutatok. A 10.

abran lathato RMSE statisztikak megmutatjék, hogy az adott napon mennyire fordult

elg extrém hibak, amikor a szamitott érték jelentGsen eltért az atlagos értéktsl. A MAE
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statisztikak az abszolut atlagos hibara adnak proxyt. A két itt bemutatott modszer kozil
az RMSE és MAE atlagolt statisztikikban az arakra a Spline altal hasznalt illesztés, mig

a hozamokra (YTM) a Svensson némileg jobb illeszkedést ért el.

RMSE 10
1508 v ’

100

WKMWMMMWWM WIKIMMIMMM T it

\ ot AN :
! h . . ! I . HLNNLY | Wil 1 Wl U
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014

MAE
1007 —— Svensson —— Kabos Spline
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50+
0.251
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2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2001 2002

(a) Arak (b) YTM
10. abra. Napi hibastatisztikak értékei: K6bos Spline (OLS) és Svensson
(GA)

Forras: Sajat eredmény

A napi értékek atlagos hibanak szorasaban a Kébos Spline (129,49) jobbnak bizonyult a
Svenssonnal (161,35). A két modszer kozotti kiilonbség azonban elhanyagolhato, mind két
esetet — a szakirodalom alapjan — kivalo illeszkedésnek mondhatjuk . Az RMSE és MAE
mutatoszamokat nem csak az egyes napokra, hanem a kiilonb6zd6 allampapirokra is meg-
vizsgaltam, igy specifikus informéciohoz jutunk a (modell 4ltal) félrearazott kotvényekrol.
Ehhez a vizsgalt idGszakban el6forduld kotvények szamitott és atlagos értékeinek eltéré-
sét kell elosztani a papir el6fordulasanak szamaval. A 11. abra alapjan két kovetkeztetésre

juthatottam:

e A hasznalt modszertan eltérs (kiugro) hibastatisztikat ad a kiillonb6z6 papirokhoz

(piac viselkedésére eltérs kovetkeztetésekre juthatunk)

e A vizsgalatba bekeriilt kotvények mindegyike fontos, nincsen olyan kétvény amelyet

coutlierként” kellene (lehetne) kezelni.

e A sulyozas miatt a hossza lejaratu kétvények szisztematikusan rosszabb értékekkel

rendelkeznek, mint a révid lejaratt kotvények
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11. abra. Allampapirok RMSE értékei
Forras: Sajat eredmény

Fontos az illesztésbdl megmaradt hibak eloszlasanak vizsgalata. Az illesztés soran felme-
rilg szisztematikus hibakat a Jarque-Bera normalitéas tesztjével lehetséges tesztelni (pl.:
Hendry (1995)). Az 3. tablazat az egész idGsorra vett hibakra vizsgalt teszt eredményeit

mutatja be, mig a 12. dbra az illesztett eloszlésokat.

3. tablazat. Teljes idGsorra vett hibak eloszlasanak statisztikaja
és Jarque-Bera teszt értékei
Kobos Spline Svensson
Arak Hozamok Arak Hozamok
Atlag 0.57718 -0.042179 -0,5023 -0,0161
Szoras 21.2918 0,14016 22,7161 0,173
Jarque-Bera teszt* 1,40 x 106 5,39 x 106 3,53 x 10°  1.59 x 106

*A Jarque-Bera teszt Ho hipotézisét, minden esetben 1% mellett elvetjiik.
Forras: Sajat eredmény
Bar egyik illesztés esetében sem tudjuk a normalitast elfogadni (az eloszlasok inkabb
Student-t eloszlas alakuak, illetve a hibak specidlis szdmoldsa miatt ez nem meglepd,
hogy nem normal eloszlast kovetnek) a 3. tablazat és 12. abra azt sugallja, hogy a Sven-
sson polinomot felhasnalo illesztés az egész idGsorra 0-hoz kozelebbi atlaggal de nagyobb

szoréssal rendelkezik, mig a kobos Spline kisebb szorassal, de roszabb atlaggal.
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12. dbra. Teljes idGsorra vizsgalt arakhoz és hozamokhoz

tartozo6 hibak eloszlasai
Forras: Sajat eredmény

Végiil az illesztések eredményét az idGsoros zéro-kupon hozamokat mutatom be. A 13.

abran tobb tulajdonsiga is megjelenik az illestés soran felhasznalt polinomoknak.

(a) K6bos Spline (b) Svensson

13. abra. Zéro-kupon hozamgorbék idGsorai
Forras: Sajat eredmény

A két modszer kozotti illesztésbeli kiilonbségek:
e Teljes hozamgorbe volatilitdsa — hirtelen véltozas az egyik naprol a masikra
— Kobos Spline volatilitisebb idGsora, mint a Svenssoné
e Hosszi oldalon 1év6 hozamok ,csapkodasa”

— Spline moédszertanban ,elszalld” hosszt hozamok
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e Ro6vid oldalon 1év6 hozamok ,csapkodasa”
— Svensson moédszertan hajlamosabb a volatilis rovid hozamokra

Osszességében, mindkét modszerrel jo illeszkedést sikeriilt elérni, a részletesen bemutatott
teszt statisztikak segitenek a polinomok tulajdonsagai altal determinalt hibak feltaraséanal.
A kobos Spline némileg jobban illeszkedett az arakra, mig a Svensson a hozamokra. A

kovetkezSkben a tobbi algoritmussal végzett illesztések eredményeit mutatom be.

5.2. MODSZEREKET OSSZEHASONLITO MEROSZAMOK

A fenti elemzés alapjan ebben a fejezetben végigtekintem a teljesitményt méré aggregélt
mutatokat az dsszes lefuttatott polinomra és algoritmusra. A dinamikus illesztéseket sajat
fejlesztést tanuld algoritmus folyamattal meghatarozott kezdGértékekkel, inverz Macau-
lay értékkel sulyozott atlagos arakra végeztem el. Az eredményeket nem sztirtem, igy a
teljes RMSE értékek magasak amennyiben az algoritmus konvergencidja nem volt sikeres.
(Amennyiben bizonyos megfigyelési napokat kisztriink, ezek az értékek javulnak.) A 5.
és 5. tablazatok a teljes mintabodl szamitott RMSE és MAE mérgszamokat mutatja be
az arra és hozamra vetitve a 33. és 32. egyenletek alapjan. A legjobb ARMSE és AMAE
a benchmarkként hasznalt Kobos Spline modszer adta, igy az AKK jelenlegi illesztési
modszerét megalapozottnak talaltam. A teljes hozamgorbe 4-6 paraméterrel rendelkezé
modellekbe stiritése viszont elfogadhat6 informacioveszteséggel jar, amennyiben azok idé-
sorosan értelmezni lehet. Az eredmények azt mutatjik, hogy a 6 paraméteres Svensson
modell Simulaed Annealing (SA) érte el kozoliik a legjobb értékeket, mig a 4 paraméteres
Nelson-Siegel modell Genetikus Algoritmussal (GA) is megfelel kovetkeztetésekre enged.
A 5. tablazat emellett ramutat arra, hogy a helytelen optimalizacios eljaras hasznélata

(pl.: BFGS) a Svensson vagy Legendre polinomok esetében rossz illesztésekhez vezet.
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4. tablazat. Teljes mintabol az arra szamitott ARMSE és AMAE

Kobos Spline

BFGS
LM
DS+NM
SA

GA

PSO

Fiz belsd paraméter +

BFGS

ARMSE
16.6679

Nelson-Siegel

ARMSE
22.1506
29.9457
22.8818
22.9959
22.8503
27.9816

24.7106

AL =2.

Forras: Sajat eredmény

AMAE
16.4149
21.9677
17.1503
17.3876
17.0541
21.6654

18.5702

5550

Svensson
ARMSE AMAE
52.4244 39.0036
38.5968 29.3058
19.9448 14.7032
20.4759 15.1485
21.0202 15.4397
25.5976 19.7974
20.6193 15.092

A1 = 6.4525, Ay = 1.7285

AMAE
13.0167
Legendre
ARMSE AMAE
255.6136  193.8553
20.6255  15.2613
80.4119  66.3581
23.5361  17.1186
145.618  122.3228
61.42 48.672
23.1187  16.6791
A1 = 0.4488

A hozamokhoz szamitott becslésben a genetikus algoritmussal szamitott Svensson adta a

legjobb eredményt és hasonléan az ar-hibastatisztikikhoz, a Nelson-Siegel modell nem ad

érdemileg roszabb illeszkedést.

5. tablazat. Teljes mintadbo6l az hozamokra visszaszamitott ARMSE és AMAE

Kébas Spline

BFGS
LM
DS+NM
SA

GA

PSO

Fix belsd paraméter +

BFGS

Nelson-Siegel

ARMSE
0.094012

Svensson

ARMSE AMAE ARMSE

0.13663
0.20078
0.15897
0.16155
0.13791
0.22484

0.17624

Forras: Sajat eredmény

0.067691  0.27859

0.11454  0.20017

0.083441  0.12923

0.084956  0.12076

0.070088  0.12041

0.12907  0.20842

0.093764  0.12535

AMAE
0.206
0.12398
0.060898
0.05785
0.058131
0.11609

0.060383

AMAE
0.040348
Legendre
ARMSE AMAE
0.79496  0.72161
0.1633  0.079797
1.1232 0.65939
0.1447  0.071078
2.3498 1.4657
0.59107  0.35107
0.14231  0.06603

Bar a kisebb érték, jobb illeszkedést jelent, az aranyok az illeszkedésbeli pontossagrol nem

adnak informaciot. (A klasszikus magyarazhatosagi modszerek (encompassing - pl: Hendry

(1995, 14. fejezet)) nem felhasznalhatok a belsé A paraméterek miatt.) A vizsgalt idGszak
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ar hibainak atlaga némi viszonyithatosagot biztosit. A tablazat az Gsszes kotvény Osszes
napra illesztett hibait tartalmazé leir6 statisztikikat mutatja be. Az hibak atlaga interp-
retalhato lenne - a modell valosagot leird feltételezése mellett - a piacon 1évé arbitrazs
mentesség hipotézise szerint, azonban ahogyan a tablazat is bemutatja eltéré modellek
eltérd illesztési modszertannal radikalisan mas kovetkeztetésekre vezetne. A Jarque-Bera

teszt statisztikdja mindegyik esetben a teljes hiba-populécié nem-normalitasara utal.

6. tablazat. Kotvények illesztésénél elkovetett Osszes hiba leiré statisztikaja

Atlag Jarque-Bera
Kobos Spline 0.57718 1.40 x 109
Nelson-Siegel Svensson Legendre

Atlag Jarque-Bera Atlag Jarque-Bera Atlag Jarque-Bera

BFGS -0.68599  2.83 x 105  26.1714  5.77 x 10°  -160.817  7.63 x 105
LM 1.0958  9.54 x 10>  13.3141  2.32x 107  1.4141  4.87 x 10°
DS+NM -0.19049 232 x 10°  -0.64937  7.83 x 105  12.9982  3.47 x 10°
SA 0.16053  2.33 x 10°  -0.56095  3.65 x 10>  0.66945  5.25 x 10°
GA -0.36939 248 x 10°  -0.5023  3.53 x 10°  -87.8709  4.13 x 10°
PSO 2.6815 2.76 x 10° 1.9519 3.50 x 10° 8.2129 4.24 x 10°

Fiz belsé paraméter +

BFGS

0.19499 231 x 10° -0.34214 498 x 10> -0.81492  6.09 x 107

Forréas: Sajat eredmény

Végiil a modszertan futtatdsahoz kapcsolodd eredményeket mutatom be. A 7. tablazat
bemutatja, hogy az egyes polinom és a hozzatartozé algoritmus egy naphoz sziikséges
illesztésre vetitve mekkora szdmolési igénnyel rendelkezik. Amennyiben ezt az értéket
megszorozzuk a 3380 megfigyelési nappal, akkor megkapjuk a valosagos futtatéashoz sziik-
séges id6t. Ez tobb esetben is napokat vett igénybe. Az atlagos szamitési idé mellett
fontos mutato a konvergélasok szama. Bizonyos esetben (pl. LM vagy BFGS) az algorit-
mus gyorsabban leallt, mint a konvergencidhoz kapcsolatos kritériumok teljesiiltek volna
(hiba vagy célfiiggvény értékének valtozasa). Ezen esetben tovabbi kalibralassal lehetséges
elérni, hogy az algoritmus konvergéaljon, természetesen az atlagos szamitasi id6 (exponen-
cialis) novekedése fejében. A kalibralasi tapasztalatok azt mutatjak, hogy a konvergen-
cia szam hidnyanak novekedésével nem sziikségszertien, vagy legalabbis nem egyenesen
aranyos mértékben novekednek a teljesitmény mutatok értékei, f6ként a sztochasztikus

optimalizalasi moédszerek esetében.
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7. tablazat. Egy illesztés atlagos szamitasi ideje (mp) és konvergenciak

hianya (db - 3380-bol)

Atlagos szamitasi id6 Konvergencia hianya
Kobos Spline 0.039822 5
Nelson-Siegel Svensson Legendre
Atlagos Atlagos Atlagos
Konvergencia Konvergencia Konvergencia
szamitési szamitasi szamitasi
hianya hianya hianya
ids idg id6
BFGS 0.3325 3372 0.25578 3387 2.6683 70
LM 0.58718 3284 1.0343 3380 5.9592 0
DS+NM 1.3171 132 12.2258 1544 34.929 41
SA 14.5798 14 21.9186 14 33.9935 0
GA 24.813 0 28.4644 2 7.6735 715
PSO 9.5418 12 9.8697 28 9.364 6
Fiz belsd paraméter +
0.20559 50 0.27324 8 1.1532 772

BFGS

Forras: Sajat eredmény
Osszességében az itt bemutatott tablazatok a kiilonb6zé modellek és optimalizald algo-
ritmusok illeszkedéseinek aggregalt mutatoszamait mutatja be. Az itt bemutatott ered-
mények vagasi pontként alkalmazhatoak a kiilonb6z6 polinomok és algoritmusok kozotti
valasztasban. Az aggregalt mutatok bar alkalmatlanok az egyértelmi modellezési pre-
ferenciak kialakitasara, a tilzottan sok tipusi lehetGség koziil kizarhatova teszi az al-
kalmatlanokat. A K6bds Spline modszer a legjobban illeszkedd zéré-kupon hozamgdrbét
eredményezi, viszont nagy paraméter szam (8) igénye és idGsorsan értelmezhetetlensége
miatt jo alternativat adnak az itt bemutatott NSS modellek. A kiévetkezd fejezetben a
Nelson-Siegel genetikus algoritmussal illesztett paraméter értékeit fogom idGsorosan ele-

mezni, a hozamgorbében taldlhatd kockazatok feltarasahoz.

6. GENERAL AUTOREGRESSIVE SCORE MODELL

A kapott paramétereket pénziigyi idGsoros modellek elemzésénél felhasznalhatéo modsze-
rekkel fogjuk elemezni. A pénziigyi folyamatok legtobbszor heteroszkedasztikusak, a val-
tozok variancidban tendencidk figyelhetGek meg igy attlételesen a zéré-kupon hozamok

kockazatainak valtozasat tudjuk vele megvizsgalni. Engle (1982) hires papirja az ARIMA
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modszereket terjesztette ki a variancia modellezésére. Ennek els6 tipusai az ARCH mo-
dellek (AutoRegressive-Conditional-Heteroskedasticity) majd az ebbdl kifejléd6 GARCH
(Bollerslev (1986)) modellek. Ezen modellek eredményei, nem az idGsor szintjének elérejel-
zése, hanem az idGsor varhato kockazatanak (variancidjanak) elrejelzése. A kovetkezében
bemutatott altalanositott autoregressziv score modell (GAS, Creal et al. (2008), Harvey és
Chakravarty (2008), Laurent (2013), Harvey (2013)'%) az &llapottér modellek (State Space
Models - lasd pl.: Durbin és Koopman (2012)) tovabbfejlesztésébdl alakultak ki, és napi
adatok volatilitasat hivatottak modellezni. Fontos tényezé a pénziigyi modelleknél, a nem-
normalis, ferde és vastag farki eloszlasok, amelyeket magasabb momentumok figyelembe-
vételével lehet kikiiszobolni. A GAS modellek ezen nem-normaélis eloszlasokat (tipikusan
Student-t) a modell likelihood fiiggvény segitségével tgy tudja kezelni, hogy az esetleges
sokkok lefutasat adaptalja a log-likelihood foggvényben. Harvey (2013) szdmos pozitiv
tulajdonsagat irja és bizonyitja be ezen modelleknek, ezzel segitve a teszt-statisztikak
robosztussidganak elérését. A feltételes szoras dinamikajat adott eloszlasra épiilé modell
likelihood fliggvényének minimumahoz kapcsol6do fliggvényformula segitségével - a scorral
- simitja. A likelihood fliggvényt a pénziigyi modell altal a NS paraméterekre (§) illesz-
tett szorasok hibai segitségével szamolva, Haavelmo-eloszlas (Hendry és Johansen (2014))

alapjan a likelihood fiiggvény:

n

p(&v) = p(&, ) [ [ p(&lér, - & = 1,6) (34)

t=2
Ahol, ¢ a GAS modell id6tsl fliged paraméterei: & = (f;, p)., ahol fi(oy), vagyis a
feltételes szorés idG fiiggvénye, mig p fix paraméterek. Célszert a log-likelihood fiigg-
vényt (€(-)) venni, a a t-edik megfigyelés hozzajarulasa a log-likelihood értékhez: ¢, =
log p(&l&1, ... & — 1, f1,..., fi, p). Ekkor a GAS modell szerkezete a kovetkezs (Blasques
et al. (2014)):

ft”p(ftEt—l,ft,P)a E=6&,...,&
fir1 =0+ Bfi + As, (35)
sp =5,V

Ahol (V) a score és (S;) az Informacios matrix inverze, df szabadségfokkal rendelke-

z6 Student-t eloszlast feltételezve adatgeneralo folyamatnak (Data Generating Process -

16Harvey a dynamic score models (DCS) nevet hangsiilyozza, szerinte a score és nem az auto-regressziv

tulajdonsag a lényeges.

38



DGP) a V, és S; dinamikus egyenletei:

v, — Olnp(&|Z: — 1, fr,p) 1 1&f
t 2
of: 207
af +1
(df —2)+ & [of
2 = —1
St — Itill — —Etfl |:8 lnp(§t|“t 17 ft7p):|

af,0f]
_ df B
B (2(v +3)at4)

A modellezéshez a GARCH(2,1) modellhez hasonlé ésszefiiggést hasznalhato fel a koc-

Lt =

(36)

kazatok lefrasahoz:1”

e,
2.5F

PRI O I I I I A I N S AA S A A S AVA A AV B S AVI AT AVIN! TSR] coa b b b b b b by
2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014
10
| — AB;

PRI I I I I I A I I AR S A A S AVA A AV A S AVA AT AVANEN FSTAVI) coa b b b b b b by
2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014

14. dbra. Dinamikus Nelson-Siegel modell paramétereinek volatiliasa

(Genetikus Algoritmusbél)
Forras: Sajat eredmény

A’)/J = ft = OtU¢ Vg ~ tID(O, 1, df)

(37)
Jf =w + ’/T1(Tt2_1 + 7T20t2_2 + 08¢

A modell interpretaciéja hasonld, a GARCH modellekéhez, a ¢ paraméter a hosszi ta-
vi feltételes variancianak a lefutasat adja meg (hosszu tavi memoria), mig a (7, m) a
sokkokra adott valasz. A GAS modell ismeretes elénye, hogy ,gyorsan” lecseng, vagyis

mig a GARCH modellek egy-egy sokk utan irrealisan lassan adaptéalodtak az igazi piaci

17Creal et al. (2013) megmutatja, hogy a GAS modellekbd] visszajuthatunk a kiilsnbozs GARCH
modellekhez.
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kornyezethez, addig a GAS modell gyorsabb reakciora képes. A modellek illesztését az
Ozmetrics 7, GARCH 7.0 programmcsomag (Laurent (2013)) segitségével a hajtottam

végre. Az illesztés eredményeit a 8. tablazat mutatja:

8. tablazat. GAS(2,1) modellek eredményei

A~y @ m T2 0 df
N std. R std. R std. N std. N std.
w t-ért. 71 t-ért. 72 t-ért. 0 t-ért. df
hiba hiba hiba hiba hiba

ABo  0.002 0.001 2630 0.541 0.079 6.817 0.769 0.105 7.314 0.243 0.100 2.428 3.070 0.238
AB;  0.004 0001 3.822 0.532 0.050 10.64 0.824 0.066 12.57 0.185 0.061 3.049 3.429 0.259
AB2  0.052 0.015 3.442 0.469 0.061 7.722 0.752 0.080 9.455 0.197 0.084 2.348 3.074 0.209
ANy 0.008 0.005 1.806 0.536 0.058 9.193 0.801 0.080 10.07 0.253 0.072 3.541 2.943 0.207

Forras: Sajat eredmény

A modell eredményei azt sugalljak, hogy a hozamgorbe paraméterei csak enyhény reagal-
nak a hosszu téava o folyamatokra (a score-ban 1évd sokkokra) és joval meghatérozobb a
rovid tava folyamat, a korabbi két megfigyeléshez tartozo variancia (7, m2). A felhasznalt
Student-t eloszlas szabadsagfoka 3-as érték koriil talalhato és mindegyik esetben szigni-
fikdns, vagyis a DGP nem normalis eloszlasbol lett generalva. Az adatgeneralo folyamat
pontos josaganak vizsgalatara Pearson féle tesztet végeztem el. (Palm és Vlaar (1997),
- hivatkozza: Laurent (2013)) A kovetkezs téablazat a vy leird statisztikait is be mutatja.
A Pearson statisztika 40 megfigyelésre visszatekintd, hiivelykujjszabalyként a megfelelGen
salacsony” p-értékek mellett fogadhato el az elméleti és tapasztalati eloszléasok egyezését.
Csak szimulécios eredményei vannak a tesztnek, aszimptotikus eloszlas alapi bizonyitasa

nincsen, igy kell6 szkepticizmussal kell kezelni a Pearson teszt eredményeit.

9. tablazat. GAS(2,1) modellek innovaciés folyamatainak leir6 statisztikai és

kiszélesitett Pearson tesztje

Apy ABy ABy A\
Log-likelihood 1540.027  137.110  -3058.684 -2511.439
Atlag -0.002 -0.001 0.003 0.003
Variancia 0.068 0.135 0.763 0.919
Ferdeség -1.292 0.889 0.183 0.109
Csiicsossag 30.150 22.990 26.684 40.189
Pearson stat. 72.471 33.2640 63.1900 39.9168

Pearson p-érték  0.000899 0.728348*  0.008437 0.429189*

T = 3790; *A Ho hipotézis elvethets, tovabbi vizsgéilatokat érdemes folytatni.

Forras: Sajat eredmény

40

t-ért.

12.93
13.26
14.68
14.22



A 15. abra a hibatagok histogramjat és az elméleti Student-t eloszlasokat mutatja be.
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15. abra. Illesztett GAS(2,1) modell DGP elméleti és empirikus eloszlasa
Forras: Sajat eredmény

A modell segitségével proxyt kapunk a kockdzatok alakulésara a feltételes szorasokkal. A

16. abra a kockazatok alakulasat mutatja be. Az abran jol lehet latni a 2008-as véalsagban

végbemend kockazatok emelkedését, valamint 2013 év elején végbemend tékekimenekitési

hullamot Magyarorszagrol.
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16. Abra. Feltételes szorasok alakulasa az idében

Forras: Sajat eredmény
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A szamitott feltételes szorasok és Student-t eloszlasok segitségével konnyedén kiszamithato
a 2.5% ¢és 97.5% kvantilisek, amelyeket attételesen a hozamgorbe VaR-jahoz hasznélha-
tunk majd fel.

— AB, VaR(0.025) VaR(0.975) —— AB,

VaR(0.025)

VaR(0.975)

i M,u\,, U
s

(H

VaR(0.025)

VaR(0.975)

T S B B S B S T S T B U N SR
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17. abra. Paraméterek alakulasanak kockazati értékei (2.5% és 97.5%)
Forras: Sajat eredmény

A kapott értékeket a 2008. Oktober 20.-i napra megvizsgélva elGallithatd az egész ho-
zamgirbe VaR-ja. A modszer érdekessége, hogy mivel a \; paraméterre is elvégeztiik az
illesztést a hozamgorbe pupossaga is megvaltozik, igy az elGéallitott hozamgobe révid és
hosszt oldalainak csokkenése (2,5% kvantilishez tartozo), a kozepes tavon magasabb ho-

20 2

zamokat eredményez mint a sima elséllitott hozamgorbe.!

18Ez a jelenség akar interpretalhaté lenne egy extrém piaci megnyugvasi hipotézisként: egy hirtelen
pozitiv sokk végigvonul a hozamgorbén, viszont a kételkedd befektetsk az "ugyis jon majd egy negativ

hatas" stratégiat kovetve emelkeddleg hatnak a kézepes lejaratok hozamait.
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18. abra. Nelson-Siegel hozamgorbe VaR: 2008. Oktéber 20.
Forras: Sajat eredmény

Osszessefoglalva, a bemutatott GAS(2,1) modell segitségével sikeriilt a Nelson-Siegel ge-
netikus algoritmussal optimalizalt koefficiensek idGsoros kockdzatainak elemzése. A GAS
(2,1) modell gyorsan adaptélja az idGsorban fellelhetd sokkokat és ramutat arra, hogy a
hozamgorbe paramétereinek valtozasabol kinyert variancia, két megfigyelési napra vissza-
tekintGen rendkiviil érzékeny, mig a hoszabbtéavi folyamatok kevéshé dominansak. A felté-
teles variancidk szamitasaval megkapjuk a teljes hozamgorbe idGsoros kockéazati faktorait,
amelyek rendkiviil hasznosak lehetnek mind az allampapirokat kibocsajté AKK szamara,

mind a zéré-kupon hozamgorbét felhasznald befektetési dontések meghozatalanél.
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7. OSSZEFOGLALAS

A tanulmany a zéré-kupon hozamgorbe modellezését 22 id&soros elemzést lehetévé tevs
egymassal Osszehasonlithato illesztéssel eszkozli. A bemutatott modszerek segitségével a
magyar allampapirok arjegyzéseihez optimalizalva végeztem el a zéro-kupon hozamgdrbe
becsléseket. A 22 eljarassal elkészitett illesztéseket a szakirodalomban hasznalatos szem-
pontok felhasznalasaval, dsszehasonlitottam és értékeltem.

A hozamgorbe modellezési feladat egy nem-lineéris, t6bb minimumhellyel rendelkezé alul-
hatarozott probléma, melynek megoldasa soran a kezdeti értékek megadasa alapvetGen be-
folyasolja az illesztés eredményét. A dolgozatban kidolgozott robosztus tanulé algoritmus
képes figyelembe venni hosszmetszeti, idGsoros szempontokat a kezd&érték meghataroza-
sanal. Az altalam implementalt 22 eljarasban ezen robosztus kezdetiérték megadasi modot
hasznaltam, mely segitségével jo illeszkedést és idGsorosan értelmezehetd polinomokhoz
tatrozo koefficienseket kaptam.

Az illesztési feladat megoldasa soran alkalmazott optimalizacios algoritmusokban a kiilon-
féle szakirodalomban elterjedt fiiggvényformulakbol 4 polinomot hasznaltam fel, amelyek
a Spline, illetve Nelson-Siegel-Svensson modellcsalddokba tartoznak. Ezek matemtatikai
tulajdonsagait részletesen attekintettem. Ezek utdn bemutatasra keriiltek az optimalizalod
algoritmusok tulajdonsagai és keresési stratégiai. A fent emlitett nem-linearis, tobb loka-
lis hellyel rendelkezé probléma megoldasaban ezen stratégidk kulcsszerepet jatszanak az
eredményes illesztésnél

A tanulmény végén a kapott illesztési eredményekbdl a Nelson-Siegel polinom Genetikus
Algoritmussal illesztett paramétereken végztem el idGsoros elemzést, annak ellenGrzésére,
hogy teljesiil-e a kezdetben kittizott idGsoros értelmezhetdségi kritérium. Az altalanositott
autoregressziv score modellt (GAS) felhasznalva interpretalhaté modellt kaptam az egész
hozamgorbe idGsoros kockazatainak felmérésére.

Az eredmények ramutatnak arra is, hogy a latszolag kockazatmenetesnek tekintett allam-
papirok zéré-kupon hozamgorbéjében mind illesztési, mind id&soros kockazatok is egy-

arant feltarhatoak.
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