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Absztrakt

A szimplex algoritmus fontossaga ma mar nem megkérdéjelezhets, a kereskedelmi és
nyilt forraskddd LP megolddk egyarant magas szintti implementacioval rendelkeznek. Ez az
algoritmus szomszédos bazisokon halad az optimum iranyaba, az ehhez sziikséges pivotelem
kivalasztasa nagyban befolydsolja mind a megoldashoz sziikséges iteracié szdmot, mind az
algoritmus monotonitasat, igy a pivotalaskor koriiltekintének kell lenniink. Munkénk soran a
dual szimplex algoritmus hatékonysagaval foglalkoztunk, amelyet mind elméleti szinten,
mind pedig az implementaciot tekintve megvizsgaltunk. Mivel a degeneracio jelensége jelen-
tds mértékben hatraltathatja a megoldast, igy ennek a kezelése kritikus az algoritmus szem-
pontjabél.

Meglehetésen sokféle technika alkalmazhatd a numerikusan stabil pivotelem biztositasa-
ra, ezek hatékonysaga azonban eltéré Iehet. Ezen technikdk megfelelé kombinalasa sem tri-
vialis kerdes, hatasaik hol kiegészitik, hol kioltjak egymast. Kis valtoztatasok ezekben az al-
goritmusokban teljesen mas bazisokhoz, és ezen keresztiil mas numerikus kihivasokhoz ve-
zethetnek, igy ezeket a technikakat szakszeriien kell tudnunk alkalmazni. Dolgozatunkban
ezen maddszerek 6sszehasonlitasat végeztik el, majd a hatékony implementaciora vonatkozo-
an ajanlast fogalmaztunk meg. Kozismert feladatok segitségével vizsgaltuk meg allitasainkat,
valamint kiilonb6z6 paraméterezésti futtatasok 6sszehasonlitasara alapozva megfogalmaztuk
kovetkeztetéseinket.

Kulcsszavak: Linearis programozas, dual szimplex algoritmus, degeneracio
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1. Bevezetés

Manapsag szamos eszkoz 1étezik a kiilonbozo gazdasagi, politikai vagy egyéb dontések
tdmogatasara, a XX. szazadban egész tudomany fejlédott ki e kérdéskor mélyebb vizsgalatara:
az operéciokutatas (Operations Research, OR). Az egyes dontések kimenetelét valamilyen
szempont szerint (célfliggvény) értékelhetjuk, majd a dontési alternativak kozul kivalaszthat-
juk a szdmunkra legjobbat. Az alkalmazott matematikanak ez a tudomanyéaga rendkivil szer-
tedgazd. Magéaba foglal kiilonboz6 iitemezési feladatokat, kombinatorikus méddszereket, mo-
dellezési technikakat, haldzati, €s logisztikai problémakat, egészértékii optimalizalast, utvo-
naltervezést, szimulaciot és még sok minden mast is. Ezen terlletek kdzul munkak soran a
lineéris programozassal (Linear Programming, LP) foglalkoztunk.

Linearis programozasi problémarol akkor beszeliink, ha az optimalizalasi feladatot leiro
matematikai modellben szereplé Osszefiiggések mind linearisak egy folytonos értelmezési
tartomanyon. Ezen teriilet még szamos egyéb eset megoldasanak alapjat képezi, példaul a
gyakorlati életben felmeriilo egészértékii optimalizalasi feladatok megoldéasa soran akar tobb
szazezer relaxalt LP feladatot kell megoldani az optiméalis megoldas megtalélasahoz. Jellem-
z6, hogy a valds életben felmeriil6 feladatok rendkiviil nagyméretiiek, az ezek megoldasara
kidolgozott szoftverek kdzel sem trivialis implementaciot kdvetelnek meg. Ezen megoldok
alapja sok esetben a baziscserén alapulo algoritmusok koziil a szimplex modszer. Az algorit-
mus két valtozata a primal és dual szimplex. Egy mai, korszeri LP megold6tdl mindkét imp-
lementacié magas szinvonall jelenléte elvarhatd. Ezen algoritmusokat nagyban hatraltato
jelenség a degeneracid, ilyenkor tdbb iteracion keresztil nem valtozik a célfliggvény-érték.

Munkak soran a dual szimplex algoritmussal foglalkoztunk. Megvizsgaltuk a baziscsere
pivotelemének (generaldelemének) meghatarozasara szolgaldo hanyadosteszt eljarasokat, me-
lyek a degeneracio kezelésére nyujtanak lehetéséget. Feltartuk tovabba a kiilonboz6 degene-
ralt eseteket, illetve az ezek kezelésére szolgald fellelhetd technikakat. Ezen vizsgalodasainkat
a Pannon Egyetem Operacidkutatasi Kutatdlaboratériuma altal fejlesztett Pannon Optimizer
(PanOpt) LP megoldd fejlesztésének keretében végeztilk. A szakirodalomban talalhato leg-
fontosabb degeneracié-ellenes stratégiakat megismertlik, megvalésitottuk, illetve azok to-
vabbfejlesztésének érdekében hatékonysagi vizsgalatok ala vetettilk. Ezek alapjan kiegészitet-
tik a megvalositott technikakat annak érdekében, hogy a dual algoritmus hatékonysagat, sta-
bilitasat a lehetd legnagyobb mértékben ndveljik.

Dolgozatunkban ismertetjik a dual szimplex algoritmus elméleti hatterét, kiemelt tekin-
tettel a hanyadostesztekre €s a degeneraciora. Kitériink a megvalositott technikak implemen-
tacidjara és tesztelésére a PanOpt keretében, végul sort keritink az altalunk elvégzett mérési
eredmények bemutatasara és a levont kdvetkeztetések ismertetésére.



2. lrodalmi attekintés

Ebben a fejezetben ismertetjik a linedris programozési feladat standard alakjat, jellemzé-
it, Kitériink a feladatot kiilonb6z6 mddon reprezentald formalizmusokra. Ismertetjik tovabba
az LP-hez kapcsolodd alapveté fogalmakat és jeloléseket, amelyek feltétleniil sziikségesek
ahhoz, hogy érdemben tudjuk targyalni a hanyadosteszteket.

A masodik alfejezetben nagy vonalakban bemutatjuk a dual szimplex algoritmust, annak
felépitését, sajatossagait. Targyaljuk a hanyadostesztek melletti fobb épitéelemeket, a megol-
do két fazisanak lényegét és a megoldas menetét.

Az utolso alfejezetben ratériink a dual hanyadostesztek elméleti hatterére, hiszen ez ké-

pezte vizsgalodasunk alapjat. Részletesen bemutatjuk a kiilonb6zé hanyados-meghatarozasi
moddszerek miikodését, feltarjuk a benniik rejld lehetdségeket.

Tekintsiik at roviden a dolgozatban alkalmazott jel6léskonvenciot:

e Dolt kisbeti: v, konstans, valtozérték, index, vagy sorszamnev
e  Félkovér kisbetii: v, vektor,

e  Félkovér nagybetii: M, matrix,

e Irott nagybetii: ., halmaz.

2.1. Alinearis programozasi feladat

A linearis programozas széles korben alkalmazhatd, rengeteg kiilonboz6 optimalizalasi
feladat megoldasanak alapja lehet. Mint mar emlitettik egy linearis programozasi feladat
tobbféle mddon formalizalhato, amelyek minden esetben ekvivalensek. Ezek jellemzdje, hogy
a valtozokat és feltételeket kiilonb6z6 kategoriakba soroljak, ezaltal azok a megoldas soran
hatékonyan kezelhet6k.

Az LP feladat standard alakja:

min ch

s.t.Ax=0>b
x>0, 1)
ahol A € R™" jeloli a feltételekben szerepld egyitthatokbol szarmazé métrixot, x € R”
a dontési valtozokat tartalmazo vektort, ¢ € R" a koltségegylitthatok vektorat, b € R™ pedig

a konstansokat tartalmazo vektort. Az egyes valtozdkra vonatkoz6an meghatarozhatdk egyéni
korlatok, amelyek altalanos esetben a kovetkezOképpen formalizalhatok:

li <x;<uj,j=1...n, 2

ahol /; a j. valtozo also, u; pedig a felsd korlatjat jelenti.



A standard alak mellett, gyakran hasznalt az LP feladat egyes szamitési alakja
(Computational Form 1, CF-1) [1]:

min ch

s.t. Ax=0>b
type(x;) € {0,1,23}; j=12,...,n 3)
A modellben hasznalt type(x ;) formalizmus a j. valtozo tipusat jelenti, amely a kovetke-
z6k valamelyike lehet:

e type O: fix vagy kotott valtozok, lj=x;=u;=0,
e type 1: korlatos véltozok, 0<x;<u; <o,
e type 2: plusz tipusu, vagy alsé korlatos valtozok, 0<x; < oo,

e type 3: szabad valtozok, —00 < x; < +00.

Ha az A matrix teljes rangQ, annak m darab lineérisan fiiggetlen oszlopa egy nem szingu-
laris matrixot, vagyis bazist alkot, ezt jelolje B € R™ ™. Az egyutthatomatrix tobbi oszlopa-
b6l képzett nem-bazis részhez tartozé6 méatrixot pedig jeldlje R € R™"=™ feltételezhetjiik,
hogy az ehhez sziikseges n > m feltétel teljesiil. Az x vektort ennek megfelelden két részre
bonthatjuk, igy a linearisan fliggetlen oszlopok altal meghatarozott valtozokat bazisvaltozok-
nak, mig a tobbit nem-bazis valtozoknak nevezziik. A valtozdk indexeinek tarolasara vezes-
stink be két halmazt, legyenek a bazisvaltozok indexei a &, a nembazis-valtozoké pedig az %
halmazban. Ezek alapjan egy permutaciot alkalmazva atrendezhetjuk az egyitthatd matrixot,

valamint a ¢ és x vektorokat az A = [B |R], x = [ig] valamint ¢ = [gg] alakokra. Egy

bazisrdl azt mondjuk, hogy degenerélt, ha valamely bazisvaltozé a korlatjan van. A késobbi-
ekben részletesen targyaljuk a degeneracio kérdéseit, hiszen ez képezi vizsgalédasunk alapjat.

A CF-1-es alakra jellemz6, hogy a valtozok véges also korlatja minden esetben nulldba
van eltolva, ez minden kiilondsebb nehézség nélkiil megtehetd. Ez az alak a megoldo algorit-
mus szamdra hatékonyan hasznalhatd, a korlatos valtozok kiilon kezelése sok lehetdséget rejt
magéban (pl. korlatcserés Iépés). Eppen ezért elényds megvizsgalni, hogy milyen LP repre-
zentaciot akarunk hasznalni a megoldas soran, hiszen ezek mas és mas szempontbol elény0-
sek. Peldaul egy bonyolultabb matematikai modell sok esetben joval megkdnnyiti a megoldas
menetét, ez altal hatékonyabb, mint egy egyszeriibb modell, amit viszont kénnyebb felirni.

Egy x vektort megoldasnak tekintiink, ha kielégiti az Ax = b feltétel rendszert, megenge-
dett megoldasrol akkor beszéliink, ha mindek6zben a valtozok kielégitik egyéni korlatjaikat.
Optimalis megoldas pedig az a megengedett megoldas, amelyhez tartozo célfuggvény-érték a
lehet6 legjobb.

A mar korabban ismertetett bazis és nem-bazis felbontas alapjan a feladat feltételrendsze-
re az alabbi alakot 6lti:



Bx%+Rx@ =b

(4)

Mivel B bazis, ezért nem szingularis matrix, tehat Iétezik annak inverze, amely alapjan a

bazisvaltozok:

xg =Blb- Rxg)

Bontsuk fel a célfuggvenyt is ennek megfelelden:

z = c;x% + céx% = cggB_l(b— Rxg) + c?g;x@ =

czB b+ (el —cgB'R)xg

()

(6)

Az utolso alakban, a zar6jelben szerepld kifejezést nevezziik redukalt koltségnek, mely-

. . T -1 . p p P . p s 7 ;
nek j. komponense: d; =c; — cg B a;, ami a valtozd egységnyi megvaltozasanak a cél-

figgvényre gyakorolt hatasat irja le. [2] Ha tehat egy nem-bazis valtozo ertékét megvaltoztat-
juk, akkor az elmozdulas a celfiiggvenyt d;-nek megfelelden befolydsolja. Ha nincs olyan

valtozo, amely elmozdulésa javitana a celfliggvényen, akkor optimalis megoldast talaltunk, az
erre vonatkozo feltételek CF-1-es alakot feltételezve:

egy szabad valtozoé d; = 0,

also korlatos nem-bazis valtozok esetében d ;1 >0,

felsd korlaton 1évé nem-bazis valtozokra d ;1 <0,

fix valtozok redukalt koltsége barmilyen eldjelii lehet, baziscsere soran nem léphet
be a bazisba.

Megjegyzésként hozzafliznénk, hogy egy maximum feladatra pont ellentétes el6jeli felte-
telek vonatkoznak. A konnyebb attekinthetdség érdekében tekintsiik at tablazatos formaban
(1. tAblazat) a CF-1-es alakra ismertetett optimalitasi feltételeket:

1. tblazat: Valtozokra vonatkoz6 optimalitasi feltételek a CF-1-es alakban

type(x;) a valtozo értéke | optimalitasi feltétel
0 x;=0 d; tetszbleges
1 x;=0 d; >0
1 X =u; d; <0
2 x;=0 d; >0
3 x;=0 d;=0




Az eddig targyalt modell a linearis programozasi feladat primal véltozata, emellett be-
szélhetlink a standard alak dudl péarjardl, vagyis dual feladatrol:

mabey
s.t. ATy+ w=c
w20, (7)

ahol a mar bevezetett jelolést hasznaljuk, a két Uj elem a modellben a primalhoz képest az
y, €z a duél valtozok vektora, és a w, a dudl logikai valtozok vektora. Minden primal feladat-
hoz tartozik egy dual feladat, ezeket gyakran parban targyaljak, hiszen sok analogia lelhetd fel
a két alak kozott. Erdekesség, hogy ha a primal-duél feladatpar barmelyikének van egy meg-
engedett megoldasa véges optimummal, akkor ugyanez igaz a masik feladatra, és az optimalis
celfuggvény-értékek megegyeznek. Ezt a kapcsolat erés dualitdsnak nevezziik, ami konnyen

belathato, ha a duél valtozokat y = c;B‘l-ként valasztjuk meg. A tovabbiakban a dual valto-
z0k ertékének az igy kiszamithato értékeket tekintjuk. [3]

Egy masik érdekessége a primal-dual feladatparnak, hogy a dual megengedettsegi feltéte-
lek megegyeznek a primal optimalitasi feltételekkel, valamint a dual optimalitasi feltételek
megegyeznek a primal megengedettsegi feltételekkel. Ennek megfeleléen a primal szimplex
elsé és masodik fazisanak célja rendre megegyezik a dual algoritmus masodik ¢és els6 fazisa-
nak céljaval. A témakorhdz kapcsolodo tovabbi vizsgalatatoktol, illetve az ismertetett anald-
giak bizonyitasatol dolgozatunkban eltekintiink.

2.2. Adudl szimplex algoritmus

Miutan modelleztlik a lineéris programozasi problémat, valaszthatunk, hogy milyen meg-
oldé algoritmust hasznalunk. Az egyik kiemelkedd a szimplex algoritmus, melynek két valto-
zatat a primalt és a dualt Dantzig és Lemke publikaltak. [4] [5] Mindkét valtozatra jellemz6,
hogy csak egy valtozoban eltérd, vagyis szomszédos bazisokon halad az n dimenzids térben
az optimum iranyaba. Magahoz a haladashoz nincs sziikség masra, mint a megfeleld feltételek
melletti baziscsere soran ki és belépd valtozora. Egy adott LP feladatot a primal és dudl
szimplex algoritmusok barmelyikével megoldhatunk, a mar ismertetett parhuzamok alapjan.
Szeretnénk hangsulyozni, hogy egyik algoritmus sem dominans a masik felett, mindkettének
megvannak a maga eldnyei, ezért egy korszerti megoldoban mindkettd kiemelt helyet, elméle-
ti szempontb6l pedig kiemelt figyelmet érdemel.



A duél szimplex algoritmus f6 elemeit tekintve az alabbiképpen miikédik (1. abra):

( Bemenet (pl. MPS) ) [ L,/]/)ua'l nem-megengedeti
o / Nem Els6 fazisa Elsé fazist megoldas
pricing hanyadosteszt 7 7 e
Kezd6bazis - Bazis- /"~ optimalis \ 2 &
keresés e transzformacio6 \_ megoldas Eé‘
o o
| Masodik fazisi | | Masodik fazisd e

Megengedettségi pricing hanyadosteszt ﬁ)uél nem korlatos
vizsgélat ’ | [_N megoldas

I

1. dbra: A dudl szimplex algoritmus miikodése
A mér ismertetett fogalmak alapjan beszélhetiink az algoritmus két kilon fazisarol, a ko-
vetkezOkben tekintsik at ezeket.

2.2.1. FElso fazis

A dual szimplex algoritmus els6 fazisanak célja a valtozokra ismertetett optimalitasi felté-
telek kielégitése. Mig primal esetben valtozok értékevel és korlataival szamolunk, addig a
dual esetben a redukalt koltségek értékével és korlataival. A d; redukalt koltség
megengedettsegi tartomanyanak a j. valtozora vonatkozo optimalitasi feltétel altal meghata-
rozott intervallumot tekintjik, amint azt az el6z6 alfejezetben ismertettiik (1. tAblazat).

Ezen feltételek kielégitése tehat a célunk a dudl els6 fazis soran, ehhez definialjuk a ko-

vetkezd megengedettségi halmazokat:

e azon nem-bazis valtozok indexei, amelyek redukalt kdltsége negativ iranyban tér el
megengedettsegi tartomanyuktdl keriiljenek a .# halmazba,

e a dudl megengedettségi tartomanyuktdl pozitiv irdnyban eltéré nem-bazis valtozok
indexei kerlljenek a 9 halmazba,

e Vvégul a dual megengedett nem-bazis valtozdk indexei keriiljenek az & halmazba.

A halmazok alapjan definialhatjuk a nem-megengedettseg mértékét, vagyis a dudl elsé fa-
zisu célfuggvényt [2]:

maxf = Zje/% df - Zjeg’ dj (8)

Mivel az ./ halmazban 1év6 valtozok redukalt koltsége negativ, a & halmazhoz tartozo-
ké pozitiv, ezért f < 0 mindig teljesil, f = 0 esetben pedig dual megengedett bazismegolda-
sunk van. Az algoritmus szomszédos bazisokon halad mindek6zben, igy meg kell hataroz-
nunk a redukalt koltségek vektoranak az 0j bazisra vonatkoz keépét.

Ha a generaloelemet a p. sorbdl valasztottuk, és attériink a szomszédos bazisra, akkor a
redukdlt koltségekbol ki kell vonnunk a p. sor valahanyszorosat (ez a hanyadostesztben ker(l



meghatarozasra), jeloljik ezt a szorzét ¢-vel. Vizsgaljuk meg a dual elséfazisu célfliggvényt a
t megvéltozas fuggvenyeben:
D P\
fy= Y diy= Y d=fO0) -1 Y ol =Y o, 9)

J
jeM JEP jeMl JEP /
ahol aj.’ az A matrix p. soranak j. elemének az adott bazisra vonatkoz6 képe, a zaréjelben
szereplé kifejezés pedig a valtozo dual elsé fazist redukalt koltsége, amelyet igy jelolink:
p D
I)p = Z a. — Z a.
jeM / JEPR ! (10)
Ezen jeldlés bevezetésével leegyszeriisodott a célfiiggvény értékének megvaltozasa, ami
igy a Af = —tv, alakban irhato le. Ha a redukalt koltsegek megengedettek lesznek, akkor az

A €és P halmazok kiliriilnek, az elsé fazisu célfiiggvény értéke 0 lesz. Mivel ezt a célfligg-
venyt maximalizaljuk, ezert, hogy a megvaltozas pozitiv legyen, a kovetkezo feltételek telje-
stilése szikseges:

e ha v, >0, akkort < 0,

e ha v, <0, akkorz > 0.

Tehat valasszunk ki egy nem-nulla els6 fazisu redukalt koltségii javitd valtozot, ezt az el-
jarast nevezziik dual elsé fazisu pricing-nak. A Kijelolt javitd bazisvaltozohoz az elsé fazisa
hanyadostesztben meghatarozunk egy bejové nem-bazis valtozot, ennek részleteit a 2.3 feje-
zetben targyaljuk.

Ha a célfliggvény értéke 0, akkor dual megengedett megoldast talaltunk és folytathatjuk a
masodik fazissal, ellenkezd esetben, ha mar nincs javitd valtozo, és nem nulla ez az érték,
akkor a feladat dual nem-megengedettsegét mondhatjuk ki.

2.2.2. Masodik fazis

Ha a dual megengedettséget biztositottuk az elsé fazis soran, akkor kezdetét veszi a ma-
sodik fazis, amely ezt a megengedettséget megtartva keres optimalis megoldast. Ehhez a cél-

fuggvényiink a mar ismertetett Z = b’ y.

Legyen adott egy dual megengedett B bazis. Valasszuk ki a k. bazisvaltozohoz tartozo
egyenl6ségként teljesiilé dual feltételt, majd relaxaljuk azt ugy, hogy a célfliggvényérték ja-
vuljon, ennek értelmében az afy = ¢, feltétel alakja azy > ¢, vagy a{y < ¢i lesz. Attol
fliggben, hogy az egyenlet bal oldalan szereplé kifejezés értéke nétt vagy csokkent, beszélhe-
tink ¢ > 0 és ¢ < 0 esetrdl, ahol ¢ a feltétel eltolasanak mértéke. Mindezt a duél valtozok érté-
keinek az alabbi modon térténé megvaltozasa kompenzalja (e, kanonikus bazisvektor) [2]:

B'y=B"y() ~te,, (11)



amit atrendezve megkapjuk a duél valtozok megvaltozasat:

yO)=y+tipp, (12)

ahol p, a BT matrix p. sora. Ez alapjan megvizsgélhatjuk a duél célfuggveny-érték
megVvaltozasat ¢ fliggvenyében:

Zt)=b"yt)=b"y+1tb" p,=b"y+18,=Z(0) +15,, (13)

ahol g, a p. bazisvaltozo ertekét jeloli. Mivel a célfuggvenyt maximalizaljuk, ezért ez a
megVvaltozas pozitiv kell, hogy legyen. Ez az alabbi esetekben teljesiil:

e har<0,akkorg, <0,

e har> 0, akkor pedig (8, — uggp) > 0, ahol Ug ap. bazisvaltozo felsé korlatja.

Osszegezve tehat, egy olyan sorra van szilkséglink, ami nem teljesiti a dual optimalitasi
feltételt, ezt a javitd valtozot a dual masodik fazisu pricing hatarozza meg.

2.3. A hanyadostesztek szerepe és miikiodése

Az eddigiekben attekintettik, hogy a dual szimplex algoritmus soran hogyan kapunk javi-
to valtozot, ehhez milyen feltételeknek kell teljestilnie. A hanyadostesztnek az elsédleges be-
menete tehat nem mas, mint a bazis-transzformacio soran a bazist elhagyé valtozd. Ehhez a
hanyadosteszt sordn meghatarozunk egy bejovo valtozot. Ezt kovetben elvégezhetdk a szik-
séges transzforméaciok, a baziscsere, és igy haladhatunk iterativan az optimum felé. [6] A ba-
ziscseréhez sziikség van egy general6elemre, amit a pricing és a hanyadosteszt egyttesen
hataroz meg.

2.3.1. Elso fazis

Ha a dual megengedettség a célunk, tehat els6 fazisban vagyunk, akkor a kovetkezok sze-
rint definidljuk a hanyadosokat. Ahogy azt mar bevezettilk, a redukalt koltségek j. kompo-
nense az alabbi alakot 6lti:

Vizsgaljuk meg ezen értékek megvaltozasat a r elmozdulas fliggvényében, felhasznalva a
dual valtozok definicidjat, illetve azok megvaltozasat:

T - _
dj(t) =c; - afy(t) =c;— a? <y + tpp) =cj— C%B laj - tegB laj (15)
_ P

Ennek alapjan, ahol a j. valtozo dual megengedettsegi allapotot valt, egy 7; = d j/af ha-

nyadost definial, hiszen annak atlépése esetén masik megengedettségi halmazba keril. Igy



tehat, egy adott valtozo jelenlegi megengedettségi allapota szerint az alabbi esetekben definial

hanyadost (2. tablazat):

2. tablazat: Hanyadost definiélé irdnyok a dudl elsd fazisban

Megengedettségi
) W/A F
tartomany
D D D P 7 P
aj<0 aj>0 aj<0 aj>0 aj<0 aj>0
D Iz D Iz

t; < 0 - dj/aj dj/aj dj/aj a’j/aj -
D P P iz
tj>0 dj/aj - dj/aj a’j/aj - dj/aj

Léathatjuk tehat, hogy egy .# halmazbeli valtozohoz akkor definialunk hanyadost, ha re-
dukalt koltsége pozitiv irdnyba valtozik, mig & halmaz esetén akkor, ha ezen megvaltozas

irdnya negativ. Ehhez értelemszeriien sziikség van arra, hogy a valtozonak abban az iranyban,
amerre halad, legyen korlatja. Most vizsgaljuk meg, hogy a mar ismertetett CF-1-es alakban
hasznalt valtozé tipusok, mikor definialnak hanyadost.

Egy fix tipusu valtozora vonatkozé optimalitasi feltétel nem korlatoz, tehat mindegy,
hogy milyen a redukalt koltségének eldjele, ha egyszer elhagyta a bazist, akkor tob-
bet nem hozzuk be, ezért ezeket a valtozokat figyelmen kivil hagyhatjuk a
hanyadostesztben.

Egy korlatos valtozora, attol fliggéen, hogy melyik korlatjan van, kiilonb6zo
optimalitasi feltétel vonatkozik, de mivel a korlatcserés 1épés (boundflip) sordn nem
valtozik a valtozo redukalt koltsége (hiszen ilyenkor nincs transzformacio), ezért
ezen valtozok kezelése egyszerisithetd. Ha redukalt koltsége nem megengedett érté-
ki, akkor tegyiik a masik korlatjara, és ugyanaz a redukalt koltség a masik korlaton
mar megengedett lesz. Ezt az eljarast nevezziik megengedettsegi korrekcidnak
(feasibility correction), amelyet a hanyadosteszt utan kell elvégezni, hiszen ekkor
mar nem transzformaldédnak a redukalt kdltségek. [2]

Plusz tipusU valtozora az optimalitasi feltétel d; > 0. Ennek megfelelden egy ilyen

valtozd az ./« és F halmazok valamelyikében lehet, igy ha az egyik halmazbol a mé-
sik felé mozog, akkor a két halmaz hataran definialhat téréspontot.

Egy szabad valtozo dual megengedettsegi tartomanya d; = 0-ban van, ennek megfe-
leléen barmelyik megengedettségi halmazban szerepelhet. Ha az adott halmazbol ki-
Iép, akkor minden esetben hanyadost definial. Ha egy ilyen valtozé a % halmazbdl
A irdnyaba mozog, akkor a O helyen 2 toréspontot is definial, hiszen
megengedettségi tartomanyanak ez az egyetlen pontja. Hasonldképpen két hanyadost
definial, ha .Z-b6l a & halmaz irdnyaba mozog.



A hényadosok meghatarozasa utan valaszthatunk, hogy mely modszer alapjan szeretnénk

meghatdrozni a bejovo valtozot.

Hagyomanyos eqylépéses mddszer

Egy fontos fenntartasunk van, ha ezzel a modszerrel szamoljuk a hdnyadosokat, ez pedig
az, hogy a kimend valtozd redukalt koltsége mindig legyen megengedett, ezéltal a nem-
megengedett valtozok szdma sosem ndvekszik. Valasszuk ki a definidlt hanyadosok kozil
abszolut érték szerint a legkisebbet és az ezt definialé valtozdval vegezzik el a baziscserét.
El6jelliket tekintve ezek a hanyadosok barmilyenek lehetnek, ezért van sziikség az abszolut
érték szerinti sorba rendezésre. Megjegyzésként hozzafiiznénk, hogy ez a médszer, amennyi-
ben van 0-ban definialt téréspont, minden esetben azzal fog visszatérni, ez altal gyakoriak a
degeneralt iteraciok, viszont folyamatos, monoton haladast eredményez.

Tortvonalfliggvényes hanyados-meghatarozas

Ez a modszer joval Osszetettebb, az adott iteracioban elérhetd legnagyobb eldrehaladést
garantalja. Vizsgaljuk meg az els6 fazisu célfliggvenyt az elmozdulas fuggvényében.

Az els6 fazist redukalt koltségek definialasabol kovetkezoen a célfiiggvény meredeksége
kezdetben sy = |v,|. [2] Az elsé hanyadosig a figgvény linedrisan novekszik, de érdemes
megvizsgalni, hogy mi torténik ebben a pontban. Tudjuk azt, hogy minden valtozo, akkor
definial toréspontot, ha megengedettsegi allapotot valt. Ennek megfeleléen vagy nem-
megengedett lesz a valtozo, és az indexe az ./ és 9 halmazok valamelyikébe keril, vagy
kikeriil az indexe ezekbdl a halmazokbdl, mert megengedett allapotba keriil. Mindkét esetben
a célfuggvény meredekseége megvaltozik, méghozza pontosan az elsé hanyadoshoz tartozo
alfa ertékkel csokken. Tehat az masodik hanyadosnal s; = so — |a§) | Ha ez a meredekség po-

zitiv, akkor érdemes tovabb menni a kovetkez6 hanyadosig, mert ebben az esetben a hagyobb
lépés még mindig javit a célfiiggvényen. Igy lehet, hogy az elsé hanyadost definialé valtozo
mar nem-megengedett tartomanyba kerul, de dsszességében, ha a meredekség pozitiv, akkor a
nem-megengedettség 6sszmértéke csdokken. A fliggvényen haladva tovabbi téréspontokat tala-
lunk, igy egy szakaszonkeént linearis konkav fliggvényt kapunk. [7]

Hatarozzuk meg ezen tortvonalfiiggvény maximumat. Osszességében addig megyiink a
hanyadosokon, ameddig a célfuggvény meredeksége negativ nem lesz. Azon a helyen, ahol a
meredekseg el6jelet valt, maximuma van a flggvénynek, ez lesz az elérhet6 legnagyobb javu-
l&s. Rekurziv 0sszefiiggésekkel megadva minden toréspontnal a célfiggvény-erték f =

k-1

fre1 + skt — 14_)), @ meredeksége pedig sk = s

- |aj.’k| szerint irhato le. [2]

Erdemes kiemelni, hogy akar tébb térésponthoz tartoz6 célfiiggvény érték is jobb lehet a
kezdeti pontban 1évonél, ezért ezek kozul barmelyiket kivalasztva és a baziscserével jard
transzformaciokat elvégezve javito iteraciot kapunk. Igy az elébbi médszerhez képes tobb
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alternativ lehet6ségiink van, nagyobb eséllyel elkeriilhet6 a degeneracid. Erre a késdbbiekben
még visszatériink. Grafikonon abrézolva egy tértvonalfliggvényt (2. abra), tipikusan az alabbi-
hoz hasonld forma jellemz6:

o
Yy

-50 - \
-100 \
-150

2. abra: Elsé fazisu tortvonalfliggvény

Ha az els6 fazisu célfiiggvényt 0 értékre hoztuk, akkor végezziik el a megengedettségi
korrekciokat a korlatos valtozokra, ezzel dual megengedett megoldast kapunk és ratérhetiink a
masodik fazisra.

2.3.2. Masodik fazis

Legyen adott egy dudl megengedett B bazis. Amennyiben ebben a bazisban van olyan
valtozo, amely sérti az egyeni korlatait, tehat nem teljesiti a dual optimalitasi feltételeket, ak-
kor mindig létezik egy szomszédos bazis, legalabb ugyanakkora célfiiggveny-értékkel, mas-
kilonben a feladat dual nem-korlatos. [2]

Mint mar emlitettik a masodik fazis soran folyamatosan megkoveteljik, hogy teljesuljon

az elsO fazis soran biztositott dudl megengedettség. Ez formalisan a kdvetkezot jelenti:

Als6 korlaton 1évé nem-bazis valtozok esetén a redukalt koltségek ¢ szerinti megvaltozasa
utan a megengedettségét a d;(t) = d; — taj.’ > 0 Osszefliggés irja le, a felsé korlaton 1évé val-

tozokét pedig d;(1) =d; — ta;.’ < 0. Ezek alapjan a definidlhatjuk azt a legnagyobb Iépést,
ahol a valtozo redukalt kéltsége még megengedett marad.

e Har <0, vagyis a javito valtozo also korlatja alatti ertéken van, akkor aj.’ < 0 teljesi-
lése mellet a Iépésre adhatd also korlat: ¢; > d j/af , minden als6 korlaton 1évé nem-
bézis valtozora. Fels§ korlaton lévkre pedig o} > 0 mellett szintén ; > d;/a; adha-
t0. Ellenkez6 aj.’ eldjelek esetén a redukalt koltségek megengedett tartomanyban ma-
radnak, ilyenkor nem definialnak hanyadost.

e Ha felsé korlat feletti értéken van a javitdo bazisvaltozo, vagyis t > 0 esetben va-
gyunk, akkor alsé korlatos valtozokra af > (0 esetén a lépésre adhatd felsé korlat
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) . , _ . )4 Y . p p
1y < djla;, fels6 korlaton 1évokre pedig a; <0 teljestilése esetén 7; < dila;. Az a;
elojeleket megforditva a redukalt koltségek megengedett irdnyba haladnak, ebben az
esetben nem definialnak hanyadost.

Osszegezve tehat elmondhatjuk, hogy az a Iépéshossz, amire a j. nem-bazis valtozd dual
megengedettsége meg nem sertl, mindkét esetben 7; = d j/af 3]

Vizsgaljuk meg, hogy az egyes valtozotipusokra nézve ez mit jelent. Els6 fazishoz hason-
I6an a fix valtozok nem jatszanak szerepet, hiszen azokra vonatkozé optimalitési feltétel nem
korlatoz. Plusz tipust és szabad valtozdkra van duél megengedettségi megkotés, ezért ezeket
bevonjuk a hanyadostesztbe, hogy megengedettek maradjanak. A korlatos valtozok nem-
megengedettségének kezelését a tortvonalfliggvenyes modszer keretében ismertetjik.

Hagyomanyos egy lépéses mddszer

A hanyadosok definialasat kovetden ezeket sorba rendezziik az elsé fazishoz hasonlé mo-
don abszolut érték szerint. Ezt kdvetden kivalasztjuk a legkisebbet, majd annak segitsegével
attériink egy szomszédos bazisra. A modszerrdl tovabbra is allitjuk, hogy nem tal hatékony,
gyakoriak a degeneralt iteraciok, viszont monoton elérehaladast biztosit.

Tortvonalfiiggvényes médszer

A masodik fazisra definialt tortvonalfiiggvény alapkoncepcidjat tekintve hasonld, mint az
els6 fazist, néhany szempontbol viszont jelentésen kiillonbozik attol. Vizsgaljuk meg a korla-
tos valtozokat. Ha egy ilyen valtozét valasztunk ki a hanyadostesztben, akkor az a bazisba
x, + 6, érteken kerdl be, ami nem megengedett, ha a lépéshossz nagyobb, mint a valtozo
megengedettségi tartomanya, vagyis |6,| > u, esetén. Viszont, ha nem vegezzik el a transz-
forméacidt, hanem ehelyett korlatcserét hajtunk végre, akkor a valtozo redukalt koltsége meg-
engedett marad, a célfuggvény-érték javul. [2] Persze ettdl a pricing altal a bazis elhagyasara
Kijelolt valtozo javitd valtozd marad, és ezért a kovetkezo iteracioban Ujra Kivalasztasra keril-
het. Tgy egy javito sor felhasznélasaval tébbszords korlatcserét (boundflip-et) hajthatunk vég-
re, amig talalunk egy valtozot, amely megengedett értéken lép be a béazisba. gy hatékonyan
egy iteracioban nagymértékben tudjuk csokkenteni a bazisvaltozok nem-megengedettségeét,
egy sor maximalis javitd tulajdonsagat kihasznaljuk.

Vizsgaljuk meg a masodik fazisu célfiiggvényt. Ha a sorba rendezett hanyadosok kozil az
els6 korlatos valtozo, akkor ezen Valtozon korlatcserét hajtunk végre és haladunk tovabb be-
jovo valtozot keresve. A célfliggvény kezdeti meredekseége s, = —f,, ha a kimené valtozo

also korlatja alatti, és sy = f, — u,, amennyiben felsé korlatja feletti értéken szerepel. [7] Fel-
téve tehat, hogy az els6 hanyadosnal korlatcserét hajtunk végre, lathatjuk, hogy a célfiiggvény
meredeksége s; = 5o — |a§’ | u; alapjan valtozik. fgy az elsé fazishoz hasonléan, ezt addig is-
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mételhetjiilk, ameddig ez a meredekség eldjelet valt, hiszen azon a helyen maximuma lesz a
celfuggvénynek, az adott Iépésben az lesz az elérhetd legnagyobb javulas. [8]

Iterativan tehat mindaddig, ameddig a |6,| > u, feltétel teljesiil, haladunk tovébb a tort-
vonalfuggvényen. Ekdzben a meredekség és a célfliggvény-érték rekurzivan véltoznak az
Sp = Sg_| — |aj.’| u; €s fr = fr_1 + sp_1(ty — 1) Osszefiiggések alapjan. [2] Igy egy javitd
sorhoz a tortvonalfliggvényes hanyadosteszt kijeldlhet néhany boundflip-et, valamint egy be-
jové valtozot. Konnyen lathatd, hogy vagy egy olyan korlatos valtozot fogunk behozni a ba-
zisba, aminek megengedettségi tartomanya nagyobb, mint a primal Iépéshossz, vagy egy
plusz tipusd valtozot, hiszen azon tallépve a célfiiggvény-érték minden hataron tul csokkenne,
mivel u; = co. Amennyiben szabad valtozo is definial toréspontot, akkor nincs is szlikség a
hanyadosok sorba rendezésére, hiszen az minden esetben bekeriil a bazisba.

Abban az esetben, ha az dsszes hanyadost felhasznaltuk a tortvonalfliggvény meghataro-
zéasakor, ¢€s annak meredeksége még mindig pozitiv eléjelli, akkor a feladat dudl nem-
korlatossagat mondhatjuk ki. [3] Kiemelnénk, hogy ebben a fazisban csak akkor jelent elényt
a tortvonalfiiggvenyes modszer a hagyomanyossal szemben, ha a feladatban szerepelnek kor-

latos valtozok, maskiilonben mitkddése a hagyomanyossal megegyezik. [9]

Lathatjuk tehat, hogy tobb alternativ megvalositas kozul valaszthatunk a hanyadostesztek
soran, igy kihasznalhatjuk a kiilonb6z6 implementaciok nyujtotta eldnyoket. A hadnyadosteszt
utan mar adott a bazist elhagyd és a bazisba belépd valtozo, igy elvégezhetd a baziscsere €s az
ahhoz kapcsolodo transzformaciok.

2.4. A degeneracio

A degeneralt bazis fogalmat mar korabban ismertettik, ilyenkor tehat valamely bazisval-
toz06 a Kkorlatjan van. Mint azt mar korabban emlitettiik, a pricing és a hanyadosteszt egyiitte-
sen hatdrozzdk meg a pivotelemet, a hanyadosteszt elvégzése utan tudjuk egyértelmiien, hogy
az aktudlis iteracioban varhat6-e javulas. Léteznek a pricing-hoz kapcsolodo heurisztikus de-
generacio-ellenes technikék, de azt jellemzdéen a hanyadostesztben lehet hatékonyan kezelni.

Definialhatjuk a dual degenerdlt bazist, ez olyan bazismegoldast jelent, amiben valame-
lyik redukalt koltség O, azaz a megengedettsegi tartomanyanak hataran van: & = {j:d; = 0}.
Ennek eredményeként a hanyadostesztben 0 értékii hAnyadosok kerllhetnek definialasra, me-
lyek kivalasztasa dual degenerdlt iteracidhoz vezet, vagyis nem javul a dudl célfliggvény érté-
ke. Az els6 és a masodik fazisban egyarant jelentkezhet ez a probléma, alapvetéen tehat
mindkét helyen foglalkozni kell a degeneracio kezelésével.

A degeneraci6 okozhatja az algoritmus ciklizalasat (cycling), ilyenkor egy k darab bazis-
bol all6 sorozat a megoldas sorén Ujra és Ujra ismétlodik. Emellett jelentkezhet a helyben jaras
(stalling) jelensége is, mely soran a célfliggvény-érték a folyamatos baziscserék ellenére sem
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javul. Osszességében a megoldast nagy mértékben hatraltatjak ezek a jelenségek, ezért érde-
mes Kiemelt figyelmet forditani ezen problémas szituaciok kezelésére.

2.4.1. Lehetséges okai

Ha megvizsgaljuk az algoritmus miikodését azt lathatjuk, hogy minden olyan nem-béazis
valtozd, melynek redukalt kéltsége 0-hoz nagyon kozeli, degenerélt tulajdonsdgokat mutat a
gyakorlatban. [2] Ennek vizsgalatara érdemes bevezetni egy toleranciat, melynek értelmében
a degenerdlt poziciokat egy tolerancia segitségével definialjuk: 2 = {;: |dj| < €egen -

Sok olyan feladattal talalkozhatunk, amelyek nagyon degeneraltak, ilyen példaul a
megengedettségi probléma, amelyben konstans 0 célfuggvény mellett kerestink megengedett
megoldast. Ebben az esetben a ¢ koltségegyitthatokat tartalmazd vektor azonosan nulla, eb-
bol kovetkezden a redukalt koltségek is nullak lesznek, az ilyen feladatok tehat nagyon dege-
neréltak. Masik esetben peldaul, ha az A matrix oszlopai hasonld értékeket tartalmaznak, és
ezek az oszlopok nincsenek béazisban, akkor egy pont korul definialhatnak hanyadosokat,
amik kivalasztasa szintén degeneraciohoz vezethet.

Most pedig tekintsiik at, hogy melyek a leggyakrabban alkalmazott degeneracio-ellenes
stratégidk. Az egyik ilyen a Harris hanyadosteszt, illetve az azon alapuld EXPAND eljaras.
[10] [11] Ezen technikékat a primal algoritmus masodik fazisahoz talaltak ki, de mindegyik
atvihet6 a dual algoritmus logikajaba, viszont ennek kérdése nem trivialis, mint azt a kés6bbi-
ekben latni fogjuk. Munkank soran a primal masodik fazisra ismertetett leiras alapjan dolgoz-
tunk [2], mivel nem talaltunk kimondottan dual algoritmusra vonatkozo6 pontos leirast ezekre
az eljarasokra. Az alabbiakban tekintsiik at ezek miikodését, az eljarasok dual megfelel6it a
kovetkez6 fejezetben ismertetjiik, hiszen az mar sajat kutatasunk reszét képezi. Ezen mddsze-
rek mellett a kés6bbiekben bemutatjuk a perturbacios eljarasokat, és azok miikodését is.

2.4.2. Harris hanyadosteszt

Ebben a mddszerben a hanyadosok definialasa két iteracidban torténik. Az eljaras alapja,
hogy egy fix értékii toleranciat hasznal a hanyadosok kiterjesztéséhez, igy a pivotelem kiva-
lasztasat tekintve rugalmassa valik a hanyadosteszt. Ennek értelmében a degeneracio veszé-
lyét hordozo, egy pontban 1év6 hanyadosok egymastdl kis mértékben eltavolodnak, aminek
segitségével hatékonyan csokkenthet6 a degenerdlt iterdciok szdma. Legyen adott tehat egy
rogzitett tolerancia, esetiinkben az e ;,,, megengedettségi tolerancia.

Tegyuk fel, hogy ¢ > 0 esetben vagyunk a primal mésodik fazisban, a # < 0 eset analdg
modon targyalhatd, annak részletezését6l a modszer ismertetése soran eltekintiink. A részlete-
sen bemutatott dual hanyadosteszthez hasonloan a primal masodik fazisban olyan ¢ értékekre
kell hanyadost definialnunk, amellyel a primal valtozok megengedettségi tartomanyuk hatara-
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ra kertilnek. Az aldbbi 0sszefuggések alapjan definidljuk a hanyadosokat a primal masodik
fazisu hanyadostesztben, az LP feladat CF-1-es alakjat feltételezve [2]:

( . )
I E;,haa;>0

a

tl:{ ._(1 (16)

|ﬂ‘ U, i
l - ’,haaq<0

a

q

Az els6 esetben a véges also korlaton definialunk hanyadost (CF-1-es alakban ez a korlat
0), a masodik esetben pedig felsd korlaton (ug ). Ennek értelmében minden valtoz6 pontosan

a korlatjainak megfelel6en definialja a hanyadosokat. A Harris hdnydostesztben emellett tole-
ranciaval kiterjesztett hanyadosokat is definialunk az alabbiak szerint:
ﬂi + € feas i
T, ha a; > €pivor
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A hanyadosokat tehat e ;,,,-nek megfeleléen relativan kiterjesztjuk. Fontos megjegyezni,

hogy az egyes aﬁl értékek vizsgalatakor egy rogzitett pivot tolerancia értéket hasznalunk, ami
a kivalaszthato generaléelemek minimalis nagysagrendjét hatarozza meg. Ezzel a modszerrel
kizarhatjuk azokat a hanyadosokat, amelyekhez tartozo generaloelem nagyon kis nagysagren-
dii, aminek jelentdségére a hatékony implementaciot targyalod fejezetben még visszatérink.

Az Harris féle hanyados-valasztas két iteraciojanak menete a kovetkezo:

Els6 iteracioban szamitsuk ki a Kiterjesztett hdnyadosokat, majd ezek kozll vegyuk a leg-
kisebbet, és jeloljuk 0,-gyel. Feltételezzik tovabba, hogy a bejovo valtozot fels6 korlatja 6, -
nél kisebb elmozdulés esetén nem korlatozza, ellenkezd esetben végezziink boundflip-et. Az
igy meghatarozott érték egy felsé korlat, amennyiben ennél kisebb Iépéshosszhoz tartozo
pivotelemet valasztunk, minden bazisvaltozo a toleranciaval kiterjesztett korlatokra vonatko-
zban megengedett marad.

Maésodik korben szamitsuk Ki Ujra a hanyadosokat, ezuttal az egzakt korlatokkal szamol-
va, majd a 6;-nél kisebb értékeket tegyiik egy & halmazba. Ezek utan pedig vegyuk azt a ha-
nyadost ebb6l a halmazbol, amelyhez tartozo a; generéloelem abszolut értékben a legna-
gyobb. Az igy definialt hanyados legyen 6, , azaz primal lépeéshossz. Abban az esetben, ha 6,
negativ (ez akkor fordulhat eld, ha a kivalasztott valtozo csak a kiterjesztett korlatjan belll
volt megengedett, az eredetin mar nem), akkor a Iépéshossz értékét 0-ra allitjuk, és igy meg-
elézhetiink egy ronté iteraciot eredményez6 valtoz0 kivalasztasat.

15



A Harris hanyadostesztben tehat a kivalasztott legnagyobb abszolut értékii pivotelemmel
végezzik el a baziscserét, a l1épéshosszt pedig a hozzé tartozo ¢ hnyados, vagy a fixen 0 érték
kozul valasztjuk. Ennek eredményeképpen a valtozok nem megengedettségének mértéke so-
sem haladja meg az ¢ ., értéket, a degeneracio merteke pedig csokken.

2.4.3. EXPAND eljarés

Ez az eljaras a Harris hanyadosteszt kiterjesztéseként értelmezhetd, attdl két pontban tér
el 1ényegesen. [12] Az elsé jelentds eltérés, hogy ebben az esetben nem egy rdgzitett konstans
toleranciaval szdmolunk, hanem minden iteracidéban kis mértékben néveljik a tolerancia érét-
ket. Ennek értelmében a tolerancia a k. iteracioban € s.,s, = €045, + 7 lesz, ahol z az inkre-

mentalas mertéke, ez minden iteracioban allandd. Az iteraciok soran e ,,, sosem haladhatja
meg a maximalis tolerancia, € ,,, értékét. A kiindulasi tolerancia, e, a maximalis tolerancia
valahanyszorosakent kerl inicializalasra ey = €,,,0, ahol & elére megadott paraméter.
Amennyiben az iteraciok soran e ., < € s, teljestl, a korabban ismertetett iterativ szabaly
helyett az ¢ feasy,, = €0 Iépést alkalmazzuk, ezzel megel6zhetd, hogy til nagymértékii nem-

megengedettség alakuljon ki. Az EXPAND soran tehat egyre nagyobb szabadsagot biztosi-
tunk az algoritmusnak a toleranciat tekintve, az eljaras elnevezése a kiterjesztett toleranciabol
adodik (EXPanding tolerance ANti Degeneracy).

A Harris hanyadosteszthez hasonldan ekkor is két korben definidljuk a hanyadosokat, ez a
fenti leirdssal analdég mdédon torténik, a masodik kor vegén az & halmazbol vett legnagyobb
abszolut értékli generaldelemet vessziik, ebben sincs kiilonbség. A Kivalasztott valtozohoz
tartozo hanyadost azonban nem nullaval, hanem egy minimalis el6rehaladast biztositd érték-
kel hasonlitjuk ©ssze. Ez nem mas, mint az iteracionként konstans tolerancia-
inkrementalasbol ¢és a meghatarozott legjobb generaloelembdl szamolt hanyados, tehat

0 ,pin = ai Abban az esetben, ha a kivalasztott hanyados értéke ennél kisebb, akkor atallitjuk a
q

6, 1épéshossz ertéket 0,,;,-re. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a kdvetkezd iterdcioban a
mostanihoz képest = mértékkel néhet a nem-megengedettség egyes valtozokra, azonban az
biztosan az inkrementalt toleranciaértéken beliil marad. igy minden iteracidban legalabb 6,,,;,-
nek megfelel javulast biztositunk a célfiiggvényben. Igy gyakorlatilag kizarhat6 a ciklizalas
jelensége, hiszen az algoritmusnak kdszonhetden szinte sohasem kerilhetlink ugyanabba a
bazisba, legfeljebb az Ujrainicializalas soran lehet periodikus a viselkedés, azonban ennek

valoszinlisége nagyon kicsi.

Az eddig leirt technikak hatékonyan segitenek a primal masodik fazist degeneracio keze-
Iésében. Viszont, ahogy azt mér korabban emlitettiik sziikség van az els6 fazisu degeneracio
kezeléseére is, ezért a tovabbiakban egy olyan altalanos technikat szeretnénk bemutatni, amely
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mindkét fazisra vonatkozéan altaldnosan jé tulajdonsagokat a mutat a degenerécidra vonatko-
zban.

2.4.4. Célfuggvény egyutthatdk perturbéalasa

A korabban emlitett megengedettségi problémaban a konstans nulla célfiggvény okozott
degenerdciot, altaldnosan, ha a ¢ vektor elemei egyméashoz nagyon hasonloak, akkor fellép ez
a jelenség. A szakirodalomban széleskortien alkalmazott megoldas a perturbalas, jelen esetben
a célfiiggvény egyiitthatdinak perturbaldsa, vagyis kismértékii eltolasa. Legyen a mddositott
célfiiggvényiink tehat ¢ = ¢ + 8. Ezen & vektor elemeinek megvalasztasara eltérd stratégidkat
talalhatunk, nincs egyértelmiien hatékony modszer, hiszen ezek heurisztikus eljarasok. [3]
Azon kérdésre, hogy csak a strukturalis, vagy a logikai valtozok célfliggvény egyutthatojat is
perturbaljuk, eltéré elméleteket taldlunk.

A perturbalas soran minden egyes c; egyiitthatot kiilonbdzd, kis nagysagrendii, véletlen-
szerlien generalt 6, értékekkel eltoljuk, ezaltal az egy pontban definialt redukalt koltségeket
mesterségesen eltavolitjuk egymastol valamilyen iranyba. Amennyiben az eltolt célfuggvény-
re optimalis megoldast talalunk, vissza kell allitanunk az eredeti célfliggvényt, majd erre vo-
natkozoan ellendrizni kell az optimalis megoldast. Ez a gyakorlatban legfeljebb néhany to-
vabbi iteraciot jelent. Altalaban elmondhatjuk, hogy amennyiben valamilyen véletlenszertien
generalt ertékkel végezzik a perturbalast, az javit a feladat degeneraltsagan, azonban a javulas
mértéke kiilonbdzé modszereknél igen eltérd lehet, akar monoton, de lassabb konvergenciat is
eredményezhet.

Most pedig tekintsik at egy, a szakirodalomban fellelheté célfiiggvény perturbalasi elja-
ras lenyegeét. [3] Ezen eljarashan az egyes 6, értékek meghatarozasa egy negylépéses szabaly
alapjan torténik:

1. Fix és relativ rész meghatarozasa: A perturbalasi tényez6 ilyen mértékii felbontasa-
nak lényege, hogy a rogzitett rész biztosit egy minimalis eltolast, emellett egy a cél-
fliggvény egyiitthatd nagysagrendjétdl fliggd relativ részt is figyelembe vesziink a
perturbacio soran. igy az egyes elemeket nagysagrendjiikt6l fiiggden, kiilonbozé ér-
tekekkel valtoztatjuk meg. A fix része legyen 100e,,,, a relativ rész pedig Wc;, ezek

Osszegét jeloljuk &, -vel, ahol ¢,,, az optimalitalsi tolerancia, ¥ pedig egy paramé-
J

ter, melynek alapértelmezett értéke legyen 107,

2. A perturbalas iranydnak meghatarozasa: A kiilonb6z6 valtozoétipusokra ismertettiik
az optimalitasi feltételeket, ez a fels6 korlaton 1év valtozokra d; < 0, az alsé korla-

ton lévdkre d; > 0. Ezek alapjan, hogy az eltolas megengedett iranyba torténjen, a

véges felso korlattal rendelkezé valtozokat negativ iranyba, a tobbi valtozot pedig
pozitiv irdnyba toljuk el. Véges felsé korlata valtozoknal legyen 6; = —0,564,.(1 +
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u), a tobbi valtozora ennek —1 szerese. Az dsszefliggésben szereplé u egy [0,1] in-
tervallumbol vett véletlen szam, igy tehat minden j-re kiilonboz6 értékeket kapunk.

3. Ritkassag kihasznalasa: Az egyes a; oszlopvektorok nem-nulla elemeinek szama el-

téro, ezért érdemes a ritkbb vektorokat kisebb mértékben perturbalni, mint a telitet-
tebbeket. Ez a pivot-valasztas soran a ritkabb oszlopokat fogja elényben részesiteni,
igy a bazis ritkassaganak fenntartasat figyelembe vehetjik. Ennek érdekében készit-
hetlink egy w sulyvektort, melynek egyes elemivel sulyozhatjuk a perturbacié mér-
tekét az a; oszlopvektorok nem-nulla szamanak alapjan. Az igy kapott vektorral su-

lyozzuk &-t. Egy ilyen w vektor lehet példaul a [1072,107, 1,2,5,10,20,30,40,100]T

vektor. Amennyiben egy vektor nem-nullainak szdma nagyobb, mint w dimenzidja,
alkalmazzuk annak utolsé elemét.

4. Ao, értekek nagysagrendjének vizsgalata: Erdemes az el6z6 1épésekbd] kapott

perturbalési tényezd nagysagrendjét egy adott intervallumon beliil tartani, hogy egy
j61 meghatarozott nagysagrendbdl keriiljenek ki ezek a perturbaléd értékek. Ezen in-
tervallum meghatarozasakor célszerti figyelembe venni az eltolas fix és relativ részét,
valamint a célfiggveny egyitthatok atlagos nagysagrendjét is. Ennek értelmében

meghatarozhatunk két korlatot, legyen 6,,,, = min{l()_zeop,,T} az intervallum also
hatara, valamint 6,,,, = max{103eop,, 10%avg|c| } az intervallum fels6 hatara, ahol

avg|c| a celfiiggveny egyiitthatok abszolut ertékének szamtani kdzepe.

Az itt bemutatott degeneracid-ellenes stratégiakat megvalositottuk és megvizsgaltuk. Az

erre vonatkozd eredményeinket a kovetkezo fejezetben ismertetjiik.
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3. Hatékony megvaloésitas

Ebben a fejezetben részletesen bemutatjuk az altalunk megvalositott hanyadosteszteket,
illetve az azokhoz kapcsol6do legfontosabb gyakorlati kérdéseket. Az els6 alfejezetben ismer-
tetjiik a nagyméretii LP feladatokban rejlé kihivasokat €s nehézségeket, valamint, hogy ezek
elkerlilésére milyen fejlett technikakat valositottunk meg.

A mésodik alfejezetben bemutatjuk az altalunk implementalt dual hanyadostesztek felépi-
tését, a program strukturajat, és a megvaldsitott osztalyokat a kutatdcsoport altal fejlesztett
PanOpt LP megoldé szoftverben. Targyaljuk tovabba a szoftver sajatossagait, és a benne re;jlé
lehetdségeket.

3.1. Egy nagyméretii LP megoldo implementdcios kihivasai

A gyakorlati életbdl vett linearis programozasi feladatokra a nagy méret mellett jellemzOk
a kiilonbozé numerikus nehézségek. Eppen ezért eléfordulhat, hogy adott esetben egy kisebb
LP feladat megoldasa sokkal magasabb szintli implementaciot kovetel meg, mint egy nala
nagyobb, de numerikusan joindulatu feladat. [2] Tekintsiik at, hogy milyen kihivasokkal kell
szembenézni egy ilyen LP megoldo szoftver implementacioja soran.

A feladat mérete az A € R™" egyitthatomatrix dimenziéjaval, valamint a benne szerepld
nem-nullak szamaval szamszeriisitheté. A matrix mérete leirja, hogy az adott feladatban
mennyi dontési valtozé (n), illetve mennyi feltétel feltétel (m) szerepel. Altalaban ezen
egyutthatok tarolasara dupla pontossagu lebegépontos (double) aritmetikat célszerii hasznalni,
egy ilyen szam mérete 8 bajt. igy, ha egy 100 000 x 100 000-es feladatot tekintiink, akkor a
teljes matrix tarolasa korilbelll 74,5 GB memoriat igényelne, ami még a mai fejlett techni-
kékkal sem megvalosithatd, nem beszélve arrdl, hogy LP megoldassal mar az elsé szamitogé-
pek megjelenése 6ta foglalkoznak.

Mi az, ami mégis lehetévé teszi az ilyen feladatok megoldasat? Altalaban az ilyen méretii
feladatok jellemezhetOk egy ugynevezett ritkassagi vagy telitettségi arannyal, ami az adott
feladatban szerepl6 nem-nulla és nulla elemek aranyara ad informaciot. A ritkassagi arany
jellemz6en 1% alatti, vagy akar annak toredéke. [2] Igy, ha csak a nem-nulla elemeket, és

azok pozicioit taroljuk, akkor kezelhetdvé valnak az egészen nagyméretii matrixok is.

Mint mar emlitettiik, a nagy méret mellett a valos életbdl vett LP feladatok masik nehé-
zségét a rossz numerikus tulajdonsagok adjak. Ez jelentheti példaul azt, hogy az A matrix
elemeinek szoréasa nagy. Altalanos probléma, ha adott két szam, melyek nagysagrendje lénye-
gesen eltér, akkor bar énmagukban még pontosak lehetnek az értékek, de a masik szam nagy-
sagrendjéhez képest a lebegdpontos aritmetika sajatossagai miatt mar nem. Példa lehet erre,
ha egy 10'%-es nagysagrendli szamot dsszeadunk egy pici 10710 nagysagrendl szammal, ak-
kor az eredmény pontosan a nagyobb szammal egyezik meg, ami nyilvanval6an helytelen.
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Egy masik probléma forrasa lehet, ha adott egy hosszabb komplex miiveletsor eredménye, és
egy fix érték, ami a miivelet pontos eredménye. Mivel nem pontosan abrazoljuk a szamokat,
ezért mindig van numerikus hiba, ami a kiilonb6z6 miiveletek soran felhatvanyozodhat. Ez
akar olyan méreteket is Olthet, hogy a miveleti eredmény és a vart eredmény kozti eltérés
Osszemérhetd nagysagrendli. Az ebbdl szarmazé hibak jelentdségét nem nehéz belatni.

Kiemelked6 jelentéségii hibaforras lehet, ha a meghatarozott pivotelem, amivel a bazis-
cserével jaro transzforméaciok soran szamolunk, nagyon kis nagysagrend (pl. 1071°), mert az
igy szamitott ertékek kozti nagysagrend jelentdsen megnd, ami a mar emlitett problémakat
okozhatja. Az ilyen general6elemek altalaban numerikus szemetek, vagy pontatlan szdmitasok
eredményei.

Ezek és ehhez hasonléak azok az akadalyok, amiket egy mai korszerii LP megoldonak
kilonosebb nehézség nélkil kell megoldania, mindamellett, hogy a gyors futast garantélja,
hiszen mint azt mar tobbszor emlitettiik, egy nagyméretii egészértékii optimalizalasi feladat
megoldasa akar tobb szazezer relaxalt LP feladat megoldasat is jelentheti.

Az eddig targyalt numerikus hibak eredményeként eléfordulhat, hogy az algoritmus rossz
celfliggvény-értéket fogad el optimalisnak, esetleg egy feladatot helytelenul nem-korlatosnak
vagy nem-megengedettnek nyilvanit. El6fordulhat tovabba, hogy egy adott javitd valtozéhoz
nem talal megfelelé hanyadost a hanyadosteszt, egy iteraciordl kideriil, hogy valojaban ront a
célfliggvény-értéken, az algoritmus visszaeshet els6 fazisba egy rossz masodik fazisu iteracio
utan, esetleg a bazis numerikusan szingularissa valhat.

Lathatjuk tehat, hogy rendkiviil sokrétiiek az implementacios kihivasok és nehézségek, a
fent felsoroltak csupan néhany jelentdsebb hibat képviselnek, de ettdl akar egész eltérd jelen-
ség is felléphet a szimplex algoritmus soran.

3.2. Megvaldsitott technikak és algoritmusok

Ebben az alfejezetben szeretnénk bemutatni, hogy mik is azok az algoritmusok, amiket
megvalositottunk a PanOpt rendszerben, valamint részletesen bemutatjuk ezek miikodését.
Targyaljuk tovabbd, hogy az el6z6 alfejezetben ismertetett numerikus hibak, €s a degeneracio
elkertlésére milyen sajat technikékat dolgoztunk Ki.

A kutatocsoport altal fejlesztett PanOpt egy kutatasi célra szant nagyméretli feladatok
megoldasara alkalmas LP megold6 szoftver. Legfobb célja, hogy a szimplex algoritmus imp-
rek kutatdsara adjon lehetéséget. Mivel a szoftver valos, nagyméretii feladatok megoldéasara
hivatott, ezért elvarhato, hogy a feladat méretét6l fiiggetleniil hatékonyan és megbizhatdan
jusson el az optimalis megoldasig, amennyiben az létezik. Fontos megjegyezni tovabba, hogy
a megoldasi folyamat soran a bazis egy paraméterben meghatarozott gyakorisaggal
invertalasra (vagy faktorizéciéra) kertl, két invertalas (faktorizalas) kozott pedig csak frissi-
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tésre (update) keriil. Ez a megvalositas jellemzé minden hatékony LP megoldoéra, a bazis
megfeleld alakjanak ujraszdmolédsa kritikus a pontossag fenntartdsdban, azonban igy kelléen
gyors a bazis frissitése is.

3.2.1. APanOpt altal hasznalt matematikai modell

Mint azt mar emlitettik, érdemes végiggondolni, hogy az LP feladatot milyen méddon rep-
rezentalo alakot hasznalunk, hiszen ezek mas és mas elényoket jelenthetnek a megoldas so-

ran. Az altalunk hasznélt alak a kovetkezd:

min ch

s.t.Ax=b
type(xj) €1{0,1,234},j=1.2,...,n (18)

Lathatjuk, hogy részben hasonlit a mar ismertetett CF-1-es alakra, azonban a valtozotipu-
sok lazabb feltételekkel vannak definialva. A célfuggvényt minden esetben minimalizaljuk, ez
kedvez6 a megoldas szempontjabol, hiszen a maximum feladatok kénnyen atalakithatok mi-
nimum feladatra, és igy az optimalitdsi feltételeket elegendd minimalizalasi esetben imple-
mentalni. Ennek megfeleléen elkertilhetjik a sok kiilonbozoé eset kezelesét, az ebbdl kovetke-
z6 hibalehet6ségeket, valamint megsporoljuk a feltételvizsgalatokhoz sziikséges id6t. EQy
Iényeges eltérés az CF-1 szamitasi alakhoz képest a valtozotipusok definicioja, tekintsik at
ezeket:

e type O: fix tipusu valtozok. lj=x;=u;

Megegyezik az also €s fels6 korlat értéke, az eddigihez képest annyi kiilonbséggel,

hogy ez az érték nem feltétlen 0, barmilyen eldjelii lehet.
e type 1: korlatos valtozok. —00 <[; < x; Suj < +oo,
Akarmilyen valds korlattal rendelkezhetnek.

e type 2: alsé korlatos valtozok. —00 < [; < x; < o0,
Rendelkeznek egy rogzitett also korlattal, ez szintén barmilyen érték lehet.

e type 3: szabad valtozok. —00 < Xx; < 00,
Ezeket a CF-1-es alaknak megfelel6en kezeljiik.

e type 4: minusz tipust, vagy felsé korlatos valtozok. —o0 < x; Suj < +oo,

Rendelkeznek egy felsd korlattal, ami a tobbi valtozohoz hasonléan barmilyen kons-
tans lehet.

Ez az alak azért elonyos, mert nem kell el6-feldolgozasok soran atkonvertalni a valtozoti-
pusokat, eltolni a korlatokat, ezzel a numerikus hibak lehetéségét lecsokkentjiik, illetve ha sok

LP feladatot kell megoldani, akkor sem kell eld-feldolgozasra pazarolni az eréforrasokat.
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A maér korébban ismertetett optimalitasi feltételek ebben az alakban az aldbbira modosul-
nak (3. tAblazat):

3. tablazat: Optimalitasi feltételek a PanOpt matematikai modelljében

type(x;) a valtozo értéke | optimalitasi feltétel
0 xj=1l;=u; d; tetszbleges
1 xj =1 d; >0
1 Xj=u; d; <0
2 xj =1 d; >0
3 x;=0 d;=0
4 Xj=u; a’js()

Lényeges valtozas a korabbihoz képest, hogy a valtozok alsoé korlatja tetszdleges lehet,

ezért az altalunk hasznalt modell egy altalanosabb formalizmusnak tekinthetd.

3.2.1. Toleranciaértékek hasznalata

Az eldbbiekben mar ismertettiik, hogy a kiilonb6z6 komplex szdmitdsoknak kdszonhetd-
en felskalazodhatnak a lebegépontos aritmetikabol kovetkez6 pontatlansagok, ezért a szami-
tott értékek vizsgalatara kiilonbozo toleranciaértékeket vezettliink be. Ennek megfelelden sok
esetben nem azt vizsgaljuk, hogy keét érték megegyezik-e, hanem egy |a — b| < € alaku egyen-
16tlenséget, ahol a megengedett maximalis eltérés mertéke e. Ennek értéke attol fliggben,
hogy milyen vizsgaldodasrdl van szo, eltérd Iehet. [10] Példaul, a dual megengedettseg vizsga-
latakor sosem az egzakt korlatokat vizsgaljuk, hanem ezek egy Kiterjesztett valtozatat.

Egy szabad valtozo redukalt koltségét dual megengedettnek tekintjik, ha teljestl ra az

—€opr < d; < €,, egyenlbtlenség, ahol €,,, az optimalitasi tolerancia. A tolerancia analog mo-

opt
don értelmezhet6 a tobbi valtozotipusra is. A PanOptban ezen tolerancia alapértelmezett érté-

ke 1075, Igy egy szabad valtozo valdjaban 5 kiilonbozd allapotban lehet, ezek nem megfeleld
kezelése rontd iteracidhoz vezethet. Ennek oka, hogy a hanyadosok definidlasakor alapvetden
meghataroz6 a redukalt koltségek eldjele, hiszen mas és mas feltétel vonatkozik a kiilonbdzd
megengedettségi allapotokra. Tekintsiink at az alabbi példat a probléma megértése érdekében.

Legyen adott egy megengedett szabad tipusu valtozo, tehat d; = 0. Mint azt mar ismertet-
tik, egy ilyen valtozo az ., F és 9 halmazok barmelyikében lehet, illetve a halmazok hata-
ran definidl hanyadost. Az .# felé mozgashoz vagy ¢ > 0 és aj.’ >0, vagyt <0 és af < 0 el6-
jelek szuksegesek, & halmazba pedig a t > 0 és aj.’ <0,vagy t <0 és aj.’ > () esetekben ke-
rilhet. Minden esetben a definiélt 4 j/aj.’ hanyados d; miatt 0. Ha ugyanez a valtozé negativ
iranyba mozogva toleranciaval tekintve megengedett, tehat e,,,-nal kisebb mertékben negativ,
vagy pozitiv iranyba haladva e,,-nal kisebb mertékben pozitiv, akkor a definialt hanyados

t > 0 esetben negativ, r < 0 esetben pozitiv, ami pont ellentétes a tébbi definialt hanyadossal.
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Ennek figyelmen kivil hagyasa ronto iteraciohoz vezet, hiszen Af = —tv;. Ezt a jelenséget,
mivel a tolerancidval tekintett megengedettségbdl kovetkezik, fake feasibilitynek (hamis
megengedettség) neveztilk el, erre vonatkoz6an nem talaltunk altaldnos leirdst a szakiroda-
lomban, bar az egyes degeneracio-ellenes eljarasok bizonyos mértékben implicit médon fog-
lalkoznak ezzel a jelenséggel.

Szamegyenesen abrazolva (3. abra) egy szabad véaltozora az alabbi iranyok jelentenek
problémat:

3. abra: A fake feasibility jelensége

Ezen probléma elkeriilésére a kovetkezd technikat alkalmaztuk. A hanyadostesztben a ha-
nyadosok abszolut érték szerinti sorba rendezése elrejti ezt a hibat, pedig az eldjel kiilonbség
jO lehetéséget nyujt a hibas hanyadosok kiszlirésére. Megfigyeltiik, hogy a negativ hanyado-
sok —1-szeresét véve, és ezeket sorba rendezve minden esetben a jo toréspontok pozitivak, a
hamis megengedett toréspontok pedig ezektdl eltéréen negativak lettek. gy, a sorba rendezés
elott, egy egyszerii el6sziiréssel kdnnyen megszabadulhatunk a hibas, negativ hanyadosoktol.
Ezzel a modszerrel a tértvonalfliggvénybe nem szamoljuk bele a hamis megengedett térés-
pontokat, ezzel elkeriilve az ebbdl szdrmaz6 pontatlan célfliggvényt. A sziirés soran ennek

b P | dssze-

érdekében korrigalnunk kell a tértvonalfliggvény meredekségét az si =58 — |ajk

fliggés alapjan, igy a hibasan belekeriilt toréspontokat kihagyjuk a meredekségbdl, hiszen
azok nem javitd valtozok. Ez a technika, mivel a ronté iteraciok elkerlleset segiti, egyfajta
degeneracio-ellenes stratégianak tekinthetd, a probléma ilyenfajta kezelése tjszertinek tekint-
hetd.

Az optimalitasi tolerancia mellett a PanOptban megengedettségi toleranciat (e ,,,) is
hasznalunk, aminek megfeleléen egy valtozot megengedettnek tekintiink, ha az el6z6hdz ha-
sonloan kielégiti kiterjesztett korlatait, vagyis [; — €45 < X; < u; + €5, teljestl. [3] Meg-

jegyzésként hozzafliznénk, hogy a toleranciak elnevezese a primal analdgiat koveti.

Tovabbi két fontos tolerancia az abszolut (e,,) €s a relativ (e,,;) tolerancia. Abszoldt to-
leranciat elsésorban arra hasznalunk, hogy a néla kisebb értékeket nullanak tekintjik. Mas-
részt a mar ismertetett probléma miatt, miszerint egy szamitas elvégzése utan nem tudjuk a
szamitasi eredmény pontos értékét, igy amennyiben két érték eltérése abszollt értékben ki-
sebb, mint az abszoliit tolerancia, akkor ezeket egyenlonek tekintjiik. Emellett természetesen,
ha az |a + b| < €, egyenltlenség igaz, akkor az Gsszeget 0-nak tekintjuk. A relativ toleran-
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cia értelmében két szam Gsszegét akkor is 0-nak tekintjiik, ha teljesiil a kovetkez6 egyenlot-
lenség: (|a| + |b])e e = |a + b|.

Ezen tolerancidk hasznélata egy kis plusz szabadségot biztosit a szimplex algoritmusnak,
ez altal sok numerikus hibat elkerilhetlink, valamint a numerikus szdmitasi szemetek eliminé-
lasdval a ritkassag is fenntarthatd, viszont annak keérdése, hogy a megoldd mely részeiben
hogyan kell ezeket alkalmazni, mint azt a fenti targyalasban lathattuk nem trivialis.

3.2.2. Stabil pivotalasi eljaras

Mint méar emlitettiik, a tértvonalfiiggvényes hanyados-meghatarozasi médszer joval tébb
lehetdséget rejt magaban, mint a hagyomanyos egylépéses megvalositas, most az elsé fazisu
szakaszonként linearis fliggvényes modszer nyujtotta lehetdségek egy hatékony kihasznalasa-
ra szeretnénk kitérni. A mar ismertetett kis nagysagrendii pivotelembdl szarmazo problémakat
az alabbi algoritmus megvalositasaval sikertlt elkeriilni. Tegyuk fel, hogy a hanyadostesztben
meghatarozott maximalis Iépéshez tartozo a‘; generaloelem numerikusan kicsi. Ennek vizsgé-

latara a mar korabban ismertetett pivot toleranciat (e ;) hasznaljuk, melynek alapéertelmezett

értéke 107°. Mivel a tortvonalfiiggvény sok esetben t5bb kiilonbozé mértéki javito alternati-
vat kinal, ezért szelesebb valaszték all rendelkezésiinkre a lehetséges pivotelemeket tekintve.

A tortvonalfliggvényes hanyados-meghatarozas altalanos jellemzdje nagyméretli felada-
toknal, hogy egy iteracidban rengeteg, akar tobb ezer torespontot is definidlhatunk, és ebbdl
sok esetben csupan néhanyat hasznalunk fel. Ezért egy olyan algoritmust célszerli valasztani a
hanyadosok rendezésére, amely egyesevel rendezi az adatokat, hiszen az 6sszes toréspont
rendezése rengeteg felesleges munkat jelentene. Ilyen esetben a kupacrendezés (heapsort)
algoritmus a leghatékonyabb, a PanOptban is ez a modszer keriilt megvaldsitasra.

A tortvonalfiiggvény maximumanak helyétdl elindulva, vizsgaljuk meg célfiiggvény-
érték szerint csokkend sorrendben az adott toréspontokhoz tartozd lehetséges
generaloelemeket, majd, ha a tolerancianal nagyobb értéket talalunk, akkor a megfelelé valto-
76t jeloljiik belépd valtozonak. Ha a célfiiggvény meredeksége negativ, de a kezdeti célfligg-
vény-értek feletti tartomanyban van az adott téréspont, akkor az még egy potencialisan jo
generaloelem lehet. Ennek megfeleléen mindkét irdnyban, a maximumhely eldtt és az utén is
végezhetjik a keresést. Ezen keresési tér korlatja a kiindulasi célfliggvény-érték, hiszen, ha ez
alatti értékhez tartozo valtozot hoznank be a bazisba, az ronto iteraciohoz vezetne, ezaltal hat-
raltatna a megoldast.

A megértés elosegitése érdekében tekintsiik az alabbi tOrtvonalfiiggvényt (4. abra), ahol
lathatjuk, hogy milyen sorrendben vizsgaljuk az egyes téréspontokat:
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4. abra: Elsd fazisu stabil pivotalasi eljaras keresési tere

Els6 Iépésben az algoritmus megvizsgalja, hogy van-e tovabbi, illetve a kivalasztott ma-
ximumhely el6tti toréspont, ezt kovetden ezeket dsszehasonlitja, €s a nagyobb célfliggvény-
értékithoz tartozo generaldelemnek elvégzi a numerikus vizsgélatat, majd iterativan lefelé
haladva folytatja a keresést a mar ismertetett korlatig. Amennyiben az eljards nem talal jo
pivotelemet, akkor tizenetet kiild errdl a vezérlonek, ami a pricing-ot Uj javito sor kijelolésére
utasitja.

Ha a kis nagysagrendii generaloelembdl kovetkezé hibat nem kezelnénk, akkor az a cél-
fuggvény ertékenek romlasahoz, vagy egyéb numerikus problémahoz vezetne, ezért ez a
megvalositas egyfajta degeneracio ellenes stratégianak foghaté fel. Ujszerlisége abban rejlik,
hogy a szakirodalom a maximumhelyt6l egyszer(i visszalépést alkalmaztak, ezen probléma
kezelésére.

Maésodik fazisban az eljaras Kicsit mas formaban valosithatd meg, visszalépve mar
boundflip-re kijel6lt valtozot talalunk, a tovabblépés pedig elméleti szinten hibas, hiszen sé-
riilne a megengedettség, és az algoritmus visszaesne els6 fazisba. Ezért, a masodik fazisu
hanyadostesztben megvaldsitott algoritmus megvizsgalja, hogy van-e tébb téréspont a maxi-
mumhelyen, és ezek kdzil a numerikusan legjobbat adja vissza, amennyiben Iétezik a toleran-
ciandl nagyobb érték. Ezt megtehetjiik, hiszen el6fordulhat, hogy egy adott pontban tobb to-
réspont is talalhatd. Az ezekhez tartozd célfliggvény-ertékek megegyeznek, hiszen akarmilyen
meredekséget véve a nulla Iépéshossz miatt nem véaltozik a célfliggvény-érték, csupan a mere-
dekség. Az eljaras nem modositja az el6zetesen korlatcserés 1€pésre kijelolt valtokat, ezeket

minden esetben elvégezziik.

3.2.3. Harris hanyadosteszt, EXPAND

Tekintsiik at a primal masodik fazisra ismertetett Harris hanyadostesztet, és EXPAND el-
jarés dual masodik fazisu megfeleldjét. Amint azt korabban emlitettiik ezen leiras sajat kuta-
tasunk eredménye, hasonld leirast nem talaltunk a szakirodalomban, ezeket a 2.4.2-2.4.3 alfe-
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jezetben leirtak alapjan dolgoztuk ki. A korabbiakban ismertetett tolerancidk kozil a Harris
hanyadosteszt dual valtozataban az ¢, = 10~® optimalitési toleranciat hasznaljuk. Ezen kiviil
szlikségunk van tovabbd az EXPAND eljaradshan ismertetett 6 tolerancia szorzéra, ennek
alapértelmezett értéke megoldénkban 1072, a tolerancia Ujrainicializalasa pedig 10000 itera-
cionként torténik. A tolerancia inkrementalds mértéke az ismertetett szamok alapjan = =

(1-5)e, -y ) : o )
10000"’. Ezen értekek valamelyest eltérnek a szakirodalomban ajanlottaktdl, ennek oka az,

hogy a szakirodalmi leirassal ellentétben mi a duél algoritmussal szdmolunk, ezért az
EXPAND-hoz kapcsolodo paramétereket az altalunk hasznalt egyéb toleranciaértékekhez

finomitottuk. Legyen e,,,, az aktuélis tolerancia, ez tehat Harris hanyadostesztben 1073,
EXPAND esetén pedig az inkrementalt tolerancia aktualis értéke.

A Kiterjesztett hdnyadosok definidlasara az alabbi 0sszefuggeést alkalmazzuk ¢ > O eset-
ben:

(
I J
1 =<| d. (19)

Ennek értelmében a redukalt kdltsegek megengedettségi tartomanyuktdl az adott iteracio-
ban legfeljebb €, mértékben térhetnek el. A felsé korlaton 1évé nem-bazis valtozok, me-
lyek redukalt koltsége felfelé valtozik, a fels6 Osszefiiggésnek, az alsd korlaton 1évé nem-
bazis valtozok, melyek redukalt koltsége lefelé valtozik, pedig az also 6sszefuggésnek megfe-
leléen definialnak hanyadosokat. Ezt kdvetéen meghatarozhatjuk 6,-et az ismertetett hanya-
dos-meghatarozasi mddszerek valamelyikével:

e hagyomanyos modszernél legyen 6, = min{t,},
e tortvonalfiiggvenyes algoritmusnal pedig a fliggveny maximumahoz tartoz6 hanyados,
vagyis 6, = arg max, f(t).

Masodik korben, a meghatarozott 0, értéknél kisebb, egzakt hataron definidlt hanyadoso-
kat kigyijtjik az & halmazba, majd ezek kozll a legnagyobb |aj.) |-vel rendelkezé hanyadost

jeloljuk 6p-vel, ez lesz a javasolt dual lépéshossz. Az igy kapott érték vizsgalatara vezessik

be a kovetkezd valtozot:

T s s 2
—, EXPAND eljarasban. (20)

| |

0, Harris hanyadosteszben
emin = {
J

Az igy meghatarozott érték lesz a garantalandé minimalis elérehaladas az adott iteracio-
ban, ha a kivalasztott hanyados ennél kisebb, akkor mesterségesen erre az értékre allitjuk 6 -
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t, €s Ugy vegezzilk el a baziscserét a maximalis generaléelemhez tartozo valtozoval, tehat

0p = max{6p,0,,i,}

Munkéank soran vizsgaltuk a dual masodik fazist EXPAND kiterjesztésének lehet6ségét a
tortvonalfliggvényes hanyados-meghatarozas modszerével. Ezen modszernél, mint azt ismer-
tettik, a tortvonalfuggveny maximumhelye el6tti toréspontok korlatcserés 1épésre (boundflip)
Kijelolt valtozokhoz tartoznak. Amennyiben ezeket az eredeti eljardsban ismertetett médon
vizsgaljuk, majd a kijel6lt korlatcserés lépésekhez tarozd valtozdkat kihagyjuk az EXPAND
eljarasbol, akkor a két mddszer egydttesen alkalmazhato, igy 6tvozhetjiik a két eljaras elénye-
it. Hatdrozzuk meg 6,-et tehat ugy, hogy a legkisebb Kiterjesztett torésponthoz tartozzon,
amelyet nem jeldltiink korlatcserés Iépésre. Az eljaras tovabbi része a korabbival analog mii-
kodésti.

Erdemes kiemelt figyelmet forditani a pivot toleranciat (€pivor) kiclégitd értékek altal de-
finidlt hanyadosokra. Mint mar emlitettiik, a kis nagysagrendti generaloelemeket nem valaszt-
hatjuk ki a hanyadostesztben rossz numerikus tulajdonsagaik miatt. Amennyiben mar a ha-
nyadosok definialasanal kizarjuk az ilyen értekeket és a numerikusan rossz generaléelemhez
tartoz6 hanyadosokat nem generaljuk, egyszerisithetjiik a hanyados-valasztast, hiszen ilyen
esetben nem kell utélag megvizsgalni a pivotelem nagysagrendjét. Ez természetesen okoz
némi pontatlansagot, ennek értelmeben a hanyadostesztben meghatarozott Iépéshossz, és cél-
fuggveny-értek kis mértékben megvaltozhatnak, azonban ez nem jelentés. Amennyiben igy
definidljuk a hanyadosokat, akkor ez a megvaldsitas egy alternativa az ismertetett stabil
pivotalas eljarasra, ellenkezé esetben a 3.2.2 alfejezetben leirtak alkalmazésara tovabbra is
szllkség van. A Harris hanyadosteszt ezen funkcidjat megvaldsitottuk az elsé fazisu dual
hanyadostesztben is, az erre vonatkozo mérési eredményeinket a kovetkez6 fejezetben ismer-
tetjuk.

Az eljaras gyakorlati mikodéséhez érdemes a mar korabban emlitett bazis ujrainvertalas
(Ujrafaktorizalas) kérdését megvizsgalni. Ennek értelmében invertalaskor (faktorizalaskor)
Ujraszamolunk minden értéket, ezek kozott pedig frissitéssel (update) szdmolunk. Ez azt je-
lenti, hogy amennyiben nem torténik 6,,;,-nél nagyobb lépéshosszu, tényleges javito iteracio
két invertalas (faktorizalas) kozott, akkor az EXPAND eljarés altal biztositott garantalt elore-
haladas a redukalt koltségek ujraszamolasa miatt elvész. Ennek elkeriilésére adminisztraljuk a
futas soran az iteraciok nagysagat, és ha két invertalas (faktorizalas) kozott csak az EXPAND
altal biztositott lépéshosszu elorehaladast észlellink, a redukalt koltségeket nem szamitjuk
ujra. Ennek alternativ megolddsa a célfiiggvény egyiitthatok eltolasa egyeldre nem keriilt
megvaldsitasra, hiszen azt tapasztaltuk, hogy az eljarasunk igy is megfeleld hatékonysaggal
miikodik.

Mivel az EXPAND eljarasban egyre nagyobb mértékii nem-megengedettséget fogadunk
el, ezért gyakoriak a negativ hanyadosok, de azok abszolit értékben nagyon Kicsik, valamint

27



az algoritmus biztositja a 8,,;,, mértékii minimalis dual elérehaladast. Ebben az esetben nincs
tehat sziikség a hamis megengedett véaltozok sziirésére sem. Osszességében ez az eljaras haté-
konyan orvosolja a hamis megengedettséget, valamint biztositja a megfelelé nagysagrendi
pivotelemet mindamellett, hogy a masodik fazisu degeneraciot is hatékonyan kezeli. Ez a
mddszer tehat kiemelked jelent6ségli a magas szintli megvalositas szempontjabol.

3.2.4. Célfuggvény egyutthatok perturbéalasa

A célfliggvény egyiitthatok perturbalasara megvalositottuk a 2.4.4 alfejezetben ismertetett
eljarast, munkank soran ennek vizsgalatara, tovabbfejlesztési lehetdségeire fokuszalunk. Ez a
gyakorlatban azt jelenti, hogy a feladat modelljében 1év6 ¢ vektort a megoldasi folyamat ele-
jén egyszer médositjuk, majd a médositott feladat optimalis megoldas megtalalasa utan visz-
szaallitjuk az eredeti célfuggvényt, és a kapott bazisrol megkeressiik az eredeti feladat optima-
lis megoldasat. Egy masik modszer, hogy amennyiben degeneraciot detektalunk, akkor lokali-
san, csak a degeneraciot okozo celfuggveny egydtthatokat toljuk el, ezen eljarast a szakiroda-
lom shifting-nek (eltolasnak) nevezi. Ennek megvalositasa, vizsgalata tovabbi terveink részét
képezi.

Az ismertetett négylépéses perturbalas elsé két 1épését Gsszehasonlitottuk néhany sajat,
egyszerlibb perturbalasi logikaval, a kovetkezokben tekintsik at ezeket.

e A legegyszeriibb megvalositasban véletlenszerlien generaltunk értékeket egy eldre
megadott konstans (e, = 107°) altal meghatarozott intervallumbél, ennek értelmé-
ben 6; € [~€qurps €rurs|-

e A masodik modszerben a célfiiggvény egyiitthatok eldjelének megfelelden valasztot-
tuk a perturbalas iranyat (0 értéknél véletlenszeriien valasztott eléjellel) ez alapjan:

€
ir— [ Z;rb, Iurb] shac; <0
€turb
5j€{|i[%,€,urb],ha ¢c; =0. (21)
€turb
l+ [%,e,urb] shac; >0

e Az altalunk megvalositott harmadik pertubdlasi eljarasban az elsédleges szempont
az, hogy a redukalt koltségeket megengedett iranyba toljuk el. gy tehat az egyes val-
tozotipusok szerint definialtuk a perturbalas iranyat (4. tablazat):

4. tablazat: Perturbalas megengedett iranyba

type(x;) d; megengedettsége perturbalasi tényez6
0 d; tetszOleges -

1 d;<0Ovagyd; >0 51»61[%,6,”,,,]
€

2 dj 2 0 5j €+ [%rb’eturb]
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3 d, =0 _
[t

4 d; <0 o, € —

J

> €turb]

A kiilonbozo perturbalasi modszerek dsszehasonlitasat a kdvetkezd fejezetben részletez-
zuk, bemutatjuk mérési eredményeinket.

3.3. Az implement&cio struktaraja

Ebben az alfejezetben ismertetjik az implementélt osztalyokat, ezek kapcsolatat, a
hanyadostesztek felépitését. Az implementécié C++ programozasi nyelven, a C++11 szab-
vany szerint készilt. Egy adott miivelet elvégzéséhez a sziikséges adatokat kétféleképpen biz-
tosithatjuk, vagy egy nyilt hozzaférésii adattaggal (osztalyszintli adattag, friend osztaly), vagy
a fliggvénynek atadott paraméterrel. Ha egy adattag az osztalyban nem médosul, akkor kons-
tans referenciaként, ha mdédosulhat, akkor pedig pointeren keresztul kerul tarolasra. A fligg-

romr

venyek argumentumait azok nagy szama miatt a késébbiekben nem részletezziik.

A program strukturajanak részleteit az alabbi osztalydiagramon (5. abra) lathatjuk. Szeret-
nénk hangstlyozni, hogy az 4bra elsddleges fokusza a dudl hanyadosteszt, illetve az ahhoz
szorosan kapcsolodo osztalyok, ezért nem tér ki a PanOpt minden részletére, csak a szamunk-
ra fontos elemeket jeleniti meg. Lathatjuk a megoldas vezérlését végzé DualSimplex osztalyt,
mely a Simplex absztrakt osztaly leszarmazottja, illetve a pivot valasztashoz kapcsolodo ket
legfontosabb osztalyt, a DualPricingot, illetve a DualRatiotestet.

DualSimplex Simplex
eompoteFeaileyt exendsy L aringBaes() s void
-computeFeasibility() : void D#saVeBasis() pase :
1 -checkFeasibility() : void oadbacial) :VOid
H_pme() v i #reinvert() : void
-selectPivot() : void tramstormi) s void
' update() : void #solve() : void
DualPricing 1

1

-initPhasel() : void
+performPricingPhasel() : int
-initPhase2() : void
+performPricingPhase2() : int -generateBreakpointsPhasel() : void
-computeFunctionPhasel() : void
-useNumericalThresholdPhasel() : void
+performRatiotestPhasel() : void

1 1 [-generateBreakpointsPhase2() : void

DualRatiotest

BreakpointHandler

-m_breakpoints : Vector -generateExpandedBreakpointsPhase2() : void FeasibilityChecker
-m_secondPassRatios : Vector ¢ -computeFunctionPhase2() : void &
-selectionSort() : void -useNumericalThresholdPhase2() : void 1 1 -updateFeasibilities() : bool

_buildHeap() : void +performRatiotestPhase2() : void +computeFeasibility() : bool

-heapify() : void +feasibilityCorrection() : void
+insertBreakpoint() : void
+getBreakpoint() : BreakPoint
+initSorting() : void
+getExpandSecondPass() : Vector

5. &bra: A hanyadosteszthez kapcsol6dé osztalyok

A kovetkezokben tekintsik 4t az 4bran a hanyadosteszthez kapcsolodo
FeasibilityChecker, BreakpointHandler osztalyokat, majd magat a DualRatiotest osztalyt.
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3.3.1. AFeasibilityChecker osztaly

Ez az osztély az egyes redukalt koltségek megengedettségét vizsgalja, és azok valtozasat
kezeli a mar ismertetett ¢, toleranciaval. A megengedettségi halmazokat particiokra osztott
kétszeresen lancolt lista formajaban valdsitottuk meg, igy az allapotok kezelése egyszeri po-
intermiiveletekkel valosul meg. Ez rendkivil gyors, konstans bonyolultsagu. Mindehhez az
alabbi flggvények nyujtanak segitséget:

e computeFeasibility(): A redukalt koltségek elbjele alapjan az aktudlis toleranciat al-
kalmazva kiszamolja, hogy az egyes megengedettségi halmazokba mely véltozok ke-
rilnek, ez tehat egy lancolt lista felépitését jelenti. A fliggvény minden invertalaskor
meghivésra keriil a DualSimplex osztalyban, a két invertalas kozotti valtozésokat a
kovetkezé fiiggvény kezeli. A fliggvény visszatérési értéke igaz, ha megengedett
megoldast kaptunk. Mindez egy egyszeri iterator-0sszehasonlitas formajaban valosul
meg, vizsgaljuk, hogy # = & = ¢, hiszen ekkor minden d; megengedett.

e updateFeasibilities(): Ennek a flggvénynek a segitségevel nem kell Gjraszamolni
minden iteracioban a megengedettségi halmazokat. Létrehoztunk egy segédvektort,
amellyel a hanyadostesztben rogzitjik, hogy a bejové valtozo meghatarozasa utan,
mely redukalt koltség melyik halmazba mozgott at, ez a felhasznalt téréspontokbol
egyértelmiien adodik. Az egyes redukalt koltségek aktualis allapota és a segédvek-
torban tarolt értékek alapjan a fggvény elvégzi a megengedettségek megvaltozasa-
nak adminisztralasat. Visszatérési értéke az el6z6 fliggvénnyel megegyezd.

o feasibilityCorrection(): Az elsé fazis végén elvégzi a megengedettségi korrekciokat
az egyes tipusu valtozokon, ezéltal a korlatos valtozok megengedettségét biztositja.
Emellett a figgvény masodik fazisban minden invertalasnal ellen6rzi, hogy megma-
radt-e a korlatos valtozok megengedettsége.

3.3.2. A BreakpointHandler osztaly

Ez a hanyadoskezel6 osztaly végzi a definialt hanyadosok tarolasat és kezelését. Az
insertBreakpoint() fuggvény segitségével adhatjuk hozza az elemeket a taroléhoz. A hanya-
dosok definialasa utan a DualRatiotest osztaly meghivja a hanyadoskezel6 initSorting() fligg-
vényét, amely egy kupac adatszerkezetet épit fel a buildHeap() fuggvény segitségével, hiszen
a hanyadosokra rendezve van szilkség. Az egyes elemek rendezésekor a heapify() fuggvény
tartja fenn a kupac tulajdonsagot. Ezen metodusok segitségével az osztaly lehetdséget ad a
hanyadosok egységbe zart kezelésére, amelynek koszonhetéen a DualRatiotest osztaly atlat-
hato és egyszerlien értelmezhetd, valamint a hdnyadoskezeld felhasznalhaté a primal megva-
I6sitasban is. Mindemellett tervezziik, hogy tdbb kiilonboz6 rendezdalgoritmust is Kiproba-
lunk az osztaly segitségével, hogy ajanlast tudjunk megfogalmazni arra vonatkozo6an, hogy

mikor milyen rendezést célszerli hasznalni.
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3.3.3. ADualRatiotest osztaly

A DualRatiotest osztaly végzi a hanyadosok definialasat, majd a paraméter fajlban meg-
adott modszernek megfeleléen a bejovo valtozo kivalasztasat. Szintén ebben az osztalyban
kerlt megval6sitasra a hamis megengedett valtozok kezelése, stabil pivotélasi eljaras, a Har-
ris hanyadosteszt, valamint az EXPAND eljaras. Ezen feladatok elvégzésére az alabbi fugg-
vényeket implementéltuk:

e generateBreakpointsPhasel(), generateBreakpointsPhase2(): Ezek a fliggvények
végzik a megfelel fazisban az egzakt korlatos hanyadosok definialasat, a definialt
megengedettségi halmazok alapjan.

e generateExpandedBreakpointsPhase2(): Ez végzi a Harris hanyadostesztben, illetve
az EXPAND eljarasban alkalmazott kiterjesztett hanyadosok definialasat.

e computeFunctionPhasel(), computeFunctionPhase2(): A tortvonalfiggvények Kki-
szamolasat végzik, meghatarozzak azok maximumat, illetve a bejovo valtozot.

e useNumericalThresholdPhasel(), useNumericalThresholdPhase2(): Az ismertetett
stabil pivotalasi eljarasokat végzik a megfelel6 fazisra.

A DualRatiotest osztaly miikodését az alabbi abran (6. abra) lathatjuk:
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Szimplex iterdcid
kezdete

Nincs tébb toréspont

Javité valtozdé

Modszer
kivalasztasa

Tortvonalfluggvény

Hagyomanyos
modszer

Stabil pivot keresés

Nem
Harris, EXPAND?

> vélasztdsa «
(pricing)
Dual hanyadosteszt
\ 4
Nem
. Hanyadosok Fake feasible
? —

Harris, EXPAND: definialasa véltozdk szlirése
Ki,terjesztett Nem Kezdeti gen
hanyadosok meredekség
definialasa negativ?

Masodik kéros
hanyadosok
meghatarozdasa

Igen

v

Dual lépéshossz
meghatarozasa

Maximalis
generaloelem
kivalasztasa

v

Visszatérés a bejové
valtozoval

\ 4

Attérés Uj bazisra

6. dbra: A kibdvitett dual hanyadosteszt mitkodése
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4. Meérési eredmények

Ebben a fejezetben ismertetjik az altalunk elvégzett mérések eredményeit, ez képezte
munkak Iényegi részét, hiszen ezen eredményekkel tudjuk aldtdmasztani a dolgozatban meg-
fogalmazott allitdsokat, a megvalositott technikdk helyességét. Az elsé alfejezetben bemutat-
juk a tesztelésre valasztott feladatok jellemzéit, ezt kovetéen pedig ismertetjik a mért ered-
menyeket, és az azokhoz kapcsolddo kovetkeztetéseinket.

4.1. Tesztfeladatok

Az elvégzett méréseket a szakirodalomban kdzismert LP netlib feladatcsomagb6l szarma-
z0, valos életbdl vett feladatokon végeztik. [13] A feladatok kivalasztasanal arra torekedtiink,
hogy a netlib kézel 100 példajabdl lehetdség szerint a nagyobb méretlieket, illetve a numeri-
kusan nehezebb, degeneralt feladatokat valasszuk ki. igy igazolni tudjuk az el6z6 fejezetben
ismertetett numerikus kihivasok jelent6ségét, illetve az altalunk megvaldsitott technikak haté-
kony és helyes miikodését. Tovabba szeretnénk hangsulyozni, hogy a jelenlegi duél imple-
mentacionk az 6sszes netlib feladatot kepes megoldani. Tekintsiik at a kivalasztott netlib fela-
datokat (5. tablazat):

5. tablazat: Netlib tesztfeladatok

Feladat neve Sorok szama Oszlopok szama Nem-r;tzjgra:]zlemek Ri';l;gzsjgi
25FV47 822 1571 11127 0,8616%
80BAU3B 2263 9799 29063 0,1311%
BNL1 644 1175 6129 0,8100%
BOEING1 351 384 3865 2,8676%
BOEING2 167 143 1339 5,6070%
D2Q06C 2172 5167 35674 0,3179%
DEGEN3 1504 1818 26230 0,9593%
FIT2D 26 10500 138018 50,5560%
FIT2P 3001 13525 60784 0,1498%
GREENBEA 2393 5405 31499 0,2435%
GREENBEB 2393 5405 31499 0,2435%
GROW15 301 645 5665 2,9179%
GROW22 441 946 8318 1,9938%
MAROS-R7 3137 9408 151120 0,5120%
MODSZK1 688 1620 4158 0,3731%
NESM 663 2923 13988 0,7218%
PEROLD 626 1376 6026 0,6997%
PILOT 1442 3652 43220 0,8207%
PILOT_JA 941 1988 14706 0,7861%
PILOT4 411 1000 5145 1,2518%
SCAGR25 130 140 553 3,0385%
STOCFOR2 2158 2031 9492 0,2166%
STOCFOR3 16676 15695 74004 0,0283%

33



Feladat neve Sorok szama Oszlopok szama Nem-r;l;!ilr?]zlemek R'gﬁgf]sfg'
TRUSS 1001 8806 36642 0,4157%
VTP-BASE 199 203 552 1,3664%
WOOD1P 245 2594 70216 11,0484%
WOODW 1099 8405 37478 0,4057%

Mivel ezek a feladatok valos €letb6l vett problémak, amelyek sokféle kiilonb6z6 kihivast
rejtenek magukban, ezéltal egy LP megoldd szoftver altalanos tesztelésére kivaléan alkalma-
sak. Jellemzd, hogy mig néhany példa megoldasahoz elegendé az egyszerli szakirodalmi le-
irasok megvalositasa, addig mas, kevéshé joindulati feladatoknal egészen fejlett technikak
szlikségesek a helyes megoldashoz.

A kiilonboz6 futtatasok kezeléséhez hatékonyan tudtuk kihasznalni a PanOpt paraméter-
fajljat, amelyben kényelmesen lehet valtoztatni a megoldd paramétereit, igy a kiilonb6zo
maodszerek és algoritmusok valtoztatasa a meérések elvégzése soran egyszerii volt. Az el6z6
fejezetben ismertetett toleranciak alapértelmezett értékeit hasznaltuk, ezek a kovetkezok (6
tablazat):

6. tdblazat: Toleranciak alapértelmezett értékei

Cwork €urb epiuor € feas 601” Erel abs

Eopt —6 —6 -8 -8 -10 -14
[m,eom] 10 10 10 10 10 10

4.2. Elvégzett mérések

Ebben az alfejezetben ismertetjiik a méréseink eredményeit, a kovetkezo6 elv alapjan: egy
adott problémat, jelenséget néhany szemléletes példa segitségével mutatunk be, tablazatos
forméban. Méréseinket harom csoportba soroltuk a kdvetkez6 problémas szituaciok alapjan:
hamis megengedett hanyadosok kezelése, numerikusan jo generaléelem valasztasa, és a dege-
neracio elharitasa. Az egyes funkciok tesztelésénél mindig csak az adott paramétert valtoztat-
tuk, hogy a levont kovetkeztetések helyesek legyenek. El6ljaréban még elmondanank, hogy a
netlib feladatokra jellemz6, hogy a dual megolddt alkalmazva nagyon gyorsan atkeriilnek
masodik fazisba, igy az iteraciok nagy része (~80%) itt zajlik, ennek megfeleléen kevésbé
szignifikansak az elsé fazist jelenségek. Meéréseink soran a megoldéban mar rendelkezésre
allo technikék kozil nem alkalmaztunk sem skalazast, sem eléfeldolgozast. A megoldas soran
a bazis szorzat alapu inverzét (PFI), Dantzig pricing eljarast és alsé logikai kiindulasi bazist
hasznaltunk.

4.2.1. Hamis megengedett hanyadosok kezelése

Tekintsiik az alabbi néhany feladatot, melyekkel reprezentativan bemutathatjuk a hamis
megengedettség kezelésének fontossagat. (7. tablazat: Példak a fake feasibility jelenségre)
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25FVA4T7: Ez a feladat rossz numerikus tulajdonsagai miatt kivald lehetdséget nyujt a je-
lenség megfigyelésére. Lathatjuk, hogy azon futtatds sorédn, ahol nem volt bekapcsolva a fake
feasible valtozok kezelése, ott az algoritmus rossz célfiiggvényértéken allt meg, jelentds volt a
degeneracio és ronto iteraciok is torténtek.

BNL1: Ezen feladat azt az esetet reprezentélja, amikor a fake feasible valtozék nem keze-
lése azt okozza, hogy az algoritmus nem tudja megoldani a feladatot. A degeneracioé szama-
nak megnovekedése az iteracidoszam novekedésével magyarazhatd, hiszen az elsé esetben

2656 iteracio utan leallt a megoldo.

D2QO06C: A feladatban jol megfigyelheték a hamis megengedettség okozta karok. A cél-
fliggvény értékének eltérése nem szignifikans, hiszen az optimalis érték 10° nagysagrend.

7. tablazat: Példak a fake feasibility jelenségre

o e Rontd Degeneralt .
o Futasi id6 | Célfuggvény o L Fake feasible
Feladat | Iteraciészam A iteraciok iteraciok o
(mp) eltérése ] ] aktivalddas
szama szama
2656 0,92 00 0 866 nincs
BNL1
3514 1,05 0 0 1264 29 (61)
14577 12,01 2,4% 16 4635 nincs
25FVv47
10814 9,03 0 2 2776 42 (103)
47096 230,41 0 474 4344 nincs
D2Q06C
26457 103,62 <0,01% 37 3026 6983 (88860)

4.2.2. Numerikusan stabil pivotelem biztositasa

Mint azt korabban ismertettiik a numerikusan rossz tulajdonsagu generaléelem kivalasz-
tasa a bazis numerikus szingularitasahoz, illetve nullaval valo osztashoz vezethet, amely prob-
lémak az algoritmus szempontjabol kritikusak, kezelésiik nem megkeriilheté. Tekintsink a
tovabbiakban a bemutatott technikak eredményeit.

FEls6 fazist tortvonalfiggvény

Az alabbi 6 feladatban jol megfigyelhetjiik az els6 fazist tortvonalfiggvény hatékonysa-
gat a hagyomanyos egylépéses modszerrel szemben (8. tablazat: Példak az els6 fazist tortvonal-
fliggvény hatékonysagara). Ez mind az iteracioszam, mind a megoldasi idé csokkenésében
megmutatkozik, valamint a PILOT4 esetében a hagyomanyos modszer nem is képes megol-
dani a feladatot.

' Az algoritmus 4ltal optimalisnak elfogadott és a netliben ismertetett optimlis célfiiggvény-érték eltérése.
’ Ha aktiv a fake feasible sz{irés, akkor az els szam mutatja a megoldas soran tortént sziirések szamat, a

zardjelben 1évé szam pedig az Osszes fake feasible valtoz6 szamat.
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8. tablazat: Példik az elsd fazisu tortvonalfiggvény hatékonysagara

o, Futasi id6 )
Feladat Iteracioszam Els6 fazist modszer
(mp)
935 0,18 egy lépé
BOEING1 _ 9y P.eses,
848 0,13 tortvonalfiiggvény
532 0,09 egy lépéses
BOEING2 _ 9y p _
240 0,03 tortvonalfiiggvény
9323 15,7 egy lépéses
DEGENS3 - 9 p -
8296 13,91 tortvonalfiiggvény
3276 1,35 egy lépé
NESM “ gy p.).eses,
2953 1,07 tortvonalfiiggvény
- - egy lépé
PILOT4 _ 9y p.).eses,
4301 3,82 tortvonalfliggvény
685 0,09 egy lépéses
SCAGR25 - % p -
607 0,09 tortvonalfiiggvény

Masodik fazisu tortvonalfiiggvény

A masodik fazist toértvonalfliggvényes hanyados-meghatarozas, mint mar emlitettik,
csak abban az esetben elonyds, ha a feladatban vannak egyes tipusu, azaz korlatos valtozok,
viszont ilyenkor nagyon hatékony, mint azt a kovetkez6 tablazatban (9. tablazat: Példak a ma-
sodik fazisu tortvonalfiiggvény hatékonysagara) lathatjuk.

9. tblazat: Példak a masodik fazisu tortvonalfliggveny hatékonysagara

o Futasi id6 Masodik fazisu
Feladat Iteracioszam i
(mp) modszer
6574 7,32 egylépéses
80BAU3B - 9 p -
4235 3,53 tortvonalfliggvény
935 0,21 egylépéses
BOEING1 - 9 p -
650 0,11 tortvonalfliggvény
260 0,04 egylépéses
BOEING2 9iep _
201 0,02 tortvonalfliggvény
7674 15,11 egylépéses
FIT2D _ id p _
187 0,74 tortvonalfliggvény
14713 26,13 egylépéses
FIT2P _ id p _
6655 17,01 tortvonalfliggvény
22474 25,29 egylépéses
GREENBEB _ _
17640 18,51 tortvonalfiggvény
5171 2,31 egylépéses
NESM 9viep _
3783 1,98 tortvonalfiggvény
4301 3,82 egylépéses
PILOT4 _ id p _
2012 3,21 tortvonalfiggvény
323 0,03 egylépéses
VTP-BASE _ id p _
257 0,03 tortvonalfliggvény
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A Kkét tortvonalfiiggvény alkalmazésa azonban rosszindulatt feladatok esetén nem ele-
gendd, kilon figyelmet kell forditani a generaléelem Kivalasztasara, annak numerikus tulaj-
donsagai alapjan.

Numerikusan rossz pivotelem valasztasanak hatésa

Vizsgaljuk meg mi torténik, ha rossz pivotelemet valaszunk a hanyados-kivalasztas so-
rén, erre tekintsiik az alabbi példakat: (10. tablazat: )

10. tablazat: Pivotalas numerikusan rossz generaloelemen

L, Futasi Els6 fazisba Numerikusan Kritikus Pivotelem
Feladat Iterdcidészam | . . , . L s o
id6 (mp) Visszaesés szinguléris bazis leéllas vizsgélata
23883 21,38 6 3 Nem Nem
25FVvA7
9935 5,72 0 0 Nem Igen
3685 0,79 3 3 Igen Nem
BNL1
3265 0,65 0 0 Nem Igen
5972 5,36 0 12 Igen Nem
PILOT JA
- 25000 - 0 0 Nem Igen

Lathatjuk, hogy ezen probléma a megoldashoz sziikséges iteracioszam lényeges megno-
vekedéséhez (25FV47), numerikusan nehezebb feladatoknal akar az algoritmus kritikus leal-
lasahoz (BNL1) vezethet. Ennek kezelését végezhetjilk a hanyadosteszthez képes magasabb
szinten, ezért célszerli a kivalasztott generaldelem vizsgalatat a hanyadosteszt végén elvégez-
ni, és amennyiben |aj.7 | < epivorteljesiil, a vezérlének jelzést kiildeni. Ennek egy lehetséges
kezelése a pricing altal kijelolt javito sor tiltasa, és egy masik javito sor kijeldlése. Ezen heu-
risztika alkalmazésa bizonyos esetekben hatékonynak tlinhet, azonban nem veszélytelen. EI6-
fordulhat, hogy nagyszamu sor keriil letiltasra, ami széls6séges esetben az optimum megtala-
lasanak kizarasat jelentheti, ezért érdemes alternativ megoldasokat keresni erre a problémara.
Az eredményekbdl nyilvanvaldan latszik, hogy a numerikusan rossz tulajdonsagu, rosszul
kondicionalt feladatoknal bar a kritikus ledllast megakadalyozta, az optimalis megoldas meg-
talalasahoz nem volt elegendd, ciklizalast eredményezett (PILOT_JA).

Ahhoz, hogy a lehetséges generadldéelemek tekintetében nagyobb szabadsagunk legyen
mindenképpen érdemes a tortvonalfiiggvényes mddszert alkalmazni a hagyomanyossal szem-
ben, azonban azt ki kell egésziteni az ismertetett stabil pivotalasi eljarassal.

Stabil pivotalasi eljaras

A stabil hanyados-meghatarozas a dual algoritmus mindkét fazisaban megvalosithatd,
célszerli tehat erre alapozni a numerikusan jO generdloelem biztositasanak kérdését is. Az
alabbi feladatokban (11. tablazat) megfigyelhetjik, hogy hogyan jarult hozza az iteraciészam,
a megoldasi id6, valamint néhany esetben a degeneralt iteraciok szamanak jelentds csokkeneé-
séhez a megvalositott stabil pivotalasi eljards. Néhany esetben (D2Q06C, GREENBEA, MA-
ROS-R7) az algoritmus nélkil nem siker(lt megoldani a feladatot.
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11. tablazat: Példak a stabil pivotalasi eljaras hatékonysagara

o Futasi id6 Degeneralt Stabil
Feladat Iteracioszam o, , s
(mp) iteraciok szama pivotalas
189 0,019 90 Nincs
BOEING2
174 0,017 78 Van
- - - Nincs
D2Q06C
26457 103,62 37 Van
8296 17,51 623 Nincs
DEGEN3
8007 16,12 683 Van
1117 0,17 1048 Nincs
MODSZK1
698 0,13 639 Van
- - - Nincs
GREENBEA
9150 9,01 2969 Van
20589 22,81 13062 Nincs
GREENBEB
13330 12,99 5496 Van
- - - Nincs
MAROS-R7
4608 93,19 746 van
257 0,02 47 nincs
VTP-BASE
231 0,02 56 van
2231 10,37 2209 nincs
WOOD1P
328 1,02 318 van
48862 52,72 48114 nincs
WOODW
2167 3,44 1858 van

A futasi eredmények alapjan lathatjuk, hogy a tortvonalfiiggvenyes mddszer valoban
minden esetben hatékonyabb a hagyomanyos eljarasnal, legrosszabb esetben a muikodésiik
hasonld eredményt szolgaltat. Lathatjuk tovabba azt is, hogy a numerikusan rossz
pivotelemb6l szarmazé problémakat az altalunk megvalositott stabil pivotalasi eljaras hatéko-
nyan kezeli, igy a tortvonalfliggvényes modszert célszerii ezzel kiegészitve alkalmazni. Bizo-
nyos feladatoknal lathatjuk, hogy a stabil pivotalasi eljaras ellenére sem sikerilt numerikusan
j0 generalelemet kivalasztani, ilyenkor tovabbra is szlikség van a vezérlés bevonasara a
pivotvalasztasba.

4.2.3. Degeneralt feladatok kezelése

Az alabbi tablazatban (12. tablazat) azt lathatjuk, hogy az eddig bemutatott eljarasok szin-
te mindegyike képes valamilyen mértékben csokkenteni a degeneralt iteraciok szamat, ennek
koszonhetben altaldban hatékonyabb megoldast biztositanak.
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12. tdblazat: Példak a degenerécié jelenségére

o Futasi id6 Degeneralt i
Feladat Iteraciészam o, i Médszer
(mp) iteraciok szama
2183 0,91 883 egy lépéses
STOCFOR2 .
2383 1,09 481 tortvonalfiiggvény (elso fazis)
17373 75,9 6387 egy lépéses
STOCFOR3 -
19150 91,1 3361 tortvonalfiiggvény (elso fazis)
6574 7,3 1421 egy lépéses
80BAU3B 6663 7,32 1382 tortvonalfiiggvény (elso fazis)
4235 3,53 1189 tortvonalfiiggvény (masodik fazis)
7674 15,11 553 egy lépéses
FIT2D - — P
187 0,74 4 tortvonalfliggvény (masodik fazis)
FIT2P 14713 26,13 1535 egy lépéses
6655 17,01 89 tortvonalfiiggvény (masodik fazis)
323 0,02 98 egy lépéses
VTP-BASE .. —— ——
257 0,02 a7 tortvonalfliggvény (masodik fazis)
2951 1,07 2091 fake feasible inaktiv
NESM - -
2769 1,01 1828 fake feasible aktiv
4776 97,73 822 fake feasible inaktiv
MAROS-R7 - -
4608 93,19 746 fake feasible aktiv
47096 230,41 4344 fake feasible inaktiv
D2Q06C _ _
26457 103,62 3026 fake feasible aktiv
18656 19,66 11521 tortvonalfliggvény (mindkeét fazis)
GREENBEB ———
13330 12,99 5496 stabil pivotalas
1117 0,17 1048 tortvonalfliggvény (mindkeét fazis)
MODSZK1 ———
698 0,13 639 stabil pivotalas
TRUSS 7714 13,19 1463 tortvonalfliggvény (mindkét fazis)
7896 15,33 1333 stabil pivotalas
2231 10,37 2209 tortvonalfliggvény (mindkét fazis)
WOOD1P ———
328 1,02 318 stabil pivotalas
48862 52,72 48114 tortvonalfliggvény (mindkét fazis)
WOODW ———
2167 3,44 1858 stabil pivotalas

Osszefoglalva lathatjuk tehat, hogy bar a degeneralt iterdciok szama az egyszeri megva-

A Harris hdnyadosteszt és az EXPAND eljaras

Az altalunk megvalésitott dudl masodik fazisi Harris hanyadosteszt és EXPAND eljara-
sok mitkodésére tekintslik az alabbi tablazatot (13. tablazat: Hatékony degeneracié-ellenes straté-
giak).
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l6sitashoz képest jelentdsen csokkent, azok szama még mindig igen jelentds. A tovabbiakban
tehat a bemutatott Harris hanyadostesztet, az EXPAND eljarast és a perturbacios modszerek
hatasat vizsgaljuk. A tovabbiakban az eddigi legjobb mért eredményeket hasznaljuk referen-
ciaként a megvalositas hatékonysaganak vizsgéalatara.




13. tdblazat: Hatékony degenerécio-ellenes stratégiak

L, Futasi id6 Degeneralt ,
Feladat Iteraciészam o, i Médszer
(mp) iteraciok szama
2383 1,09 481 az eddigi legjobb megvalositas
STOCFOR2 2118 0,73 273 Harris hanyadosteszt
2118 0,58 0 EXPAND eljaras
19150 91,1 3361 az eddigi legjobb megvalositas
STOCFOR3 16145 56,05 1974 Harris hanyadosteszt
16145 47,50 1948 EXPAND eljaras
4235 3,53 1189 az eddigi legjobb megvalositas
80BAU3B 4205 1,92 1121 Harris hanyadosteszt
4191 1,55 69 EXPAND eljaras
187 0,74 4 az eddigi legjobb megvalositas
FIT2D 215 0,37 7 Harris hanyadosteszt
191 0,27 0 EXPAND eljaras
6655 17,01 89 az eddigi legjobb megvalositas
FIT2P 6769 18,72 87 Harris hanyadosteszt
6818 15,35 0 EXPAND eljaras
257 0,02 47 az eddigi legjobb megvalositas
VTP-BASE 236 0,01 50 Harris hanyadosteszt
222 0,01 0 EXPAND eljaréas
2769 1,01 1828 az eddigi legjobb megvalésitas
NESM 2559 0,59 1601 Harris hanyadosteszt
2903 0,62 0 EXPAND eljaras
4608 93,19 746 az eddigi legjobb megvalésitas
MAROS-R7 4630 123,46 891 Harris hanyadosteszt
4630 100,41 0 EXPAND eljaras
26457 103,62 3026 az eddigi legjobb megvalésitas
D2Q06C 29875 75,69 3150 Harris hanyadosteszt
29536 61,74 167 EXPAND eljaras
13330 12,99 5496 az eddigi legjobb megval6sitas
GREENBEB 11665 12,00 5211 Harris hanyadosteszt
12933 11,66 265 EXPAND eljaras
698 0,13 639 az eddigi legjobb megvalésitas
MODSZK1 723 0,09 655 Harris hanyadosteszt
721 0,07 0 EXPAND eljaras
7896 15,33 1333 az eddigi legjobb megvalositas
TRUSS 7509 10,79 1643 Harris hanyadosteszt
7412 79 0 EXPAND eljaras
328 1,02 318 az eddigi legjobb megvalositas
WOOD1P 487 0,46 484 Harris hanyadosteszt
560 0,54 0 EXPAND eljaras
2167 3,44 1858 az eddigi legjobb megvalositas
WOODW 2358 1,29 1997 Harris hanyadosteszt
2513 1,41 0 EXPAND eljaras
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Lathatjuk, hogy a legtébb esetben az eddigi leghatékonyabb megvalodsitassal szemben a
Harris hanyadosteszt, illetve az EXPAND eljaras bar hatékonyabbnak bizonyultak, de a két
modszer 6tvozése a jovében egy 1j, hatékony eljarashoz vezethet. Az EXPAND futtatasa so-
ran azon iteraciokat, amelyben a 6,,;, érték kerilt kivalasztasra, degenerélt iteracioként mer-
tik, hiszen a gyakorlatban ezek igy értelmezhet6k, bar elméleti szinten a 0 hanyadosok kiza-
rasa a degeneracid megsziinését jelenti. Néhany feladat esetében elmondhatjuk, hogy az
EXPAND megvaldsitasa az, ami az adott feladat megoldhatdsaga szempontjabdl kritikus volt,
ezek megoldasahoz a korabbi modszerek dnmagukban kevésnek bizonyultak. (14. tablazat:
EXPAND nélkiil nem megoldhaté feladatok)

14. tablazat: EXPAND nélkil nem megoldhato feladatok

o Futasi id6 Degeneralt
Feladat Iteracioszam o i
(mp) iteraciok szama
GROWI15 3210 1,17 1879
GROW?22 6022 3,97 4000
PEROLD 3854 3,27 1242

Célfliggvény eqgyiitthatdk perturbalasa

A megvaldsitott perturbalasi eljarasokat az alabbi tablazatban lathatjuk (15. tablazat:
Perturbalasi eljarasok).

15. tablazat: Perturbalasi eljarasok

o Futasi id6 Degeneralt itera- L
Feladat Iteraciészam ., , Perturbalasi modszer
(mp) cidk szama
9497 5,27 1744 Nincs
8957 5,42 1131 véletlenszerii
25FV47 10475 6,47 1828 ¢; eldjele alapjan

10467 6,13 234 megengedett irdnyba

9147 5,32 158 4 lépéses perturbalas

4191 1,52 1110 Nincs

4427 1,79 786 véletlenszerii
80BAU3B 4377 1,74 766 ¢; eldjele alapjan

4195 1,55 11 megengedett iranyba

4092 1,52 8 4 lépéses perturbalas

10048 7,77 2889 Nincs

13415 11,65 1871 véletlenszerli
GREEBEA 13051 11,12 1594 ¢; eldjele alapjan

11493 9,18 145 megengedett irdnyba

10541 8,461 175 4 |épéses perturbalés

3210 1,17 1879 Nincs

3194 1,26 4 véletlenszer
GROW15 —

3052 1,29 3 ¢; elgjele alapjan

2497 0,92 4 megengedett irdnyba
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L, Futasi id6 Degeneralt itera- L,
Feladat Iteraciészam ., i Perturbalasi modszer
(mp) ciok szama
5053 1,74 10 4 |épéses perturbalas
3854 3,18 1242 Nincs
5211 491 1 véletlenszer(i
PEROLD 4643 4,04 7 ¢; elgjele alapjan
3440 2,72 109 megengedett irdnyba
3655 2,9 16 4 |épéses perturbalas
8794 93,18 1608 nincs
10023 99,64 66 véletlenszer(i
PILOT 11101 93,73 58 ¢; elgjele alapjan
7655 87,15 36 megengedett irdnyba
9142 98,74 69 4 |épéses perturbalas
2292 1,41 653 nincs
1598 0,9 1 véletlenszer(i
PILOT4 2105 1,23 0 ¢; elGjele alapjan
1249 0,54 83 megengedett iranyba
1350 0,64 1 4 |épéses perturbalas
2118 0,58 273 nincs
2219 0,65 0 véletlenszerii
STOCFOR2 2240 0,65 0 ¢; eljele alapjan
2287 0,66 0 megengedett iranyba
2287 0,66 0 4 lépéses perturbalas

A tablazat alapjan a szakirodalomban ismertetett 4 Iépéses perturbalasi eljaras jonak bizo-
nyult, viszont az egyértelmiien latszik, hogy tobb feladatnal a sajat perturbalasi logikank haté-
konyabban szerepelt. Ennek értelmében a tovabbiakban szeretnénk egy hatékony perturbalasi
stratégia-kombinaciot meghatarozni. A tablazatbdl szintén lathatjuk, hogy nem minden eset-
ben éri meg perturbalast végezni, ez az eljaras heurisztikus mivoltabol adodik. A degeneralt
iteraciok szamaval kapcsolatban szeretnénk hozzafiizni, hogy az EXPAND eljarasban ismer-
tetett gyakorlati degeneraciok detektalasara a perturbacio keretében nem volt lehetdségiink,
hiszen a megvaltozas értéke véletlenszer(i, igy a degeneralt iteraciokat nagyreszt apro lépések
valtottak fel. Osszefoglalva a célfiiggvény egyitthatok perturbalasa hatékony degeneracio-
ellenes stratégianak bizonyul, ez legfrissebb kutatasaink eredménye.

Osszegzésképpen elmondhatjuk, hogy a megvaldsitott technikak helyes és hatékony mii-
kodését, az altalunk megfigyelt hamis megengedettség jelenlétét, az erre kidolgozott algorit-
must, a tortvonalfiiggvényes hanyados-meghatarozast, a stabil pivotalasi eljarasokat, a dege-
neracid ellen kidolgozott hanyados-valasztasi mddszereket, valamint a perturbalast mérési
eredményekkel validaltuk. Tovabbi terveink kozt szerepel a stabil pivotalas és az EXPAND
eljaras kombinacidjanak elméleti és gyakorlati kidolgozasa, valamint a perturbacios médsze-
rek egyesitése annak érdekében, hogy még jobb eredményeket érjink el.
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5. Osszefoglalas

Kutatomunkam sorén reszt vettem egy fejlett linedris programozasi feladatmegoldd fej-
lesztésében az Operacidkutatasi Kutatdlaboratérium munkdjaban. Ezen kutatds célja egy
olyan stabil és gyors szimplex alapi megoldé megvalositasa és fejlesztése, amely képes a

valos életbdl vett nagyméretii LP feladatokat hatékonyan megoldani.

Dolgozatunkban attekintettlik a linearis programozas alapjait, a kiillonb6z6 LP modellek
jellemz6it, valamint bemutattuk, hogy mik a teriilet legfontosabb alapfogalmai és dsszefiiggé-
sei. Ezt kovetéen bevezettiik a primal-dual feladatpart, és a dual szimplex algoritmus fo6bb
jellemzoit. Ismertettlik és értékeltiik a legfontosabb hanyados-meghatarozasi modszereket,
valamint targyaltuk a degeneracio jelenségét, feltartuk annak okait, és bemutattuk a szakiroda-
lomban fellelheté fontosabb degeneracio-ellenes stratégiakat.

Részletesen bemutattuk a dual hanyadostesztek megvalositasat, a degeneracio-ellenes al-
goritmusokat, valamint ezek jellemzéit. Kitértiink a nagyméretti LP feladatok megoldasahoz
kapcsolodo kihivasokra, illetve arra, hogy ezen problémakat milyen technikak és algoritmu-
sok megvaldsitasaval sikerilt hatékonyan kezelniink. Targyaltuk a lebegépontos aritmetikabdl
szarmazd numerikus hibak jelent6ségét, sort keritettiink az altalunk hasznalt tolerancidk is-
mertetésére. Bemutattuk az altalunk megvalositott stabil pivotalasi eljarast, valamint a hamis
megengedettseg jelenségét, melynek kezelésére Uj mddszert dolgoztunk ki. Részletesen is-
mertettlik az altalunk kidolgozott dual masodik fazist Harris hanyadostesztet, az EXPAND
vabba a hanyadostesztek megvalositasanak strukturajat és az ehhez kapcsolodo legfontosabb
implementacids jellemzoket.

Végil ismertettiik az altalunk elvégzett mérési eredményeket, allitasainkat tobb széles
korben ismert LP feladat segitségével tAmasztottuk ala, melyek kivalasztasakor a nagy méret
mellett a rossz numerikus tulajdonsagu, degeneralt feladatokat részesitettiik elényben. Dolgo-
zatunk amellett, hogy a duél szimplex algoritmus hanyadostesztjeinek elméletét részletesen
bemutatja, a gyakorlati jelentéségii implementacios kihivasokat, és fejlett degeneracio-ellenes
technikékat részletesen targyalja.

Munkam tovabbi kutatasi irdnyaként a degeneracié elméleti clorejelzésének lehetdségét,
illetve a degenerécio-ellenes stratégiak ideélis kombinacidjanak megvalositasat tiiztiik ki cé-
lul. Mindemellett, jovébeni terveink kozott szerepel a megvalositott algoritmusok parhuzamo-
sitasi lehet6ségeinek feltarasa. HosszU tdvon munkammal szeretnék hozzajarulni egy haté-
kony, a mai piaci megoldokkal versenyképes, kutatasi céll szoftver fejlesztéséhez. Emellett
szeretném tovabb mélyiteni ismereteimet a linearis programozas tudomanyaban, az elméleti
alapok elsajatitasa mellett a fejlett technikdk hatékony megvalésitasanak vizsgalataval. Vége-
zetlil kiemelnénk, hogy a teljes netlib feladatcsomag megoldasanak potencialjat a PanOpt

szempontjabdl mérfoldko jelentdségli eredménynek tekintjiik.
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