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Absztrakt

A kiilonb6z6 szilard testek alakfejlodésével mar régota foglalkozik a tudomany. Ezen folya-
matok leirdsara térben és idOben folytonos, geometriai parcialis differencial-egyenleteket hasz-
nalnak. Ezek k6z0s tulajdonsaga, hogy a hosszu alakfejlddés utan megfigyelhetd, aszimptotiku-
san kialakulo formdk a kezdeti alaktdl nem, vagy csak igen gyengén fiiggenek. Ezzel szemben a
természetben igen gazdag formavilagot figyelhetliink meg. Dolgozatomban az alakfejlodés egy
egyszeri diszkrét modelljét vizsgalom: konvex poligonok alakjanak fejlodését figyelem, affini-
tasok sorozata mentén. A transzformacio paraméterét és iranyat a sokszog befoglalo téglalapjai
kozil a legextrémebb oldalaranyu jeldli ki. A transzformaciot végtelen sokszor végrehajthatjuk
a sikidomon, igy egy a poligon oldalszamatdl fiiggd dimenzi6ji dinamikai rendszert kapunk.
Ennek a rendszernek aszimptotikus viselkedését kivanom elemezni. A sikidomok koziil eld-
szOr a haromszogek viselkedésével foglalkozom, a dolgozat végén pedig a nagyobb oldalszamt
sikidomokra is kitekintek. A munkdm célja, hogy megmutassa: ilyen egyszerli rendszerben,
egyszeril alakzatok mellett is sokféle, a kezdeti alaktol erésen fiiggd aszimptotikus alakot lehet
megfigyelni. A modell ezen tulajdonsdga alapjan remélhetd, hogy a természetben eléforduld

rendkiviili formagazdagsag megértéséhez is kozelebb vihet.



1. Bevezetés

Szamos cikk sziiletett mar, mely a kavicsok alakfejlddésével foglalkozik. Ennek a jelenség-
nek az elméleti vizsgalatait jelentésen megkdnnyiti, hogy a kavicsok jo kozelitéssel modellez-
hetéek homogén, konvex, merev testeknek. A kavicsok alakjanak id6ébeni valtozasat litkozések
¢s strlodas hatdsa hatarozza meg. (Domokos-Gibbons 2012) Ennek megfelelden a koptatas al-
goritmusa is meghatarozhato, attdl fliggéen milyen hatasoknak van kitéve a kopo test: milyen
méretl €s milyen keménységii testekkel valo kdlcsonhatast vizsgalunk. Az alkalmazott modell-
tdl, és igy a modellt leir6 differencidlegyenletektdl fiigg, hogy mi lesz az az alakzat, amihez
aszimptotikusan tart a kopo test. Bloore (1977) és Firey (1974) cikkeiben, a véges méretii tes-
tekkel valo titkozéses kopas nyoman a testek a gombhoz konvergdlnak. Ha a kopast végteleniil
kis testek idézik eld, akkor harom jellemzd forma johet 1étre: lapos lemez, 3-¢li ,,szivar" és tet-
raéder (Domokos et al. 2009). Ezekben a munkakban bemutatott modellek és egyenletek csak
kevés végleges alakzatot engednek meg.

Ebben a dolgozatban egy olyan diszkrét alakfejlodési algoritmust alkalmaztam, mely - mint
a vizsgalatok soran kidertlt - tobbféle végleges forma létrejottét is megengedi. Ez kicsit ko-
zelebb all a természetben jelenleg megfigyelhetd, igen valtozatos formavilaghoz, hiszen kevés
szabalyos, vagy egyforma kavicsot talalni egy helyen.

Az éltalam alkalmazott modell diszkrét, egy meghatarozott algoritmus sorozatos ismétlésé-
bdl all. Az alakfejlédési algoritmust egyszer végrehajtva egy alakzaton, egy uj format kapunk,
melyre az algoritmus ismét alkalmazhatd, és igy tovabb: ez sorozat alkotja a diszkrét dinamikai
rendszert. Sikidomok esetén az algoritmus két 1épésbdl all: eldszor megallapitasra keriil egy
extremalis oldalaranyu befoglalé téglalap, majd a kivalasztott téglalaptol fliggden egy specidlis
affin transzformacioval, egy merdleges affinitdssal képezziik az 0j alakzatot a régibol. Ezen
fogalmak pontos definicidi szerepelnek a 2. fejezetben. A rendszer vizsgalatat, viselkedését
a legegyszeriibb sikbeli alakzatokkal, haromszdgekkel kezdem, a 3. fejezetben az algoritmus
egy specialis valtozatat alkalmazva. Ebben az esetben minden alakzat ugyanahhoz a formahoz
konvergal, a rendszer kiilonlegessége még nem figyelheté meg. A 4. fejezetben foglalkozom
az alakfejlodés altalanos esetével, ekkor mar meg lehet kiilonboztetni olyan eseteket, mikor a
kezdeti alak befolyasolja azt, milyen végeredményre vezet az alakfejlédés algoritmusa. Az alta-
lanos esethez készithetd egy 0sszesitd dbra, mely mutatja, milyen kiindulé paraméterek esetén
hogyan fog konvergélni az alakzat. Az 5. fejezetben a nagyobb oldalszdmu alakzatok esetével
foglalkozom, a jellemzd eltéréseket €s hasonlosagokat kiemelve. A dolgozat végén, az Gssze-

foglalo fejezetben 6sszegzem az eredményeket.



2. Az alakfejlodés algoritmusarol

A dolgozatban csak kétdimenzids, konvex poligonokkal foglalkozom. Ezen alakzatok fej-
16dését egy két 1épésbdl allo algoritmus sorozatos ismétlésével modellezem. Az algoritmus
bevezetéséhez néhany fogalmat rogziteni kell.

Egy poligon befoglalo téglalapjanak azt a téglalapot nevezem, mely élei a poligon csucsaira
vagy ¢leire illeszkednek, €s ezen téglalap oldalai nem tolhatéak el 6nmagukkal parhuzamosan
ugy, hogy egy kisebb teriiletii, de a poligonba még bele nem metsz6 1j téglalapot kapjunk. Lat-
hatd, hogy ilyen definicié mellett egy poligonhoz végtelen sok ilyen befoglalé téglalap 1étezik,
hiszen a sikban egy tetszOleges iranyt meghatarozva rajzolhat6 a sokszoghdz egy az irdnnyal par-
huzamos illetve az iranyra merdleges oldalakkal rendelkez6 befoglalo téglalap. Vegyiik észre,
hogy ez az eljaras a poligon adott irdnyu, és arra merdleges iranyu szélességét hatdrozza meg.
Ezen szélességek értékeit a befoglald téglalap kiillonbozo oldalainak hossza mutatja.

Nevezziik extremalis téglalapnak az adott poligonhoz tartozo6 befoglalo téglalapok koziil azt,
melynek rovidebbik €és hosszabbik oldalanak hanyadosa a legkisebb. Lathato, hogy az extrem-
alis téglalap sem egyértelmli minden poligon esetén, el6fordulhat, hogy tobb, vagy akar végtelen
sok ilyen létezik.

A két fenti fogalom segitségével mar definialhat6 az algoritmus:

1. Megkeresiink a soksz0g extremalis téglalapjat. Ha tobb ilyen is van, akkor véletlenszerlien

valasztunk egyet kozilik. (/. abra)

2. A sikidomon a kivalasztott extremalis téglalappal egyiitt egy merdleges affinitast hajtunk

végre ugy, hogy a téglalapbol egy adott aranyu 0j téglalap j6jjon létre. (2. abra)
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1. d4bra. Adott ABC haromszog esetén né- . . .
2. abra. Az ABC haromszog, transzfor-
hany lehetséges befoglalo téglalap (szagga- L L
. _ ) macio eldtt (szaggatottal), és transzformacio
tottal jelolve), valamint az extremalis tégla- )
utan (folyotnos vonallal).
lap (folytonos vonallal).



Mivel az eljaras célja az alakfejlodés vizsgalata, ezért a sikidomok abszolut méreteivel nem
kell foglalkoznunk. Lathatjuk, hogy ez az algoritmus két hasonl6 sikidombol hasonldakat ké-
pez, amennyiben az extremalis téglalap mindkét esetben ugyanugy lett kivalasztva. Tehat az
egymashoz hasonlo alakzatok kozott nem kell kiilonbséget tenniink. Ennek megfelelden az
algoritmushoz egy harmadik 1épést hozza lehet flizni, melyben valamilyen szempont szerint
normaljuk a mésodik Iépésben kapott sikidomot. A normalas soran egy hasonlosagi transzfor-
macioval alakitjuk a poligont, hiszen ez ami szempontunkbdl nem befolyéasolja az alakot. A
transzformdaciot pedig ugy valaszthatjuk meg, hogy a sikidom teriilete, vagy az egyik adott ol-
dala legyen egységnyi hosszisagu. Ezzel a modszerrel mind a szamitdogépes vizsgalatok, mind
pedig az analitikus szamitasok soran célszert €lni.

Az igy felallitott rendszerr6l néhany megallapitast lehet tenni. A hasznalt transzformaciok -
merdleges affinitas, hasonlosagi transzformaciok - mindegyike konvex alakzatbol konvexet ké-
pez. igy nem fordulhat el8, hogy egy 1épésben konkav alakzatot kapjunk, melyek vizsgalatéval
nem foglalkozom. Tovabba ezek a transzformaciok a sikidomot a sajat affin osztalyan beliil tart-
jak. Két sikidom ugyanis akkor tartozik egy affin osztalyba, ha létezik olyan tetszéleges affin
transzformaciod, mely az egyik alakzatot a masikba viszi. Ennek megfelelden lehet latni, hogy
haromszogek esetén egyetlen ilyen osztaly 1étezik, mig nagyobb csucsszamil poligonok esetén
végtelen sok osztaly van.

Az algoritmus sorozatos ismétlésének haromféle kimenetele elképzelheto:

1. Azalakformalas véges sok 1épésben véget ér: az egyik [épés utan az extremalis téglalapbol
extremalis téglalap keletkezik, és ezentul a miivelet a sokszdget mindig 6nmagaba viszi

at, az affinitas ardnya 1 lesz (vagyis a leképezés identikus).

2. Az algoritmus végtelen sokaig ismételhetd, minden 1épésben egy 1j alakzatot kapunk,

azonban a valtoztatds mértéke egyre csokken, €s igy a sokszog egy adott formahoz tart.

3. Az algoritmus végtelen sokaig megy, és az alakzat nem konvergal semmilyen formahoz.

A vizsgalatok soran minden esetben - véges vagy végtelen 1épésben - az algoritmus adott
alakhoz vezetett, nem taldltam olyan esetet, mikor ne konvergalt volna a rendszer. Az elért
alak fliggott a kiindulasi alakzattol, és a transzformaciok soran hasznalt affinitds paraméterétol.
Eléfordult olyan is, hogy egy adott paraméterti affinitast hasznalata esetén bizonyos formakbol
kiindulva végtelen sok 1épés kellett a fix alak elérés€¢hez, mas formakat véve alapul pedig az
iteracio véges sok 1épésben ért véget. A haromszogek esetén analitikusan is bizonyitasra kertilt,

miszerint az algoritmus mindig konvergal.



3. Specialis eset

Legeldszor a haromszogek esetével foglalkoztam, ezen beliil pedig azzal a specidlis kiko-
téssel, hogy az affinitas az extremalis téglalapbol minden 1épésben 1:1 oldalaranyt téglalapot,
azaz négyzetet csindl. J6zan ésszel végiggondolva azt varhattuk volna, hogy ha konvergal a fo-
lyamat, akkor tetszéleges haromszogbdl egy szabalyos haromszdg keletkezik. Ezt ugy lehetne
indokolni, hogy a transzformacié a nagyon ,,kilogd" részeket 6sszenyomja egy négyzet tertile-
tére, igy nem lesz kiemelt csticsa, irdnya az alakzatnak. A rendszer érdekességét mutatta mar ez
anagyon egyszerti felallds is: a végeredmény ilyenkor egy olyan haromszog lett, mely nemhogy
nem szabalyos, hanem euklideszileg nem is szerkeszthetd.

Az alakfejlédési algoritmus els6 1épésében meg kell keresni az adott haromsz6ghoz tartozo
extremalis téglalapot. Ez az eljaras minden haromszog esetében azonos, a transzformécio soran
hasznalt affinitas aranya itt nem kap szerepet. Ekkor:

1. lemma: A haromszogek esetében az extremalis téglalap egyik hosszabb éle a harom-
sz0g leghosszabb oldalaval azonos, rovidebbik ¢€lei pedig a haromszog legkisebb magassagaval
azonos hosszusaguak.

Latszik, hogy az extremadlis téglalap csak akkor nem egyértelmii a hdromszogek esetén, ha
a haromszognek nincs egyetlen leghosszabb oldala, azaz egyenld szaru, vagy egyenld oldalu
haromszdgrdl beszéliink. Ebben az esetben teljesen mindegy, melyik oldalra illesztve vessziik
fel az extremalis téglalapot, mivel az esetek hasonlosagi transzformacidkkal atvihetéek az esetek
egymasba, és igy - a fentiek alapjan - nem tesziink kiilonbséget ezek kozott. (3. dbra.)

Az algoritmus kovetkezd 1épése az affinitds. Az affinitds irdnyat az 1. lemmaban leirt mo-

don kivalasztott extremalis téglalap oldalainak iranya jeloli ki. Az affinitas paraméterét pedig

3. abra. Egyenl6 szaru haromszogek esetén ) ) L
) L _ . 4. abra. Legalabb egy transzformdci6 utan
két extremalis téglalp is adodik, azonban a . ] ; . )
) . . ) igy rajzolhat6 fel a haromszog, v paraméter
két eset tiikorszimmetrikus, a téglalapok ol- o ) .
. ) Lo az egyetlen, ami sziikséges a jellemzéséhez.
dalainak aranya y/x mindkét esetben.



pontosan az extremalis arany adja meg: egy y/x oldalaranyu téglalapbodl a hosszabbik oldallal
parhuzamos irdanyban y/x aranyu affinitassal kaphatunk négyzetet. Ha mar legalabb egyszer
végrehajtottuk a alakfejlodés egy 1épését a haromszogon, akkor az alabbi mddon egy négyzetbe
rajzolhato lesz a haromszog. (4. abra.) Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik,
hogy a befoglal6 négyzet élhossza 1. Ekkor a haromszogilink egyetlen paraméterrel jellemezhetd
lesz: legyen most ez az abran v-vel jeldlt tavolsadg, mely a befoglald négyzet haromszoggel ko-
z0s oldaléaval atellenes ¢1én mutatja a haromszog csticsanak helyzetét. Elég foglalkozni azokkal
az esetekkel, mikor v < 0, 5, hiszen a v’ = 1 — v esetek tiikorszimmetrikusak, és a transzforma-
ciok sordn ugyanugy viselkednek, a szimmetriajukat minden 1épésben megtartva. Az igy kizart
esetek az alakfejlédést tekintve nem szolgéalnak 0j informacioval. Ekkor:

2. lemma: A v paraméter egy transzformacios 1épés végrehajtasa utan v*-ra valtozik, ez a

1—v
1+(1—v)2 "

A 2. lemmaban kapott kifejezésébdl allapithaté meg az, 1étezik-e fix alakzata a transzfor-

rekurziv Osszefliggés egyértelmiien felirhatd v*(v) =

maciodnak, illetve fog-e a sokszdg konvergalni ehhez a fix formahoz. Ennek bizonyitasa a 2.

lemma bizonyitasa utan szerepel.

Bizonyitéasok:

1. Lemma: Legyen ABC haromszog koré irva PQRS téglalap! A haromszog oldalai le-
gyenek a, b, ¢, a téglalap hosszabbik és rovidebbik oldala legyen rendre x és y! Ekkor két
esetet kiilonboztethetiink meg: a téglalapnak vagy van kozdos €le a hdromszoggel, vagy nincs.
(5. abra, 6. abra) Ha van kozos €1, akkor a téglalap teriilete a haromszog teriiletének pon-

tosan kétszerese. Ha nincs kozos €1, akkor a 6. dbran lathato felosztds megmutatja, hogy a

—A g - =

A=P X

5. abra. A két lehetséges elrendezés: a be-
foglalo téglalapnak vagy van, vagy nincs k- 6. abra. A befoglalé téglalap hosszabbik ol-
z0s ¢éle a haromszoggel. Azelsé esetbenate- dalat az a, b, ¢ oldalak adott iranyu vetiileti

riiletiik ardnya 1:2, a masodik esetben ennél hosszainak maximuma adja.
kisebb.



téglalap teriilete hatarozottan nagyobb a haromszog teriiletének kétszeresénél. Ekkor ugyanis
N BC haromszog teriilete N BRC' téglalapnak pontosan a fele, mig N M B haromszog teriilete
kisebb, mint NT'Q) B téglalap fele, és M C' A haromszog teriilete kisebb, mint AT'C'S téglalap
fele, hiszen NM < NT ésCM < CT.

Tehat x - y értéke akkor minimalis, ha a befoglal6 téglalap éle illeszkedik a haromszog egyik

élére. A befoglalo téglalap leghosszabb oldalat a maxz{axcos a; bxcos [3; cxcos v} kifejezés adja
minden esetben, ahol az «, 3, v szogek a haromszdg oldalainak a téglalap élével bezart szogét
jelzik. Nyilvanvaloan ezek koziil a legnagyobb értéket akkor kaphatjuk, ha a leghosszabb oldalt
vesszik, €s a cos értéke 1, azaz a téglalap oldala parhuzamos a haromszog leghosszabb élével.
Ha t6bb leghosszabb ¢l is van, akkor mindegy melyiket véalasztjuk. Ekkor tehat  maximalis, €s
az el6bb belatottakkal egybevéve x - y minimalis, melyekbdl kovetkezik, hogy y /= minimalis.
Tehat valoban a megadott modon felvett befoglald téglalap lesz az extremalis téglalap.

2. Lemma: Tegyik fel, hogy az el6z6 alakfejlodési 1épés el6tt a haromszog oldalai o, ¥,
¢ voltak, melybdl a transzformacio rendre az a, b, ¢, oldalakat csinalta. A fent meghatarozott
tulajdonsagok miatt az a < b < c ardny all fenn a haromszog oldalai kozt. Az affinitas eldtt tud-
juk, hogy az a’ oldal volt a leghosszabb, hiszen erre fekiidt fel az extremalis befoglalo téglalap,
amib0l a négyzettel kozos a oldal képzodott. Ugyanigy tudjuk, hogy a b’ < ¢’ egyenl6tlenség
fennall, hiszen az affinitds nem valtoztatta meg ezen oldalak hosszai k6zotti relaciot. Tehat a
transzformacio elott b < ¢ < a’ volt a haromszog oldalai kozott az 6sszefliiggés. Ezekbdl
lathatjuk, hogy az oldalak ,,szerepei" felcserélddtek egy 1épés soran. Ennek megfelelden lehet

felirni, hogy egy transzformacié hogyan valtoztatja meg a v paramétert. Az abra mutatja, hogy
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7. dbra. A haromszog el6zd extremalis tég- 0,43 0,5 1

lalapjabol képzett négyzet, és a kovetkezd ) . . . ;
o o ) . 8. 4abra. A gorbe mutatja a v*(v) Osszefiig-
1épés extremalis téglalapja. A kdvetkezd ) . e
L o gést. A sraffozott teriiletet nem sziikséges
transzformacio soran a p/(p + ¢) érték nem .
. . ) . figyelembe venni, hiszen v < 0, 5.
valtozik, hiszen parhuzamos szakaszokrol

van sz06; ez a hanyados fogja adni v*-ot.



a kovetkez6 1épésben melyik lesz az extremalis téglalap. (7. dbra) A hasznalt jelolésekkel fel-

irhato, hogy a kovetkez6 affinitas utan v* = p/ (p + q) lesz. Geometriai 0sszefiiggések alapjan

felirhato, hogy (p +¢q) - h = 1, p = V1 —h?, = /14 (1 —v)2 Ezek alapjan a
vt = m rekurziv Osszefliggés irja le a v parameter Valtozasat a rendszerben.

A fenti képletbdl v* = v feltételezéssel élve lehet megallapitani a transzformaciora invarians

alakzat v paraméterét. (8. dbra)Eza( = v®—20v?+30v2—1 harmadfoku egyenletre vezet. Ennek

egyetlen valos megoldasa vy, = 2 5¢/3 \ﬁ T + 4/ 5( 1 —11) &~ 0,43016. Lathato te-

hat, hogy az rekurzionak van ﬁxpontja A v*(v) Osszefliggés derlvalt_]a (v*) = m?{’%, mely

av = [0;0,5] tartomanyon —0, 48 és 0 koze esik, igy az rekurzio konvergalni fog, méghozza

oszcillalva, a fent megadott fix ponthoz. (Dring6 1991)

Az igy kapott fix haromszog szogei kozelitdleg 66, 724°, 60, 324° és 52, 952° nagysaguak.
Lathato, hogy ez nincs kozel a szabalyos haromszoghoz. Mivel a haromszog szdgeit megha-
tarozo v értéket egy altalanos harmadfoku egyenletbdl kaptuk, igy a haromszdg nem specialis

alakja nem meglepd.



4. Elso altalanositas

A fentiek tiikrében érdemes megvizsgélni, mi torténik akkor, ha az affinitdssal nem négyze-
tet, hanem eldre rogzitett ardnyu téglalapot csindlok a haromszog befoglald téglalapjabol. Le-
gyen ez az aranyszam f! Ekkor az extremalis téglalap kivalasztasa a specidlis esettel teljesen
megegyez0 modon torténik. Az eltérést az affinitas eldtti és utani alakzat kozti ,,megfeleltetés"”
adja. Lathattuk, hogy a specialis esetben a haromszdg oldalainak szerepe felcserélddik, a leg-
hosszabb oldal az affinitas utan a legrovidebbé valik. E szerint a szempont szerint harom esetet
kiilonboztethetiink meg (9. dbra, 10. abra):

A: Mindharom oldal szerepe valtozik, azaz a haromszog ,,forog". A leghosszabb oldalbdl a
legrovidebb, a legrovidebbdl a kdzépsod, és a kozépsobdl a leghosszabb oldal keletkezik

az affinitds soran. Erre lathattunk példat a specialis esetben.

B: Két oldal szerepe valtozik csak, azaz a haromszog ,,tiikkr6z6dik". A leghosszabb oldalbol
a kozépso, a kozépso oldalbol pedig a leghosszabb lesz, a legrovidebb oldal az affinitas

utédn is a legrovidebb marad.

C: Nem valtozik semelyik oldal szerepe, azaz a haromszdg ,,helyben marad". A leghosszabb
oldalnak a leghosszabb, a kozépsonek a kdzépso, és a legrovidebbnek tovabbra is a leg-

rovidebb oldal fog megfelelni a transzformacio utan.

Ennek a harom esetnek az eléfordulasa az f értékétdl fiigg, az alabbi moédon. (/1. dbra)

A fenti vizsgalathoz hasonloan itt is a mar legalabb egy transzformacion atesett alakzatokkal

C b b c R
a a a

9. abra. Az A-B-C esetek kozott az elté- ) o o
) ) . ) 10. dbra. Latszik, f paramétertdl fliggden
rést a haromszog oldalhosszanak transzfor- . o
o . az oldalhosszakban milyen sorrend allithatd
macio eldtti €s utani sorrendje adja, hiszen ez .
i i o fel: a harom esetben rendre ¢ < b < ¢,
mondja meg, hiszen ettdl fligg, hogyan lehet . .
, ‘ b<a<césb<c<aallfenn.
v*-ot meghatarozni.



11. dbra. f és v fliggvényében az eléforduld viselkedések. A tartomanyok hatarat a geo-

metriai feltételekbdl szarmazo negyedkorivek alkotjak.

TN ]
.

312 1 f

foglalkozom, ekkor a keletkezett befoglald téglalap egység hossza €élének két sarokpontjabol
kiindul6 negyedkorivek mutatjak meg, mely esetek fordulhatnak eld, és hozzajuk milyen v pa-

raméterti haromszogek tartoznak.

1: 1 < f Csakis A esetei fordulhatnak ¢l6.
2: f =1Haw > 0, akkor A esete all fenn,

3: V3/2 < f < lakkor y/1 — f2 < v < 0,5 értékeire A esete jon el, mig v < /1 — f2

értékek esetén B esete all fenn.
4: \/5/2 = f Csak B esete fordulhat eld, kivéve, hav = 0,5

5:0< f<+V3/2hal —/1—f2 < v < 0,5, akkor C eset all fenn, ha pedig v <
1 — /1 — f? akkor B esetét figyelhetjiik meg.
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Az A eset a fent vazolt specialis esetbdl vezethetd le, az Osszefiiggések ugyantgy irhatéak
fel, azonban megjelenik az f paraméter. Az alabbi abran lathato egy adott elrendezés A esetére.
(12. dbra) Legyenek a haromszog oldalai ismét a < b < c az dbran lathaté mdédon. Az iteracid
kovetkezd 1épésében a v* értékének az p/(p + q) érték fog megfelelni. Hasonldan a specialis
esethez, geometriai megfontolasok alapjan irhatoak fel az alabbi egyenletek: h = f/(p+q), p =
V1I—h%p+q= m Ezekbdl levezethetd, hogy v* = (1_1));2“”2 Természetesen
f = 1-et helyettesitve visszakapjuk a specialis esetre adodo értéket.

B esetben az Osszefiiggés egy kicsit modosul, hiszen ekkor més az Osszefiiggés a transz-
formacid el6tti és utani haromszog oldalai kozott. (13. dbra) Ekkor tehat a v* = ¢/(p + q)
osszefiiggés lesz érvényben, vagy az ennek megfeleld v* = 1 — p/(p + ¢). Ebbél latszik, hogy

az el6zo, €s jelenleg is érvényes azonossagokat felhasznalva a v* = 1 — ( Loy

(=R kifejezésre

jutunk.

A C eset a fenti kettotol jelentOsen eltér, ebben a helyzetben a hdromszogon a transzformécio
mar nem tud valtoztatni, hiszen az extremalis téglalap az affinitas eldtt és utan is ugyanaz marad,
mivel a leghosszabb oldalbdl a leghosszabb képzddik.

Ha szeretnénk egy atfogobb képet kapni arrdl, mely haromszog-alakok milyenné fejlédnek
a rendszerben, érdemes az 1-5 alesetek szerint végigmenni a lehetséges A-C viselkedési forma-
kon. Az ez utan kozolt értékek, allitasok matematikailag mind levezethetdk, a dolgozatban ezek

bizonyitasat nem koézlom.

12. 4bra. Ha az A esetet kivanjuk leirni, a 13. abra. Ha a B esetet kivanjuk leirni, a fent

fenti elrendezés hasznalhato. lathato elrendezés adott.
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1. eset (/4. dbra):

Ebben az esetben csak A-jellegii viselkedést figyelhetiink meg. 1 < f ﬁgyelembevételével
)2
)2+f 2)

gevel néhany fontos kdvetkeztetést levonhatunk az abrarol, és igy a rendszer viselkedésérol. A

v*(v) fiiggvény képét a 14. dbra mutatja. A fiiggvény derlvaltja Ennek segitsé-

fliggvény értéke 0-ban ami a megadott f-ekre 0, 5-nél kisebb, de pozitiv; 1-ben pedig a

1+ f2 ’
figgvényérték mindig 0. A derivalt eldjele is mindig negativ, ebbdl is lathato, hogy a fliggvény
monoton csokken. Ennek megfeleléen a fiiggvény monoton csokken. Igy a fent bemutatott spe-

cialis esethez hasonldan itt is egyetlen fix pont adodik, egy metszéspont lesz a v* = v egyenessel.
{/\/a(—852—6)3+129-27 ¥3(—32—6)
3V2 33/\/a(=32=6)3+ 72927

miatt oszcillalva fog a v érték konvergalni ehhez a fix ponthoz.
2. eset (15. dbra):

Ezt az esetet vizsgaltuk a specialis esetben: f = 1. Az alesetben szintén csak A-jellegii

Ennek a pontos értéke: A derivalt negativitasa

viselkedést lathatunk, azonban ez a pont mutatja azt a hatarhelyzetet, aminél ha tovabb csok-
kentjiik f értékét, megjelenik a B tipusu viselkedés is. A felirhat6 Osszefiiggések azonosak az
1. esettel, de a v*(v) fuggvény grafikonjan néhany jellegzetesség lathato: A fiiggvény értéke
0-ban 1/2, derivaltja pedig 0. v = 0, 5-ben a derivalt —12/25. v = 1-ben a derivalt -1. Ilyen
feltételek mellett a stabil pont a mar fent emlitett v &~ 0, 43016-ra adodik.

3. eset (/6. abra):

Ebben az alesetben A ¢s B viselkedésekkel kell foglalkozni. A kettd kozotti hatar a v =
\/1—7]02 , tehat ennél nagyobb v értékekre a v* =
avt=1-— (—2#2
mellett 0,5 > v helyen metszi a v* = v egyenest, tehat ezen a részen a B-bdl induld harom-

(—HQ képlet, mig ennél kisebb értékekre

képlet hasznalhat6. Latszik, hogy a B viselkedés gorbéje ilyen f értékek

szogek elkezdenek konvergalni efelé az érték felé, azonban véges sok 1épés utan atérnek az A

részbe, ahol mar annak szabalyai szerint fognak konvergalni. Az A jellegii gorbe és a v* = v

0,5 0,5

A v l v
0,5 1 0,43 0,5 1

14. abra. A v* = (—HQ fliggvény jellege

1 < f értékekre. f =1 értékekre.

fliggvény jellege 15. abra. A v* = (—HQ

12



05 =< 0,5
| ~
Z N
| N
| W
B | A v B oV
0,5 1 0,5 1

16. dbra. A v* =1 — (ki);;jrf? figgvény 17. dbra. A v* = 1 — (17}]);2””2 fliggvény
jellege */73 < f < 1 értékekre. ‘/75 = [ értékre.

egyenes metszéspontja mindig a megfeleld intervallumba fog esni, €s a derivalt abszolutértéke
is megfelelden kicsi ahhoz, hogy a konvergalas végtelen 1épésben, oszcillalva a fix alakzathoz
vezessen.

4. eset (17. abra):

Ez az eset ismét egy hatarhelyzet, A viselkedés mar nem figyelhetd meg, C pedig még nem.
A B-hez tartozo 0sszefliggés grafikonja ebben az esetben is elég specialis. A v* = v gorbével
valé metszéspont a v = 0, 5-ben van. Ez azt jelenti, hogy a B eljaras konvergalni fog, méghozza
végtelen lépésben, v-re nézve monotonon, a v = 0, 5-0s értékhez. Vegylik észre, hogy ez a hely-
zet testesiti meg a szabalyos haromszoget: a csucs a szemkozti oldal oldalfelezd merdlegesén
van, és a haromszog magassaga \/3/2 az egységnyi alap mellett. Tehét a kezdeti varakozas-
sal ellentétben, miszerint az f = 1 adna ki ezt az alakzatot, lathatjuk, hogy f = v/3/2 lesz a
sziikséges paraméter.

5. eset (18. dbra):

Ezekben az esetekben B ¢és C jellegli viselkedést tapasztalhatunk. A hatarvonal a két eset
kozottav =1 — \/1—7]"2 lesz, ennél nagyobb v-k esetén C lesz megfigyelhetd, azaz minden
haromszog fix. Az adott v-nél kisebb értékekre B szerint viselkednek az alakzatok. A 3-as
esethez hasonldan a B viselkedés nem zart a B-hez tartoz6 tartomanyra nézve, ezért itt tovabbi
esetszétvalasztasra van sziikség! Mivel B gorbéje pontosan v = 1 — \/1—7f?-nél, azaz a B
¢és C esetek kozotti hatarnal metszi a v* = v egyenest, ezért f-t6l fliggden néhany kezdeti
v-r6l a haromszog belép egyetlen 1épéssel a C tartomdnyba, és ott az alakfejlédés megall, mas

esetekben pedig B-ben maradva, végtelen 1épésben konvergal a fix alakzathoz, ami jelen esetben

a C hatara, v =1 — /1 — f2.
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v* v
1 T 0,5 I
|
7 /777 W |
|
: |
0,5 | :
|
: |
| |
B IC v B | C v
0,5 1 0,5
18. 4bra. A U* =1 (—+f2 fiiggvény 19. abra. A v* =1 — (171—2+f2 fliggvény
jellege f < ¥* értekekre. jellege /Y51 < f < ¥3 értckekre.

Az ezekhez tartozé hatarszamok: f = \/? ,es f = \/g . Az els6 hatar jeloli azt, amikor a
v* Osszefliggeés értékkészletének van legalabb akkora eleme, mint az értelmezési tartomanyanak
fels6 hatara. A masodik hatar pedig ahhoz az esethez tartozik, mikor ugyanezen Gsszefiiggés
értékkészletének valamennyi tagja legalabb akkora, mint az értelmezési tartomanyanak felsd

hatara. Ezeknek megfelelden a viselkedés:

* 4/ @ < f < v/3/2 Ekkor minden B-be tartozé haromszog konvergal (19. dbra).

. \/7 < f< L Ekkoral—
bekertil C-be, mig a nagyobb v-k konvergalnak (20. dbra).

= v értékeknél kisebbekre a haromszog egy 1épésben

e f < \/g Ekkor pedig valamennyi B-be tartozé haromszog azonnal atkeriil C-be (21.

abra).
v* v*
05 I 05 I
| |
__________ 1 [
it S Iy
: !
! | |
! | !
! | !
| I |
| |
| B | C Vv B | C -V
0,5 7 05
20. 4bra. A v* = 1 — u—lu);;:rﬂ fliggvény 21. dbra. A v* = 1 — (—Jrfg fliggvény

jellege ﬁ < f < /5L értekekre. jellege f < \/g értékekre.
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A fent leirtak alapjan készithet6ek a fenti abrakat 6sszefoglalod képek. A 22. dbran lathato,
mely f értékekhez milyen fix v értékek tartoznak. A teljes C tartomany ide fog tartozni, a B
tartomannyal k6z0s hatarat is beleértve. Ezen kiviil lesznek még fix alakzatok A-n beliil, minden
egyes f értékhez egyetlen v, ezek az abran jelolt gorbe mentén helyezkednek el. A 23. dbra
mutatja, hogy az adott tartomanyokon beliil milyen moédon konvergal az alakzat a fix forma felé.
Tudjuk, hogy A-n beliil v értéke oszcillal a vy, értéke koriil. B-ben pedig f-tdl, és a kezdeti
v-tol fiigg az, hogy a transzformaciok soran kilép-e az alakzat a tartomanybol, vagy azon beliil
marad, és annak hatardhoz konvergal. C-n beliil pedig minden pont fix, ahogy mar az kordbban
lathato volt.

0,57 o _:
‘ L

| |
I
V3/2

22. abra. A fix pontokat tartalmazo dbra. A sraffozott teriilet, valamint a folytonos vonalak
jelolik az abran azokat az f-v- értékparokat, melyekre az alakzat nem valtozik a transzfor-

macio soran. A szaggatott vonal A és B viselkedések hatarat jeloli.

23. abra. A konvergalds milyenségét mutatd dbra. A-ban oszcillalva, B-ben monotonon
valtozik v értéke a transzformacid sorozatos ismétlése soran. B-ben elkiilonithetd tobb

rész, attol fiiggden, B-ben marad-e a transzformaciok soran az alakzat.
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5. Nagyobb élszamu alakzatok

A haromszogek nagy elonyére szolgalt, hogy a rendszerben egyetlen paraméterrel, a v ér-
tékiikkel jellemezhetdek voltak, igy a szamoldsok nagyban leegyszertisddtek. Mar négyszogek
esetén is az alakzat harom szabadsagi foku lesz, aminek fejlodését kovetni joval nehezebb. A
csticsok szamanak novelésével linedrisan nd a szabadsagi fok: egy n csticsu alakzat a rendszer-
ben 2n — 5 szabadsagfoku lesz, hiszen két cstics helyzetét szabadon meg lehet valasztani, az
altalanossag megszoritasa nélkiil, és a befoglal6 téglalap aranya egy tovabbi csticsnak az egyik
iranyu helyzetét megszabja. Az ilyen bonyolultsdgu alakzatok vizsgalatainak megkonnyitésére
egy egyszerl program allt a rendelkezésemre, azonban néhany alapvetd allitast analitikusan is
be lehet latni.

Az els6 kérdés természetesen az, hogyan lehet megallapitani az extremalis téglalapot. Ha
csak a négyszogek kozott vizsgalodunk, akkor két megallapitst lehet tenni:

3. Lemma: Létezik olyan eset, mikor nem véges sok extremalis téglalap adodik, és

4. Lemma: Az extremalis téglalap megallapitasara nincs olyan trividlis mddszer, mint a
haromszogek esetén: sem a leghosszabb oldallal, sem pedig a legtavolabb esé csucsokra esé
ponttal parhuzamos oldalu befoglal6 téglalap nem feltétlentil extremalis.

Az els6é lemma elsd allitasa egy példaval jol szemléltethetd. (24. abra) A négyzet esetében
valamennyi befoglalo téglalap oldalaranya 1, akarmilyen szdget zar be a téglalap oldala a négy-
zetével. Ugyan a négyzet esetében mindegy, melyik befoglalo téglalapot valasztjuk, azonban
kevésbé specidlis esetben eldfordulhat, hogy a vélasztott affinitasi irdny befolyasolja a kapott
alakzatot. Egy deltoid esetében a szimmetriatengellyel parhuzamos affinitas utan kapott alakzat

is deltoid lesz, azonban a masmilyen iranyt affinitdsokra ez mar nem igaz. Tehat erre az esetre

D C D C

o/ = =="\c - r
v \ | [ | |
\/ \7 | | | |
A { ! I I
L\ /\ | | | |
\ B R _

Al ==~ B A B A B

, o ~ 25. 4bra. A paralelogramma a transzforma-

24. abra. Azonos oldalaranyi befoglaldé | .
) _ cio egy lépésében igy alakul: a hegyesszoge
téglalapok, melyek extremalis téglalapok is 5 } L ) )
nd, a tompaszoge pedig csokken, mindkettd

egyben, négyzet, illetve rombusz esetén.
tart a 90 fokhoz.
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nincs elég jol definidlva az alakfejlédési algoritmusunk.

Az extremalis téglalap problematikdja utan az alakzatok fejlodésével is foglalkozni kell. Az
egyszeriiség kedvéért vegyiik az f = 1-hez tartozo6 transzformaciokat. Nyilvanvaloan 1étezik
ekkor allando alak: méghozzéa ez maga a négyzet. Ennek minden befoglal6 téglalapja extremalis
téglalap, viszont a hozza rendelhetd affinitas aranya 1, igy minden Iépésben 6nmagéat adja vissza
az alakzat, a felvett extremalis téglalaptdl fiiggetleniil. Létezik olyan alakzat, mely véges sok
Iépésben érnek el a fix alakzathoz: egy téglalap példaul igy viselkedik. A transzforméacio ext-
remalis téglalapként megtalalja Gnmagat az alakzatot, és egy Iépésben beviszi a fix négyzetbe.
Ugyanigy talalhat6 végtelen Iépésben konvergal6 forma is: ha kiinduldsnak egy paralelogram-
mat veszilink. (25. abra) Itt az extremalis téglalap mindig a hosszabbik oldalra felfekvo lesz. A
paralelogramma hegyesszdge minden 1€pésben egyre kozelebb keriil a derékszogh6z, azonban
azt sosem ¢érheti el, hiszen az affinitds mindig valamelyik oldallal parhuzamos, az alakfejlodési
folyamat a végtelenségig folytatodik.

Egy masik jelentds ellentét kiemelhetd a haromszdgekkel szemben: a négyszogek - valamint
az 0sszes ennél nagyobb oldalszamu sikidom - esetén, adott f paraméterhez biztos, hogy nem
csak egyetlen fix alakzat 1étezik. Ez arra vezethetd vissza, hogy a haromszogek egyetlen affin
csoportot alkotnak, mig a nagyobb oldalszamu alakzatok végtelen kiilonb6z6 affin csoportba so-
rolhatoak. A fent emlitett hdrom példa, a négyzet, a téglalap és a paralelogramma mind egy affin
csoport részét képezik, ezért nem meglepd, hogy mindharom alakzat a négyzethez konvergal.
Azonban altalanos esetben nem hatdrozhat6é meg a fix alakzat.

Négyszogek esetén egy érdekes eset az, mikor az egyik oldal elegendden kicsiny a tobbihez
képest. (26. abra) Ekkor, a szimulaci6 szerint, az alakzat ugy viselkedik mint egy haromszog.
A legrovidebb oldal két végpontja az affinitasok soran kozel marad egymashoz, hiszen nem
tud kilépni az affin osztalyabodl a sokszog, és ennek megfeleléen az f = 1-nél megallapitott
haromszog fix alakzatahoz kozelit a négyszog is. Hasonlo viselkedést mutatott a haromszoget
sokkal tobb csuccsal kozelitd alakzat is. (26. abra) Ebben az esetben, hogy a konvexitasat a
sikidom megtartsa, a haromszdg oldalai enyhén ,.kidomborodtak", és ezek mentén lettek felvéve
az odalakat egyenletesen felosztd tovabbi csucspontok. A szimulacid végén a haromszog ere-
deti ,,csticsaibol" all6 ponthdrmas az f = 1 esetén bemutatott fix haromszog alakjahoz kozeli
helyzetben volt, és a teljes alakzat hasonlitott a kiindulasi, ivelt oldalu haromszogre.

A sok csucsu alakzatok esetén érdekes probléma lehet a fix alakzatok keresése is. Nyil-
vanvaldan az f = 1 ardnyu transzformaciokra a 4n oldalu szabalyos sokszogek fix alakzatok
lesznek. Azonban a néggyel nem oszthat6 oldalszdmu szabélyos alakzatok fejlédésének menete

nem trividlis, még ha a 1 kozeli is valamennyi befoglal6 téglalapjuk oldalaranya.
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26. abra. Héaromszogre hasonlito, vagy azt 27. abra. Ha a négyszog 4tloi merdlegesek,
kozelitd alakzatok esetén a rendszer a ha- lathato, hogy egy kis A« szoggel elforga-
romszogeknél megszokott formahoz kozelit  tott befoglalo téglalap esetén is ugyanannyi

ad vissza. az odalarany.

Bizonyitasok:
3. Lemma: Vegylink egy négyszoget, melynek az atloi merdlegesek egymasra. Ezt az alabbi
abran lathato elrendezés mutatja. (27. dbra) Ha a befoglalo téglalapot ugy vessziik fel, hogy

¢lei parhuzamosak legyenek a négyszog atldival, akkor a téglalap oldalaranya pontosan az at-

lok hosszénak aranyanak fog megfelelni, azaz ¢ = g—g. Ebben az elrendezésben a befoglald

téglalap minden oldalara pontosan egy csucsa fekszik fel a négyszdgnek. Ha ezutan azt a befog-
lalo téglalapot vessziik, mely oldalai az elézével egy kis A« szoget zarnak be, hogy tovabbra is

minden téglalapoldalra egy csticsa keriiljon a négyszognek, akkor az igy kapott téglalap oldal-

AC*cos A
BDxcos Aa

akkor akarmilyen megfelelden kicsiny A« felvétele esetén az elforgatott befoglald téglalap is

aranya ugyanugy g—: = = % lesz. Ha az eredeti befoglal6 téglalap extremalis volt,
ugyanugy extremalis aranyu lesz, igy végtelen sok extremalis téglalap talalhato.

4. Lemma: A legtavolabb esd pontparra illeszkedd egyenessel parhuzamos befoglal6 tég-
lalap nem feltétleniil extremalis. (28. dbra) A négyszogiink atloi zarjanak be az dbran lathatod
moddon 90 — 3 szoget. Ekkor a befoglal6 téglalap, ha a haromszogeknél alkalmazott modszerhez

hasonldan a legmesszebb levd pontpart 6sszekotd egyenessel - jelen esetben a hosszabbik atlo-

AC
BDxcos3*

Ap szoggel megfelelden elforgatott irannyal parhuzamos €1t befoglalo téglalapot vizsgalunk,

val - parhuzamos €I, akkor az oldalardnya ¥ = Ha a fenti példahoz hasonloan, egy kis

azaz a négysz0g csucsai tovabbra is a befoglalo téglalap kiilon-kiilon élein fekszenek fel, akkor

ACx*cos AS
BDsxcos(B+ApB)

tudjuk, hogy hatarozottan kisebb lesz, mint a ﬁgsﬂ érték.

A leghosszabb oldalra illesztett befoglald téglalap sem mindig extremalis. (29. dbra) Az

az 1j arany % = lesz. Errdl az értékrdl pedig a cos fliggvény tulajdonsagai miatt

alabbi elrendezésben az a €l a leghosszabb, b egy kicsivel rovidebb nala, s derékszoget zar

be vele, c és d pedig kozel egy egyenesre esnek. (abra) Ekkor az a oldalra feltekvden felvett

18



befoglalo téglalap oldalaranya kozel 1. Ennél sokkal kisebb aranyut lehet kapni, ha ¢ vagy d
oldalakra felfekvo befoglalo téglalapot vizsgalunk. Az arany ekkor kozelitdleg \/% lesz.

28. abra. Paralelogramma esetén a két atldé  29. abra. Egy derékszogli haromszoghoz ko-
nem derékszoget zar be egymassal. Ekkor zeli négyszog esetén a leghosszabb oldallal
a hosszabbik atloval parhuzamos oldalti be- parhuzamos oldalu befoglald téglalap nem

foglalo téglalap nem extremalis. lesz extremalis.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatban konvex sikidomok alakfejlodésével foglalkoztam. Eldszor definidltam az
extremalis téglalap fogalmat, mely egy sikidom esetén azt a befoglal6 téglalapot jeloli, melynek
oldalaranya a lehetd legszélsdségesebb. Ennek a fogalomnak a segitségével mar fel tudtam
allitani egy diszkrét alakfejlodési rendszert: ennek az algoritmusa minden 1épésben megkeresi a
sikidom extremalis téglalapjat, és ennek oldalaival parhuzamosan egy merdleges affinitast hajt
végre a sikidomon gy, hogy az extremalis téglalapbol egy eldre rogzitett f oldalaranyu téglalap
keletkezzen.

Eloszor a haromszogek esetével foglalkoztam, ezen beliil azzal, mikor f = 1. Bebizo-
nyitottam, hogy az extremalis téglalap mindig a hdromszdg leghosszabb élére fekszik fel. Ez
utdn megallapitasra keriilt egy rekurziv 0sszefiiggés, mely a haromszoget jellemz6 v paramé-
ter valtozasat irja le a transzformacid egyetlen 1épése soran. Végeredményiil azt kaptam, hogy
tetszoleges alakzatbol kiindulva, a transzforméaciot végtelen sokszor megismételve, mindig egy
adott haromszoghdz konvergal a sikidom. Ez a végleges alakzat egy 66, 724 - 60, 324 - 52,952
fokos haromszog.

Ezt kdvetden altalanos f értékekre vizsgaltam a haromszogeket. Ekkor A, B, C eseteket kel-
lett megkiilonboztetni, attol fliggden, hogy a transzformécié hogyan formalja a sikidomot. Meg
lehetett allapitani, hogy A eset csak v/3/2 < f,Beset0 < f < 1ésCesetcsak 0 < f < 1/3/2
esetén fordulhat el6. Mindharom esetben meg lehetett allapitani a fix alakzatot, f fliggvényé-
ben. Azt is bemutattam, hogy tetszdleges kiindulasi haromszoget felvéve, a transzformaciok
sorozata fix alakzathoz viszi a sikidomot. A kiindulasi haromszog alakja azt hatarozta meg,
hogy milyen mddon tart az alakzat a végleges formahoz. Lathattunk példat oszcillalo (A eset),
monoton (B eset) konvergalasra, valamint arra is, hogy véges sok 1épésben éri el az alakzat a fix
format (C eset).

A négy- és tobbcesucsu sikidomok vizsgalatanal néhany jellemzo hasonldsag és eltérés volt
felfedezhetd a haromszogek esetével. Fontos kiilonbség volt, hogy a négyszogek esetén mar az
f = 1 esetre is végtelen sokféle kiilonbozo fix alakzat adodott. Emellett lehetett 1atni, nincs
olyan jol meghatarozhaté mod az extremalis téglalap felvételére, mint ami a haromszogeknél
adodott. A leglényegesebb hasonlosag pedig az volt, hogy a haromszoghdz kozeli, am annal
tobb cstcst formak a haromszogeknél mar latott modon viselkedtek, azaz a haromszogek esetén
megfigyelhetd fix alakzathoz kozeli formahoz konvergaltak.

Osszegzésként elmondhatd, hogy egy igen érdekes viselkedésii rendszert sikeriilt Iétrehozni
egy egészen egyszerl geometriai transzformacioval. A rendszerben az alakzatok fejlodése nem
trivialis, mar haromszogek esetén sem.

A kutatas folytatasaként tobb célt is ki lehet tizni. Az egyik a nagyobb csucsszamu, vagy
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sima sikidomok részletesebb vizsgalata, ezeket a dolgozat csak nagyon felszinesen, vagy egy-
altalan nem érintette. Masik cél lehet a modell diszkrét rendszerbdl folytonos rendszerbe valo
atiiltetése, €s az igy létrejovo, vagy eltind fix alakzatok figyelése. Harmadik pont pedig a ha-
rom dimenzids altalanositas lehet, mellyel a valosaghoz kozelebbi modellt kapunk. Reményeim

szerint a jovoben mindharom témaban el fogok tudni jobban mertilni.
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