
A. függelék

Matematikai háttér

A.1. Lineáris inhomogén differenciálegyenletek
1 Legyen adott a következő lineáris inhomogén differenciálegyenlet

ẋ(t) = Ax(t) + b(t), (A.1)

ahol x(t) ∈ Rn és A ∈ Rn×n, b(t) ∈ Rn egy folytonos függvény. Felhasználva az állandók
variálásának módszerét, a megoldás keresett alakja

x(t) = eAtg(t), (A.2)

ahol g(t) ∈ Rn differenciálható függvény és eAt a mátrix-exponenciális, mely különböző
módszerekkel számítható, például A sajátvektoraiból képzett transzformációval, Taylor
sorfejtéssel, tehát

eAt =
∞∑
k=0

1
k!A

ktk, (A.3)

vagy számítható a különböző matematikai szoftverekbe beépített függvények segítségével.
Differenciálva (A.2) összefüggést, eredményként adódik

ẋ(t) = AeAtg(t) + eAtġ(t). (A.4)

Behelyettesítve (A.1)-be, majd egyszerűsítés után

eAtġ(t) = b(t) (A.5)

kifejezhető, amely integrálás után

g(t) =
∫ t

t0
e−Asb(s)ds+ K (A.6)

1[4]-es forrásból átvéve
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alakra vezet, továbbá K ∈ Rn egy konstans vektor. (A.1) megoldása így

x(t) = eAt
∫ t

t0
e−Asb(s)ds+ eAtK, (A.7)

és K meghatározható a kezdeti feltételekből (x(t0) = x0), így K = eAt0x0. Ennek ered-
ményeképpen a végső megoldás

x(t) = eA(t−t0)x0 +
∫ t

t0
eA(t−s)b(s)ds. (A.8)

A.2. Elsőrendű szemi-diszkretizáció
A numerikus számítás során, annak érdekében, hogy a számítási idő csökkenjen és a tér-
képek pontossága is javuljon, elsőrendű szemi-diszkretizációs módszer került alkalmazásra
nulladrendű közelítés helyett. A módszer, matematikai háttere, bizonyításai és annak rész-
letei megtalálhatók [4]-ben.

Elsőrendű módszer esetén a közelítő ρ(t−τ) polinom egy időkésést tartalmazó esetben

ρ(t− τ) = β0(t)u(ti−r) + β1(t)u(ti−r+1) (A.9)

valamint

β0 = τ + (i− r + 1)h− t
h

, β1 = t− (i− r)h− τ
h

, (A.10)

és r = τ/h + 1/2. A sematikus ábra látható az A.1 ábrán. Ebben az esetben a közelített
rendszer állapottér egyenletei

ẋ(t) = Asx(t) + Bs (β0(t)u(ti−r) + β1(t)u (ti−r+1)) , t ∈ [ti, ti+1] (A.11)
u(ti) = Csx(ti). (A.12)

A megoldás egy diszkrét időlépés esetén (hasonlóan a nulladrendű közelítéshez) megadható

xi+1 = Pxi + R0ui−r + R1ui−r+1 (A.13)

szerint, ahol

P = eAsh, (A.14)

R0 =
∫ h

0

τ − (r − 1)h− s
h

eAs(h−s)dsB, (A.15)

R1 =
∫ h

0

s− τ + rh

h
eAs(h−s)dsB. (A.16)

Ha létezik A−1, az integrálás analitikus eredménye

R0 =
(
A−1
s + 1

h

(
A−2
s − (τ − (r − 1)h) A−1

s

) (
I− eAsh

))
Bs (A.17)
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ti-r
ti-T ti+1-T

ui ui+1

ti ti+1
t

u
ui-r+1ui-r

ti-r+1

ρ(t -T)
T

A.1. ábra. Elsőrendű közelítése u(t− τ) függvénynek a ρ(t− τ) közelítő polinom alapján
(szaggatott vonal).

R1 =
(
−A−1

s + 1
h

(
−A−2

s + (τ − rh) A−1
s

) (
I− eAsh

))
Bs. (A.18)

A G együtthatómátrix alakja így

G =

1 r − 1 r



P 0 . . . 0 R1 R0

C 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
... ... . . . ... ... ...
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 1 0

(A.19)

továbbá R0 és R1 sorra az (r − 1)-edik és r-edik elemek helyén foglalnak helyet.
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