A. fiiggelék

Matematikai hattér

A.1l. Linearis inhomogén differencidlegyenletek

! Legyen adott a kovetkezd linedris inhomogén differencidlegyenlet
x(t) = Ax(t) + b(t), (A.1)

ahol x(t) € R™ és A € R"™", b(t) € R™ egy folytonos fuggvény. Felhasznalva az dllandék

varialasanak modszerét, a megoldas keresett alakja

x(t) = eAg(), (A.2)

At

ahol g(t) € R™ differencialhaté figgvény és e a matrix-exponencidlis, mely kiilonb6zé

modszerekkel szamithaté, példaul A sajatvektoraibdl képzett transzforméciéval, Taylor

sorfejtéssel, tehat
o0 1
A ey
e = kgo k:!A t”, (A.3)

vagy szamithato a kiilonb6z6 matematikai szoftverekbe beépitett fliggvények segitségével.
Differencidlva (A.2) Osszefliggést, eredményként adddik

x(t) = Aeg(t) + erg(t). (A.4)
Behelyettesitve (A.1)-be, majd egyszertisités utan

eMg(t) = b(t) (A.5)

() = | "eAh(s)ds + K (A.6)

1[4]-es forrasbol atvéve
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A .2 Elsérendii szemi-diszkretizécid

alakra vezet, tovabba K € R"™ egy konstans vektor. (A.1) megoldasa igy
t
x(t) = eAt/ e Ab(s)ds + MK, (A.7)
to
és K meghatdrozhat6 a kezdeti feltételekbdl (x(ty) = xo), fgy K = eAx,. Ennek ered-
ményeképpen a végsé megoldas

t
x(t) = A 0x, 4 [ A Ib(s)ds, (4.8)

to

A.2. Elsorendu szemi-diszkretizacio

A numerikus szamitas soran, annak érdekében, hogy a szamitasi id6 csokkenjen és a tér-
képek pontossaga is javuljon, elsérendi szemi-diszkretizacios modszer keriilt alkalmazasra
nulladrendii kozelités helyett. A modszer, matematikai hattere, bizonyitasai és annak rész-
letei megtaldlhatok [4]-ben.

Elsérendi médszer esetén a kozelité p(t—7) polinom egy id6késést tartalmazé esetben

p(t —7) = Bo(t)ulti—r) + Br(t)ulti—rs1) (A9)
valamint
T4 —-r+1)h—t _t—(i—7r)h—T
Bo = . ., Bi= 2 : (A.10)

és = 71/h+ 1/2. A sematikus dbra lathaté az A.1 dbrdn. Ebben az esetben a kozelitett

rendszer allapottér egyenletei

x(t) = Asx(t) + By (Bo(t)ul(ti—r) + fr(t)u (timrs1)), t € [titis] (A.11)
u(t;) = Csx(t;). (A.12)

A megoldas egy diszkrét id6lépés esetén (hasonléan a nulladrendii kozelitéshez) megadhatd

x;11 = Px; + Rou;—r + Ryui g (A.13)
szerint, ahol
P =™ (A.14)
R, = /Oh T (r _hl)h — T eAs(h=9) B, (A.15)
Ri= [ ' S_Th—i_TheAs(hs)dsB. (A.16)

Ha létezik A1, az integralds analitikus eredménye
1

Ry — (A;l s (A= (= (- h) AT (T- eAsh)> B, (A17)
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7- |-
U.
i-r+1
~ u,
"’\. ui+1
\ ; - "
T ti—r+1 tz +1
t[T ti+1_T

A.1. ébra. Elsérendii kozelitése u(t — 1) fiiggvénynek a p(t — 7) kozelité polinom alapjan

(szaggatott vonal).

R, = (—A;l + }11 (A + (r—rh)AJY) (T eAsh)> B.. (A.18)

A G egyiitthatomatrix alakja igy

1 r—1 r
PO 0 Ry Ry
Cl|O0 0 0 0
g_|0|1 .. 0 0 0 (A19)
010 1 0 0
0 0 1

tovabba Ry és R sorra az (r — 1)-edik és r-edik elemek helyén foglalnak helyet.
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