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Bevezetés

A piaci versenyképesség novelése érdekében a gyartassal szemben tamasztott egyik alap-
vetd elvaras az anyaglevalasztas sebességének novelése, vagyis a megmunkalasi ido csok-
kentése mikozben a termék minésége valtozatlan marad [1]. Gépeink alkatrészének nagy
része forgacsolasi folyamatokkal késziil, mint példaul esztergdlas vagy maras. Ha a fordu-
latszam novekszik, a megmunkalasi id6 csokken, és nagyfordulatii megmunkalasok soran
jelentésen novelheto a levalaszthato forgacsvastagsag. Sajnalatos médon a legtobb alkal-
mazasnal Ongerjesztett rezgések jelennek meg a gyartasi folyamat soran, amely rontja a
termék mindségét [2]. Az irodalomban ezt a jelenséget szerszamgéprezgésnek nevezik (an-
golul chatter). Mai napig nagy kihivast jelent a stabilitds hatarinak el6rejelzése, miel6tt
az instabil rezgés megjelenik a megmunkalds kozben.

A szerszamgéprezgés irodalma szaz évre nytlik vissza, amikor Taylor (1907) az in-
stabil rezgést az egyik legbizonytalanabb jelenségnek nevezte, amivel gyartastechnologus
szembestilhet [3]. Az 1960-as években Tobias és Tlusty ramutatott az Gn. regenerativ hatds
jelent&ségére, amely nagy szerepet jatszik a szerszamgéprezgés kialakuldsaban [2]. Mikor a
szerszam elkezd rezegni, a nemkivanatos rezgés ramasolodik a munkadarab feliiletére, en-
nek hatasara pedig a levalasztandé forgacs vastagsaga is folyamatosan valtozik. Mivel vagy
a szerszam, vagy a munkadarab forgd mozgast végez, egy fordulat utan a megvaltozott
felilletnek hatasa lesz a pillanatnyi forgacsold erére, ami a levalasztando forgacs vastag-
sagaval egyiitt valtozik. Matematikai szemszogbol tekintve az anyaglevalasztasi folyamat
nemcsak a jelenlegi allapottol, de korabbi allapotoktdl is fiigg. Ezt a jelenséget késleltetett
differencidlegyenletekkel irhatjuk le, amelynek trividlis megolddsa gyakran instabil [2].

Azok a rendszerek, amelyek allapotanak megvéltozasa mas allapotoktél fligg, altala-
nossagban funkcional-differencidlegyenletekkel (FDE) irhatok le. A FDE-ek olyan egyen-
letek, amelyek az z(t) &llapotot, ahol a ¢ az id6, és annak tovabbi t-t6l eltérd idébeli
differencialhdnyadosait foglaljak magukba. A FDE-ek csoportositdasa idé-késleltetett alla-
potok esetén, ahol az id6késés altalaban 7-val jelolt, a kovetkezo. Ha az dllapot megval-
tozasa idében korabbi allapotoktdl fiigg, akkor a rendszer késleltetett tipusu funkcional-
differencidlegyenlettel irhaté le (retarded functional differential equation, REFDE). Ha az
allapot megvaltozasa nemcsak a kordbbi allapotoktél, hanem korabbi allapot-valtozasoktol
is fugg, akkor a rendszer neutralis funkciondl-differencidlegyenletekkel jellemezhetd (ne-
utral functional differential equation, NFDE). Ezzel szemben ha az allapot megvaltozasa
annak idé-késleltetett, magasabb rendi differencialhanyadosaitol is fiigg, akkor siettetett
tipusi funkciondl-differencidlegyenletekrol beszélhetiink (advanced functional differential
equation, AFDE) [4].

Siettetett tipusu késleltetett differencidlegyenletek csak ritka kivételekkor irnak le



newtoni rendszereket, ezzel szemben a késleltetett- ill. neutralis tipusi egyenleteket gyak-
ran hasznaltak szerszamgéprezgés leirasara, er6- és poziciészabalyozaskor, ahol az id6késés
a visszacsatolasban jelentkezik [5], populaciédinamikédban vagy kerék-dinamikaban, csak
parat emlitve a sok példa kozil [4].

Tobb évtizedig, a szerszamgéprezgéssel foglalkozé mérnokok csak nagyon kis hatast
tudtak gyakorolni az iparra, jellemzéen inkabb csak tudoméanyos kutatas jellegli vizsgéla-
tok folytak. A feltételezett modellek bonyolultsaga til magas volt és a mérési eredmények
tal pontatlanok voltak ahhoz, hogy érdembeli eredményeket érjenek el, és megfeleléen
meghatarozhassak a stabilitas hatarait. Késobb természetesen, a fejlédo technolégia hata-
sara, a pontosabb mérési mdédszerek megjelenésével és a fejlettebb matematikai modellek,
valamint a szamitogépes modszerek elterjedésével az ipar szamara is elérhetévé és alkal-
mazhatova valtak az eredmények. Ez igaz az esztergalasi folyamatokra és nagysebességii
megmunkéldsokra is [3].

Annak ellenére, hogy a technologia és a matematikai modellek is sokat fejlodtek, a
szamitasi modszerek sok esetben olyan paramétereket igényelnek, amelyeket zajos mérési
adatokbol nyerhetiink ki. Ezeket a modalis tulajdonsagokat altaldban iitési vagy razasi
kisérletbdl hatarozhatjuk meg [2]. A modell komplexitdsa mindig limitalt, példaul csak
véges szamu modust vehetiink figyelembe illetve az illesztés sem tokéletes, mindemellett
a nemlinearitasok kezelése is problémakba titkdzhet. Az is kérdés azonban, hogy vajon a
kiilonféle kozelitett paraméterek mennyire irjak le megfelel6en az elméletileg helyes meg-
oldéast. Jelen dolgozatban a stabilitastérképek érzékenységének vizsgélata keriil el6térbe,
mely soran példaul bizonyos mdédusokat elhanyagolunk, mig masokat egyetlen kozos mo-
dussal kozelitiink. Az igy megvaltozott eredmények jelentés hatassal lehetnek a gyartasi

paraméterekre.



1. fejezet
Modalis analizis

Jelen fejezetben tobb szabadsdgi foki rendszerek (Multiple-Degrees-of-Freedom, MDoF)
matematikai modellezésének lehetoségei valamint a modalis analizis alapjai keriilnek bemu-
tatasra. Eloszor aranyos csillapitdst vizsgalunk, majd a nemaranyos rendszerekkel folytato-
dik a dolgozat. Ezek alapjin a frekvenciadtviteli fiigguény parametrikus alakja is megadhato

felhasznalva a moddlis térbe térténd transzformdciot.

1.1. Aranyos csillapitas

Mivel az ardnyos csillapitas (vagy Rayleigh-féle csillapitas) definidlasahoz sziikség van a
tobb szabadsagi foku rendszereknél megismert matrix alakban megadott mozgasegyenlet-

re, igy eloszor ez kertil bevezetésre. Ezért a kiindulasi egyenlet a kévetkezo
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) =0, (1.1)

ahol x(t) € R™ az altalanos koordinatavektor, M € R™" a tomegmatrix, C € R™" a csil-
lapitasi matrix, K € R™™ a merevségi matrix, mig n a szabadasagi fokok szamat jeloli.
Feltételezziik, hogy a tomegmatrix, a csillapitasi matrix és merevségi matrix szimmet-
rikus. Egy tobb szabadsagi fokt modell elképzelhetd példaul egy tomeg-rugo-csillapitas
rendszerrel (1.1 dbra), amellyel a magasabb frekvencidji modusok is figyelembe vehetdk.

Definicié szerint egy rendszer aranyosan csillapitott, ha a csillapitasi matrixra igaz,

hogy

C = ayM + axK, (1.2)

ami azt jelenti, hogy eldallithatd a tomegmatrix és a merevségi matrix linearis kombi-
nacidjaként. Az aranyos csillapitas gyakorlati szempontbdl sokszor igazolhatd. Példaul
jellemzo, hogy a csillapitashoz tartozé mechanizmus kapcsolatba hozhaté a merevséggel

(bels6- vagy hiszterézis csillapitds) vagy a tomeggel (surlédas). Egy dltaldnosabb 6ssze-



1.1 Aranyos csillapitas
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1.1. dbra. Dinamikai modell n szabadséagi fok esetén.

fliggés szerint, ami az ardnyos csillapitas sziikséges feltétele [6]

(M7'K) (M™'C) = (M~'C) (M'K). (1.3)

1.1.1. Csillapitatlan rendszer

Legyen adott a matrix alakban felirt mozgésegyenlet (1.1) szerint. Felhasznédlva az expo-
nencidlis probafiiggvények médszerét, miszerint a megoldast keressiik x(t) = PeM alak-

ban, és véve a csillapitatlan (C = 0) és gerjesztetlen esetet, az egyenlet alakja
Mx(t) + Kx(t) = 0. (1.4)
Behelyettesités utan, majd egyszertisitve e > 0-val,
MM+ K)P=0 (1.5)

adodik, ahol P € R™ a csillapitatlan rendszer lengésképe, A\ = iw (csillapitatlan esetben),
és w a rezgés sajatkorfrekvencidja. Ez az egyenlet a tobb szabadsagi fokt rendszer (MDoF)

sajatérték-sajatvektor probléméjara vezet vissza. A?M + K az tn. dinamikus métrix, ahol
det(\*M + K) =0 (1.6)

a szabad rezgést végzo rendszer karakterisztikus egyenlete. Ennek az egyenletnek 2n gyo-
ke van egy n szabadsagi fokkal rendelkez6 rendszer esetén, ahol Im(\;) = £wy ;. Itt wy,
az i-edik csillapitatlan sajatkorfrekvencia ('n” index a natural szobdl ered). Csillapitat-
lan (és alulesillapitott) esetben a gyokok komplex konjugalt parokat alkotnak. Az i-edik

sajatértékhez tartozd P; lengéskép vektora szamithatd
(MM + K)P; =0 (1.7)

szerint. Definicié szerint, mivel det(A\?M + K) = 0 szinguldris, P; vektor valamely ele-
me Onkényesen megvalaszthatd. Kovetkezésképp barmely vektor megadhatd altaldban a
kovetkezo alakban

Pi:(l Pio Pig - Pin)Ta

)



1.1 Aranyos csillapitas

ahol ()T a transzpondltat jeloli. Az (1.6) egyenlet matematikailag egy sajatérték-sajat-
vektor problémaként értelmezheto. Feltételezve a csillapitatlan esetet, mivel M és K szim-
metrikusak, a normal lengésképek tisztan valdsak és a kovetkezd tomeg és merevségi mat-

rix szerinti ortogonalis tulajdonsagokkal rendelkeznek

P/MP; =0 és PIKP,; =0 ha i # j,
P/MP;,=M,; >0 é P/KP;=K;>0 ha i=12...n
M; és K; a modélis tomeg és a modalis merevség. Tovabba, megmutathato az is, hogy

wni = y/K;/M;. Minden P; sajatvektor normalizalhaté a kévetkezd kritérium szerint.
Legyen definidlva ¢; normalizalt sajatvektor gy, hogy

¢ Mo =1 ¢és @/Key=wl, i=12...n, (1.8)
amelyek un. tomeg-ortonormalt sajatvektorok. Ezek alapjan ¢, eldallithato a kovetkezo
alakban

P;
O = —— (1.9)

J/PTMP,

A q(t) modalis koordinatakat (vagy principal coordinates) az x(t) = ®q(t) transzfor-

macioval vezetjiikk be, miszerint

x1(t) ¢ (1) P11 P o P\ [@u(t)

2(? o(t 12 QP22 0 Op2 o(t
] PR 12 I E R | PG

P

. (1.10)

ahol ® a modalis transzformaciés matrix. Az (1.8) Gsszefiiggés alapjan, a mozgasegyenlet
felirhaté a q(t) modalis koordinatak terében a hagyoményos altalanos x(t) térbeli koor-
dinatak helyett. Felhasznédlva a levezetett Osszefliggéseket a modalis és altalanos térbeli
koordinatak kozott, visszahelyettesitve (1.4)-be majd mindkét oldalt megszorozva ®T-tal

balrél a kapott osszefliggés
STM®G(t) + PTKPq(t) = 0.

Itt ®TM® = M,, az Gin. modalis tomegmatrix és ®TK® = K,, a modalis merevségi
matrix. Mivel a sajatvektorok a tomegmatrix szerint ortonormaltak, igy ®TM® = M,,, =
Iés PTKP = K, = diag(w; ;) Osszefiiggések teljesiilnek. Ezzel a médszerrel az eredeti

mozgasegyenlet kapcsolt egyenletei fliggetlen egyenletekre esnek szét.



1.1 Aranyos csillapitas

1.1.2. Aranyosan csillapitott rendszer vizsgalata

Egy rendszer aranyos csillapitott ha a csillapitasi matrix eléallithaté a tomegmaétrix és a
merevségi matrix linedris kombindcidjaként, ahogy azt az (1.2)-es Osszefiiggés definidlja.
Figyelembe véve most a mozgasegyenlet csillapitassal kiegészitett alakjat (1.1) szerint, a

modalis transzformacié eredményeképpen
STMPG(t) + PTCR(t) + PTKPq(t) =0 (1.11)

adédik, ahol ®TC® = C,, a moddlis csillapitdsi méatrix. Felhasznalva az ardnyos csillapi-

s sz

PTCP = ay @ M® + axg® K® = ayl + agdiag(w] ;). (1.12)

Egy szabadsagi fokt rendszerek esetén (Single-Degree-of-Freedom, SDoF) a mozgasegyen-
let

mi(t) + cx(t) + kx(t) =0

alakban adhaté meg. Ezekben az esetekben lényegesen egyszeriibb a vizsgalat, szokas

ugyanis az m tomeggel elosztani az egyenlet mindkét oldalat, igy
B(t) 4+ 26wad(t) + wia(t) =0

alakra atirhato, ahol & a viszkozus csillapitasi tényezo, mely alulcsillapitott esetekben
& < 1. Megadva a karakterisztikus egyenletet, felirva a gyokoket, megmutathatd, hogy

azok alakja

M4 2w A+ w2i=0 — Ap=—0Fiy=—Ewy Fiwny/1— &2

Erdemes megjegyezni, hogy csillapitatlan esetben A12 = Fiw, tisztan képzetes, ahogy az
mar korabban emlitésre keriilt. Ellenkez6 esetben a valds rész o = £w, a rezgés ampli-
tudojanak idobeli idébeli valtozasat jellemzi, valamint v = wyy/1 — €2 a csillapitott sa-

jatkorfrekvencia. Az egy szabadsagi fokd rendszer példajat kihasznalva, tobb szabadsagi

2

foku rendszerek esetére megmutathatd, hogy oy, + QRwy,; = 28wy i, ami &;-re az alabbi

Osszefiiggést eredményezi

& = ! (aM + aK%,i) . (1.13)

2 Wn g

A fenti levezetés megmutatta, hogy aranyos esetben a mozgasegyenlet a modalis de-
kompozicio soran fiiggetlen egyenletekre bonthato szét, mivel ® modalis transzformécios
matrix C-t is diagonalis alakra vezeti vissza. Ez egyben azt is megmutatja, hogy a lengés-
kép (sajatvektor) a csillapitatlan és ardnyosan csillapitott rendszer esetén megegyezik. Itt

érdemes néhany fontos tulajdonsagot megemliteni, amely segiti a kiilonféle esetek kozotti



1.1 Aranyos csillapitas

eltérés megértését. Tehat az ardnyos csillapitds tulajdonsagai [6]:

Lengésképek valosak, in. normal médusok.

Csillapitatlan és aranyosan csillapitott rendszer lengésképei megegyeznek.

A modalis térben fiiggetlen egyenletekre bonthaté szét.
e A rezgés soran a minimum és maximum pontok elérése ugyanabban az idépillanat-
ban torténik.

e A rezgés matematikailag allohullammal irhatoé le.

Minden szabadségi fok teljesen fazisban vagy ellenfazisban van (faziskésés szigortan
0° vagy 180°).

e Csomopontok helye idében allandé marad.
Erdemes megjegyezni, hogy a fenti tulajdonsdgok és levezetések ardnyos esetre vonatkoz-

nak, nemaranyos esetben nem érvényesek. Utébbi esetében a vizsgalat kissé bonyolultabb.

1.1.3. Frekvenciaatviteli fiiggvény aranyos csillapitasnal

Egy rendszer modalis tulajdonsagait a gyakorlatban altalaban titési és razasi kisérletek-
b6l hatarozhatjuk meg [2], amelyekbdl szarmaztathat6 a frekvenciadtviteli fiiggvény (Fre-
quency Response Function, FRF). A modélis paraméterek gorbeillesztési méddszerekkel
kozelithetoek.

Legyen adott a csillapitott és gerjesztett rendszer mozgésegyenlete az alabbi alakban
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = f(t) (1.14)

ahol f(t) € R" a gerjesztés vektora. Példaul ha a mérés iitési kisérlettel torténik, akkor a
gerjesztés elméleti modellje egy tiszta Dirac-impluzus fod(t) a megadott koordinatandl. Az
atviteli fliggvény ennek megfeleléen a bementet és a kimenet Laplace transzformaltjaval

megadhaté. Ezek alapjan (1.14) Laplace transzforméltja
Ms*X(s) + CsX(s) + KX(s) = F(s), (1.15)

ahol X(s) = L{x(t)}(s), F(s) = L{f(t)} (s) és £ a Laplace operdtor. Atrendezve a
tagokat, a kapott alak

X(s) = (Ms* + Cs + K)  F(s), (1.16)

ahol (e)~! az inverz matrix miiveletet jeléli és s a komplex véltozé. Mivel a bementet az

f(t) gerjesztés, és a kimenet az x(t) elmozdulds, igy az atviteli matrix
-1
W(s) = X(s)F'(s) = (Ms’ + Cs + K) . (1.17)
A frekvenciaatviteli matrix innen formalis s = iw helyettesitéssel megadhato, vagyis

H(w) = (M’ + Ciw + K) . (1.18)



1.1 Aranyos csillapitas

Erdemes megemliteni, hogy habér a fenti Gsszefiiggés egy métrixot definial, késébb be-
mutatjuk, hogy bizonyos esetekben csak a matrix egyetlen elemére van sziikség. Szer-
szamcesucsmérés esetén példaul egyetlen méréshol meghatarozhatjuk a frekvenciadtviteli
fliggvényt (megiitve a szerszam végét, kozben ugyanazon a ponton mérve). Habar teljes
modalis analizis soran sziikség lenne a teljes atviteli matrixra [2], szerszdmestcsmérésnél
csak egyetlen koordindta elmozduldsara (z1(t)) van sziikség, mig a tobbi csak a magasabb
moédusok modellezésére szolgél.

A gorbeillesztéshez (1.18) egyenlet nem optimalis. Célszeri az (1.14) egyenletet a

modalis térbe transzformalni, igy a kiindulasi egyenlet
STM®P(t) + PTCRG(t) + TKPq(t) = PTF(2), (1.19)

ahol ®TM® =1, ®TC® = C,, és P"K® = K,,,. Mindkét oldal Laplace transzformaltjat

véve
(Is* + Cus + Ko ) Q(s) = @"F(s) (1.20)

adodik, ahol Q(s) = £{q(t)} (s). Az atviteli métrix hasonléan az el6z6ekhez meghaté-

rozhato.
W(s) = X(s)F'(s) = ®Q(s)F ' (s) = ® (Is* + Cpps + Km)’1 ®" (1.21)

Mivel (Is? + C,,s + K,,,) diagonélis, annak inverze megadhaté a féatlobeli elemek recip-

rokaként, vagyis

(132 +Cs+ Km>_1 = diag (32 + 2&wn s + wﬁyi)_l : (1.22)
W(s) = ®di ! o (1.23)
s a8\ 2 + 2&wn i85 + Wi,

Innen mar néhany szorzast kovetoen, illetve s = 1w helyettesitéssel levezetheto a frekven-
ciaatviteli fliggvény modalis paraméterekkel meghatarozott alakja, tehat

- ¢7’i¢7‘j
Hij(w) = .
J(W) Z —w? + 2§rwn,r0ﬂ + wr21,r

r=1

(1.24)

ahol n a szabadsagi fokok szama, ¢ a frekvenciaatviteli méatrix soranak, 5 a frekvencia-
atviteli matrix oszlopanak indexe, valamint ¢,; az r-edik moédushoz tartozé normalizalt
sajatvektor i-edik eleme (1d.(1.10)). Mivel csak Hy(w) relevans titési kisérlet szempontja-
bdl, igy az kiemelve

n 2

Hi(w) =) rl (1.25)

2 w2
o —w? 26w Wi + Wy

adédik, ahol m; = 1/¢% az effektiv témeg, k; = 1wy ; effektiv merevség és ¢ = 2&;wn 110,

az effektiv csillapitas. Innen mar lathaté a modalis szétbontasnak az elonye. Ahelyett,
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1.2. 4bra. Attérés térbeli reprezentéciorél a modalis térre kettd szabadsdgi fokt modell

esetén.

hogy egy n dimenziés masodrendii differencidlegyenlet-rendszert hasznalnank, n darab
masodrendii differencialegyenlet irhaté fel. Ennek illusztralasara szolgal az 1.2-es abra.
Tovabba a frekvenciaatviteli fliggvény fenti parametrikus alakja alkalmas a paraméterek

illesztésére.

1.1.4. Megoldas idétartomanyban

Az x(t) id6tartoméanybeli megoldas megadhaté a sajatértékek és sajatvektorok segitségé-
vel. El6szor az egy szabadsagi foku esetet nézziik, ahol a gerjesztetlen rendszer mozgés-

egyenlete
B (t) 4 26w (t) + wia(t) =0

alaki és a sajatértékek \j o = —o £ 1y = —€wy, £ iwy/1 — €2 (alulcsillapitott esetben). A

megoldés

x(t) _ bleklt + b2e)\2t _ ble—ﬁwnt—&—iwn\/l—@t + b2e—§wnt—iwn\/1—§2t

alakban adhaté meg, ahol b; és by komplex értékii, kezdeti feltételtol fiiggd egytitthatok.

Felhasznélva az Euler-formulat, az egyenlet atirhato

x(t) = | (b1 + b2) cos <wn\/1 - 5%) + (by — by) isin <wn\/1 — g%) e fwnt

Bl B2

alakba, ahol B; és B, val6s értékiiek, mivel z(t) elmozduldsnak valésnak kell lennie. Ez a
feltétel igaz akkor, ha by = by, és (;) a komplex konjugaltat jeloli. Tovabbd, ha a rendszer
alulesillapitott (€ < 1), akkor Ay = A, is teljesiil. Ezek alapjan z(t) = bjeM* 4 bieMt. Bz
keriil kihasznalasra tobb szabadséagi foku rendszerek esetén is.

Legyen adott az dltalanos, ardnyosan csillapitott rendszer, ahol a mozgésegyenlet (1.1)
szerint felirhato. Ilyenkor a sajatértékek alakja A, = —o, + i7,, és P, az ehhez tartozo

valds lengéskép (sajatvektor). Ennek megfeleléen a megoldés

x(t)=> b, P, + b, P, et (1.26)

r=1
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alakt. Ismét felhasznalva az Euler-formulat és az ezt kovetd l1épéseket, a fenti egyenlet

atirhato

x(t)=>_P, (br + Z_?T) cos () + (br — l_9r> isin (y,t) | e, (1.27)
r=1 —— ——
Brl Br2
x(t) = > P, (B cos (1:t) + Byasin (y,t)) e 7. (1.28)
r=1

szerint. Hasonléan az egy szabadsagi foku esethez, B, és B, mindig valds értékiiek, és
meghatarozhatok a tetszoleges kezdeti feltételekbdl. Ebbdl latszik, hogy aranyos csillapitas

esetén a lengés allohullammal jellemezheto.

1.2. Nemaranyos csillapitas

A viszkézus csillapitasi modelleket aranyosan és nemardanyosan csillapitott alesetekre
bonthatjuk szét. Az 1.1-es alfejezetben részletes bemutatasra keriiltek a csillapitatlan
és ardnyosan csillapitott rendszerek modalis vizsgalatanak alapjai. Bar sok esetben jol al-
kalmazhaté és fizikailag is viszonylag pontos az aranyosan csillapitott modell, azonban a
feltételezés, hogy C eléallithatd a tomegmatrix és a merevségi matrix linearis kombinéci-
6jaként, nem mindig helytallo.A valds rendszerek sok alkatrészbdl 6sszealld szerkezetetek,
melyek kapcsolata gyakran nemaranyos csillapitassal irhaté le, vagy akar nemlinearis mo-
dellre vezet [8].

1.2.1. Nemaranyosan csillapitott rendszer vizsgalata

A legtobb aranyos rendszerre levezett alak és tulajdonsag nem teljesiill nemaranyosan
csillapitott rendszerre. Ha C # aj M+ ax K, akkor a csillapitatlan rendszer sajatvektorai
nem fognak megegyezni a csillapitott rendszerével és (1.3) sem teljesiil. A lengésképek
tovabba komplex értékli vektorok, és a korabban bemutatott modalis dekompozicié sem
alkalmazhat6 az (1.1)-es alakon, mivel az nem irhat6 fel diagonélis alakban.

Legyen (1.1) az elsérendii alakban felirva, tovabba az j valtozo legyen v(t)-vel jelolt

v(t) = @2) | (1.29)

ahol v(t) € R?™2" Ha létezik M~!, a mozgasegyenlet felirhat6 a kévetkezd alakban

X(t) o 0 1 x(t)
(i(t)) B (—MlK —Mlc) (X(t)) ’ (1.30)

Z
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ahol Z € R?>2"_ Ebben az esetben a sajatértékekkel és sajatvektorokbol képzett transz-

forméciés matrixszal is megadhat6 az egyenlet, vagyis

M O - 0 0
0 N - 0 0

T'ZT=A=|: : . : ], (1.31)
0 0 -~ X\, O
0 0 0 M\

ahol T a transzforméacios matrix. A sajatértékek, fiiggetlentil az eltérd felirasmodtol, itt
is komplex konjugélt parokat alkotnak (alulcsillapitott esetben). Bar az atviteli fiiggvény
kifejezheto ezzel az alakkal, mivel egy ismeretlen matrix inverzére is sziikség van, ez nem a
legegyszeriibb megoldéshoz vezet. Ezzel szemben egy kényelmesebb felirasméd is valaszt-
hat6, amely szdmos szakirodalomban megtalalhaté [6, 7, 10].

Legyen az allapotvektor v(t), de hasznaljunk egy kiegészit6 egyenletet, miszerint
Mx(t) — Mx(t) = 0. (1.32)
(1.1) és (1.32) atirhaté gerjesztetlen esetben a kévetkez6 szerint

C M) [x(t K 0 t 0
e X0 _ (0), (1.33)

M 0/ \x(t) 0 —M/ \x(¢) 0

—_———— (S ——
A B

ahol A, B € R?™2" gzimmetrikus métrixok. Felhasznélva az exponencidlis prébafiiggvé-

nyek médszerét, a megoldas kereshetd v(t) = UeM szerint. Erdemes megjegyezni, hogy U

P
o (1) "

mivel v(t) definicié szerint x(t) = PeM, A = —fw, + iwnv/1 — €2 és x(t) = APeM alapjan

Osszedllithaté, ahol P a komplex nemaranyosan csillapitott rendszer lengésképe. Vissza-

felirhat6, mint

helyettesités utan, az eredmény
(M +B)U=0 (1.35)

amely analég (1.6)-tal. Innen a karakterisztikus egyenlet det (AA + B) = 0. Az igy kapott
gyokok komplex konjugalt parokat alkotva \; és \;, valamint az ehhez tartozé sajétvekto-
rok, amelyek szintén komplex konjugalt parok, U; és U;. A sajatvektorok természetesen
normalizalhatok egy tetszoleges kritérium szerint. Ha A matrix szerint normalizaltak a

vektorok, akkor

i = ——— (1.36)

11
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és az ehhez tartozd transzforméciés matrix felirhatd mint

‘I’:(’%bl ’%Zl (% "752 ey ’l/;n>7

tovabba ¥ € C?™2", Felhasznalva a normalizilds tulajdonsidgait, megmutathato, hogy
PTAW =165 $TBP = —A = —diag()\). ¥ transzforméaciés matrix alakja

¢11 1/}11 %1 ¢21

g | RV Vo yiny Y Y| (1.37)
A1¢11 )\1¢ll I A2¢21 /\2¢QI

: s : o
MU1n >\1¢1n ] )\21/)2n Aoy,

|
I
N :
I _

1.2.2. Frekvenciaatviteli fliggvény nemaranyos csillapitasnal

Ahogy az mar emlitésre keriilt, az ardnyos csillapitasnal hasznalt modalis transzformacio
nem hasznalhaté nemaranyos esetben. A kiegészitett felirdssal azonban elérhetd, hogy
A és B matrix is diagondlis alakra legyen attranszformélhato. Tekintsiik a gerjesztett

rendszer kovetkezo alakjat
C M) (x(t) K 0 x(t))  (f@®)
M 0 i(t)+O—M xt)) \o )’
Av(t) + Bv(t) = £,(t), (1.38)

ahol f,(t) = (f(¢t) 0)" az 4ltalanos gerjesztés vektora. Hasonléan az ardnyosan csillapitott
esetekhez, jelen esetben a modadlis transzformécié v(t) = Wqy(t) helyettesitéssel érhetd
el. Felhaszndalva a Laplace transzformaciot (V(s) = L{v(t)} (s), Qv(s) = L{qv(t)} (s) és
Fy(s) = L{f,(t)} (s)), majd atrendezve a tagokat, a kapott alak

(AWs + BU) Q,(s) = Fy(s). (1.39)

A fenti egyenlet mindkét oldaldt megszorozva WT-tal, a W(s) atviteli méatrix kifejezhetd

a kovetkezok szerint
(TTA®s + ¥TBY) Q,(s) = ¥F, (s), (1.40)
W(s) = V(s)Fy ' (s) = TQ,(s)F, '(s) = ¥ (UTATs + OTBE) @, (141

Mivel $TAW =1 és $TBW = —A diagondlis métrixok, igy azok inverze a sajatértékeik

-1 L 0
= diag (5_’\1' )
. 0 _
i=1..n Ss—N\;

reciprokaval megadhaté.

(Is — A)"" = diag (s — )\z;)

i=1...n

12
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, vy
W(s) = \Ildlag(so)‘l L '8 (1.42)
5= i=1..n
Innen a frekvenciaatviteli fliggvény a szorzasokat kovetoen
- wriwr]’ &rﬂ;rj
Hi 1 - N y 143
i) ;<wz’—AT+m—Ar (1.43)

ahol 77 az atviteli matrix adott i-edik sorat és j-edik oszlopat jeloli. Feltételezve, hogy a
modell szabad vége mérhetd és ez a gerjesztett pont is, az ehhez tartozé Hyj(w) frekven-

ciaatviteli fliggvény

n 2 1,2
Hii(w) = ol rl_ ). 1.44
) =3 (S + 2 (1.44)
Fontos megjegyezni, hogy ha a rendszer ardnyosan csillapitott, akkor ¥?; tisztan képzetes,
és ebben az esetben kifejezve a torteket a kdzos nevezovel, a szamlald csak egy valds kons-

tansboél fog &llni. Igy a kapott fiiggvény alakja megegyezik (1.25)-tel, tehat visszavezethetd

az aranyos Osszefiiggésre.

1.2.3. Megoldas id6tartomanyban

Erdemes ravildgitani az ardnyosan és nemaranyosan csillapitott rendszerek kozotti kilonb-
ségekre, példaul az idétartomanybeli megoldas szemszogébdl. Legyen a kiinduld egyenlet
megint (1.1), amely mindkét tipusu csillapitds esetén érvényes alak. Nemaranyos csillapi-

tasu esetén a lengésképek komplex értékiliek. Ebben az esetben a megoldas

x(t) = > bP.eM + b, P, (1.45)

r=1
P, = P, csak akkor teljesiilhet, ha P tisztan valds, de ez azt jelentené, hogy a csillapitas
aranyos. Felhasznalva az Euler-formulat, és kifejezve az exponencialis fiiggvényt trigono-
metrikus fiiggvényekkel (tovabba A\, = —0, 4,4 és A, = —0, —7,i), atrendezve a tagokat,

a kapott alak

n

x(t)=> (brPr + l_)rf’r) cos (1) + (brPr — l_)rf’r) isin (y,t) | e”7""

r=1
Brl Br2
x(t) = (B cos (v,t) + Byosin (1)) e 7. (1.46)
r=1

Ebben az esetben B, és B,s mindig valds értékii, n dimenziés vektorok, tehat az elmoz-
dulds is valés értéki. b, és b, komplex értékek a kezdeti feltételekb8l meghatdrozhaték,
azonban (1.46) nem tiikrézi a nemardnyosan csillapitott rendszerek egy fontos tulajdon-

sagat, és a lengésképek is nehezen azonosithatok B, o vektorokbdl.

13



1.2 Nemaranyos csillapitas

£ e

Normal lengéskép (all6 hullam) Komplex lengéskép (halad6 hulldm)

1.3. dbra. Valds és komplex lengéskép kozotti kiilonbségek [6].

Hasznaljuk fel a komplex értéki sajatvektorokat a kovetkezo alak szerint

1 1 1
P PRe + PImi P eﬂkgi
P, = %2 _ k2 . k2 _ ‘ k2|. (1‘47)
Py PEe + P | Py | €7

ahol k a k-adik sajatvektort, 'Im’ a képzetes részt, és 'Re’ a valds részt jeloli, tovabba
a fazisszog illetve | @ | a komplex szam abszolut értékét jeloli. Ardnyos csillapités esetén a

képzetes rész nulla, és a fazisszog szigortan 0° vagy 180°. Behelyettesitve (1.46) egyenletbe

1 1
=i br |Pr2|_eﬁr2i et 4, |7 TQ'?iﬁm e fe ! (1.48)
r=1 :
| Py e | Pyple= 0
adodik. Ami atirhaté
1 1 1
X(t)zzn: |P.T2| o|b, e% e 4 b, eﬂ?m et | Tt (1.49)
r=1 : : .
|P,,.| eUrni o—Urni

alakba, ahol o a két vektor Hadamard-szorzatat jeloli (elemenkénti szorzat). Felhasznalva

megint az Euler-formuldt, a soronkénti egyszeriisités utan a megoldas alakja

1 cos(v,t) sin(~,t)
n | |P. cos(v,t + U, sin(~,t + 9,
X(t) = Z | . 2‘ o| B <7 . 2) + B2 (fy . 2> e—crrt7 (150)
r=1 . . .
| Py cos(Ypt + V) sin(y,t + V)

és By = by + by, Bry = (b, — b,) i, ahol b, és b, a kezdeti feltételekbs] adottak. (1.46) és
(1.50) ekvivalensek, mivel az eltolt trigonometrikus fiiggvények kifejezheték tiszta trigo-
nometrikus alakban is. Azonban ez az alak egyértelmiien mutatja, hogy a nemaranyosan

csillapitott rendszer egy haladé hullammal jellemezhetd, annak minden pontja fazisto-
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THaro- mechanikai modell \
Szerszam
—{ N m m,
impulzus j I 1 M 2 M 3 %@
kalapdcs feldolgozé egység
FT;,, J gyorsulas- Mwww»w
méré e

1.4. abra. Mérési osszeallitas sematikus abraja.

lasban van a tobbi ponthoz viszonyitva. Tehat a maximum és minimum pontokat sem
ugyanabban az idépontban érik el. Osszefoglalva, a kévetkezd tulajdonsagokat allithatjuk
nemaranyosan csillapitott rendszerekrél [6]:

e Lengésképek komplex értékiiek, in. komplex médusok.

e A csillapitatlan és nemaranyosan csillapitott rendszer lengésképe nem egyezik meg.

e Az egyenletek a hagyomanyos alakban nem fejezheték ki diagonalis formaban, de a

specidlis elsérendii atirassal igen.

A lengés soran a maximum és minimum pontok elérése nem ugyanabban az idopil-

lanatban torténik.

A lengés matematikai leirasa egy haladé hullammal torténik.

Egyik szabadséagi fok sincs tisztan fazisban, vagy ellenfazisban, azok kozott mindig
van egy kisebb fazistolas.
e A csomépontok idében nem maradnak allé pontok.

1.3. Numerikus példak

A bemutatott mdédszereket konnyen tesztelhetjiik, ha a frekvenciadtviteli fiiggvény ismert,
am annak érdekében, hogy realisztikusabb legyen a tesztelés, néhany lépést sziikséges ten-
ni visszafelé. Ahelyett, hogy egy mesterségesen generalt FRF-et vennénk figyelembe, egy
fiktiv mérési folyamatot feltételezhetiink. A valésagban a dinamikai tulajdonsidgok titési
vagy razasi kisérletbél hatarozhaték meg [2]. Jelen dolgozatban titési kisérletet feltétele-
zink, ahogy az az 1.4-es dbran lathato.

Mérve a kimenetet és a bemenetet, utobbi a gerjesztés, az atviteli fiiggvény megha-
tarozhaté (1.17) szerint. Ahogy azt a formula definidlja, az elmozdulds és a gerjeszté erd
ismerete sziikséges. A gyakorlatban a gyorsulds és az tités ereje mérhetd, de jelen esetben,
mivel a gyorsulasbdl szamithato az elmozdulés, feltételezziik, hogy az elmozdulas a mért

jellemzo6. Az eredmények pontossaga ebben az egyszerii esetben fiigg a mérést terhelo zaj-

R
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mintavételezés is csak véges, valamint mesterségesen is adhato zaj az eredményekhez, igy

az illesztés mindig fog hibat tartalmazni. A kovetkezdkben ezt vizsgalhatjuk.

1.3.1. Szimulacié

A valds mérés soran a szerszam végére helyezheto egy gyorsulasmérd, majd az ellentétes
oldalon megitve egy impulzuskalapaccsal azt, a keletkezé rezgés mérhet6. A numerikus
szimulaci6 soran nem sziikséges a gerjesztést figyelembe venni, ha az egy egyszerti impul-
zusszeri iités, akkor az ahhoz tartozé kezdeti feltételek is megadhatok. Ebben az alfejezet-
ben egy harom szabadsagi fokti modellt vizsgalunk, amelyhez tartozé térbeli paraméterek
az 1.1-es tablazatban adottak.

Az iités el6tt a rendszer nyugalomban van, tehat az elmozdulés és a sebesség is zérus.
Az ttkozés pillanatdban, ha az erd ismert, annak impulzusabdl szamithaté az elsé my
tomegi elem iitkozés utana sebessége.

to+T

AIl = MU + MUy = — f(t)dt = —1, (].51)

to

ahol uy az els6 elem titkozés elétti sebessége, vy az titkozés utdni sebessége, F(t) pedig a
gerjesztd er6 (idedlis esetben egyetlen Dirac-delta impulzus §(t)) és 7 az litkozés idétarta-
ma. Mivel u; nulla, a jobb oldalon szereplé integral pedig definicié szerint —1, ez alapjan

a kezdeti értékek sorra

1
1

Az x(t)-es koordinatahoz tartozé megoldds analitikusan szamithaté
v(t) = 2ty (1) (1.54)

alapjan, ahol v(t) és Z (1.29) és (1.30) szerint meghatédrozott, és v(ty) a kezdeti feltételek
vektora. Az igy kapott idofiiggvénybdl a frekvenciaatviteli fliggvény el6éallithatd gyors
fourier transzforméciés modszerrel (Fast Fourier Transformation, FET). A jelen példahoz
a MATLAB beépitett fft és fftshift fuiggvényei keriiltek felhasznédlasra. Az 1.5 dbra egy

fs = 4kHz-es mintavételezésli szimulalt mérés eredményeit mutatja.

Tomeg [kg] Csillapitas [%] 102 Merevség[%] - 108
Csillapités tipusa mi ma ms c1 ) c3 k1 ko k3
Arényos 4 5 100 5 2.5 25 5 2.5 25
Nemaranyos 4 5 100 1 15 20 5 2.5 25

1.1. tablazat. A harom szabadsagi fokt modellhez tartozd térbeli paraméterek aranyos és

nemaranyos csillapitas esetén.
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1.5. dbra. x(t) elmozdulds elméleti mérése az iitési kisérlet sordn, valamint az ehhez
tartozd szamitott frekvenciaatviteli fiiggvény kiilonb6z6 nézetei fs = 4 kHz esetén.

1.3.2. Gorbeillesztés

A [9]-es szakirodalom alapjan, bizonyos linedris illesztési technikdk (Linear Least Squa-
res) nem képesek megfelelen pontos eredményt produkélni, de nemlinedris médszerek
igen, mint példdul nemlinedris legkisebb négyzetek mddszere (NLLS). Masrészrél a gya-
korlatban elfogadott raciondlis polinomtortillesztés (Rational Fraction Polinomial Met-
hod), mely egy linearis probléma megoldasara vezet vissza is felvet probléméakat. Utéb-
bi esetében példaul a hamis sajatértékek kisziirésére van szitkség, mikozben az illesztés
rendszamét folyamatosan novelve lehet pontositani az eredményeket [2, 10, 11]. A jelen
dolgozatban a MATLAB beépitett Isqcurvefit fliggvénye kertlt felhasznaldasra annak ér-
dekében, hogy egy egyszerii, konnyen alkalmazhaté modszert készitsiink, amely nagyon
hatékonyan alkalmazhaté a mintapéldakon, alacsony szabadsagi foku esetekben. Ez a be-
épitett fiiggvény egy nemlinedris legkisebb négyzetek moddszerét alkalmazo algoritmus,

amellyel iterativ médon lehet minimalizalni a kdvetkezd hibafiiggvényt
min ||Hilesztett (W) - Hmért (CU) ||g7 (155)

ahol H)(w) a komplex frekvenciaatviteli fiiggvény. Az igy felhasznalt program a mért
frekvenciaatviteli fiiggvény valds és képzetes részére (1.5 dbra d) és e) diagramja) egyszerre

illeszti a modélis paramétereket. Annak ellenére, hogy a valasztott beépitett fiiggvény
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1.3 Numerikus példak
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1.6. abra. A szimulalt frekvenciaatviteli fliggvényre illesztett eredmény aranyos csillapitas

esetén fy = 4 kHz-es mintavételezéssel és t,.x = 0.5 s-0s mérési adathosszal.

képes komplex bemenettel is operdlni, a valés részekre vald szétvalasztas alkalmasabb

modszernek bizonyult. Ennek alapjan a pontos minimalizalandé fiiggvény

Hifessters (<) _ Hivs (w)
H%lrl{lesztett (UJ) Hirrlrért (Cd)

Az iteraci6 soran célszerii az illesztendd modalis paraméterekre alsé és fels6 hatarokat

: (1.56)

2

min

beallitani, igy kizarhaté a fizikailag irredlis paraméterek megjelenése. A mért frekven-
ciadtviteli fliggvény altaldban a legdominansabb modusokkal és a hozzajuk tartozé w;
rezonanciafrekvenciakkal kozelithet6. Bar a rezonanciafrekvencia eltér mind a csillapi-
csillapitott esetben a rezonancia kozel fog esni wy,; csillapitatlan sajatfrekvencidhoz. fgy
az lsqcurvefit numerikus megoldéhoz a kezdeti értékek megadhatdk alacsony csillapitasi

tényezot feltételezve és a rezonanciafrekvenciat lemérve.

1.3.3. Példa aranyos csillapitas paramétereinek illesztésére

Ahogy az mar bemutatasra keriilt az 1.1.3-as alfejezetben, ardnyos csillapitas esetén a
frekvenciaatviteli fiiggvény modélis térben felirt parametrikus alakja egy n szabadsagi

foku modell esetén

n 2

H(w)=>" rl : (1.57)

2 : 2
= —w? + 26wy pwi + we

Az ismeretlen paraméterek ¢,1, &, wnr, €és 7 = 1,2,. .., n valamint mindegyik valds értéki.
Ennek eredményeképpen 3n ismeretlen paraméter meghatarozasara van sziikség.
Az 1.6 bra egy harom szabadsagi foki modell (n = 3) eredményeit mutatja. A fiktiv

mérés soran a végpont elmozdulasat mérjiikk 4 kHz-es mintavételezési frekvenciaval, majd
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1.3 Numerikus példak

az eredményekhez utélag 5% zajt adunk (1% zaj az a normaél eloszlasi zavaras a mérési
adatokon, amelynek maximum amplitidéja a maximum elmozduléds értékének 1%-a). Az
igy kapott elmozdulasbol gyors Fourier-transzformaciéval eléallithato a frekvenciadtviteli
fiiggvény, amely mar illeszthetd. Az abran a fekete vonal a ,szimuldlt mért” eredményt,
mig piros vonal az erre illesztett eredményt mutatja. A pontos modalis paraméterek az
1.2-es tablazatban megtalalhatok 0%, 2% és 5% mesterséges zaj esetén. Abban esetben
ha nincs zaj adva a mérési adatokhoz, meglehetésen pontosan azonosithatok a paraméte-
rek, annak ellenére, hogy viszonylag alacsony a mintavételezés. Magasabb mintavételezés
esetén az illesztés még pontosabb. Abban az esetben ha a zaj 2% vagy 5%-ra emelkedik,
még mindig meglep&en pontos eredmény nyerhetd, a hiba 1% alatti. Az is megfigyelhetd,
hogy a legdomindnsabb moédusok meghatarozasa a legpontosabb, mig a legkevéshé meg-
hatarozé modusok a zajos mérésben akar el is veszhetnek. Ha a mérés az emlitettnél is
nagyobb zajjal terhelddne, a legkisebb mddus teljesen eltlinne, de a megmaradé ketté mo-
dus illesztése tovabbra is elfogadhaté maradna. Fontos megjegyezni, hogy ez egy egyszerti,

mesterségesen generalt példa, valés mérés esetén az illesztés sokkal érzékenyebb.

Zaj Wy [rad/s] & (%] # [v/rad/kg] - 102
Eredeti 430.88 579.85 1582.13 2.15 290 7091 27.42  25.33 33.27
0% 430.79 579.85 1582.14 2.16 2.88 7.80 27.45 25.24 33.02
2% 430.79 579.94 1578.96 2.15 286 7.57 2746 25.18 32.74
5% 430.81 579.90 1583.91 2.15 282 7.67 27.45 25.19 32.54

1.2. tablazat. Modéalis paraméterek meghatarozasa aranyos esetben f; = 4 kHz-es minta-

vételezési frekvencia esetén.

1.3.4. Példa nemaranyos csillapitas paramétereinek illesztésére

A legtobb esetben a nemaranyos csillapitas elmélete kozelebb esik a valésaghoz, annak
ellenére, hogy ez is csak egy egyszeriisitett modell, hiszen a nemlinearitasok és a nem-
viszkozus csillapitas tovabbra sem szerepel az elméletben. Ennek ellenére a matematikai
leiras nagyon hasonld, de vannak eltérések. Ebben az alfejezetben a nemaranyosan csilla-
pitott esetet vizsgaljuk, amelynek paraméterei az 1.1-es tablazatban megtalalhatok. Ez a
rendszer er6sen nemaranyos jellegli, a szabadsagi fokok kozotti fazistolas 1...50° kozotti.

Ahogy az mar bemutatasra keriilt az 1.2.2-es alfejezetben, a frekvenciaatviteli fiigg-

vény felirhatd, mint

H(w) :i:l (m _%A + 731_ ) (1.58)

r WZ_)\T

ahol \, = —0, + i, és 1?2 egy komplex szdm, igy kifejezhetd ¥?, = U, + Vi alakban.

T
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1.7. abra. A mért frekvenciaatviteli fliggvényre illesztett eredmény nemaranyos csillapitas

esetén fy = 4 kHz-es mintavételezéssel és t,.x = 0.5 s-0s mérési adathosszal.
fgy a frekvenciadtviteli fiiggvény egy attekinthetSbb alakja

H(w)zi( oo )

= wi+ o, + Vi

Ur+ Vi

wi + o — Yl

(1.59)

Ebben a reprezentacioban az ismeretlen paraméterek U,., V,., 0., 7, ésr =1,2,...n, amely

\ 1 - f?wn,r)'

Hasonléan az aranyos esethez, egy nemlinearis legkisebb négyzetek mddszere keriilt al-

4n ismeretlent eredményez (tovabba o, = &wy, és 7, =

kalmazasra annak érdekében, hogy a paraméterek egyszertien identifikalhatdak legyenek.
A keresés kezdeti feltéteinek megadasa a kovetkezok szerint torténhet. Feltételezhetd egy
alacsony, néhany szazalékos csillapitasi tényezd, valamint a rezonanciafrekvencidk hasznal-
hatok a csillapitatlan sajatfrekvenciak becslésére. Ezen feliill U,V is becsiilhet6, de zérus
kezdeti értékbdl is indithato. Az eredmények megtalalhatok a fenti harom szabadsagi foku

modell esetében az 1.3-as tdblazatban és az 1.7-es 4bran.

Zaj wn [rad/s] & %] Y [\/rad - s/kg] - 103

Eredeti 436.11 57593 1573.79 5.72 10.13 6.78 5.64+7.537  7.0944.13¢ 3.72+4.70¢
0% 436.11 576.10 1574.41 5.71 10.13 6.82 5.6447.53¢ 7.0844.14¢ 3.71+4.73¢
2% 436.09 576.53 1570.63 5.68 10.09 6.84 5.6547.507 7.03+4.13¢ 3.774+4.70¢
5% 436.01 576.64 1566.13 5.67 10.32 7.46 5.63+7.507 6.9844.21¢ 3.90+4.69:¢

1.3. tablazat. Modalis paraméterek meghatarozasa nemaranyos esetben f, = 4 kHz-es

mintavételezési frekvencia esetén.
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2. fejezet
Szerszamgéprezgések

Az idékésés eqy a mérnoki problémakban gyakran megjelend jelenség. Ilyen terilet példaul
a kerékdinamika, autokovetési modellek, szabalyozorendszerek, vagy szerszdmgéprezgések
[4]. Ebben a fejezetben esztergdlas és mardsi folyamat stabilitdsat valamint a stabilitdsi

térképek érzékenységét vizsgaljuk egqyszeriibb mechanikai modelleken keresztiil.

2.1. Esztergalas

Az 1960-as években Tobias, Tlusty és szamos kutato kiemelkedd tevékenységének koszon-
toen az un. regenerativ hatdsok valtak az instabil rezgések legelfogadottabb tudomanyos
magyarazatava [4]. Az anyaglevalasztési folyamat kozben, a szerszdam hajlité lengéseinek
kovetkeztében a forgacs vastagsaga valtozik, melynek eredményeképpen a kialakult feliilet
egyenetlen lesz. Az idealisan merev és rugalmas szerszam kozotti kiilonbséget szemlélteti
a 2.1-es abra. Kiilonbség, hogy utébbi esetében a valtozo forgacsvastagsag egyben valtozo
forgéacsolo erot is gerjeszt.

A rendszer stabilitdsi tulajdonsdgait az tn. stabilitasi térképeken (stability lobe di-
agram) szokés abrézolni, ahol a fordulatszam fiiggvényében abrézoland6 a maximaélis fo-
gasmélység, melyek még rezgések nélkiil elérhetok. Ezek a diagramok hasznos informéacio-
val szolgalnak gyartastechnolégusoknak, hogy optimalis paraméterek alapjan tervezhessék
meg a gyartasi folyamatot.

A szakirodalomban altalanosan alkalmazott mechanikai modell lathaté a 2.2-es abran,
ahol az y irdnyu (tangencidlis) rezgést elhanyagolhaténak feltételezziik. Ezzel szemben x
irdnyban, mely egyben az el6tolas iranya is, egy tobb szabadsagi foki modellel veheto
figyelembe a kiilonb6z6 modusok hatasa. Felhasznalva ezt a feltételezést, a leird egyenletek
késleltetett tipusu differencialegyenletek, ahol az idékésés pontszerii, és idoben allando.

A 2.2-es abra alapjan a mozgasegyenlet a tobb szabadsagi fokti modell esetében

Mi(t) + Cx(t) + Kx(t) = £(t), (2.1)
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2.1 Esztergalas

Munkadarab }

2. lengéskép
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2.1. abra. Az esztergalds mechanikai modellje a feliileti regenerativ hatédssal.

ahol f(t) = [F,(t) 0...0]T, f € R" és a forgacsolasi erére a kisérleti eredmények alapjan
meghatarozott osszefiiggés

F,(t) = K,whi(t). (2.2)

K, a fajlagos forgacsold erd = irdnyban, w a fogdsmélység, h(t) az id6ben véltozé for-
gacsvastagsag, ¢ pedig a forgacsoldsi er6-exponens. Ha a szerszam idedlisan merev, akkor
h(t) = ho. A valésdgban azonban a szerszam rezgéseket végez és egy fordulat utan a
hullamos feliilet hatast gyakorol a pillanatnyi forgacsoléasi erore. A forgacsvastagsag igy
szamithato az el6tolasbdl, valamint a szerszam pillanatnyi és egy fordulattal korabbi po-

s sz

rpm). Az id6ben valtozé forgacsvastagsiag meghatarozhat6, mint
h(t) = v+ x1(t — 1) — 21(2),
ahol vy az el6tolds sebessége. A mozgasegyenlet ennek megfeleléen

Kow (vpr 4+ 21 (t — 1) — 24(t))*
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = (:) : (2.3)
0

A megoldés altalanosan kereshet6 x(t) = x, + £(t) alakban, ahol x, a statikus deforma-
ci6hoz kothetd, mig &(t) kis perturbécié az egyensulyi helyzet koriil. A forgacsolési erd

Taylor-sorba fejthetd, majd a magasabb rendii tagok elhanyagolasaval linearizalhato, igy

ME () + C&(t) + KE(1) = k (§(t — 1) — £(1)) , (2.4)
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2.1 Esztergalas

2.2. abra. Feliileti regenerativ hatdas, az esztergalas mechanikai modellje.

valamint
0 . 0
0 0 . 0 1 1
K= ' , k= K,wq (v;7)" = Kywahd ™, (2.5)
0 0 . 0

ahol k a vagasi egyiitthato, és hy az llandé forgacsvastagsig. Erdemes megjegyezni, hogy
k aranyos a w fogasmélységgel, amely fontos megmunkalasi paraméter. Részletes levezetés

megtaldlhaté [4]-ben.

2.1.1. Vizsgalat frekvenciatartomanyban

Jelen pontig a levezetés idétartomanyban tortént. A dolgozat témajabol kifolyolag a frek-
venciaatviteli fiiggvény kozvetlen felhasznalasara alkalmas modszer keriil el6szor bemu-
tatasra, de fontos megjegyezni, hogy a mechanikai modell alapjan, a D-gérbe modszer
segitségével, is van lehet&ség a stabil tartomanyok meghatérozasara [4].

Ahogy az méar bemutatasra keriilt az 1.1.3-as alfejezetben, a frekvenciaatviteli matrix

megadhato a bemenet és a kimenet Fourier-transzforméltjaval, vagyis
H(w) = X(w)F H(w). (2.6)
A forgécsolasi eré megadhato
ft)=r(x(t—7)-x(t) 5  Fw=r(™ -1)Xw) (2.7)
szerint. A tagok dtrendezését kovetéen, majd visszahelyettesitve (2.7)-be, a kifejezés alakja

F(w) =k (e — 1) Hw)F(w). (2.8)
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2.1 Esztergalas

A fenti 6sszefiiggés nullara rendezve
(T— (e — 1) kH(w)) F(w) = 0. (2.9)

Mivel F(w) # 0, {gy det (I — (e7™7 — 1) kH(w)) = 0 feltételnek sziikségszertien teljesiilnie
kell. A determinéans kifejtése lényegesen egyszertisithetd, mivel csak az elsé koordinata
gerjesztett. A szorzasok elvégzése utan lathatd, hogy csak H(w) els6 sora szamit, mig a

determinans kifejtését kévetéen minden nemdiagondalis elem is kiesik.

10 0 Kk 0 0\ (Hi(w) Hp(w) ... Hp,(w)

] | Y Gl I | R
6 6 1 6 6 6 Hnl‘(w) Hn;(W) Hm;(w)
1—k(e™ — 1) Hy(w) 1—r(e™ —1)Hpw) ... —k(e ™ —1)Hy,(w)

ot 0 1 0

0 0 !
Végiil
det (T— (e — 1) kH(w)) = 1= (e ™" = 1) Hyy (w) = 0 (2.10)

adodik, amelybdl kifejezhetd az inverz frekvenciaatviteli fliggvény

Hi' (W) =& (efiw - 1) = Age + iAm. (2.11)

Felhasznalva az e ™7

felirhaté

= cos(wT) — isin(wT) azonossigot, (2.11) valds és képzetes része

Agre = K(cos(wt) — 1) és  Ap, = —ksin(wr)

szerint. Véve a két kifejezés hanyadosat, x eliminalhato az egyenletekbol

Are 1 —cos(wr)

A, sin(wr) (2.12)

Ez a forma egy trigonometrikus azonossaghoz vezet, felhasznédlva

) ) 1—cos 1 — cos(z)

e (2
o

og? m) 1+COS 1+ cos(x)

g(x)_sin(§> . 1 — cos(x) _

2 o8 <';) 1 + cos(x)

2
(1-— cos( )) (1 —cos(z)) (1 — cos (2))? 1 —cos(z)
i$< (@) "id

1+ cos 1 —cos (z)) 1 —cos?(z)  sin(x)
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2.3. dbra. Stabilitastérkép és berezgési frekvencidk a hatargorbéken egy szabadsagi foku
rendszer esetén, ahol w, = 1000 [rad/s], £ = 0.05 [], ¥? = —5i - 10~°[rad - s/kg].

Osszefliiggéseket, a kifejezés egyszeriisités utan

Are 1 — cos(wT) (cw)
— —to [ = 2.13
A sin(wT) 2 (2.13)
Megoldva az egyenlete 7-ra, az eredmény
2 ARe . .
= — tg | — =0,1,2... 2.14
T w(‘&rcg(AIm)ﬂﬂ), j=0,1, (2.14)
Mivel 7 = 60/12, a fordulatszam kifejezhet6
0= ?’Aow . j=0,1,2... (2.15)
arctg (ﬁ:) +m
Ebbol az ehhez tartozd vagasi egyiitthato
ARe = 2
Ro A '?COS(M) (¢) + = Af,+2ARek + K2+ AL, = K
Ay = —ksin(wT) (0)?
valamint
AR+ A} K
— _1'Re m : S — 2.16
An. és w Koqghi ! (2.16)

A stabilitds hatargorbéi (2.15) és (2.16)-bdl numerikusan hatarozhatok meg, ha a frek-
venciadtviteli fiiggvény ismert és w € [0,00) kozott futtatott. A moddszer elénye, hogy
kozvetlentil a mérési eredmény felhasznalhaté, nincs sziikség illesztésre. Tovabba a sza-

mitasigény joval alacsonyabb, mint mas modszereknél és a szabadsagi fokok szamanak
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2.4. abra. Stabilitastérkép és berezgési frekvencidk a hatargorbéken ketto szabadsagi foku
rendszer esetén, ahol w,; = 1000, wy2 = 2000 [rad/s], & = & = 0.05 [], ¥ = 3 =
—5i - 107%[rad - s/kg].

definidlasara sincs sziikség. Egy egy- és egy kettd szabadsagi fokii modell eredményei
lathatok a 2.3-as és 2.4-es abrékon.

Erdemes megjegyezni, hogy az eredmények receptancia frekvencia atviteli fiiggvény
esetére kertiltek bemutatasra (eré-elmozduldas FRF). Ha a mobilitas (sebesség-erd) vagy
az accelerancia (gyorsulds-erd) ismert, akkor az aldbbi helyettesitéssel élve elvégezhetd a
konverzid: A(s) = sV(s) = s*X(s) kapcsolat alapjan, ahol A(s) a gyorsulds, V(s) pedig
a sebesség Laplace transzformaltja, mig s = iw a komplex valtozo, megmutathato, hogy a
kiilonb6z6 frekvenciadtviteli fiiggvények kifejezheték egymdsbol iw-val vagy (iw)? = —w?-

val értelemszeriien szorozva vagy osztva. Az elméleti stabilitastérkép nem valtozik.

2.1.2. Szemi-diszkretizacid

A lineéris rendszer stabilitdsa vizsgalhat6 egyben kozvetlentl (2.4) alapjan a szemi- diszk-
retizdaciés médszerrel [4], ehhez azonban sziikségesek a modalis paraméterek. A mozgas-

egyenlet atirhato elsérendii alakba

0)- (e 48 6) o
£() ~MT(K+k) —MTCJ \£(?) M~k 0] \&(t—7)

Annak érdekében, hogy a numerikus szamitast késobb lényegesen felgyorsitsuk, irjuk fel
a masodik matrixot a kovetkezé szerint. A tomegmatrix feltételezetten diagondlis és k

egyetlen nemzérus elemet tartalmaz csak. Ahelyett, hogy egy 2n x 2n-es matrixot hasz-
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2.1 Esztergalas

nalnank a felirashoz, a szorzat felirhato két darab 2n dimenziés vektor segitségével is,

vagyis
0 .oio ) 0
|
|
0 o0 0 -~ 0'0 -~ 0 0
e = Lo 00 --- 0). 2.18
(M_ln 0) R 0'0 -~ 0 1 (m1 ) (2.18)
0 - 010 - 0 0

Ennek megfeleléen az allapottérmodell

z(t) = Asz(t) + Bsu(t — 1),

u(t) = Coa(t) (2.19)
ahol
) 5[ )
£(t) MUK+ k) —MIC
=0 .01 .. 0, C=(£ .00 .. 0

és z € R?™ az allapotvektor, u € R, A, € R?"*2? 3 rendszermatrix, B, € R?" a bemeneti
métrix és C, € R?" (jelen esetben utébbi kettd vektorok).
A szemi-diszkretizaciés modszer 1épései [4] alapjan a kovetkezok. (2.19) megoldésa
z(ty) = zo kezdeti értékekkel
t
z(t) = 2 T0g (1) + [ A IBu(s — 7)ds. (2.20)
to
A mddszer alapjan, feltételezve, hogy a késleltetett tagok t € [t;, t;11) intervallumon kons-
tans értékiiek, bevezetve h = t; 11 — t; numerikus idSlépést és az idSkésést 7 = (r +1/2)h

szerint definidlva, ahol r a felbontés, a kovetkezo alakot kapjuk
h
Zit1 = ehshy, —|—/ e (=98 ds u,_,
0
U; = Cszi'

Igy az eredeti késleltetett rendszert egy h 1épéskozii diszkrét leképezéssel kozelitjik, amely

atirhaté Z;,1 = GZ,; alakba. Részletesen kiirva

om 1 11 1
Ziy1 (PO 0 Q\/z )2

U C, |0 0 O |w-1] 1

Ui-1 | =10 |1 0 0 ||u—| 1 (2.21)
Ui—r+1 0|0 1 0/ \ui—.) 1
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2.1 Esztergalas

ahol
P.—cAh Q= /0 " AR s, (2.22)
tovabbd, ha A1 létezik, akkor az integrélds analitikus megolddsa
Q= (™" —T) A;'B.. (2.23)

Az egyiitthatématrix G € R2F2047 yalamint P € R220 65 Q € R?™X1. A G egyiittha-
t6 matrix adja a kozelito leképezés monodromi matrixat, ezért a kozelité rendszer stabil,
ha G legnagyobb sajatértékének abszolit értéke kisebb, mint egy. Ezt a feltételt sziikséges
vizsgalni az elkészitendd térkép minden egyes pontjaban. Az eredményeket Osszeallitva
elkészithet6 a stabilitastérkép. Az altalanos mddszer, részteles levezetésekkel és matema-
tikai bizonyitdsokkal megtalalhaté [4]-ben.

A modszer a modalis térben értelmezett alak esetén is hasznalhaté. A terjedelemre
valo tekintettel csak a nemaranyos alak kertil ismertetésre, de hasonlé6 médon aréanyos csil-
lapitas esetén is levezethetok az Osszefliggések. Nemaranyos csillapitas esetén a linearizalt

egyenlet
c M) (€0 (K0} (€M) _ (x 0} ((&t-n)) _ (€0 (2.24)
M o/ \éw 0o -M) \£w) 0 0/ \\&t—7) v
Legyen a fenti egyenlet jelolve a kovetkezok szerint

AV(t) + Bv(t) = & (v(t — ) — v(t)), (2.25)

amely mar bemutatasra keriilt az 1.2-es alfejezetben. Felhasznalva az erre érvényes modalis

transzformdaciot Wz(t) = v(t), majd megszorozva ¥T-tal
VAW () + UTBYz(t) = OTRY (z2(t — 7) — z(t)) (2.26)

eredményhez juthatunk. A transzformécié tulajdonsagait felhasznélva, atrendezve a ta-

gokat, az atirt alak
z(t) — Az(t) = Ry (2(t — 7) — 2(1)) (2.27)

ahol &, = WTRW. Hasonlban az eléz6 esethez, mivel k-nak csak egyetlen eleme nemzérus,

igy

. Ko 010 .0
_11 : ¢11 d_}ll d]nl 7vZ_Jnl
P |
PR L L Y 1 e 0,0 2.0
. 0 0'0 0
f L) :
n |
' 0 - 010 - 0
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2.5. abra. A frekvenciamédszer (FM) és a szemi-diszkretizacié (SD, r = 100,200 x 100)
osszehasonlitdsa kettd szabadsagi foku rendszer esetén, ahol w,; = 1000, w,2 = 2000
[rad/s|, & = & = 0.05 [], ¥? = 3 = —5i - 10~°[rad - s/kg].

Yt Yutn o Ynte Y1t Y1
Yt Yntn o Ynte Y1t e
=K : : : : =K| (wn i U &nl) .
Uaathin Y o Ve Ynite Y1
Unithin Y1 o Una¥pr Vnithn Un1

A fenti levezetést felhasznalva, az allapottérmodell matrixai

a(t) = (‘?“)) L A=A,

Bs =R (¢11 '4511 U wnl 7E7L1>T> Cs = (wll 7;11 e wnl zEnl) :

2.1.3. Erzékenységvizsgalat esztergalas esetén

A dolgozat elsodleges célja a megmunkalési folyamatok stabilitdsanak vizsgalata a mo-
dalis paraméterek figgvényében. Feltételezve kiilonféle illesztési hibakat, részletesen be-
mutatasra keriil, hogyan is valtozik meg a stabilitastérkép azok hatasara. A feltételezett
rendszer kettd szabadsagi foku, ezt kozelitjiik kilonféle szempontok alapjan. A 2.1-es tab-

lazatban a vizsgalt ketto szabadsagi fokt modell modalis paraméterei taldlhatok meg.

Wn 3 P2

Moédus [rad/s] [%] [rad-s/kg]-107°
1 1000.0  5.00 -5.007
2 2000.0  2.50 -5.00¢

2.1. tablazat. Kett6 szabadsagi fokti modell modalis paraméterei az érzékenységi vizsga-
lathoz.
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2.1 Esztergalas

Hiba a modalis paraméterek becslésében

Ez a legegyszeriibb vizsgalati médszer, a modalis paraméterek manualisan eltorzitottak,
majd a térkép két eset kozotti eltérést vizsgaljuk. A gyakorlatban az illesztés mindig
tartalmaz hibat. Amikor egy nemdominans médust elhanyagolunk vagy tul zajos a mérés,
az illesztett modus nem képes tokéletesen leirni a mért FRF-et.

Els6 1épésben a csillapitatlan sajatkorfrekvencia hibajat vizsgaljuk. A korfrekvenciak
manudalisan eltoltuk +50 rad/s-mal (£5%), mikozben a tobbi paramétert valtozatlanul
hagytuk. A 2.6-es abran minden ehhez tartozé variacié megtalalhaté a ketto szabadsagi
fokt modell esetén, ahol a sziirke tartomany az eredeti pontos eredményt, mig piros a mo-
dosult hatarvonalakat jeloli. Jelenlegi esetben a kovetkez6 eredmények adodtak. Ha hiba
az els6 modus frekvencidjanak becslésében adodik, vagy a) és b) eset, a stabil tartomény
hatarai alacsony fordulatszamon valtozatlanok, magasabb fordulatszamon pedig nem je-
lent6sek. A magasabb mddus hibds becslésekor, ¢) és d) eset, az alacsony fordulatszamu
tartomanyokon jelentos eltolodas jelentkezik, mig a magasabb fordulatokon is érzékelhe-
tobbé valik az eltérés. Ebben az esetben a méasodik médus tiinik meghatarozobbnak, a
térkép érzékenyebb annak valtozasara. Tovabbi példdkban, e-h) esetek, ahol mindkét mo-
dus sajatkorfrekvencidjanak becslésében keletkezik hiba, a térkép véaltozasa gyakorlatilag
jellemezhet6 a kiilon-kiilon tapasztalt hibak egytittesével.

A térkép érzékenységének eredményeit a £ (£10%) csillapitds figgvényében a 2.7 dbra
mutatja. Az alacsonyabb frekvencidji modus, vagyis a) és b) esetben a térkép magasabb
frekvenciakon valtozik jelentésen, mig alacsonyabb fordulatszamnal altalaban elhanya-
golhato, ugyanakkor el6fordulhat, hogy az elmozduld hatargorbék tertileteket vagnak ki
az eredetibél, igy valtoztatva a stabil tartoméany hatédrait (szaggatott piros). A masodik
modus hibas becslése esetén, c) és d) abran, alig valtozik a térkép magasabb fordulatsza-
mokon, ugyanakkor alacsonyabbak esetén jelentos eltolodés jelentkezik. Tobbszoros hiba
esetén (e—h) a térkép megvaltozdsa a modusok kiilén-kilon tapasztalt hatdsaval irhaté le.

A 9)? paraméter, amely kézvetleniil a lengésképhez kothetd, hibajanak (+10%) hatésa
a 2.8 dbran lathaté. Az a) és b) dbrak esetén, ahol hiba csak az els6 mdédusban tapasz-
talhato, a korabbiakhoz képest a térkép valtozasa enyhén jelentésebb. A hatarvonalak
gyakorlatilag csak magasabb fordulatszamon valtoznak észrevehetGen, ugyanakkor latha-
t6, hogy alacsony fordulatszamon is el6fordulhat, hogy a torzult eredmény hatasara az
elmozdulé hatargorbe a meglévé stabil tartomanyokba metsz. A ¢) és d) esetben a térkép
alacsony fordulatszamon is torzul, de magasabb fordulatszamon is jelentosebb a korabbi-
akhoz képest. Tobbszoros hiba esetén is megfigyelhetd, hogy a hiba jellegre 6sszegzodik a
modusok kiilon-kiilén vett hibajat tekintve (Id. e~h) abrak).

Fontos megjegyezni, hogy ezek az eredmények természetesen csak a jelen példara
igazak, altalanos kovetkeztetés az alapjan nem vonhatd le. Ettdl fliggetlentil lathaté, hogy
a stabilitastérkép magasabb fordulatszamokon érzékenyebbé valik a modalis paraméterek

becslésére, és ez csak erosodik, ha a hiba egy magasabb frekvencidji médusban jelentkezik.
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2.8. dbra. Térkép érzékenysége 1? fiiggvényében (£10%).
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2.1 Esztergalas

Médus elhanyagolas

Egy valos szerkezet elméletileg csak végtelen szabadsagi foku (kontinuum) modellel irhaté
le. A mechanikai modellben, és igy az illesztés soran is természetesen csak véges szabad-
sagi fokszam alkalmazhaté. A modusok elhanyagoldsanak hatasat a kovetkezo eljarassal
szemléltetjiik. Elso 1épésben el6irunk egy mesterséges frekvenciadtviteli fliggvényt, amely-
hez elkészitjiik a stabilitastérképet. Ezt kovetoen, felhasznalva egy gorbeilleszto technikat,
alacsonyabb fokszammal kozelitjiik a modellt, pontosabban csak a dominans médus keriil
illesztésre. Az illesztés a bemutatott, nemaranyosan csillapitott modell alapjan torténik.
A hibéas kozelités hatasara a dominans mdédus modéalis paraméterei is torzulnak.

2.2-as tablazatban megtalalhaték ez eredeti és az alacsonyabb rendszamu kozelitéshez
tartozé modalis paraméterek, mikozben a 2.9-es dbran maguk az eredmények lathatok.

Gyakran el6fordul, hogy egy magasabb frekvencian talalhaté, alacsony amplitudoja
modust az egyszerliség kedvéért elhanyagolhatéonak tekintiink. Ennek eredményei lathatok
a) abran. Eszrevehetd, hogy 10000 rpm-hez kozel az eltérés a stabil tartomany maximu-
méban kozel 100%, annak ellenére, hogy a frekvenciadtviteli fliggvényen alig l4tszik a
masodik modus. Ennek hatasa azonban jelentés, a megmunkalési id6 idedlis esetben akar
felére is csokkenthetd. Alacsonyabb fordulatszamon, mivel a domindns médus viszonylag
pontosan illesztett, igy a térkép valtozasa is kevésbé jelentOs, de észrevehetd. Abban az
esetben, ha egy nagyobb mddus keriil elhanyagolasra, természetesen az eltérés is nagyobb
(Id. b) dbra). Tobb mddus esetén tjabb hatargorbék jelennek meg, amelyek elmetszik a
tartomanyokat, igy alacsonyabb rendszamu kozelitésnél konnyti ezeket elvesziteni. Lat-
haté moédon alacsony fordulatszamon inkabb csak eltolédik a hatarvonal, mig magasabb
fordulatszamokon stabil nytlvanyok vesznek el.

Meglep6 modon a térkép kevésbé érzékeny, ha az elhanyagolt moédus a dominans mo-
dushoz képest alacsonyabb frekvencidn jelentkezik. Ilyen eseteket mutat c) és d) ébra.
Annak ellenére, hogy lathatéan igencsak jelentésen megjelenik a frekvenciaatviteli fiigg-

vényben mindkét modus, a kozelités hatasara a térkép meglehetésen keveset valtozik. A

wn 3 W’ @n 3 Us
Eset  Modus [rad/s]  [%] [rad-s/kg]-107° [rad/s] [%] [rad-s/kg]-107°
a) 1 1000.0 5.00 -5.002 997.6  5.06 0.25-5.037
2 2000.0  10.00 -1.007 X X X
b) 1 1000.0 5.00 -5.001¢ 992.5 5.24 0.78-5.09¢
2 2000.0  10.00 -3.007 X X X
c) 1 500.0  20.00 -1.002 X X X
2 1000.0 5.00 -5.0017 1002.2  5.17 -0.24-5.1517
d) 1 500.0  20.00 -5.0017 X X X
2 1000.0 5.00 -5.001¢ 10114  6.36 -1.36-5.981

2.2. tablazat. Modalis paraméterek médus elhanyagolas esetén, ahol e az alacsonyabb

rendszamu kozelités modalis paraméterei.
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2.9. dbra. Eredmények a nemdominans modus elhanyagoldsanak kovetkeztében.

c) esetben szinte elhanyagolhat6 a kilonbség, mig d) esetén sem szamottevé. Ennek oka,
hogy ha az elhanyagolt médushoz képest alacsonyabb frekvencian van egy méasik modus,
ugy konnyen el6fordulhat, hogy a negativ félsikhoz tartozo hatargorbéket befolyasolja csak
a valtozds. (2.16) alapjan, amig Ar, > 0, addig x < 0, tehat fizikailag nem relevins az
elhanyagolas eredménye. Ezzel szemben Ag. < 0 esetén mar a pozitiv félsikon jelenik meg
az eredmény. Ezért van kilonbség a) és c¢) esetek kozott, el6bbi esetén a pozitiv, utébbi
esetén a negativ félsikra van hatdsa a modus elhanyagolasanak. Ez lathaté 2.10 abran,
amelyek 2.9 abra a) és c¢) aldbrainak kiegészitése.

Altaldnos kovetkeztetések megfogalmazdsa nélkiil megint az lathato, hogy a térkép ér-
zékenyebb, ha az elhanyagolt médus magasabb frekvencian jelentkezik a frekvenciaatviteli
fiiggvényben. Ezekben az esetekben konnyen el6fordulhat, hogy nagy stabil csiicsok, nyu-
lankok vesznek el a hibas illesztés kovetkeztében. Ezzel azonban a megmunkalas szamara

hasznos lehet6ségek is elvesznek.

Ko6zeli médusok Osszeolvadasa

A gyakorlatban a mért frekvenciaatviteli fliggvény a legtobbszor nehezen megkiilonboz-

tethetd, kozeli modusokat is tartalmaz. Gyakran annyira kozel vannak egyméshoz, hogy
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2.10. dbra. Méduselhanyagolds hatésa alacsony és magas frekvencian (kapcs. 2.9 dbra).

elsé ranézésre észre sem lehet venni, hogy egyszerre tobb mddus is elofordul. A 2.11-es
abran néhany tipikus eset talalhato. Ezekben az esetekben el6fordulhat, hogy egyetlen ko-
z0s modussal illesztjiik azokat. A pontos és illesztett modélis paraméterek megtalalhatok
a 2.3-as tablazatban.

Az a) dbran lathat6 az az eset, amikor az elhanyagolt médus kozvetleniil a dominans
moédus elott helyezkedik el. Az illesztett modus nem irja le megfeleléen a frekvenciadt-
viteli fiiggvényt, ugyanakkor a stabilitastérkép nem valtozik jelentésen, de hatassal van
ra alacsonyabb és magasabb fordulatszamokon is. Itt is az elhanyagolt médus a negativ
félsikon eredményezne jelentosebb eltérést, am ez fizikailag nem relevans. Természetesen
a hiba ezekben a mintapélddkban eltulzott, hogy a hatas érzékelhetd legyen.

Abban az esetben, ha a kozeli médusok koziil egyik sem domindnsabb a maéasiknal,
amint az lathaté a b) eseten is, az illesztett kozos mddus viszonylag pontos eredményt
produkal magasabb fordulatszamon, am alacsonyabbak esetén egy enyhébb eltolédas je-
lentkezik a hatargorbéken.

Meglepéen jelentds az eltérés c¢) esetben, ahol az elhanyagolt médus a domindns médus
utan jelentkezik. Lathato, hogy alacsony fordulatszamon csak kissé eltolodnak a hatarok,
mig magasabb fordulatszamon jellegre is megvaltoznak, jelentésebben mint a korabbi
esetekben.

A fenti példak alapjaként ismét megallapithato, hogy a térkép érzékenyebb a maga-

sabb frekvencidkon jelentkez6 modusok hibas azonositasara.

Wn 3 1/12 Wn é "/;2
Eset  Modus [rad/s]  [%] [rad-s/kg]-107° [rad/s] [%] [rad-s/kg]-1075°

a) 1 850.0  10.00 -2.00i 10028 698  -1.00-6.81¢

2 1000.0 5.00 -5.00¢ X X X
b) 1 1000.0 5.00 -4.007 1045.0 7.46 -0.23-8.951

2 1080.0 4.50 -4.007 X X X
c) 1 1000.0 5.00 -4.5017 1003.5 8.53 -1.71-7.78i

2 1150.0  10.00 -4.007 X X X

2.3. tablazat. Modalis paraméterek kozeli médus osszeolvadasa esetén, ahol e az alacso-

nyabb rendszamu kozelités modalis paraméterei.
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2.11. dbra. Eredmények a kozeli modusok osszeolvadasanak kovetkeztében.

2.1.4. Stabil szigetek esztergalas soran

A gyartasi folyamat idotartamat meghatarozza az anyaglevalasztas sebessége, amely pe-
csokken ha ezen paraméterek barmelyike megnovelhetd. A maximalis fordulatszamot meg-
hatarozza a szerszamgép teljesitménye, mas részrél a fogasmélység sem valaszthatdo meg
tetszolegesen. A gyartastechnolégus feladatai kozé tatozik, hogy ezen paramétereket a
megfelel6en valassza meg és optimalis gyartasi folyamatot tervezzen.

Ritka esetekben, csak tobb szabadsagi foki rendszer esetén elofordulhat, hogy egy
stabil sziget hatarolodik el a zart tartoméanytél. Egy példa talalhato erre a 2.12 abra
fels6 térképén, amelyhez tartozé modalis paraméterek a 2.4-es tablazatban talalhatok
(a térkép a frekvenciamoédszerrel és a szemidiszkretizaciés médszerrel is ellenérizve lett).
Osszehasonlitva az A és B pontokat, az anyaglevalasztas sebessége jelentésen eltér. Annak
ellenére, hogy a fordulatszam csokkentheté B esetében A-hoz képest, a vagasi egyiittha-
t6 kozel négyszer akkora, melynek eredményeképpen a fogasmélység is négyszeres (2.16)
szerint. A gyartasi folyamat ideje utébbi esetében kozel harmadara csokkentheto.

Ezeknek a stabil szigeteknek a felfedése egy igen bonyolult feladat lehet. Altaldban
aprobbak és magasabb fordulatszamon fordulnak elé és a modalis paraméterek kis val-
tozésara konnyen eltiinhetnek. A 2.12 dbra a) részén az az eset taldlhatd, amikor a har-
madik, kevésbé domindans modus elhagyasra keril, és ketté6 modust illesztiink. Sziirke
tartoméannyal és fekete hatarvonallal az eredeti stabil tertiletek lathatok, mig piros hatar-

vonalakkal a két szabadsagi foki modell eredményei. A kozelités hatdsara lathaté moédon
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2.12. dbra. Stabil sziget egy harom szabadsiagi foki modell esetén (sziirke tartomany

fekete hatarvonallal az eredeti eset, mig piros a modositott frekvenciaatviteli fiiggvény

eredményei).

a sziget éppen egyetlen pontig sziikiill (vékony piros vonalak majdnem egyetlen pont-

ban metszik egymast a sziget alsé felénél), gyakorlatilag eltlinik, mig a tartomény tobbi

hatarvonala keveset valtozik. Természetesen magasabb fordulatszamon még jelentkezik

eltérés, 4&m ezt itt nem vizsgaljuk. A b) esetben a masodik médus csillapitasat emeltiik

meg 10.6%-16l 12.6%-ra. Itt a sziirke tartomény tovabbra is az eredeti harom szabadsigi

Wn 3 p?
Moédus  [rad/s]  [%)] [s/kg] - 107°
870 6.14  -51.60-169.241
2 1150 10.60  60.66-118.14%
3 3200 21.06 -18.56-75.96¢

2.4. tablazat. Modalis paraméterek egy harom szabadsagi foki modell esetén stabil szi-

gettel.
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2.1 Esztergalas

foku eset eredményeit mutatja, mig piros a csillapitottabb esethez tartozé tartomanyok
hatarvonalai. Ebben az esetben a stabil sziget kinyilik és félszigetként csatlakozik stabil
teriilethez. Mivel gyakran igen nehézkes pontos frekvenciaatviteli fliggvényt illeszteni, sot
a gyakorlatban minden illesztett moédus pontatlan, igy konnyen el6fordulhat, hogy egy
ilyen hiba hataséara elveszik egy stabil tartomany. 2.1.5 alfejezetben is taldlhato példa egy

ilyen esetre.

2.1.5. Esettanulmany

Ebben az alfejezetben egy valds, mért esetet vizsgalunk. A frekvenciaatviteli fiiggvény
egy mard szerszamgépen keriilt lemérésre iitési kisérlettel, majd meghatarozasra ipari
eszkozokkel [13]. Jelen vizsgalatban azonban ugy tekintiink erre, mint egy esztergakés
mérési eredményére.

A 2.13-as abran az illesztett model 7, 9 valamint 11 szabadséagi fokbol all, nemaranyo-
san illesztve. Az ehhez tartozé modalis paraméterek megtalalhatok a 2.5-6s tablazatban.
A 7 szabadsagi foki modell esetén csak a dominans modusok kertiltek illesztésre, ez bizo-
nyult a legalacsonyabb, de elfogadhaté szintii illesztésnek. Meg kell jegyezni, hogy jelen
esetben is csak a frekvenciaatviteli fliggvény abszoliat értéke lathatd az abrakon, de az
illesztés sordan a mért figgvény valos és képzetes részét sziikséges illeszteni egyszerre.
Azt is érdemes megjegyezni, hogy az abrak jelen esetben logaritmikus léptékiiek, hogy
a teljes tartomdny érzékelhetd legyen (2-3 nagysagrend sziikséges). Ennek ellenére az
illesztés meglehetésen pontos. A stabilitasi térképeken lathatd, hogy alacsony fordulat-
szam (10000...25000 rpm) esetén is jelentkezik eltérés a két eredmény kozott, magasabb
fordulatszamon (2 > 25000 rpm) pedig jelentésebbé is valik a hiba, ugyanakkor elsé
kozelitésnek megfeleld. Egy apro stabil sziget is jelentkezik a mért FRF-fel vald szamitas
eredményeképpen, ugyanakkor az illesztés ezt nem mutatja. Itt fontos leszogezni, hogy a
fordulatszam technolégiailag irrealisan magas értékig abrazolasra keriilt, azonban a térkép
érzékenységének vizsgalatdhoz ez is hozzd tartozik (masrészrol a mérés egy maré szerszam-
gépen tortént, nem pedig egy esztergakés atviteli fiiggvénye). Az is megemlithetd, hogy
abban az esetben, ha a szerszam tobb vago éllel rendelkezik, mint példaul maré szerszam
esetén, akkor ez a magas fordulatt tartomany realis fordulatszamokig elmozdul, tehat en-
nek a vizsgalata nem érdektelen. A hibak kisziirésének érdekében a stabilitdsi térképeket
ellendriztiik a frekvenciamodszerrel és a szemidiszkretizéciés modszerrel is.

Annak érdekében, hogy pontosabb legyen az illesztés, a szabadsagi fokok szamat 9-ig
noveltitk, amely két modussal vald kibovitést jelentett 700-1200 Hz kornyékén. Alacso-
nyabb fordulatszamokra igy pontosabba valt az eredmény, 10000 rpm alatt gyakorlatilag

elhanyagolhaté az eltérés, ugyanakkor magasabb fordulatszamon a hiba megnovekedett.
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2.13. abra. Esettanulmény: Stabilitastérképek 7-, 9- és 11 szabadséagi fok esetén.
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2.14. adbra. Esettanulmany: Stabilitastérkép 20 szabadsagi fok esetén.
Wn I3 2 Wn 13 2
-DoF -DoF
R L N O L B0 TOT w8 lsykelo10
1 341.92 2.98 0.2279-45.48¢ 1 342.19 3.00 -0.940-45.98:
2 679.94 2.71 122.79-118.697 2 681.67 2.06 116.4-196.87%
3 684.24 1.00 -129.4-96.34¢ 3 685.45 0.97 -138.7-22.40¢
4 1219.90 3.99 -15.35-74.677 4 789.67 12.59 30.29-14.977
5 2204.93 7.67 5.088-113.697 5 1165.84 3.11 -8.411-30.462
6 2961.58 5.13 42.63-189.861 6 1216.94 1.77 10.16-35.537
7 4732.50 2.59 0.747-118.65% 7 2190.77 6.22 14.47-90.07¢
8 2967.41 4.87 32.36-180.077
9 4734.75 2.50 -1.766-114.237
11-DoF “n 3 v 20-DoF “n £ v
[Hz] (%] [s/kg] - 107° Hz] (%] [s/kg]-107°
1 342.28 2.99 -1.393-45.723 1 342.28 2.92  -1.347-44.623
2 681.11 2.13 115.1-178.173 2 603.03 7.05 5.741-9.35¢
3 685.19 0.97 -134.0-38.39¢ 3 681.28 1.91 93.83-205.307
4 882.28  T.AT  -8.729-23.45i 4 685.72 0.94  -119.7-7.58i
5 1118.37 20.35 100.25-27.177 5 892.81 5.94 -11.08-13.25:
6 1167.50 0.76 -3.406-3.507 6 1165.68 0.70 -1.882-3.73%
7 1225.14 1.74 -13.01-30.741 7 1181.70 8.02 -18.04-56.761
8 1318.95 4.28 -19.72-3.341 8 1220.29 1.90 3.115-37.561%
9 2190.83 5.39 12.71-76.18¢ 9 1269.12 1.33 4.615+0.287
10 2971.77 4.75 25.39-175.341% 10 1358.78 0.75 -0.275+0.751%
11 4736.36 2.45 -3.501-111.97% 11 1416.01 2.19 0.889+0.21%
12 1543.71  2.76 0.808-5.671
13 1881.76  2.81 -5.373-3.981
14 225838 536 -108.7-58.83i
15 2342.36  9.46 143.5-105.09:
16 2837.92 3.72 31.63-43.301
17 2988.25  3.32 24.76-96.23¢
18 3699.10 2.43 -7.876+2.20¢
19 4094.20 3.29 0.968-12.907
20 472791 2.43 5.778-112.34%

2.5. tablazat. Esettanulmany: Illesztett modalis paraméterek.
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2.2 Maras

A 11 szabadsagi foku modellel tovabbi ketté modus veheté figyelembe, az illesztés
soran ezek 882 Hz-re és 1318 Hz-re alltak be. Ezzel a mar meglévé modalis paraméterek
keveset valtoztak, ugyanakkor mind alacsonyabb, mind magasabb fordulatszamon sikertlt
pontositani a térképet. Ennek ellenére a stabil sziget még tovabbra sem jelentkezik.

Az illesztés soran a 20 szabadsagi fokd modell volt a legmagasabb illesztés, amelyet
illesztési problémak nélkiil el lehetett érni. Az eredmények megtalalhatok a tablazatban ill.
2.14-as abran. Lathatéan a legtobb nemdominans, zajos modust is ilyen médon figyelembe
lehetett venni, az eltérés a logaritmikus skalan is gyakorlatilag vonalvastagsagon beliili. A
stabilitastérképen az eltérés alacsony fordulatszamon gyakorlatilag észrevehetetlen, mig
magasabb fordulatszamon is jelentosen csokkenthetd volt az eltérés. Ebben az esetben a
stabil sziget is megjelenik az illesztés hataséara.

Ahogy azt a bemutatott esettanulmany mutatja, annak érdekében, hogy a nagyon
pontos térképet elkészithessiik, jellemzéen nagy fokszamt modell sziikséges, amely mar
nehézkes és problémahoz vezethet. Alacsony fordulatszamon a dominans médusok pontos
illesztése megfelelének bizonyulhat, ugyanakkor magasabb fordulatszamokon ez kénnyen
jelentos eltéréseket eredményezhet, amelyek elore jelzése nem egyszerti feladat. Még a
legpontosabb illesztés hatasara is jelentkezhet kisebb-nagyobb eltérés a térképen, de az

elméletileg pontos eredmény a magasabb fokszamu modellekkel elégségesen kozelitheto.

2.2. Maras

A regenerativ szerszamgéprezgés nemcsak esztergalas, de marasi folyamatok esetén is
megjelenik. A feliileti regenerativ hatds azonban kiegésziil periodikusan valtozd egytitt-
hatokkal, amelyet a szerszam éleinek folyamatos be- ill. kilépése okoz. Az elsé kozelito
modellek Tobias és Tlusty munkaiban is megjelentek, ahol a periodikus tagokat idében
atlagolt tagokkal kozelitették, igy azok az esztergalashoz hasonlé matematikai modelle-
ket eredményeztek. Ez a modell alkalmazhato olyan esetekben, amikor nagy a radialis
fogasmélység illetve a szerszam éleinek szama. Ellenkezd esetben azonban az élek be- és
kilépésének hatdsa nem elhanyagolhaté [4].

Az utobbi évtizedben szertedgazd eredmények sziilettek sok kutaté munkajanak ered-
ményeképpen. A dolgozat soran a szemi-diszkretizaciés médszer alkalmazott, ezzel szem-
ben azonban szamos mas modszer létezik, mellyel a kiilonbozo stabil hatarok megha-
tarozhatok. Példaként emlitve, a frekvenciadtviteli fiiggvény koézvetlen meghatarozasan
alapulé extended multi frequency solution mddszer talalhat6 [12]-ben, egy Gsszehasonlitd
tanulmany pedig [13]-ban.

A koénnyebb kezelhetéség végett az érzékenységi vizsgalat soran egy egydimenzios, de
tobb szabadsagi fokil modell alkalmazott, amely lathato a 2.15 abran. Feltételezett, hogy
csak z iranyu rezgések keletkeznek, mind a munkadarab, mind pedig a szerszamgép y

irdnyban teljesen merevnek tekinthetd, vagyis az ebbe az iranyba esé lengésképek elha-
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2.2 Maras

munkadarab

2.15. abra. Maras egydimenziés mechanikai modellje egyenes élii szerszam esetén.

nyagolhatok. Tovabba a szerszam N egyenletesen eloszlott egyenes éllel rendelkezik. Ezek
az egyszerusitések konnyitik a szamitast, és az érzékenységi vizsgalat is attekinthetébb. A
dinamikai modell egy szabadsagi foku esete és annak vizsgélata megtaldlhaté [4]-ben. A
mozgasegyenlet teljesen analég moédon tobb szabadsagi foku esetben, az el6z6 fejezethez

hasonléan megadhaté
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = £(t) (2.28)

szerint, ahol £T(t) = [F,(t) 0...0], f € R". A forgicsoldsi er§ meghatdrozésa azonban
Osszetettebb, sziikség van ugyanis minden szerszamélre haté eré megfeleld iranyi kompo-
nenseinek Osszegzésére. Az elotolas iranyanak ismeretében, 2.16 abra alapjan a pillanatnyi
forgacsvastagsag meghatarozhato, illetve egy élre hato forgacsolasi eré komponensei is fel-

irhatok. Ez alapjan a j-edik élre haté erdé komponensei

Fiu(t) = g;(t)Kaphi(t), (2.29)
Fjp(t) = 9;(t) Kraphi(t), (2.30)

ahol K; és K, az anyagra jellemzo6 tangencialis és radialis forgacsolasi-erd egytitthatok,
a, az axialis fogdsmélység, h;(t) a j-edik élnél vagott forgacsvastagsag, ¢ a forgacsolasi
eré-exponens, g;(t) pedig egy olyan ablakfiiggvény, amely csak 0 ill. 1 értéket vehet fel,
jelolve azt, hogy az adott szerszamél az adott pillanatban az anyagban van-e, vagyis
forgacsol-e vagy sem. @, jeloli azt a szogértéket, amelynél a szemszam belép az anyagba,
©er pedig a kilépési szoget (enter és exit szavakbol szdrmaztatva). Ennek megfelel6en az

ablakfiggvény

1, ha @e < (¢;(t) mod 2m) < Ve
9;(t) = oo (2.31)
0, egyébként

tovabba a j-edik fog pillanatnyi ¢;(t) szoghelyzete

B 272 27

(t) = —t 2.32
SOJ() 60 +‘7N (3)

43



2.2 Maras

A(t)sin®(t)

2.16. abra. Forgacsolasi er6komponensek és forgacsvastagsag meghatdrozasa x irdnyu el-

mozdulésok esetén.

és Q) a szerszam fordulatszama (rpm). Attol fiiggéen, hogy a szerszam a munkadarab szé-
1én milyen irdnyban forgacsol, kétféle folyamat kiilonboztetheté meg, amelyek lathatok a
2.17 abran. Abban az esetben, ha az dbra alapjan lentrol felfelé torténik az anyaglevalasz-
tas, tn. ellenirdnyd megmunkalasrél beszéliink (up-milling). llyen esetben a belépéskor a
pillanatnyi forgacsvastagsag nulla, majd folyamatosan novekszik, mignem egyszer hirte-
len kilép az anyagbdl. Forditott esetben egyenirdnyi marasrdl beszéliink (down-milling),
ilyenkor a belépés pillanataban hirtelen jelenik meg a gerjeszté erd, majd folyamatosan
valtozva, nulldig csokken, amikor kilép az él. Ebbdl trigonometrikus osszefiiggésekkel, 2.16

abranak megfeleléen a belépési és kilépési szogek elleniranyt maras esetén

2a,
Yen =0 és Deg = ArCCOS (1 — g ) (2.33)

valamint egyeniranyi maras esetén

2a,
Pen = ArcCCoS ( g — 1) és Deg = T. (2.34)

Szokas el6tolasként a fogankénti f, el6tolast megadni, ahonnan figyelembe véve a szerszam

mozgasat, az id6ben véltozé forgacsvastagsdg x iranyban (1d. 2.16 és 2.15 abrék)
A(t) = f.+x1(t — 1) — xq(2), (2.35)

ahol mards esetén a regenerativ idékésés egyenkozii fogelosztasnal 7 = 60/(NQ). A j-edik

fogra vetitett forgacsvastagsig igy
hi(t) = A(t)sing;(t) = (f: + z1(t — 7) — 21(t)) sin; (¢). (2.36)

Mivel (2.29) és (2.30) forgacsolasi erére meghatarozott empirikus képletek radidlis és tan-
gencialis irdnyban definidljak az erdt, ennek felbontasa sziikséges, ahol az y irdnyd me-

revség miatt csak az x iranyu felbontéas sziikséges, azaz

F; . (t) = Fj(t) cospj(t) + Fj(t) sin p;(t). (2.37)
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elleniranyt egyeniranyu
maras maras
up-milling down-milling
munkadarab munkadarab

2.17. abra. Elleniranyt és egyeniranyt marasi folyamat.

Mivel a szerszamnak tobb éle van, a teljes gerjeszto er6 az ezekre hato x iranyu er6kompo-
nensek Osszege. Behelyettesitve (2.29) és (2.30) Osszefliggésekbe, majd egyszeriisitve azt,

a gerjesztoerd alakja
Fo(t) = QW) (f: + 1(t — 7) — 1 (1)), (2.38)
ahol

Qt) = z_: apg;(t)sin? @;(t) (K cos ;(t) + K, sing;(t)), Q) =Q(t+ 1) (2.39)

egy 7T szerint periodikus fliggvény. Ezzel a nemlinearis mozgasegyenlet mar felirhatd. A
megoldas kereshet6 x(t) = x,(t) + &(t) alakban, ahol x,(t) = x,(t + 7) az allandésult
periodikus megoldés, £(t) pedig kis perturbaci6. A linearizalas utan, a magasabb rendii
tagok elhagydséval el6éll a linedris rendszer. A részletes levezetés megtaldlhatéd [4]-ben.

Ennek eredménye

ME(t) + CE(t) + KE(t) = G(1)(&(t — 7) — £(1)), (2.40)
ahol G(t) = G(t + 7) szintén egy periodikus fiiggvény (periodikus vagasi egytitthatd
matrix), amely fiigg a radidlis és axidlis forgacsolasi egytitthatoktdl, valamint az axidlis
fogasmélységtol is (esztergalas esetén ez wk-val azonosithatd, azonban marasi folyamatok-
nél ez egy periodikus fiiggvénnyé alakul). Mivel csak a végpont gerjesztett, igy a G(t)
csak egyetlen nemzérus elemet tartalmaz, vagyis

G(t) 0 0
O 0 --- 0
G(t) = : S (2.41)
0o 0 - 0
G(t) = apqf?! Z g;(t) sin? @;(t) (K cos @;(t) + K, sing;(t)) . (2.42)
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2.2 Maras

2.2.1. Szemi-diszkretizacid

Kezdve a térbeli leirassal, a rendszerhez rendelhet6 allapottérmodell

z(t) = A,(t)z(t) + B, (t)u(t — 7),
ult) = Cya(t), (2.43)

ahol A(t) rendszermatrix és By(t) bemeneti matrixok periodikusak, valamint (2.40) alap-
jan fel is frhatok. Itt B4(t) és C, sorra 2n x 1 és 1 X 2n méretii vektorok, mivel G(t) csak

egyetlen nemzérus elemet tartalmaz az esztergalas modelljéhez hasonléan. Tehat

_ (&) B 0 I
z(t) = (g’(t)) ;A = (—M‘l(K+G(t)) —M—lc> : (2.44)
B,(t)=(0 - 0 €9 ... 0)', C,=(0 - 0 1 - 0). (2.45)

(

mi
Ez az egyszeriisités jelentOsen gyorsitja a szamitast. A kozvetleniil megismert modszer
azonban nem hasznédlhato, mivel a probafiiggvények modszere a periodikus egytitthatok
miatt nem alkalmas.

A megoldashoz sziikséges a késleltetett periodikus differencialegyenletek Floquet el-
mélete. Az elmélet Osszefoglalva megtalalhatéd [4]-ben, mely szerint z; = M(t)zo kezdeti
feltételtél fliggd megoldas el6éll, ahol z,(60) = z(t +0), 6 € [—7,0] és M(t) megoldds ope-
rator meghatarozhaté. Ez azonban a legtobb esetben nem allithato el6 analitikusan, igy az
csak numerikusan kozelithet6. A szemi-diszkretizacié alapjan a periodikus egyttthatdkat

kozelithetjiik szakaszonként véges szamu konstans taggal, melynek megfelel6en

1 tive 1 rti+r
A== / AJdt, Bo=- [ Bt (2.46)
’ h t; ’ h t;

aholi=1,2...p, 7 = ph és p a periédusban felbontott szakaszok szdama. A szakaszonként
konstans kozelités miatt mar hasznalhaté a megismert szemi-diszkretizaciés modszer. Mig
esztergalas esetén a G matrix adta a monodromi matrixot, gy mards esetén a periodi-

kussag miatt M monodromi matrix
M = gpflgp72 T g07 (247)

szerint szamithato, 2n + r x 2n + r méretli, és a szakaszonkénti G; meghatarozhato

(Pilo ... 0 Q)
C,|0 ... 0 O
h
gl' — 0 1 T O O y Pl = eAS’ih7 QZ = / eAS’i(his)Bs’idS (248)
: : . : . 0
010 1 0

alapjan. Tehat a monondromi matrix kozelitése utan a rendszer stabilitasvizsgalata elvé-
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Instabil

Stabil

Instabil

Stabil

1 1 1 1

Instabil

Stabil

16 1‘5 é() 25
Q [rpm] x10°

(G200

2.18. abra. Kilonbozo tipusi marasi folyamatok stabilitastérképei egy két szabadséagi
fokt modell esetén, ahol w,; = 1000, wyo = 2000 [rad/s|, & = 0.05, & = 0.025 [-],
Y? = )2 = —5i - 1075[rad - s/kg]

gezhetd, a stabilitas feltétele hasonléan az el6zéekhez a matrix sajatértékeihez kotheto.
Ha M matrix legnagyobb sajatértékének abszolut értéke kisebb, mint egy, tehat a komp-
lex sikon az egységsugari koron beliil talalhato, akkor a rendszer stabil, ellenkezd esetben
instabil.

Az esztergalas vizsgalatahoz képest teljesen analég médon a mozgéasegyenlet felirhatd

a modalis térbeli alakban. A terjedelemre val6 tekintettel az vizsgalat csak a nemaranyosan

/////

C M) (£(t) K 0\ (&@)) _ (G() 0) ((&(t—T) £(t)
(o ) €)= (6 50) 60) - (57 ) (677 - (60) e
kovetden, bevezetve a fenti egytitthatokra a
Av(t) + Bv(t) = G(t) (v(t — 1) — v(1)), (2.50)

jelolést, a mozgasegyenlet modélis koordinatédk terében értelmezett alakja

UTAWL(t) + OTBUz(t) = OTG(H)W (z(t — 7) — z(t)), (2.51)
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2.2 Maras

amely az érvényes azonossagok figyelembevételével, valamint atalakitasokkal
7(t) — Az(t) = G, (t) (z(t — 7) — 2(t)) (2.52)

dsszefiiggésre hozhatd, ahol G, (1) = BTG (t)W. Mivel itt is G,,(t) csak egyetlen nemzérus

elemmel rendelkezik, igy a matrixok kondicionaldsa utan a szorzat kifejezheto

Y1
Ui
: (%1 Ui U @Em)
(S
Un1

alakkal, amelybdl By(t) és Cy matrixok konnyen azonosithatok. A fenti levezetést felhasz-

nalva, az allapottérmodell matrixai

a(t) = (28) A=A Go(t),

Bs(t) = G(t) (%1 1/_}11 e wnl 7wan)T7 Cs = (¢11 7wzll e wnl '&nl) .

Lathato, hogy itt is elegend6 csak a modalis paraméterek meghatarozasa, amely utan a
stabilitastérképek elkészithetok. M monodromy métrix és G, numerikus leképezési matrix
dimenzidi tovdbbra is 2n + r X 2n +r, a (2.43)-ra levezetett Osszefliggések valtozatlanok.
2.18 4bran a modszerrel elkészitett eredmények lathatok egy 90%-os radidlis fogdsmélységii
egyeniranyt, ill. ellenirdnyt, valamint egy 100%-os telibe marés (full-immersion milling)

esetén.

2.2.2. Erzékenységvizsgilat maras esetén

Az esztergdlashoz hasonléan, a marasi folyamatok stabilitastérképének érzékenysége is
vizsgalhato. Az egyszerlibb vizsgédlat érdekében a fent bemutatott egydimenziés modell
hasznalt, ugyanakkor fontos megjegyezni, hogy ez csak egy egyszeriisités. Abban az eset-
ben, ha sem = sem pedig y irdnyban nem elhanyagolhatd a merevség, jelentésen kiter-

jeszthetok a szempontok, igy a vizsgalat is Osszetettebbé valik.

Hiba a modalis paraméterek becslésében

Az érzékenységi vizsgdlat szempontjai megegyeznek az esztergdlaséval. Elso 1épésben a
felvett ketto szabadsagi foki modell modalis paramétereit torzitjuk el, majd ezt kove-
toen az elhanyagolt illetve Osszeolvadt médusok hatésai vizsgaltak. A felvett és illesztett
frekvenciaatviteli fiiggvények, tehat azok modalis paraméterei is megegyeznek a 2.1.3 alfe-
jezetben ismertetettekkel. A térképek 50%-os ellenirdnyt marast (a./D = 0.5) feltételezve

késziiltek egy egyenes, kettd élii szerszam alapjan (N = 2).
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2.19. dbra. Térkép érzékenysége a w, figgvényében (£50 [rad/sec]).
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2.20. &bra. Térkép érzékenysége ¢ fliggvényében (+10%).
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2.2 Maras

A megmunkélési paraméterek: ¢ = 0.75, K; = 133 - 105N/m'™, K, = 40- 105N /m' ™ és
f. = 0.1 mm/fog.

Els6 1épésben a csillapitatlan sajatkorfrekvencia eltérése vizsgdlt, amelyben 450 Hz,
vagyis 5% eltérést feltételeziink. 2.19 abran ennek hatésa lathatd, a torzitatlan modalis
paraméterek pedig 2.1 tablazatban megtalalhatok. Az alacsonyabb frekvenciaji modus hi-
baja esetén, vagyis a) és b) abrakon, (hasonléan az esztergalasi példédkhoz) a térkép csak
magasabb fordulatszamokon valtozik jelentésen, alacsony fordulatszamon a fenti példaban
nem észrevehetd az eltérés. A magasabb frekvencidji médus (c) és d) dbra) azonban ala-
csony és magasabb fordulatszamokon is észreveheto eltérést eredményez. TObbszoros hiba
esetén az eltérés jellemezheto a becsiilt frekvenciak hibdinak osszegével, ez megtalalhato
e)-h) abrékon.

2.20 dbran a & csillapitasi tényezdk hibéds becslésének hatasa lathato. A sajatfrekven-
ciak azonositasa rendszerint pontosabb, am a csillapitasi tényezoké az esetek tobbségében
bizonytalanabb. Az elsé médus hibaja lathaté a) és b) dbrakon, a masodik médusé pedig
c) és d) dbrakon. Megfigyelhetd, hogy itt is az alacsonyabb frekvencidji médusnak gya-
korlatilag csak magasabb fordulatszamon van hatasa, mig a masodik médus alacsony és
magas fordulatszamon is befolyasolja a térkép hatarait. Ennek oka az, hogy a masodik
médus a domindnsabb, az ahhoz tartozo hatargobék fogjak els6 sorban meghatarozni a
stabil tertilet hatarait. Ez természetesen nem altalanos jelenség, de a fenti példaban ez
egyértelmiien kiveheto. Ha mindkét médus illesztése tartalmaz pontatlansdgokat, amint
az lathaté e)—h) abrdkon, a hatarvonala eltolédasa a médusok egyenkénti hibajanak ossze-
gével aranyos.

Abban az esetben, ha a lengésképhez tartozé 12 paraméter tartalmaz csak hibét, az
eredmények hasonléak a csillapitasi tényezééhez. a) és b) dbran az elsé mdodus hibdjanak
hatdsa lathat6, mig c¢) és d) dbrdkon a mésodiké. Megfigyelhetd, hogy alacsony fordu-
latszamon gyakorlatilag csak a masodik médus becslésének hibaja okoz eltérést. e)-h)
abrakon a tobbszori hiba hatésa lathato, amely hasonl6 az eléz6ekhez.

Jelen példaban tehat a magasabb frekvenciaji médushoz tartozé hatargorbék hata-
rozzak meg elsésorban a stabil tartoméany széleit, igy azok hibas becslése is jelentésebb

valtozasokat vonz maga utan.

Moédus elhanyagolas

Mint az mar esztergalas esetén is bemutatéasra kertilt, a legtobb esetben az illesztés hibajat
az alacsony rendszamu kozelités, példaul nem-dominans rezonanciafrekvencidk elhanya-
golasa jelentésen befolyasolhatja. A stabilitastérkép bizonyos esetekben igencsak érzékeny
lehet. 2.22 abran néhany tipikus eset talalhato. Az eredeti modélis paraméterek és az ah-
hoz tartoz6 alacsonyabb fokszamu kozelités paraméterei megtalalhatok 2.2 tablazatban.
Abban az esetben, ha a dominans médushoz képest magasabb frekvencian kertl el-

hanyagoldsra egy médus, amint az lathaté a) és b) abran, a térkép els6sorban magas
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2.22. abra. Eredmények a nemdominans médus elhanyagolasanak kovetkeztében.

fordulatszamokon valtozik jelentésen.

Amint észreveheto, nemcsak eltolédnak a hatarok, de jellegre is megvaltoznak. Kisebb hi-
ba esetén alacsony fordulatszamon gyakorlatilag elhanyagolhat6 az eltérés, mig nagyobb
hiba esetén mar itt is észrevehet6 annak hatasa. A gyakorlatban torténd illesztés sordn
ilyen esetek konnyen el6fordulhatnak, igy ezeknek a moédusoknak a helyes kozelitése elen-
gedhetetlen lehet.

Ha a dominédns modus el6tt helyezkedik el egy kevésbé dominéns rezonanciacsucs,
amint az kivehet$ ¢) és d) abrdkon, abban az esetben kisebb az illesztés hibdjanak a
hatasa. Lathaté moédon nagy elhanyagolas esetén a dominans cstucs sem kozelitheté meg-
feleléen, igy pusztan ebbdl kifolydlag is varhaté egy nagyobb eltérés. Ennek ellenére az a)
és b) esetekhez viszonyitva sem jelentds a hibas illesztés hatasa. Természetesen a hiba az
abrakon jelentosen felnagyitott, a gyakorlatban viszont ezek lényegesen pontosabban és
konnyen kozelithetok illetve illeszthetok magasabb fokszami modellekkel.

Megfigyelhet6 tehat, hogy jelen esetben is a magasabb frekvencidji modusok becs-
lésére, valamint a magasabb fordulatszamokra érzékenyebb a térkép. A kilonféle esetek

kozotti eltérés oka mar az esztergalasnal bemutatasra keriilt (2.10 abra).

53



2.2 Maras

Instabil Stabil
7M |
3
0.6 0.9 -

Instabil Stabil

Instabil

0 0.5 | 15 2 _
Frekvencia [rad/s] — x10° Q [rpm] x10?

2.23. abra. Eredmények a kozeli moédusok 6sszeolvadasanak kovetkeztében.

Kozeli médusok Osszeolvadasa

Egy masik konnyen eloforduld hibalehetdség a kozeli médusok kozos illesztése. 2.23 abran
néhany ehhez tartozo tipikus eset lathatd, mig az ehhez tartozé modalis paraméterek 2.3
tablazatban. Abban az esetben, ha a dominans médushoz képest kozvetlenitil alacsonyabb
frekvencian olvad be egy masik médus, amint az lathaté az a) dbrén, akkor annak a ha-
tasa kevéshé lesz érzékelhets. A stabil tartomany hatarai mind alacsony fordulatszamon,
mind pedig magasabb fordulatszadmon keveset valtoznak, az egy szabadsagi foku kozelités
elfogadhat6 eredményt ad. Hasonld éllithaté b) esetben, ahol a két modus kézel azonos,
am nagyon kozeli frekvencian jelennek meg. Ilyen esetben is jo kozelitést ad az egy sza-
badsagi foki modell. Ezzel szemben c) esetben, amikor magasabb frekvencidju médus
kertil elhanyagolésra, a térkép minéségileg is megvaltozik. Erdemes ramutatni, hogy jelen
esetben jelentGsen alabecsiiljiik a stabil tartomanyt alacsony és magas fordulatszamon is,
mig ugyanebben a példaban az esztergalasi modell esetén feliilbecsiiltté valt a térkép. Mas

esetekben azonban hasonlé eredményeket lathattunk.

2.2.3. Esettanulmany

A 2.1.5 alfejezetben egy valds mérési eredményt és annak kiilonféle fokszamu kozelitésé-
nek hatasat vizsgaltuk meg a stabil tartomanyokra. Mig el6bbi esetben esztergalasra, jelen

esetben marasra végezhetjiik el ugyanazt a vizsgalatot. Ennek érdekében a 7 és 20 szabad-
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2.24. abra. Esettanulmany: Stabilitastérképek érzékenysége 7 (piros) és 20 (fekete) sza-

badsagi fokit modell esetén (50%-o0s egyenirdnyi és ellenirdnyt maras).

sagi foku kozelités eredményeit hasonlitjuk ossze. A modaélis paraméterek megtalalhatok
a 2.5 tablazatban.

2.24 &abran két megmunkalési tipus eredményét abrazoltuk, egy 50%-os egyeniranytt
és egy 50%-os elleniranytt. Mindkét esetben a szerszam hérom egyenes éllel rendelkezett
(N = 3), tovabbé a megmunkalsi paraméterek: ¢ = 0.75, K, = 133 - 10°N/m' ™, K, =
40 - 10°N/m'*? és f, = 0.1lmm/fog. A numerikus szamitasnal a periodus felbontésa p =
75 volt. A 20 szabadsagi fokii modell eredménye tekintheté pontosabbnak, ezt jeloli a
sziirke tartomany fekete hatarvonallal, mig a 7 szabadsagi fokti modell eredményét pirossal
abrazoltuk.

A felsé abran az 50%-os egyenirdnyi maras eredménye lathaté. Alacsony fordulatsza-
mon (2 = 2...3000 rpm) a két modell kozott gyakorlatilag nincs kiilénbség, de magasabb
fordulatszdmokon (€2 > 5000 rpm) sem jelentds.

Az als6 abran az 50%-os ellenirdnyd maras eredménye taldlhaté meg. Alacsony fordu-
latszamon itt sem jelentkezik értékelheto eltérés, azonban a fordulatszam novekedésével ez

mar nem teljesiil. A stabil teriiletek csiicsai egyre magasabbra nytlnak és az el6z6 esethez
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képest jelentosen szabdaltabbd valik a teriilet. Lathaté médon a maximalis axidlis fogas-
mélység is tobbszorosére névelhetd, azonban a 7 és 20 szabadséagi foku kozelités kozott itt
mar jelentosebb eltérés érzékelhetd. Taladlhato egy aprd stabil sziget is, amely viszonylag
jelentosen elmozdul és valtozik a fokszam novelésével.

Jelen esettanulmény eredménye azt mutatja, hogy a két megmunkalasi folyamat koziil
az egyeniranyu maras eredménye kevésbé érzékeny a modéalis paraméterekre, mig az ellen-

iranyu folyamat nemcsak érzékenyebb, de tobb megvizsgalandé koriilményt is tartalmaz.
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szerszamgép fordulatszamat, igy az anyaglevalasztas sebességét noveljitkk. A folyamat so-
ran azonban olyan karos rezgések keletkezhetnek, amely nemcsak rontjak a mindséget, de
tonkretehetik a munkadarabot vagy magat a szerszamgépet is. A keletkezo rezgések ma-
gyarazatanak legelfogadottabb elmélete a regenerativ hatds, amely bonyolult matematikai
és mechanikai modellekkel irhato le.

A dolgozat elsé részében bemutatasra keriiltek a tobb szabadsagi fokti dinamikai rend-
szerek vizsgalatanak modjai, az aranyos és nemaranyos csillapitas matematikai és mecha-
nikai tulajdonsidgai valamint a modalis analizis alapjai. Utébbi témajaban részletesen
elemeztilk az aranyos és a nemaranyos rendszer frekvenciatartomanybeli tulajdonsagait,
valamint a frekvenciaatviteli fliggvény modalis paraméterekkel torténé alakjanak leveze-
tését. A téma kidolgozasa kozben egy konnyen alkalmazhaté iterativ médszeren alapuld
paraméterillesztés is alkalmazésra keriilt, amellyel gyorsan és hatékonyan lehet alacsony
fokszamn illesztést végezni.

A téma masodik felében a szerszamgéprezgések esetén gyakran alkalmazott stabilitdsi
térképek érzékenységét vizsgaltuk. Egy valds mért frekvenciaatviteli fliggvénybol nehéz
a pontos modalis paraméterek meghatarozasa, a zaj miatt az illesztett paraméterek hi-
baval terheltek. Ennck hatdsara a stabilitdsi térképek megvéaltoznak. Attekintettik az
esztergalashoz hasznalt dinamikai modellt és elemeztiik a gerjesztett rendszer stabilitasat
mind frekvenciatartomanyban, mind pedig idétartomanyban az illesztett modalis paramé-
terekkel. A frekvenciatartomanybeli szamitassal a frekvenciaatviteli fiiggvényhez tartozo
pontos térkép meghatirozhato, igy konnyen o6sszehasonlithatéd az elméletileg helyes és a
kozelitett illesztés kozti eltérés. Ennek megfelel6en egy valds mérés esetére is elkészitettiik
a térképeket. Vizsgaltuk az egydimenzios marasi modell érzékenységét is idétartomanyban
az illesztett modalis paraméterek ismeretében.

A vizsgalat eredménye megmutatta, hogy a stabilitasi térkép érzékenyen reagal a ma-
gas frekvenciajui médusok modalis paraméterinek hibés illesztésére. Kiilon kiemelheték
itt azokat az esetek, amikor egy dominansnak nem tiiné sajatfrekvenciat hanyagolunk el,
vagy kozeli médusokat illesztiink egyetlen kozossel. Extrém esetekben mindségileg is meg-
valtozhat a térkép jellege, jelentOs teriileteket veszithetiink vagy hamisakat nyerhetiink.
A vizsgalt esettanulmany azonban azt mutatja, hogy kelloen magas fokszamu és pontos
illesztés esetén megfeleloen jol kozelithetok a stabil tartomanyok még magas fordulatsza-

moknal is, ahol a térkép kifejezetten érzékeny.
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