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Absztrakt

Az izogeometrikus analizis (IGA) egy Uj, végeselemes modszer (VEM), amely jelenleg
nagy érdeklddésnek orvend a tudoményos vildgban, valamint a szoftvercégek is nagy hangsulyt
fektetnek az eljaras népszerii tervezd és szimulacios programokba torténé implementélasara. Az
analizis magédba foglal egy olyan fejlett technoldgiat, amely lehetdséget ad a mechanikai
analizishez tartozé modszerek, illetve a szamitogéppel segitett tervezés (CAD) egyesitésére és egy
onallo, egységes folyamatba valo agyazasara. Megtartva a CAD tervezés, valamint a VEM analizis
felépitését és alapelveit, de ezeket kombindlva az eljarashoz szilkséges, eddig nem hasznélt
fogalmakkal, megalkothatunk egy Uj, egységes, pontosabb eredménnyel szolgal6 technikat.

A téma Kkivalasztasakor az izogeometrikus analizis aktualitdsa, valamint napjaink

mérndktarsadalméban betdltott meghatarozo szerepe volt elsddleges szempont.

A dolgozat célja folyoiratcikkek, szakkdnyvek és tovabbi publikaciok tanulméanyozéasaval
a lehet6 legnagyobb ralatast kialakitani a témaban, majd részletesen ismertetni az analizis
alkalmazéaséahoz sziikséges hattérismereteket. A modszer bemutatasa rugalmassagtani problémaékra
szoritkozik, ismertetve a modellezéséhez sziikséges geometria kialakitasanak elméleti hatterét,
illetve eszkoztarat, valamint az analizis elvégzéséhez elengedhetetlen ismeretek dsszefoglalasat.
Az izogeometrikus analizis elOnyeit és hatékonysagat tobb mintapélda illusztralasaval ismerteti a
dolgozat, féként olyan feladatok bemutatasaval, ahol a geometria kialakitasabol adododan

pontosabb eredményeket ad a NURBS alapi geometriak alkalmazésa.

A dolgozatban bemutatott mintapéldak ismertetik az adott feladathoz tartozé megoldasokat
- az IGA megoldasok mellett - a klasszikus értelemben vett végeselemes modszer alkalmazésaval,
valamint az értékeléskor referenciaként értendé eredményeket is. Ezaltal széles ralatast kapunk az

IGA hatékonysagarol, pontossagarol.

A dolgozat mésodlagos célja, hogy kiinduldopontot nyujtson az érdeklddoknek. Az
izogeometrikus analizist mérnoki szempontbdl dsszefoglalva kdzelebb hozza ezt az aktualis, egyre

nagyobb teret foglalé témakort az emberekhez.



I. Bevezetés

1. Elézmények

Az izogeometrikus analizis kialakulasanak torténete:

Jelen fejezet az [1] irodalom alapjan nyujt rovid ésszefoglalast az izogeometrikus analizis

kialakulasarol.

Az izogeometrikus analizis otlete egy olyan megbeszélés kdzben fogalmazddott meg
Thomas J.R. Hughes-ban, amelynek téméjat a CAD kornyezetben készitendd végeselemes

modellek szolgaltattak. A probléma a kovetkez6 volt: az elmult években az egyre bonyolultabba
és Osszetettebbé vald rendszerek esetén modellalkotas nehézsege egyre nagyobb lett a komplex
mérnoki tervezésben, ha az altalanos végeselemes eljarast alkalmaztak. Hughes szerint a helyzet
olyannyira kilatastalan volt, hogy a tudomanyos k6zosség rossz nézépontbol kezdte megkdzeliteni
az adott helyzet megoldasat. A végeselemes szamitasokkal foglalkozd6 mérndkok szamara
kozismert tény volt, hogy egy tényleges feladat megoldasanal rengeteg id6 és energia megy el arra,
hogy a CAD-ben készitett modellt behal6zzék a végeselemes analizis szamara. Sokszor ez nem
trivialis és 0sszetett folyamat. Ha ezt a 1épést ki lehetne iktatni a szamitasok soran azzal rengeteg

id6t és energiat lehetne megsporolni. Ez a gondolat volt az ami Hughes-t is motivélta

Az izogeometrikus analizis elméletén 2003-ban kezdett el dolgozni Hughes, egy évvel az
utan, hogy csatlakozott az austini University of Texas egyetemhez. Kapott egy kutatasi tamogatast
az egyetemtOl, viszont nem volt erre kijel6lt hallgatdja. Egy elsé éves hallgatd, Austin Cottrell
viszont felkereste Hughes professzort a témaval kapcsolatban, és felajanlotta, hogy amennyiben
van lehetéség, dolgozna a téman PhD hallgatéként, Tom feliigyelete alatt. Mikozben Austin
elkezdte a tanulmanyait, Tom Hughes egy masik végzds hallgatoja, Yuri Bazilevs is felvette vele
a kapcsolatot, és Cottrellel egyiitt megalkottdk az els6 NURBS alapi végeselemes kodot.
Ekkoriban vetédott fel az izogeometrikus analizis elnevezés. Ezutan rovid id6 alatt ez lett Hughes
professzor legfébb projektje, amelyhez szamos hallgatd, és az egyetemen kutatd ember

csatlakozott, mint: Ido Akkerman, David Benson, Alessandro Reali, Giancarlo Sangalli.

! http://users.ices.utexas.edu/~hughes/



Hughes, Cottrell és Bazilevs 2007 szeptemberében indult projektjében egy kdnyv kiadasat
tizték Ki célul, amelyben Osszefoglaljak az elmélet Iényegét. Az altaluk kidolgozott modszer
rengeteg fizikai folyamat vizsgalatara alkalmas, kezdve az aramléstani, elektromos feladatokkal,
a rugalmassagtani problémak megoldasan &t a rezgéstani, hullamterjedési kérdések
megvalaszolasaig. A 2009-ben kiadott konyv [1] a mai napig a legfontosabb kiindulépont a
témakaorben.

Thomas J.R. Hughes: Az austini University of Texas egyetem Aerospace

Engineering and Engineering Mechanics tanszékeének professzora, Az
egyetemhez 2002-ben csatlakozott, el6tte a Stanford University és a
California Institute of Technology egyetemeken volt az Department of
Applied Mechanics és Department of Mechanical Engineering elndke.

Kutatasi témai rendkivil széles terilletet fednek le a deforméalhatd testek

mechanikdja terén és a hozza kapcsoléddé numerikus mddszerek

1. Abra
kidolgozasdban. Kutatési teriileteirdl részletesen olvashatunk személyes ThomasJ.R. Hughes

honlapjan

Hughes a mechanikaval foglalkozd tudomanyos kdzosség egyik legismertebb kutatoja.
Tagja az amerikai Tudomanyos Akadémianak (U.S.-National Academy of Sciences), a Kiralyi
Természettudomanyos Tarsasagnak (Royal Society of London), és mas szamos intézménynek.
Szémos egyetemen szerzett tiszteletbeli doktori cimet. 2001-ben a Thomson Reuters jelentése
szerint szerepelt a 15 legtobbet hivatkozott kutatd kozott a ,,Scientific Computing” kategdriaban
és tagja a 100 legtobbet hivatkozott kutatonak az 6sszes mérndki tudomany teréen. Publikacidira
tobb tizezer hivatkozast kapott a Google Scholar adatbazisa szerint. Az alabbi tablazat mutatja a

hivatkozasi szamokat.



ldézeti mutatok Osszes 2009 ota

Idézetek 54902 27783
h-index 13 79
i10-index 297 225

2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
2. Abra — Thomas J.R. Hughes hivatkozasai

Az 6t legfontosabb publikéaciodjara kapott hivatkozdsokat az alabbi tablazat foglalja 6ssze, koztik

a 2005-06s izogeometrikus analizisrdl sz616 els6 fontos publikacidja.

Cim  1-20 Idézte Ev

The finite element method: linear static and dynamic finite element analysis
TJR Hughes 7830 2012
Courier Dover Publications

Streamline upwind/Petrov-Galerkin formulations for convection dominated

flows with particular emphasis on the incompressible Navier-Stokes equations 4088 1982
AN Brooks, TJR Hughes
Computer methods in applied mechanics and engineering 32 (1), 199-259

Computational inelasticity
JC Simof, TJR Hughes 3453 2008

Mathematical foundations of elasticity
JE Marsden, TJR Hughes 2465 1994
Courier Dover Publications

Isogeometric analysis: CAD, finite elements, NURBS, exact geometry and
mesh refinement 1409 2005

TJR Hughes, JA Cottrell, ¥ Bazilevs
Computer methods in applied mechanics and engineering 194 (39), 4135-4195

3. Abra — Thomas J.R. Hughes legfontosabb munkai (Forras: Google Scholar, 2014.10.04.)

A Miiszaki Mechanikai tanszek kapcsolatba keriilése a temaval:

A Miszaki Mechanikai Tanszék szdmos dolgozdja ismerte mar az izogeometrikus
madszert és annak lehetdségeit. A TDK dolgozatom témavezetdje, Dr. Kossa Attila 2013 tavaszan
részt vett a ,,Iso-Geometric Methods for Numerical Simulation” CISM kurzuson Udinében. A
kurzus soran ismerkedett 6ssze Alessandro Realival, az egyik eldaddval és egyeztek meg abban,
hogy Reali latogatast tesz a BME Miiszaki Mechanikai Tanszékén és egy ismertetd eléadast tart

az izogeometrikus analizisrol.



Alessandro Reali szeminariuma

Alessandro Reali’: A paviai egyetem, a Civil Engineering and
Architecture tanszékének egyetemi docense, aki tobb, jelenlegi is futo
izogeometrikus  analizissel ~ kapcsolatos  kutatis  vezetbje, egy
izogeometrikus kutatasi szoftver, és tobb publikacio, tanulmany

megalkotdja, aki szdmtalan dij, és elismerés mellett 2014-ben felkerult a

,Highly Cited Researchers” listara. Erdemes kihangsulyozni azt is, hogy _ 7
rendelkezik ERC Starting Grant tdmogatassal is, ami bizonyitja kutatoi 4. Abra-

Alessandro Reali
munkajanak fontossdgat. A Google Scholar rendszer szerinti idézettségi

mutatokat és az 5 legfontosabb publikécidjat az 5. és a 6. dbra mutatja.

Idézeti mutatok Osszes 2009 dta
ldézetek 2799 2623
h-index 22 21
i10-index 32 32

2007 2008 2009 2010 2011 20M2 2013 2014

5. Abra — Alessandro Reali hivatkozasi szamai

A 6. Abran lathato ot publikacié mindegyike az izogeometrikus analizis alkalmazasahoz
kapcsolodik Tobbek kozott ez is egy bizonyitéek arra, hogy ez a téma mennyire komoly, aktualis
és felkapott.

Alessandro Reali altal tartott el6adast természetesen nagy érdeklddés dvezte, a tanszéki
konyvtar teljesen megtelt érdeklddd oktatokkal, hallgatokkal. Ezen az eléaddson keriiltem
kapcsolatba a témaval, és ekkor dontottem ugy, hogy felkeresem Dr. Kossa Attila Tanar Urat,

ugyanis szerettem volna jobban megismerkedni ezzel a mddszerrel, és tovabbi ismereteket
szerezni ebben a témakorben.

2 http://www-3.unipv.it/alereali/


http://dicar.unipv.eu/site/home.html
http://dicar.unipv.eu/site/home.html
http://www-3.unipv.it/alereali/

Cim 1-20 Idezte

Isogeometric analysis of structural vibrations
JA Cottrell, A Reali, Y Bazilevs, TJR Hughes 428
Computer methods in applied mechanics and engineering 195 (41), 5257-5296

(S0}
s

Variational multiscale residual-based turbulence modeling for large

eddy simulation of incompressible flows 414
Y Bazilevs, VM Calo, JA Cottrell, TJR Hughes, A Reali, G Scovazzi
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 197 (1), 173-201

Studies of refinement and continuity in isogeometric structural

analysis 199
JA Cottrell, TJR Hughes, A Real
Computer methods in applied mechanics and engineering 196 (41), 4160-4183

Efficient quadrature for NURBS-based isogeometric analysis
TJR Hughes, A Reali, G Sangalli 243
Computer methods in applied mechanics and engineering 199 (5), 301-313

Duality and unified analysis of discrete approximations in structural
dynamics and wave propagation: Comparison of< i= p=/i=-method

finite elements with= i> k</i>-method NURBS 171
TJR Hughes, A Reali, G Sangalli
Computer methods in applied mechanics and engineering 197 (49), 4104-4124

6. abra — Alessandro Reali legfontosabb munkai (Forréas: Google Scholar, 2014.10.04.)

Az eléadison érintett témak:

e Az izogeometrikus analizis alapkoncepcidja

e Formafliggvények, és halostirités

e lzogeometrikus analizis alapjai €s implementacios lehet6ségei
e Az alkalmazas legfontosabb szabalyai

e P¢ldakon keresztiili 6sszehasonlitas a ,,hagyoméanyos” végeselemes eljarassal

Magyar nyelvii kutatdsok a témdaban

Mivel jelenleg tudomasom szerint nincs magyar nyelvii dolgozat, cikk ebben a témaban, a
dolgozat egyik célja, hogy az izogeometrikus analizis alapjait magyar nyelven ¢sszefoglalva, és

rugalmassagtani példakon kifejtve bemutassa a modszer lényegét, és alkalmazasahoz tartozé

elényoket.

Ev

2006

2007

2007

2010

2008



2. Célkitiizés
A téma kivalasztdsakor figyelembe vett szempontok elsddlegesen az izogeometrikus
analizis aktualitasa, a meghatarozo szerepe, és fontossaga napjaink mérnoktarsadalmaban. Ezt

alatamasztva rengeteg tudomanyos munka, és hivatkozas jelent meg a modszerrel kapcsolatban,

és emellett problémat, kérdést Gjravizsgéltak az izogeometrikus analizis segitésével.

A dolgozat célja a legnagyobb rélatast kialakitva a témaban, 0sszefoglalja a modszer
alkalmazéasahoz szukséges ismereteket, és mintapélddkon keresztil bemutassa a modszer
hatékonysagat. Masodlagos cél, a kidolgozott mintapéldadkhoz, és tovabbi sajat feladatokhoz

felhasznalhatd programkdd megvaldsitasa Wolfram Mathematica [10] kdrnyezetben.

3. A dolgozat tartalmi attekintése

Az 1. fejezetben a dolgozathoz kapcsol6dd absztrakt talalhatd. A 2. fejezetben
osszefoglalasra kertil az izogeometrikus analizis kialakulasanak torténete, valamint a Thomas J.R.
Hughes, illetve Alessandro Reali munkassaga. Ebben a fejezetben keriilnek kittizésre a dolgozattal
kapcsolatos célok is. A 3. fejezetben a témakdrhéz kapcsolodd irodalomkutatas olvashato,
valamint bemutatasra keriilnek a legfontosabb publikécidk. A hatalmas irodalmi hattér miatt, az
irodalmi attekintés csak az izogeometrikus analizishez tartoz6 fontosabb munkakat ismerteti, a
,hagyomanyos” végeselemes eljarassal kapcsolatos publikaciokat nem. Az izogeometrikus
analizis megértéséhez és elsajatitasahoz alapvetden sziikséges a végeselemes mddszer ismerete, e
tudast feltételezve, felhaszndlva készilt ez a dolgozat. A 4. fejezetben az izogeometrikus
analizishez sziikséges tovabbi elméleti ismeretek talalhatok, valamint a kidolgozott mintapéldakon
keresztul kertilnek bemutatasra a modszer alapjai. Az 5. fejezetben az alapokat rugalmassagtani
feladatokra alkalmazva, az altalanos megoldashoz tartoz6 gondolatmenet ismertetése talalhato,
mig az 6. fejezetben két sikbeli példa kerult kidolgozasra referencia, végeselemes, valamint
izogeometrikus megoldassal, végul a kapott eredmények ¢sszehasonlitasa és pontossagi vizsgalata

olvashat6. A dolgozat utolso fejezetében az 6sszefoglalas és értékelés talalhatd.



I1. Irodalmi attekintés

Mivel hatalmas szam( tudomanyos publikacio jelent meg ebben a témaban, ezért
képtelenség tokéletesen atfogd, minden cikkre kiterjedd irodalomkutatast végezni. Emiatt a
dolgozat e fejezete betekintést nydjt a téma elterjedésének folyamataba, valamint ismerteti a
téméhoz kapcsolddd legfontosabb publikéciokat.

A harom legnagyobb kiadonal megjelentetett publikdciokbol keszitett kutatdsom
eredményének osszehasonlitasa lathaté az albbi grafikonokon. A kutatasokat a Springer,

Elsevier4, Wiley5 kiadok honlapjan végeztem, minden esetben az ,,isogeometric analysis”

kifejezésre irdnyult a kereses.

1.Tablazat — Megjelent publikacidk

Ev/Kiado | SPRINGER | ELSEVIER |WILEY| 8009l Megjelent

Scholar disszertaciok
2005 0 2 0 11 0
2006 3 4 0 20 1
2007 0 13 4 38 3
2008| 11 9 7 69 1
2009| 10 21 24 128 4
2010] 17 48 15 210 3
2011 22 55 31 310 6
2012] 52 102 27 478 1
2013| 40 135 32 516 9
2014.07.09| 58 157 26 424 1
Osszesen 213 546 166 2208 40

Az els6 témaban készitett meghatarozo publikacid a 2005 oktdberében a Hughes, Cottrell
és Bazilevs altal az Elsevier kiaddnal megjelentetett Isogeometric analysis: CAD, finite element,
NURBS, exact geometry and mesh refinement cimii cikk [5].

Az témaban az egyik legnagyobb mérfoldkének az a 2009-ben megjelent kdnyv szamit,
amely az el6bb emlitett szerzok altal a Wiley kiaddnal megjelent Isogeometric alanysis: Towards
Integrations of CAD and FEA cimi alkotas [1].

3 http://link.springer.com/advanced-search
4 http://www.sciencedirect.com/
S http://onlinelibrary.wiley.com/
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Sprginger, Elsevier, Wiley kiadok altal megjelentetett
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1. grafikon — Megjelentetett publikaciok 6sszehasonlitasa

A grafikonon szembet(ing, hogy a publikéciok szdma rohamosan nétt az elmult években.

Ezt a megallapitast timasztja ald a Google Schoolar segitségével készitett kKimutatas is:

Google scholar-on megjelent publikacidk
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2. grafikon — Google Scholar-on megjelent publikaciok

A Google Scholar keresdje minden kiadott publikaciot figyelembe vesz, ezaltal ez a
diagram tartalmazza az el6z6 kimutatasnal figyelembe vett cikkeket, tehat az ezen szerepl6 adatok

nem fiiggetlenek az el6zb6ektdl.
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Megfigyelheté, hogy a Google Scholar-on 2004-ben is kerllt fel hivatkozas az
izogeometrikus analizissel kapcsolatban, de ezekben csak emlités szintjén meril fel a modszer

neve, az els6 igazan fontos mérfoldko az el6zéekben emlitett Hughes-Cottrell-Bazilevs cikk [5].

Cikkek, konyvek mellett természetesen megjelentek disszertaciok® is az adott témaban.

Ezeket a kovetkez6 grafikon foglalja dssze. Erdemes megjegyezni, hogy a dolgozat beadasanak
idején a 2014-es taldlatok szdma mar 22 a juniusi lekérdezeshez képest.

A témaban megjelent disszertaciok
14

12

12
10

I

N

mmﬁﬂmﬂ .

2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014.07.09

3. grafikon — A Téméaban megjelent disszertaciok

A megjelent munkak szemléltetése utan a kovetkezOkben Osszefoglalasra kertilnek azok a
publikéaciok, amelyek szamomra, nagy jelentoséggel birtak az IGA megismerésének,
elsajatitdsdnak szempontjabol. Remélem, amennyiben az olvaso érdekesnek talalja ezt a témakort,
megfelel6 kiindulasi alapot nydjthat neki.

T.J. R. Hughes, J. A. Cottrell, and Y. Bazilevs. Isogeometric analysis: CAD, finite elements,

NURBS, exact geometry and mesh refinement. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, vol 194, no. 39, 4135-4195 2005. [5]

Az izogeometrikus analizis koncepciojat kitlinden Osszefoglald cikk, amely leirja az egzakt
geometriai modellalkotasnak a felépitési modjat. Emellett az IGA Gjdonsagait is dsszefoglalja,
mint példaul a konnyen implementalhato halofinomitasi lehetdségeket a geometria valtoztatasa

nélkil, de bemutatja, az IGA- hoz tartoz0, uj, hatékonyabb k-finomitasi modszert is.

6 http://dissexpress.umi.com/dxweb/search.html
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J. A. Cottrell, T. J. R. Hughes, and Y. Bazilevs. Isogeometric Analysis: Toward Integration of
CAD and FEA. Wiley, 2009.[1]

,»A konyv szerzd6i az izogeometrikus analizis feltalaloi, kitlind tudosok, és nagyszerli oktatok. Ez

egy nagyon eredeti alkotés, nincs még egy ilyen kdnyv ebben a témaban.” — René de Borst

A konyv a legjobb kiindulépont ebben a témakdrben. Nagyon atfogoan, alapos magyarazattal, és
nagyon sz¢leskori, tobb teriiletrdl vett példakkal mutatja be az izogeometrikus analizis 1ényegét,

¢s a benne rejlo lehetdségeket.

V.P. Nguyen, S. Bordas, T. Rabczuk.: Isogeometric Analysis: An overview and computer
implementation aspects. Computers and Structures, vol. 23, no. 2, 124-135 (2013) [4]

Szintén remek cikk az izogeometrikus analizis alkalmazasanak (implementalasanak) maédjarol,
kilénos reszletesseggel mutatja be a szamitasokhoz sziikséges lépéseket, és azok hattérhez

kapcsol6dd magyaradzatokat.

D. F. Rogers. An Introduction to NURBS with Historical Perspective. Academic Press, 2001.
[2]

A B-Spine gorbék és felliletek megértéséhez egyik legmegfelelébb lehetdsége a konyv, az IGA
alapelemét, a NURBS-t (Non-Uniform Rational B-Splines) részletesen és alaposan bemutatva
lehet az elsé 1épés az izogeometrikus analizishez tartozéd formafiiggvények felépitésének
megértéséhez tartozd Uton. Rengeteg illusztracidval és példaval szolgal a felmeriilé kérdésekkel
kapcsolatban. Sok fontos algoritmust mutat be, amelyek ez altal kénnyen megérthetk, és

implementalhat6ak.

Martin H. Sadd Elasticity: Theory, Applications and Numerics. Elsevier, 2005.[6]

Mivel ezen dolgozat keretein bellll az izogeometrikus analizis rugalmassagtani példakon keresztiil
kerull bemutatasra, e kdnyv lehet egy viszonyitasi pont, ugyanis a linearis rugalmassagtan elmeéletét
szamos peldafeladaton keresztiil dolgozza ki, mutatja be.
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Az izogeometrikus analizis, és alkalmazasahoz sziikséges elméleti alapok bevezetéseként

a kovetkezO tablazat bemutatja a killénbségeket a NURBS alapu izogeometrikus analizis és a

A sziikseges elmeleti hatter bemutatasa

klasszikus ertelemben vett végeselemes analizis kozott [1].

2.Tablazat — IGA és VEM 06sszehasonlitasa

Izogeometrikus analizis (IGA)

Végeselemes analizis (VEM)

Egzakt geometria

Kozelitett geometria

Kontrolpontok

Csomopontok

Kontrolvaltozok

Csomoponti valtozok — Szabadsagi fokok

A bazisfuggvények nem kapcsoljak dssze a
kontrolpontokat és kontrolvaltozokat

A Dbazisfuggvények 0Osszekapcsoljak
csomaépontokat és a csomaéponti valtozokat

a

NURBS alapu bazisfliggvények

Polinom alapu bazisfliggvények

Magas, konnyen szabalyozhaté folytonossag

Mindig allandd, C°-folytonossag

h, p, k — stiritési modok

h, p — stritési médok

Lathato, hogy a két analizishez tartozo6 tulajdonsagok kozott legtobb helyen az IGA-ban
rejlé lehetdségek elényosebbek, viszont az ilyen eljarassal készitett modell bonyolultabb, ezért
lassabban futtathato.

Viszont az analizis felépitése mogott komoly matematikai és mechanikai tartalom all,
emiatt a hagyomanyos végeselemes analizishez tartozd ismereteket az ir6 elsajatitottnak tekinti, és

a legtdbb esetben komolyabb magyarazat nélkil azokat hasznalja fel, vagyis azokra épit.

Ebben a fejezetben az olvasé betekintést nyerhet az IGA-hoz hasznélt modellek geometriai

felépitéséhez, illetve a végeselemes halo elkészitéséhez sziikséges ismeretekbe.
1. Az izogeometrikus analizishez hasznalt terek

A kovetkezOkben lathatd abrak, illetve magyarazatok felelnek az analizis soran hasznélt fontos
terek, és a terek kozott 1évo leképezések konnyebb attekinthetdségéért. A kovetkezokben az index,

parameter, physical és parent tér gsszefoglalasa kovetkezik [5],[13],[14].
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Index space: Az index space-ben a meglévé knot n

vektort felépitd elemek, mint koordinatak

N,
talalhatéak, flggetlenil attdél, hogy azok

ismétlédéek-e vagy sem. Ez a tartomany n

szemléltetése annak a terlletnek, amelyet a n, > o
£1 E; EB En E‘n Eﬁ E

7. Abra — Index space
egyértelmilen azonositja minden egyes knot-ot, valamint szemlélteti azokat, amelyek tobbszor is

rendelkezésre allo knot-ok hatarolnak,

eléfordulnak, ugyanis ebben a térben az ismétlodé knot-ok kozott talalhatod teruletek
zérusértékiiek. Példaként a kovetkezé knot vektorok felhasznélasaval kaphaté meg a

meghatarozott index space, amelyet a 7. abra szemléltet
=(§)={0.0.1.233}  E'm)=1{0.0.L1} 4.1)

Figyelembe véve, hogy mely knot-ok zérusértékiiek, meghatarozhat6 az index space-ben
az a terllet, amelyeket nem zérus elemek hatarolnak. Ez a tartomany hasznalando fel az analizis

soran.

Az index space-t az analizis soran kdzvetlenil nem hasznaljak, ez csak egy kiindulopont,

szemléltetése a geometriat meghatarozé knot-oknak.

Parameter space: Ezen teret az index space-ben talalhatd knot értékeket 6sszekoté nem zérus

intervallumok hatarozzak meg, ezt mutatja be a 8. és 9. abra. A teret Qe R jeloljuk, ebben a

térben pedig a kovetkezd hozzarendelést definialjuk: & =(&,7,¢) = (51, 52,53)6 R.

Minden parameter space, ami egy B-spline vagy NURBS patch-t definial, normalizalhat6

vonalra, négyszogre, illetve kockara, az adott dimenziotol fliggden. Normalizalt esetben a

A

Q=[0,1] intervallum értelmezhetd.

n=1
.
E'I:O E?Zl 63:2 Eﬂ:3

8. Abra — Parameter space

n,=1

n,=0
£,=0 £,=1¢,-2¢,-1

9. Abra — Normalizalt parameter space
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Physical space: A B-Spline és NURBS altal vegzett leképezések a parameter space, és a
physical space kozo6tt valosulnak meg. A fizikai térben talalhato a modellezésre szolgalo aktualis

geometria. E tér jeldlése: Qe R, valamint az itt érvényes hozzéarendelés pedig:
x=(XY,2) =(x1,x2,x3)5 R [4]. A 10. dbran lathatd, hogy az eddig taglalt terek mely részén

érvényesek az adott geometrianak a fizikai térre vonatkozoéan.

10. Abra — Physical space [4]

Parent space: Az el6zdekben emlitett hdrom tér elegendd a geometria felépitéséhez, de az analizis

elvégzéséhez szlikség van egy olyan hozzaadott térre, amely az analizis soran felmeriild numerikus
integraléshoz szikséges, ennek jeldlése Gc R. A tér a Q=[-11] intervallumon érvényes,
koordinatéit & =(&,77,5)=(&*, &%, &°) jeloljuk.

A geometria megalkotasahoz, és az analizishez szlkséges terek definialasa utan a
kovetkez6 fontos allomas az adott geometria felépitésének Osszefoglalasa. NURBS segitségével

felépitett geometriak két haldt tartalmaznak, a kontrol hal6t, illetve a fizikai halot.

A kontrolhalok tartalmazzak a kontrol pontokat. Ez a hal6 az, ami linearis elemekbdl épiil
fel, ez az, ami a tipikus végeselemes eljaras soran hasznalt halonak megfeleltethetd lenne, de ez a
halé nem tartalmazza a meghatarozand6 geometriat, ez csak egy ,,allvanyként” szolgal, amelyet
felhasznalva hozhato létre az aktualis geometriat leiré hald. Az eddig hasznélt, tipikus szabadsagi
fokok (DoF) a kontrol pontokhoz kapcsol6dnak.

A fizikai hal6 koveti le a geometriat, amit felhasznalunk az analizishez. A fizikai hal6t
felépit6 elem a patch, amely egy makré elem, vagy subdomain. Ahogy mar elhangzott minden
patch-nek két térben torténik a leirdsa, a parameter, illetve a fizikai térben. Minden patch
felbonthato knot span-ekre. A knot-ok - dimenzidjuktol fiiggéen - pontok, vonalak, feluletek. Ezek
kezelheték mikro-elemként, ez a legkisebb egység, amivel az analizis soran foglalkozni kell. A
patchekhez hasonldan ezeknek is két térben torténik a leirasa, és a knot span-ek IGA esetén, a

VEM-ben hasznélt elemeket a knot span-eknek feleltetjik meg.
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2. Knot vektor

Egy B-slpine 1étrehozasahoz az els6 1épés a knot vektor definidlasa [1],[4]. A knot vektor
egy monoton ndvé sorozata a paraméter térben talalhato koordinataknak, és a knot-ok osztjak szét

elemekre ezt a teret. A knot vektor felépitése a kovetkezo:

E‘:{4:19529539""é:i""gn+p+1}l (42)
ahol:

o ¢&;eR: azi-edik knot
e n:abazisfiggvények szdma, amely a B-Spline-t felépiti
e p: polinom fok

A knot-ok felhasznalasaval valosithatdak meg a B-Spline-okat felépit6 bazisfuggvények.
A knot-ok és a VEM-ben 1évé csomopontok fontos kiilonbségét a 11. dbra szemlélteti.

Esnmépnnt% | Knu:ut__% -
/ 2 S S

h ..-' //
a) VEM b) IGA

11. Abra —Csomopontok és Knot-ok 6sszehasonlitasa [4]

Az abran lathat6é a legfontosabb tulajdonsag, miszerint a csomépontokkal ellentétben a
knot-ok pontosan kdvetik a geometriat, és annak fellletén talalhatdak. Ahogy mar elhangzott, a
VEM-ben alkalmazott csomopontok IGA esetén a kontrol pontoknak felletethetéek meg, ezekhez

tartozoan a fejezet késobbi részében lesz magyarazat.

A knot vektorok fontosabb tulajdonsagai [1]:

e uniform knot vektor: Ha a knot vektor egyenlé részekre osztja a parameter space-t.
Ellenkez6 esetben non-uniform knot vektorrol beszélunk.
e a knot értekek ismétlddhetnek, amely azt jelenti, hogy tobb knot is felveheti ugyan azt az

értéket. A knot-ok multiplicitasai jelentésen befolyasoljak a bazisfuggvények tulajdonsagait.
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e nyitott knot vektor: ha az elsé és az utolsé knot érték p + 1 —szer fordul elé a vektorban.
Ennek nagy jelentésége van a CAD modellezés szempontjabol, ugyanis egy nyitott knot vektor

létrehozasaval biztosithato két B-Spline dsszekapcsolhatdsaga a parameter space hataran

A kovetkezOben egy példan keresztiil keriil bemutatasra, hogyan lehet a knot vektorok
meghatarozni a B-Spline-t (vagy NURBS-t) felépité bazisfliggvények szamat.

12
1. Példa: Adott a kovetkezd knot vektor: E:{0,0,0,0,g,g,l,l,l,l}, amelyrél tudjuk, hogy

nyitott. Allapitsuk meg a B-Spline-t felépitd bazisfiiggvények szamat.

A knot vektor elemeinek szamat meghatarozo osszefiiggésbdl kiindulva:
K=n+p+1,
x =10.

Ahol k a knot vektorban talalhat6 elemek szamat jelenti. Ez az egyenlet dnmagaban nem szolgaltat
elegend6 informéaciot ahhoz, hogy meg tudjuk oldani a feladatot. Fel kell hasznalni, még azt, hogy

nyitott knot vektorrdl beszéliink, tehat az elsd, és utolso érték p + 1 —szer fordul el a vektorban.
Mivel ez azz el6fordulas mindkét esetben 4, ezért megadhato a polinom foka
p+1=4 — p=3.
Tehat harmadfok( polinomrdl beszélink. Ennek ismeretében megvélaszolhato a kérdés
Nn=x—p-1=10-3-1=6.

Tehat a B-Spline-t felépito bazisfiiggvények szama:n=6.

Amennyiben a knot vektor mar meghatarozott, illetve ismert, abban az esetben
meghatarozhatoak beldle a B-Spline, illetve a NURBS bazisfliggvenyei.
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3. B-spline

A CAD alapu tervezésben helyet kapd modellekhez a
tartozéan kovetelménykent fogalmazhaté meg a szoftver altal .
megalkotott modell diszkretizacidja, mégpedig Ugy, hogy
pontosan a rendelkezésre &ll6 geometriat kell felhasznélni a  12. Abra-B - Spline gorbe [3]
tovabbi analizishez. Ehhez sziikséges egy olyan halo felépitése, amelynek alapja a B-spline, és a
beldle képezhetd NURBS.

A matematika numerikus analizis szakteriiletéen, a B-spline-ok olyan fliggvények,
amelyeket minimalisan befolyasol az adott fokszam, az egyenletesség, €s a tartomany felosztésa.
Barmely (adott fokszdmu) spline kifejezheté ugyan olyan fokszdm( B-spline-ok lineéris

kombinéacidjakent [2].

A B-spline-okat az 1900-as évek elején Nikolai Lobachevsky talalta fel. Magat a "B-spline" szo6t

- ami a basis spline roviditése - Isaac Jacob Schoenberg alkotta meg.

A B-spline fuiggveny egy szakaszonkenti polinomokbol allé fliggvény, amelynek alapja a
knot vektor. A B-spline a tobb elemet magaba foglaldé patch-ek paraméter tere és fizikai tere
kozotti leképezést valositja meg, ahogy az a 13. abran lathatd. Minden egyes elem megtalalhato a
fizikai és a paraméter space-ben, de a leképezés globalisnak tudhat6 be az egész PATCH esetén,

amely igy egyszerlibb, mint minden egyes elem kiilon-kiilon torténd leképezése.

A 13. abran lathat6 egy masodfoki (p =2) spline, amelynek alapjaa == {O, 0,0,1,2, 2,2}

knot vektor. A kek vonalak alkotjak a spline-hoz tartoz6 kontrol halét, a koordinatékkal abréazolt
piros pontok pedig a kontrol pontokat. A méasik képen a spline-hoz tartoz6 bazisfiiggvények képe

talalhato.
P:(L5) N©)
P(44) Ho — No2(6)
0.8}
06l — Ni2(6)
041 — Ns(6)
P2,1) 02¢ — N31(8)
P,(0,0) 05 10 15 2.0 ¢

13. Abra - B - Soline adrbe. és bazisfuaavénvei
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B-Spline bazisfliggvények:

A knot vektor ismeretében a Cox — de Boor rekurzios formula [8], [9] segitségével
kiszamithatOak a hozza tartozo bazisfiggvények [1], [2], [3].[4], amelyeket a 14. dbra szemléltet,

é‘é éwﬂ_g
N, (&)=—="--N, £ &
|’p(§) é,p_é I’p1(§)+§i+p+l_§i+1

Cox — de Boor rekurziés formula; A matematika numerikus analizis szakteriletén a de

Niaoa(£) - (4.3)

Boor féle algoritmus egy gyors és stabil algoritmus a B-Spline gorbék kiertékelésére. Az
algoritmus gyakorlatilag a de Casteljau-féle algoritmus altalanositasa Bézier gorbékre, amit Carl
R. de Boor dolgozott ki. Azdta egyszeriibb és gyorsabb modszerek is sziilettek mar ennél, am azok

kevésbé stabilak.

Lathatd, hogy a formula fugg a polinom fokszamatol, a fliggvenyek szamat pedig az el6z6
példaban ismertetett modon lehet meghatarozni. Specialis eset, ha p=0, ekkor a kovetkezo
Osszefuggeést hasznaljuk fel

1 §i Sgﬁéﬂ

0 otherwise

Nio(¢)= (4.4)

A bézisfliggvények legfontosabb tulajdonsagaik [1]:

e Minden egyes bazisfiiggveény nem negativ az egész tartomanyra nezve
e Lineéarisan fliggetlenek egymastal

e p-ed foku B-Spline bazisfliggvény p+1 knot span-t ivel at

e B-Spline bazisfliggvények altalaban nem 6sszekapcsolhatdak.

e Az adott &;-n CP~™ folytonosségot tart, ahol m a &; knot el6fordulasanak szama

0._0(.}0.0._0 B 1 2.2 7 ? 3.3 —I 4.4, 4 5.5 5,5.5
14. Abra - B - Spline bazisfuggvények [1] p = 2, és a knot vektor: £ = {0,0,0,0,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5}
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2. Példa: Bazisfliggvények valtozasa

p=0 - E={0,1,2,3}

fok( knot vektor esetén. p =0 esetben a knot vektor a E:{0,1,2,3}, amelynek elemszadma a

fokszamtdl fliggden valtozik, eleget téve annak a nyitott knot vektor kritériumnak.

a polinom fok novekedésének fuggvényében: p =0,1,2

t Nl ¢ N3¢
N Nlf) NIt NIt
10 10 10
08 08 08
06 06 06
04 04 04
02 02 02
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 (00 05 10 15 20 25 30
p=1 > =={0,0,1,2,3,3}
Nyl ] Ni Nz Ngl (] Ng 1
N ¢ N Ni¢
10 10 10 10
08 08 08 08
06 06 06 06
04 04 04 04
02 02 02 02
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
p=2 - 2={0,0,0,1,2,3,3,3]
Nql £} Ny ¢ B , Nyl f
Ni Nt N Nt
10 06 a7 06
08 05 06 05
05
06 04 04 04
: :
02 01 01 01
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
Ns/{ |
Nt
10
08
06
04
02
00 05 10 15 20 25 30
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Emlitve volt a tulajdonsagok kozott, hogy a bazisfliiggvenyek altaldban nem

osszekapcsolhatoak, ez aldl két esetben lehet kivételt tenni, amikor a folytonossag C°, vagy C 1.

Abban az esetben, ha a folytonossag C°, akkor a knot eléfordulasanak szama (m) p-vel

egyenld tehat fennall, hogy CP~™ = (9, vagyis a fliggvények 6sszekapcsolhatdak.

Emellett figgvények a tartomanyok hataran szintén gsszekapcsolhatoak, ennek oka, hogy
a hasznalt knot vektorok minden esetben nyitottak, vagyis ekkor a knot értéke p+1-szer fordul el6,

ami azt eredményezi, hogy a folytonossag € 1.

3. Példa: Az els6 példaban megadott = = {0,0,0,0,§,§,1,1,1,1} knot vektor ismeretében
hatarozza meg a B-spline-t felépité bazisfiiggvényeket.

A Cox-de Boor rekurziés formuléval, illetve a Wolfram Mathematica program beépitett

fuggvényeével (BSplineBasis) egyarant meghatarozhatok a béazisfuggvények.

Felhasznalva a (4.3) egyenletet, és a megadott knot vektort:

N {)
0.6
05
1-98+2782 2783 0<&<? o
Ny 3(8) = 3 03
True 0.2
01
00 02 04 06 08 10
N
06+
(1 ) s 1 2 051
7 (B—36¢ +5462-27¢%) —<¢<z sl
Nz,s('f) = 9 1 0.3}
F(A6 188 4+218%)  0<§<3 ool
0 True 01
00 02 04 06 08 10
N{ ]
( 9 2 06}
[ —5¢( (-1+3§-382+¢3) 3s¢=<1 05}
| 1 04t
Ns.s(f)—{ ——( 662 4+ 1163) 0s§<3 03l
1 2 02f
( 2 + 188 — 3682 + 21¢&3) §Sf<— o1l
0 True

00 02 04 06 08 10
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N
0.6
05}

(= !
3 04}
1
2

5 0
2(—5+21§—27§2+11§3) Z_ 03}

N4,3(f)= 4 3~ 0.2
: 2F

3
—Z(—1+9§—27§2+21§3) 3s6<3 01}

0 True 00 02 04 06 08 10
N ]

06:
05:
04}

(9

T4
N53(8) = ! 1 03}
7 (-1+9¢ 2782 +27¢%) ool

0 True 01+t

(=7 + 318 — 4582 + 21¢&3)

IA
IA

Iy Iy
AN
wlin =

Wl Wl N
IN

00 02 04 06 08 10
Ni{
10¢

08¢
Ng3(§) = {‘8 +36§ — 5487 +278% - <§<1 06!

\S]

3=
0 True 04y
0.2}

00 02 04 06 0:8 1.‘0 f
Az 0sszes bazisfliggvényt meghatarozasa utan azokat egyben abrazolva a 15. &bran lathatd a kapott
eredmény.

N(é)
1.0
08| — Ny3(6)
[ — Ny3(6)
0'6f — N,3(&)
I — N33(8)
041
I — Ny3(&)
0_2__ - NS,S(g)
é

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

15. Abra - B — Spline bézisfiiggvények: p = 2,és & = {0, 0,0, 0,%,%, 1,1,1, 1}
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B-spline gorbék

Amennyiben adott n darab bazisfiiggvény, N. ,i=12,....,n, valamint n darab kontrol

i,p!?
pont, Pe R, 1=12,...,n akovetkezd osszefiiggéssel megadhatd a B-Spline gorbe [1],[15]:

C(ﬁ):iNi,p(g)‘Pi ) (4.5)

ahol P, a kontrol pontokat tartalmaz6 vektor. A 4. példaban egy harmadfokd B-Spline

gorbe lathato, amely egy nyitott knot vektor segitségéevel lett felépitve. A képen szintén lathato a
kontrolhal@, valamint a kontrol pontok. Nyitott knot vektor hasznalata azt jelenti, hogy a gorbe az

elsd és az utols6 pontoknal 6sszekapcsolhato.

4. Példa: A megadott a knot vektor, és a B-Spline-hoz sziikséges kontrol pontok ismeretében

hatarozza meg a gorbét. Knot vektor:
H= {0,0,0,0,l,g,l,l,l,l}
33

A B-Spline gorbét a (4.5) egyenlet felhasznalasaval tudjuk meghatarozni. A bazisfliggvények a
3. példabdl mar ismertek, igy meghatarozhato a gorbe, valamint utdna meghatarozhatok a hozza

tartoz6 knot-ok koordinatai is. A 16. abran lathat6 a kapott eredmény.

v W

35F
3.0F
25F

20F

1,
1_[]: [
i
0sk/

- X

3.5¢
3.0F
25F
2.0F
15
10f
05F

4 5 6 7 1 2 3 4 3 i 7

16. Abra— B — Spline gorbe, és a knot-ok elhelyezkedése

A kovetkez6 példaban két gorbén keresztul kerul bemutatasa a p (polinom fokszama)
novelésének hatasa. Megfigyelhetd, hogy a p novelésével hogy valtozik a B-spline gorbulete,

viszont meg kell jegyezni, hogy mivel a x=n+ p+1egyenlet minden esetben fennall, tehat a

(4.5) egyenlet szerint a bazisfiiggvények szama allando, ezért a fokszadm novelésével a knot vektor

elemeinek szama is no.
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5. Példa: A polinom fokszam novelésének hatasa.
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B-spline felulet

Amennyiben adottak a felulet definidlasahoz szilkséges paraméterek, tehat a kontrolhald

{P.,}i=L2...n,j=12...,m, a szikséges knot vektorok E:{51,52,...,cfi,...,gmpﬂ},

H= {nl,nz,...,ni,. . .,nmqﬂ} , a polinom fokszamok (p,q), akkor a feltilet megadhat6 a kdvetkez6
Osszefliggeés segitségével [1],[4],[15]:
S(Em =22 N (&) M )P, (4.6)
i=1 j=1

ahol: N, /(£),M; (7)) a knot vektorokhol képzett bazisfiiggvények. A geometria részletesebb

bemutatasahoz a 6. példaban egy B-Spline felllet lathatd, a hozza tartoz6 kontrol pontokkal egyaitt.

6. Példa: A B-Spline felulet.

Ismertek a polinom fokok: p = 2,q =2, valamint adottak a feliiletet felépité knot vektorok:
_ 1
BE= {0,0,0,5,1,1,1}, H={0,0,0,1,1,1},

illetve ismertek az egyes kontrol pontok, és azok koordinatai.

Ezeket felhasznalva meghatarozhatjuk az (4.6) egyenlet segitségével a fellletet. A 17. abran

kék szaggatott vonallal a kontrolhald, pirossal a kontrol pontok lathatéak.
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17. Abra- B - Spline feliilet
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B-Spline térfogat

Terfogat létrehozasa a fellilet megalkotasaval analog modon torténik, ebben az esetben a

kontrol halo szerepét a kontrol racs valtja fel, {P, ; .}, i=12...,n,j=12...,.mk=12..,1I.

A knot vektorok szama ebben az esetben mar harom, E:{51,52,...,;,...,§n+p+l},

H= {nl,nz,...,ni,. : .,77m+q+l},Z ={1.&sse s Cin-sCiurna ) @ polinom fokszamok (p,q,r), pedig
szintén ismertek, akkor a keresett térfogat definialhato a kovetkezd osszefiiggés segitségével [1]:

n

SEMO =N LM, 1)L, ()P, (4.7)

i=1 j=1 k=1

ahol: N, (£),M,,(n),L({)a knot vektorokbol képzett bazisfiggvények. A geometria

részletesebb ismertetéséhez a 7. példaban ezen eljarassal modellezett B-Spline térfogat lathato.

7. Példa: A B-Spline térfogat. Ismertek a polinom fokok: p=2,q=1,r =1 valamint adottak a

feliiletet felépit6 knot vektorok. Illetve ismertek az egyes kontrol pontok, és azok koordinatai
£={0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4}, H={0,0,1,1}, Z={0,0,1,1}.

Ezeket felhasznalva meghatarozhatjuk az (4.7) egyenlet segitségével a térfogatot, ami jelen
esetben egy csOszakasz. A 18. abrén szaggatott kék vonallal a kontrol récs, pirossal a kontrol

pontok lathatoak.

18. Abra - B — Spline térfogat
A felilnézeti abran lathato, hogy a modellezni kivant csé B-Spline -okbol felépitett

modelljének keresztmetszete nem pontosan kor, ezért van szilkség a NURBS geometriakra.
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4. NURBS

Az eddig targyalt B-Spline segitségével kényelmesen hajthatd végre kiilonb6z6 feliiletii
testek modellezése, de ezzel nem lehet egzakt modon leirni bizonyos geometridkat, mint példaul a
kor vagy ellipszis. Emiatt ma a CAD rendszerek NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines)
alapt modelleket készitenek.[2],[3] A NURBS a B-Spline fiiggvényekbdl allithato el6. Ahhoz,
hogy a legkdnnyebben megértsiik a NURBS lényegét, érdemes egyarant geometriai, és algebrai
nézOpontbdl is bemutatni a felépitési modjukat. A geometriai néz6pont ralatast ad a NURBS
eléallitasahoz tartozo metddushoz gondolatmenetére, mig az algebrai nézépont bemutatja, hogy
hogyan lehet kdnnyen algoritmizélni aa NURBS gorbék, feliiletek, testek el6allitasat. A NURBS-

szel kapcsolatos tovabbi informaciok a mar emlitett David F Rogers altal irt kényvben talalhatok.

Geometriai néz6pont [1]

A NURBS geometriai nézépontbol
megkdzelitett leképezésének lenyege a 19. 3
abra segitségével keriil bemutatasra. Ezen az 2
abran egy kor(0%), és a létrehozéséhoz
szilkséges harmadfokd B-Spline gorbék
(0°) Jlathatoak. A leképezés a 1=1
koordinataju sikra torténik.

A NURBS eléallitasdhoz sziikséges S
kontrol pontokat megkaphatjuk, ha a B-

Spline -okhoz tartoz6 kontrol pontokon is

végrehajtjuk a (4.8) transzforméciét. Az Pl

abran lathatd, hogy a B-Spline -hoz tartozé

(b) Curves

kontroll pontokat PiW -vel, magat a gorbét 19. Abra— NURBS eléallitisa [1]

pedig C" (&) -vel jelslik, mig a NURBS esetén ezek a jelolések P; és c(&).

(P); _R0; (4.8)
W.
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ahol a (F’i)j a j-edik komponense a P; vektornak, a W, pedig az i-edik stly. Ebben az esetben a

figyelembe vett silyok értékeit aP," kontrol pontok z koordinatai adjak. Mivel ezt a

transzforméaciot a kontrol pontok mellett a gérbe minden egyes pontjéra el kell végezni, ezért be

kell vezetni egy sulyfliggvényt.
W)= Nip(©&)w (4.9)

ahol N, (§) a B-Spline -hoz tartozé bazisfuggvények. A stlyfuggvény, és az eredeti B-Spline
bazisfliggveny ismeretében mar megadhaté a NURBS felépitéséhez sziikséges sszefliggés, ahol

C"(&) a(4.5) egyenlettel megadott B-Spline gérbe

C@=1 (4.10)

Algebrai nézdpont [1], [2], [3]

A geometriai nézOpont segitségével a NURBS eldallitdsa mogotti koncepciot konnyebb
megeérteni, viszont a tényleges felépitéshez érdemesebb az algebrai megkozelitést alkalmazni.
Emellett bizonyos esetekben célszerli, hogy csak a kontrol pontokat beallitva tudjuk a gorbét,
fellletet valtoztatni. Emiatt szliksegink lesz egy bazisfuggvényre. Tehat, ha a bazisfliggvény
ismert, akkor az eddig ismertetett B-Spline felépitési modszerek alkalmazandék. A NURBS

bazisfliggvenyét a kovetkezé modon definialjuk

Ni,p(é): Ni,p(g)'wi

RP(&) = : (4.11)
W n
© 2N ()W,
j=1
Ezen bazisfliggvény felhasznalasaval megalkothatéak a NURBS gorbék
CE)=2 R ()P . (4.12)
i=1
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8. Példa: A megadott 2={0,0,0,1,1,1} knot vektor, és a NURBS-hoz szilkséges kontrol

pontok, valamint a kontrol pontokhoz tartozé sulyok ismeretében hatarozza meg a gorbét.

A NURBS gorbét az (4.12) egyenlet felhasznaldsaval tudjuk meghatérozni. Mivel a kontrol
pontok fliggetlenek attol, hogy épp B-Spline, vagy NURBS keszitése a cél, ezért érdemes

Osszevetni a két tipushoz tartozo6 bazisfuggvényeket.

A 20. abran kékkel folytonos vonallal lathato a NURBS-hoz tartozo, piros szaggatott vonallal
pedig a B-Spline tartozo6 bazisfliiggvények. Megfigyelhetd, hogy a sulyozas hogy befolyasolja
az eredmenyt. A bazisfuggvenyek ismeretében meghatarozhat6 a koriv, a 21. abran a piros

pontok a kontrol pontok koordinatai, mig a kék szaggatott vonal a kontrol gorbét jeldli.

20. Abra -Bazisfliggvények dsszehasonlitasa 21. Abra-NURBS gérbe

A NURBS gorbékhez hasonldan a feliiletek, és a testek is teljesen analég modon éplilnek
fel. Ezekben az esetekben a kiilonbség szintén a bazisfiiggvényekben keresenddek. A feliiletek
esetén a bazisfuggvény a kovetkezé modon definialhatd

N. M. W
R ) = gt (4.13)

ZZNi,p(f)‘Mj,q(ﬂ)'V\’i,j

i-1 j=1

30



9.Példa: NURBS felilet.

Ismertek a polinom fokok: p =2,q =1, valamint adottak a feliiletet felépit6 knot vektorok:

£={0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4}, H={0,0,1,1},

illetve ismertek az egyes kontrol pontok, azok koordinatéi, és a hozza tartozo sulyok.

Ezeket felhasznalva meghatérozhatjuk az (4.13) egyenlet segitségével a felliletet. A 22. abran

kék szaggatott vonallal a kontrolhalo, pirossal a kontrol pontok lathatoak.
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22. Abra-NURBS feliilet

A 23. &bran lathato a két eljarassal készitett geometridk kozti kiilonbséget. Megfigyelhetd, hogy
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23. Abra-NURBS és B-Spline 8sszehasonlitasa

sokkal pontosabb eredményt ad a NURBS segitségével torténé feliiletmodellezés.

NURBS testek esetén pedig kovetkezo alakt a bazisfiiggvény

Ni,p(g).M i (7) Lk,r(é,)'vvi,j,k

Rlqukr (51 771 é/) = n

.MB

Il
LN

i=1

j=1 k=1

Z Ni,p(ég) ‘M ia (n)- Lk,r(é/)'wi,j,k

(4.14)
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Egyértelmiien latszik, hogy minden NURBS kozvetleniil B-Spline -okbol épul fel, ezért az

eddig bemutatott halosiiritési eljarasok is érvényesek, és hasznalhatbak NURBS esetén is.
Valamint megjegyezendd, hogy fennallhat az az eset, amikor R®(&) =N; ,(£) . Emiatt belathato,

hogy a B-Spline egy specialis esete a NURBS-nak.

10. Példa: NURBS Térfogat.
Ismertek a polinom fokok: p =2,q =1,r = 2, valamint adottak a feliiletet felépit6 knot vektorok:
£={0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4}, H={0,0,1,1}, Z={0,0,0,1,1,2,2,33,3},

illetve ismertek az egyes kontrol pontok, azok koordinatai, és a hozza tartozé sulyok. Ezeket
felhasznalva meghatarozhatjuk az (4.14) egyenlet segitségével a térfogatot. Az 24. abran kék

szaggatott vonallal a kontrolhald, pirossal a kontrol pontok lathatdak.
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24. Abra-NURBS térfogat
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IV. Az analizis alkalmazasa

Miel6tt részletezésre keriil az izogeometrikus analizis hasznalata, érdemes megemliteni a
hasonlosagokat, és a kilonbségeket az IGA és a VEM kozott [3]. A dolgozatban felhasznalt
elemek mindket eljaras esetén izoparametrikus elemek, tehat a geometria és az ismeretlen

elmozduldsmez0 is ugyanazokkal a bazisfiiggvényekkel van kozelitve.

VEM: az eldre kivalasztott bazisfiiggvények segitségével kozelitik a CAD rendszer segitségével
meghatarozott geometriat, illetve az ismeretlen elmozdulasmez6t. A CAD modellezés, és az
analizis kulonallé folyamat. Mivel ebben az esetben a geometria is mindig kozelitve van, ez mar

magaban foglal egy hibalehetdséget, illetve az eredmények pontatlansagat.

IGA: a bazisfliggvények a geometria felépitéséhez felhasznalandé CAD rendszer segitségével
kaphatdak meg, ezek egzakt moédon hatarozzak meg a geometriat. Ezek a fliggvények kertilnek
felhasznalasra az ismeretlen elmozduldsmezd kozelitésekor. Tehat ebben az esetben a geometria

kozelitésébdl adodo hibak nem jelennek meg, és sokkal pontosabb eredményeket kaphatunk.

Ezen dolgozat rugalmassagtani feladatok megoldasara szoritkozik. Megjegyzendd, hogy
az IGA nem csak rugalmassagtani feladatokra, hanem mas fizikai folyamatoknal felmertiild

parcialis differencialegyenletek (hétan, ramlastan) megoldaséra is hatékonyan alkalmazhat6.

Végeselemes mddszernél alkalmazott merevségi egyenlet megadasanak elegans médszere
a Galerkin-féle mddszer alkalmazasa, ugyanez igaz az IGA-ra is, tehat a kezdeti parcialis
differencialegyenlet és a peremfeltételek ,,atkonvertalasa” K-U =F egyenletté [1]. Viszont
linedris rugalmassagtani feladatoknal a merevségi egyenlet eldallitasanak egy egyszerli modszere
a teljes potencialis energia minimumelvének hasznélata. Ezen elv alkalmazéasa talalhat6 ebben a

dolgozatban is.
1. Rugalmassagtani 6sszefoglalo [6]

A rugalmassagtan a szilardsagtan azon terilete, amely a testek alakvaltozasainak — es az
ebbdl ébredd fesziiltségeknek — azon eseteit vizsgalja, amikor a terhelés hatasara még nem

kovetkezik be képlékeny (maradd) deformaécié a testen.

A rugalmassagtan elméletének 6sszefoglalasa a Lamé—Navier egyenleten bemutatasan

keresztil torténik.
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A Lamé—Navier egyenlet az elmozdulasmez6t (u) tekinti elsédleges valtozonak, és az
egyenlet levezetése Vvégén az elmozdulasmezére vonatkozdan kapunk parcialis
differencialegyenletet.

Els6 1épésben az alakvaltozasi tenzor (g) , és az elmozdulasmez6 kapcsolatat keressiik, amit

a geometriai egyenlet definial:

& ==-(gradu+gradu). (5.1)

N| -

Keressilk a kapcsolatot az alakvaltozas, illetve a feszlltségi allapot kozott. Erre
vonatkozoan a Hooke térvény nyujt segitséget. Behelyettesitve az ismert ¢ -t a Hooke térvény
Lamé paraméterekkel(5.4), (5.5) felirt alakjaba (5.2):

o=2-u-e+A-(tre)-1, (5.2)
o =2 yu-(gradu+grad"u)+A-(divu)- 1, (5.3)
- EV Pa, (5.4)
@+v)-1-2-v)
E
'u_G_Z-(1+v) Pa. (5.5)

A fesziltségi allapot ismeretében megoldhatd az egyensulyi egyenlet (5.6), ahol ba

térfogaton megoszlo erérendszer

dive+b =0, (5.6)
diV(2-u-£+l-8l-I)+b=0, (5.7)
- Au+(p+2)-(grad (divu)+b)=0. (5.8)

Ezzel megkaptuk a Lamé — Navier — féle egyenletet (5.8), amelyet a sziikséges
peremfeltételek segitségével megoldva, megkapjuk az ismeretlen elmozdulasmez6t, és az abbol
szarmaztathatdé mennyiségeket. Mivel analitikus megoldés csak nagyon egyszerli esetekben
lehetséges, ezért van szilkség numerikus modszerek alkalmazasara, mint példaul a VEM, vagy az
IGA.

34



2. Teljes potencialis energia minimumelve

Linedrisan rugalmas test esetén a kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6k koziil az

egyensulyi egyenleteket es a feszultségi peremfeltételeket is kielégité elmozdulasmezonél a teljes

potenciélis energianak () minimuma van. A zaz u elmozdulasmez&hoz rendelt funkcional
(72'<u>), amely az alakvaltozasi energidnak ¢és a kiils6 er6k munkdjdnak (ami a kiilsd
erérendszerhez rendelt potencialbdl szarmaztathat6) killénbsege
r=U-W. (5.9)
A teljes potencialis energia minimuma elv konzervativ erérendszerek esetén érvenyes.
Amennyiben az 6sszes kinematikailag lehetséges 7 kozul valasztjuk ki a legkisebbet, akkor
min =7, de a diszkretizalas miatt véges szaml = kozll valasztjuk ki a legkisebbet, emiatt

7min # 77, Vagyis elmondhatd, hogy

7T min -7 >0. (510)

.....

parcialis differencialegyenlet rendszert atalakitottuk a 7 funkcional minimumanak keresésére. A
dolgozatban a teljes potencidlis energia minimumelvén keresztil keril bemutatasra az
izogeometrikus analizis segitségével elvégzett feladatok megoldasédhoz tartozé Aaltalanos
gondolatmenet ismertetése.

3. lzogeometrikus diszkretizacio [5]

Az izogeometrikus diszkretizacid bévebb kifejtése tortént meg a IV. fejezetben, tehat, hogy
hogyan kell a rendelkezésre allé bazisfuggvények segitségével felépiteni a geometriat. Egy adott

elem esetén a geometria a kovetkez6 osszefiiggéssel irhato fel:

*@O=2 PRI, .11

ahol a a lokalis bazisfuggvények indexe, n,, az elemen ativel6 nem zérusertéki bazisfiiggvények,

R: a NURBS bazisfliggvények, P? pedig a kontrol pontok. Ugyanezen elv segitsegével irjuk le az

ismeretlen elmozdulasmezot is
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W)=Y R, (5.12)

ahol d? a kontrolponti valtozo. Sikbeli feladatok esetén minden kontrol ponthoz egy ismeretlen X,

és y irdnyu elmozdulés tartozik.
4. Globdlis derivaltak szarmaztatasa [4]

A két moddszer kozotti egyik szembetling kiilonbség az elemeken értelmezett lokalis
bazisfiiggvények leképezése globalis fiiggvényekké. Itt keriil elotérbe a IV. fejezetben ismertetett
tereknek. Izogeometrikus analizis esetén nem pusztan egy lokalis-globalis leképezést kell
elvégezni a Gauss-kvadtratira elvégzésének érdekében, hanem a physical space (globélis) —
parameter space (lokalis) leképezés mellett egy parameter space — parent space leképezést is

el kell végezni. Az els esetben ¢°:Q — Q° Kerill értelmezésre, a masodik esetben S:Q— Q.

Ezen leképezések figyelembe vételével készithetdek el a globalis derivaltak.

S L. T_,‘_I [

25. Abra-Leképezések

o)
>

O=[-1,1]

Parent space — parameter space k0zi leképezés

Ezen miivelet soran a Q =[-11] és a Q=[0,1]kozétt kell kapcsolatot Iétesiteni. Ezt a
E=2((6a=8)E+(5a+8)) (5.13)

n= '((77j+1_77j)7_7+(77 j+l+77j)) ' (5.14)

NI, N~

osszefliggések segitségével lehetséges megvalositani. Az integralas soran pedig szikség lesz még

a koordinatarendszerek kozti transzformacidobdl eredd determinansra

detd ==(&,,-&)-(n .-, )d&dn . (5.15)

N

36



Parameter space — physical space Kozi leképezés

Ezen miivelet soran pedig a lokalis parameter space és a globalis physical space kozotti
kapcsolatot kell megvalositani. Ehhez a formafliggvények globalis valtozok szerinti derivaltjai
szilkségesek. Ezen leképezés teljes mertékig megegyezik a hagyomanyos végeselemes eljaras

sorén alkalmazottakkal, tehat sziikségunk van a transzformaciéhoz a Jacobi métrixra.

x
o0& 0
3=| % o) (5.16)
N
& on
ahol a matrix komponensei az alabbiak szerint szamithatdak
x ipj-—aRa@). (5.17)

o S0 o
5. Numerikus integrélas [6]
A merevségi egyenlet felirdsahoz a tartomanyon vett integralok sziikségesek. A polinom

alaku mezd6valtozok analitikus integralasa lehetséges, de nem hatékony modszer, ha sok elemiik

van. Célszer(ibb numerikus integralast hasznalni, példaul a Gauss-féle kvadratdrat. Ez két valtozo

esetén
db Nen  Nen — —
[[Fooyyaxdy=3">"w, -Wj-F(df,dn)-[%detJJ , (5.18)
ca j=1 i=l

ahol:

e w,w; tablazatbol vett értek (integralasi stly)
e &,n aGauss- pontok koordinatai a parent space-ben

3. Téblazat —Gauss pontok koordinatai és integralasi sulyok kiilonbozd eseteknél

Gauss-pontok szdma Gauss-pontok koordinatéi Integréalési sulyok
1 0 2
) -1/3 1
1//3 1
0 8/9
3 J3/5 5/9
J3/5 5/9
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6. Merevségi egyenlet meghatarozasa

A merevségi egyenlethez szlikséges merevségi matrix meghatarozasdhoz a rugalmas
alakvaltozasi energiabdl szarmaztatott teérfogati integralt alkalmazzuk. Ezt a térfogati integralast
végezzik el a Gauss-féle kvadratura segitségevel. Ezek elemre értendé mennyiségek, melyeket a
szabadségi fokok és az elemtopoldgia figyelembe vételével kell az egész modellre értend6 globalis

merevségi matrixot eléallitani. Sikbeli esetben az elem merevségi matrixa

11
K6=”BT~D.B.t-detJ~det3d§d77 , (5.19)

-1-1

ahol Daz anyagjellemzOket tartalmaz6 matrix, B az alakvaltozasbol szarmaztatott matrix [3]
amelyben a béazisfuggvények globalis derivaltjai talalhatdak, t pedig az elem vastagsaga. Az index
az elemen ativel6 nem zérusértékii bazisfiiggvényeken értendd. Az X index az adott bazisfiiggvény

x szerinti derivaltjat takarja

Rae O
B=| 0 R,,| (5.20)
RA,y RA,X

Az elmozdulésvektor a kontrol pontokhoz tartozd kontrol valtozokat tartalmazza, a tehervektor

pedig a csomoponti terhelések vektora.

A merevségi matrix és az elmozdulas, valamint a tehervektor ismeretében felirhatd a merevségi

egyenlet, amelynek megoldasaval megkaphato a keresett elmozdulasmezd,

K-U=F. (5.21)
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V. Tesztfeladatok

A kidolgozott tesztfeladatok soran kerllnek gyakorlati alkalmazésra az eddig elhangzott
ismeretek. A példak célja, hogy egyértelmiivé tegyék egy izogeometrikus modell felépitéséhez
tartoz6 gondolatmenetet, valamint bemutassdk a modszerrel kapott eredményeket, illetve

0sszehasonlitsdk a referencia-, illetve hagyomanyos végeselemes eljaréssal kapott értékekkel.

A Kkézi szamitassal végzett végeselemes, illetve ANSYS [11] hasznalataval elkészitett
referencia megoldast gondolatmenetét roviden 0Osszefoglalva, az izogeometrikus modell

elkészitését részletesebben ismertetve keriilnek kidolgozasra a feladatok.

Az els6 példaban egy megoszlo erbrendszerrel terhelt, sikfesziiltségi allapott hajlitott rdd,

mig a masodik példaban pedig egy sikalakvaltozasi allapotu hajlitott konzol talalhato.

1. Tesztfeladat: Megoszl6 erorendszerrel terhelt hajlitott rad

Geometria, numerikus adatok

A tartd geometriajat, méreteit a 26. abra tartalmazza, mig a modellezés soran hasznalt

numerikus adatok a kovetkezdk:

A lemez méretei, vastagsaga:
R=0,2m
r=0,1m

t=0,012m

A megoszl6 erdrendszer:

p, =300 MPa

A lemez anyagjellemzo6i:
E =200 GPa

AHP‘H v =0,25

26. Abra -Geometria
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Referencia megoldas

Mivel nincs egzakt megoldas, ezért ANSYS segitségével készitett modell lesz a referencia
megoldas, amely halofliggetlenségi vizsgalat elvégzése utan 31916 csomopontbdl, 31500 elembdl
all. Ennél az elemszamnal az elemek szdmanak novelésével a kapott eredmények mar csak sokadik
tizedesjegy utan valtoztak, emiatt az igy kapott megoldasokat tekintem referencia-megoldésnak.
Az anyagparaméterek, illetve a megadott peremfeltételek, a kiindulési adatok, illetve a 26. abra
alapjan lettek bedllitva. A modell célja, hogy a stiri hald segitségével, jo kozelitéssel irja le a
konzol viselkedését az adott terhelés figyelembe vételével. Ez a szimulaci6 tekinthet a ,,pontos”
megoldasnak, a tovabbiakban bemutatott VEM és IGA modellek eredményei ezekkel a referencia

értékekkel vannak dsszehasonlitva.

Végeselemes analizis

A VEM analizis soran két, négy csomopontos, linearis, izoparametrikus sikelem
felhasznalasaval késziilt el a modell, igy szabadsagi fokok szamaban megegyezik a késébb
ismertetett izogeometrikus modellel. A cél, hogy 06sszehasonlitasi alapot szolgéltasson az
izogeometrikus analizis segitségével kapott adatokkal, ugyanis az elemszam, és a koriv durva
kozelitése miatt ez a végeselemes analizis ilyen kevés elemszam esetén nem tud elfogadhatd

megoldast adni.

Izogeometrikus analizis

A modell elkészitéséhez elsddlegesen sziikség van a polinomok fokszamanak a
meghatarozasara (p,q) . Mivel a feladat geometriaja hasonlé a 9. példahoz, ezért & irdanyban
masodfokd (p=2), mig » iranyban elséfoku (q=1) polinom fokszdmot célszerii valasztani.
Ehhez tartozoan, annak fiiggvényében, hogy hany elembdl lesz a halé felépitve, meghatarozhato a
knot vektor. Ezen példa egy elembdl allo végeselemes modellen mutatja be a gondolatmenetet,
ezért a knot vektorok a kovetkezok: Z={0,0,0,1,1,1},H={0,0,1,1} . A kovetkezd lépés, hogy a
kontrol halot felvétele, a hozza tartozo kontrol pontokkal, s sulyokkal. Amennyiben ismertek a
knot vektorok elkészithet6k beléle a NURBS bazisfliggvények, amelyek a (4.13) egyenlet

felhasznalasaval kaphatok meg.
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A 27. Abréan lathatdak az analizishez felhasznalandd halok, amelyek koziil izogeometrikus esetben
egy fizikai halot, illetve egy kontrol halot takar. Az azonos szabadsagfoku VEM modellt az abran
a fekete szaggatott vonal jeloli. Az elébb ismertetett szabadsagfokok a kontrolhal6
csomopontjaihoz tartozo értékek.
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27. Abra-I1GA és VEM modell

Amint ismertek a bazisfiiggvények, elkészithetd a hald. Jelen esetben az egy elembdl allo

végeselemes hal6hoz hat csomopont tartozik, amelyekhez 6sszesen 12 ismeretlen szabadsagi fok

T
u= I:ullx l"Illy u12x l’|12y l’|21x u21y u22x u22y u3lx l’I3ly u32x l"I32y] ) (522)

A cél, az (5.21)-as egyenlet felhasznalasaval ezen ismeretlen elmozdulas komponensek
meghatarozasa. A kontrol pontok sorrendjét az alabbi vektor szemlélteti [5],[15]

controlPts =[P, P, P, P, Py Pyl . (5.23)

Az elem merevségi matrixanak meghatarozasahoz az (5.19) egyenletet kell hasznalni, a
benne 1évé mennyiségek kiszamitisa utan. A B matrix esetén az (5.20) egyenlet hasznalandd,
amely jelen pelda esetén a kdvetkezéképp épiil fel [5],[15]

R,x = I:Rlx R2,x Rs,x R4,x RS,x Rﬁ,x]T . (524)

41



Termeszetesen van R =~ vektor is, amely a bazisfuggvények y szerinti derivaltjat

tartalmazza. Amennyiben rendelkezésre allnak ezek a derivaltak, megkaphat6 a B matrix

R[], ©
B.=| 0 R[], .| (5.25)
R[1], R[], -

Az anyagjellemzOket tartalmazé D matrix sikfesziiltségi allapotban a kovetkezOképp

valdsul meg:
v 0
E
= v 1 0 ) (526)
T
o o =¥
L 2
sikalakvaltozasi allapotban pedig a kovetkez6t értjiik a D matrix alatt
c 1-v v 0
D= v 1-v 0o . (5.27)
@+v)-@-2-v) 19
o o =—=£¥
L 2

Az elem merevségi matrixa, amely az (5.18) 6sszefiiggésével szamithatd, a Jacobi

determindnsok szamitasa utan a kovetkezd alak

11
Ke:_”BT-D-B-t-%-detJdédn. (5.28)

-1-1
Az (5.21) egyenlet alkalmazasahoz a globalis tehervektor felirasa sziikséges. A megoszl6 terheleést

és a kényszererdket figyelembe véve jelen példa esetén a globélis tehervektor a kovetkez6 alaka

)
(R-r)-t (R-r)-t
F_|o Po(R=0)t —p°(2 )t 90000 P, Py P Pszy} . (5.29)

2
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Kapott eredmények értékelése

Az elmozdulasmezdre, illetve a fesziiltségeloszlasra kapott megoldasokat a kovetkezd
abrak szemléltetik a parameter space-ben.

Az 28. és 29. abrédkon a parameter space-ben (lokalis koordinatarendszer) ertelmezett
elmozdulasmez6t 1athato, mig a 30 dbran szintén a lokalis koordinatarendszerben talalhat6 HMH-

féle egyenértékii fesziiltség eloszlasa talalhato.

248 2420

1.86 1980

124 1540

0.62 1100

0 660
0.2 0.4 0.6 0.8 10° 0.2 0.4 0.6 0.8 10°

28. Abra-Az X iranyu elmozduldsmezé a parameter 29. Abra — A HMH egyenértékii fesziiltség a parameter
space-ben space-ben

Megjegyzendd, hogy a parameter space &=1 mentén adja meg a globalis

koordinatarendszerben azon oldalt, amelyen a befogéas talalhatd. VValamint a 28, 29, 30 abrékon a
(5 =1,7=0) pont felel meg a P,; pontnak.

Az elmozdulasmezd grafikus értelmezése mellett, szamszer(i adatokat is megjelenitve, sokkal

jobban kozeliti a hat szabadsagfokd IGA modell a referenciat a VEM modellhez képest.

4. Téblazat —A csomépontok eredé elmozdulasai

Csomépontok elmozdulédsai —A,; | A, A, A, A, Ag Aq
Referencia 53443 | 3,6552 | 24748 | 1,6661 0 0
VEM 3,26928 | 2,08652 | 1,4837 | 0,9362 0 0
IGA 4,93577 | 3,04163 | 2,1244 | 1,4786 0 0
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Az izogeometrikus analizis segitsegével kapott globalis koordinata rendszerben értelmezett
elmozdulasmezdéket 0Osszehasonlitva a referencidval, lathatd, hogy IGA esetén egy elem
alkalmazéasaval majdhogynem pontosan vissza lehetett adni azokat az értékeket, amihez a VEM
segitségevel 31500 elem volt sziikséges.

¥ ¥
200 200
150 2 150 3
100 1 100 2
- 1
50 50
0
1]
x i . L X
50 100 150 200 50 100 150 200
30. Abra—Az X irdnyi elmozdulismezé - IGA 31. Abra-AzY iranyd elmozdulismez6 - IGA
NODAL SOLUTION ANSYS HODAL SQLUTICN AN§1‘£SO
STEP=1 R15.0 STEE=1 A
B -1 00T 11 2014 SUB =1 1 OCT 11 2014
TIME=] 15:20:47 TIME=L 15:30:03
(AVE) Uy (BVG)
RSYS=0 R5YS=0
DMX =.884357 DMX =.884357
SMX =.017156
X £_x
o - N - - FQZESE 379315 -.15276 -.039483
.088262 204786 .48131 .687833 .884357 . 135954 _— Coss1z 017156
32. Abra-Az X iranyu elmozdulasmezé - VEM 33. Abra—Az Y iranyi elmozdulasmezé - VEM
NCDAL SCLUTICN ANSYS NODAL SCLUTICN ANSYS
S8 -1 R15.0 I R15.0
TIME=1 OCT 10 2014 TIME=1 OCT 10 2014
wwse 19:3:0 m 15012050
P B
B x
-.112525 735547 1.58362 2.43169 3.27976 0 937676 1.87535 2.81303 3.7507
.468838 1.40851 2.34419 3.28187 4.21954
34. Abra-—Az X iranyu elmozdulismezé - 35. Abra-Azy iranyi elmozdulasmezé -

REFERENCIA REFERENCIA i



Mivel minden tovabbi eredmény az elmozduldsmezObdl van szarmaztatva, ezért
ugyanezek a tulajdonsagok igazak példaul a feszilltségi allapotokra is (O'X,O'y,’[xy). Az alabbi

abrak illusztraljak az elmozdulasmezore, és a fesziiltségeloszlasra kapott megoldasokat

v ¥

200 2000 200 2500
1000 150 2000
0 1500
\ 100}
L sol
500
=2000
Sflﬂ 100 150 Zl}ﬂx S,Iu 100 150 Z[H]X

36. Abra—Az X iranyu fesziiltség - IGA 37. Abra—A HMH egyenértékii fesziiltség - IGA

vomaz soraTion ANSYS vonss, sorIon ANSYS
STEP=1 R15.0 STER=1 R15.0
SUB =1 OCT 10 2014 SUB =1 ©OCT 11 2014
TIME=1 11:16:49 TIME=1 11:06:42
5% (BVG) SEQV (&VG)
RSYS=0 DMX =3.26928
D -3.26928 o -132.39
st —-s27.226 o -1989.37
s 1623
B x o
| B —— ] 132.23 540.561 948.793 1357.02 1765.26
“se7-888 551099 397. 566 ; 22
-341.408 151.27¢8 644.054 1136.83 1629.6 336.446 744.€77 1152.91 1561.14 1969.37

38. Abra—Az X irdny fesziltség - VEM 39. Abra—A HMH egyenértékii fesziiltség - VEM

NODAL SOLUTION ANSYS " NODAL SOLUTION ANSYS
o R15.0 —_— R15.0
TDE=1 ocT 10 2014 TIME<L T 10 2014
SX (aVE) 15:13:48 SEQV (BVG) 15:15:59
RSYS=0 DMX =5.34428
DME =5.34428 SMN =12.637
ST =-5039.62 s =ss13.es
SME =5653.59

b ox £ x
[ SR ES—eee—— | 12.637 1235.00 2457.54 3680 4902.45
-s039.62 ~2663.35 -287.083 2089.19 548 623,864 1846.32 3068.77 4291.22 5513.68
335149 -1475.22 201052 3277.32 5653.59

40. Abra Az X irdny( feszilltség - REFERENCIA 41. Abra—-A HMH egyenértékii fesziiltség -
REFERENCIA
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Az izogeometrikus megoldas Mathematica szoftverben
irodott, a referencia megoldasok, és a végeselemes megoldas abrai

pedig ANSYS segitsegével kerlltek kirajzoltatasra.

Fontos kihangsulyozni, hogy az 4&brdkon mutatott

eloszlasok 6sszehasonlitasa nehézkes, hiszen az alkalmazott
szinskala a két szoftverben eltérd, emiatt a mdodszer pontossaganak
llusztraldsara ismertetem a kontir mentén szamitott eredd

elmozduldsokat, amelyek s paraméter segitségével vannak
abrazolva. A kontdr menti elmozdulést a 41. abra mutatja be. Az s

paraméter futdsat a ... abra szemlélteti.

ISIH

42. Abra -Az s paraméter
szakaszai

Referencia megoldas

—Izogeometrikus megoldas

—Végeselemes megoldas
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43. Abra —Az eredé elmozdulasok dsszehasonlitisa a tartd konturja mentén

Lathatdé az azonos szabadsagfoku izogeometrikus megoldas pontossaga a hagyomanyos

vegeselemes eljarashoz képest. A modszerek referenciahoz szamitott relativ hibait az 5. tablazat

foglalja Ossze.

5. Tébldzat —Az eredé elmozdulasok referenciahoz viszonyitott relativ hibai a csomépontokban

Az eredd elmozdulas relativ hibai a

csomépontokban A %] 1A, [%] | A[%] | A%] | As[%] | As[%]
VEM 38,95 43,01 40,33 43,97 0 0
IGA 7,64 16,78 14,76 10,98 0 0
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2. Tesztfeladat: Hajlitott konzol

Geometria, numerikus adatok

A tarté geometriajat, méreteit a 42. abra tartalmazza, mig a szdmolas soran felhasznalt

numerikus adatok a kovetkez6k:

A lemez méretei, vastagsaga:
R=0,2m
r=0,05m

Py

t=0,01m

A megoszl6 erérendszer:

P, =400 MPa

OO

A lemez anyagjellemzdi:
E =150 GPa
v=0,3

44. Abra-Geometria

Ezen példa célja, hogy tovabbi esetben mutassa be az izogeometrikus analizis
alkalmazasat, a szdmitas sordn az els6 példa gondolatmenetét kovetve késziilt el a feladat. Szintén
harom modell keriil 6sszehasonlitasra, ebben az esetben a referencia megoldas 47250 elembdl, és

47716 csomopontbdl all, mig a VEM modell az IGA modellhez hasonléan hat szabadsagfoku.

Hasonloan az elsé példahoz, az IGA modell esetén & iranyban masodfokd, # iranyban
els6foku polinom fokszam lett kivalasztva, emellett a knot vektorok is megegyeznek, Ellenben a
kontrolhald, és az ahhoz tartozé kontrol pontok kiilonbozdek, tehat dsszességében a geometria,
vagyis a konzol orientacidja eltérd. Epp ezért az (5.23)-(5.28) egyenletek jelen példaban is

felhasznalhatoak, ami eltérd, az a peremfeltételekbdl, és a terhelésekbdl adodo elmozdulés-, es

tehervektor
.
U:[O ully 0 u12y u21>< u21y u22x u22y u31x O u32x O:I ! (530)
T
(R=r)-t AR=r)-t
F:{Pﬂx w P, M 00000 P, O Pszy}. (5.31)
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Kapott eredmények értékelése

Ezen példdban szintén az IGA alkalmazéséaval kapott elmozdulasmezd, illetve a terhelés
hatasara kialakulé fesziiltsegi allapot kerult 6sszehasonlitasra a referenciaval, illetve a kételemes
VEM modellel. A 43-45. abrakon lathatéak a konzol Y iranyu elmozdulasainak a kiilonboz6
modszerekkel kapott eredményei.

‘. NODAL SOLUTION AN SYS
" STER=1 R15.0
200 t F e
Yy (AVGE)
§ -1.0 o —ss0s7
| . SME =.93047
150 ‘ -0.8
100 |
S0 0.2
E
U _ —
o .220105 . 440209 660314 .880418
X .110052 .330157 .550261 770366 . 99047
45. Abra—-AzY iranyu elmozdulasmezé - IGA 46. Abra—AzY iranya elmozdulismezé - VEM
NODAL SOLUTICHN AN SYS
STER=1 R15.0
SUB =1 NOV 5 2014
TIME=1 16:47:43
Uy (AVE)
RS5Y5=0
DMX =1.2242
SMN =-.087659
SMX =1.2242
IZ
N |
-.087659 .203865 .495389 . 786913 1.07844
058103 .3498627 641151 .932675

47. Abra—Az Y iranyt elmozdulismezé - REFERENCIA

Lathato hogy jelen esetben is jol koveti az eloszlast az izogeometrikus modell, de itt is
fontos megjegyezni, hogy az abrak szinskalaja eltérd, igy a szamszerii eredmények kiilonbozéek
az egyes pontokban. Ezt kikiszobolve az 52. abran lathatd az Y iranya elmozdulasok

0sszehasonlitasa a belsd koriv mentén.
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Az elmozdulasmez6 mellett természetesen a fesziiltségi allapotot is Gssze lehet vetni, a 46-

51. dbrakon az y iranyu, illetve a HMH egyenértékii fesziiltségeloszlas lathato.

48. Abra-Az Y iranyu feszilltség - IGA

NODAL SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

sY (2VG)
RSY5=0

DME =1.2242
SMY =-1026.58
SME =2335.71

mze 58 167.773 1214.95
-652.988 94.186 841.36 1588.53

1500 y
200 4 1500
1000
500 150 - 1000
0 100 500
-500 %
49. Abra— A HMH egyenértékii fesziiltség - IGA
ANSYS opAL soruTION ANSYS
R15.0 . R15.0
16:48:04 %i;";—i 221{};){;) 16:48:28
12 2 74695 .
2335.71 475.89 1422.18 2365.46 3314.75 4261.03

50. Abra—Az Y iranyd fesziiltség - REFERENCIA 51. Abra—A HMH egyenértékii fesziiltség - REFERENCIA

NODAL SOLUTION

SIEP=1
SUB =1
TIMI
(v
RSYS 0
DMX =.99047

SMN =-125.501
MK =1372.51

—125 501
4 373.835 706.726 1039.62

ANSYS "NODAL SOLUTION ANSYS
R15.0 STEE=1 R15.0
SUB =1 OCT 11 2014
OCT 11 2014
16:50:58 TIME=1 16:51:18
SEQV (ave)
DMX =.99047
SMN =169.222
SMX =1268.54
169 222 .
137251 291,369 s35.661 779954 1026.25 ? 2es.5e

52. Abra— Az Y iranyu fesziiltség - VEM 53. Abra-A HMH egyenértékii fesziiltség - VEM
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Mint ahogy mar emlitve volt, a hatékonysag pontosabb
illusztralasahoz az 52. abran megjelenitésre kertlt a Y iranyu

elmozdulas 6sszehasonlitisa a harom eljaras kozott. Ez szintén az s

paraméter bevezetésével tortént, melynek futasat az 54. abra

OO 00

szemleélteti. Az azt kovet6 6. tablazat pedig a VEM és IGA relativ
hibait foglalja 6ssze a referenciahoz képest a kontdr azon pontjaiban,

ahol a kételemes VEM megoldashoz tartoz6 modell csomopontjai )
54. Abra-Az s paraméter

talalhatok. futasa a belsé koriv mentén
Uy[mm] &
1.0F 7
0'3__ Referencia megoldas
e —Izogeometrikus megoldas
0.6 T — Végeselemes megoldas
0.4} Pt
,-”'/
L
l I L L . 1 L L 1 i L L L
20 40 60 80
s[mm]

55. Abra—Az Y iranyi elmozdulis 6sszehasonlitisa a belsé kontiir mentén

Ebben az esetben is tapasztalhatd, hogy az izogeometrikus megoldas jobban koveti a

referenciat, és pontosabb eredményt szolgéltat, mint a hagyomanyos VEM modell.

6. Tablazat -Az Y iranyu elmozdulasok referencidhoz viszonyitott relativ hibai
a belsé koriv mentén, csomopontokban

Az Y iranyu elmozdulés relativ 0 0 0
hibai a belsd koriv mentén A [ /0] Ay [ /0] A [ /0]
VEM 21,23 25,00 0
IGA 7,07 13,33 0
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V1. Osszefoglalas

TDK dolgozatom témajanak, az izogeometrikus analizisnek kivalasztasakor dont6 szerepet

jatszott a modszer aktualitasa és meghatarozo szerepe napjaink mérnoktar-sadalmaban.

Szakirodalmi kutatomunka alapjan a lehetd legnagyobb ralatast alakitottam ki a témaban,
valamint Osszefoglaltam az izogeometrikus analizis kialakuldsénak és elter-jedésének legfébb
lépéseit.

A NURBS alapu geometriak megadasi madjait megismerve tobb kidolgozott min-tapéldan
keresztill mutattam be az izogeometrikus analizis alkalmazésahoz elenged-hetetlen geometriai
megadasi maddot, amely egyben a modell hal6zésat is magaban foglalja. Az elkészitett peldak
segitséget nyljtanak a dolgozat gondolatmenetének kovetésében. Ezeken keresztul az olvaso
megismerkedhet a knot vektorok felépitésé-vel, a NURBS alapjaul szolgalo B-Spline
bazisfliggvenyek meghatarozasaval. Ezen kivil megértheti a dolgozatban a B-Spline illetve
NURBS gorbék, feluletek és testek létrehozéasara bemutatott modszereket, amelyek elsajatitasat és
reprodukalasat a mel-lékletben talalhaté adatok és WOLFRAM MATHEMATICA programkddok

segitik.

Az analizishez sziikséges geometria létrehozasa utdn részletesen ismertettem az
1zogeometrikus analizis fobb lépéseit, kiilon kitérve azokra a pontokra, ahol 1ényeges eltérést mutat
ez a mddszer a klasszikus értelemben vett végeselemes eljarashoz ké-pest. Tobbek kdzott kitértem
az izogeometrikus diszkretizaciora, az analizis soran hasznélatos terekre (parent, parameter,
physical, index space) és azok leképezéseire. Emellett dsszefoglaltam a dolgozathoz tartozd
tesztfeladatok rugalmassagtani hatte-rét.

A dolgozatomban bemutatott két, sikbeli tesztfeladat rugalmassagtani probléma-kon
keresztul mutatja be az izogeometrikus analizis gondolatmenetét, gyakorlati al-kalmazasat. Az
IGA segitségével kapott eredményeket mindkét esetben 6sszehason-litottam egy azonos
szabadsagi foki VEM modellel, valamint egy nagysagrendekkel nagyobb haloval rendelkez6
referencia megoldéssal. Ezen dsszehasonlitasokkal ele-meztem az elmozdulasmezére illetve a

feszultségi allapotra kapott eredményeket.

Az eredmeények segitségével pedig igazoltam az izogeometrikus analizis haté-konysagat és

pontossagat a klasszikus értelemben vett végeselemes mddszerhez ke-pest.

o1



VII.

Fuggelek

1. Tablazatok jegyzéke

A 4. példaban talalhaté B spline gorbéhez tartoz6 kontrol pontok, és knot-ok koordinatai.

P, P; Py Ps Pg
X 1 2 3 5 7
y 3 0,5 0,5 3,5 2
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
X 0 0 0 0 23/12 10/3 7 7 7
y 0 0 0 0 9/4 9/4 2 2
A 6. példaban taladlhaté B-Spline feliilethez tartozd kontrol pontok
i j P;; i j Pi;
1 1 (-1,0) 3 1 (1,1)
1 2 (-2,0) 3 2 (2,1.5)
1 3 (-3,0) 3 3 (3,2)
2 1 (-1,1) 4 1 (1,0)
2 2 (-2,1.5) 4 2 (2,0)
2 3 (-3,2) 4 3 (3,0)
A 7. példaban taldlhaté B-Spline térfogathoz tartozé kontrol pontok
[ J Pk Pk i Ji Pk Pk
1 1 (1,0,4) (1,0,2) 5 2 (2,0,4) (2,0,2)
1 2 (1,1,4) (1,1,2) 6 1 (2,2,4) (2,2,2)
2 1 (0,1,4) (0,1,2) 6 2 (0,2,4) (0,2,2)
2 2 (-1,1,4) (-1,1,2) 7 1 (-2,2,4) (-2,2,2)
3 1 (-1,0,4) (-1,0,2) 7 2 (-2,0,4) (-2,0,2)
3 2 (-1-14) | (-1-12) 8 1 (-2-24) | (-2,-2,2)
4 1 (0,-1,4) (0,-1,2) 8 2 (0,-2,4) (0,-2,2)
4 2 (1,-1,4) (1,-1,2) 9 1 (2,-2,4) (2,-2,2)
5 1 (1,0,4) (1,0,2) 9 2 (2,0,4) (2,0,2)
A 8. példaban talalhaté NURBS qorbéhez tartozé kontrol pontok, és sulyok
Py P, Pj
X -3,5 0 3,5
y 0,5 3 0,5
W, 1 2(«/5 —1) 1
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A 9. példaban talalhaté NURBS felilethez tartozé kontrol pontok, és sulyok

i j P;; w; i j P;; w;

1 1 (1,0) 1 5 2 (-2,0) 1

1 2 (2,0) 1 6 1 (-1,-1) 1/\/5

2 1 (1.1) 1/\2 6 2 (-2,-2) 1/\2

2 2 (2,2) 1/42 7 1 (0,-1) 1

3 1 0,1) 1 7 2 (0,-2) 1

3 2 (0,2) 1 8 1 (1,-1) 1/\/5

4 1 (-1,1) 1/\2 8 2 (2,-2) 1/\2

4 2 (-2,2) 1/\/5 9 1 (1,0 1

5 1 (-1,0) 1 9 2 (2,0) 1
A 10. példaban talalhatdé NURBS térfogathoz tartoz6 kontrol pontok, és sulyok
i J Piyk Pizk Wi L J Piik Pizk Wi
1] 1 (1-37) | (2-37) 1 5] 5 (-1,0,1) (-2,0,1) 1
1] 2 (1,0,7) (2,0,7) 1742 5| 6 (-1,0,-3) | (-2,0,-4) 1742
1 3 (1,0,4) (2,0,4) 1 5 7 (3,0,-3) (3,0,-4) 1
1 4 (1,0,25) | (2,0,2.5) 1 6 1 (-1,-3,6) (-2,-3,5) 1
1] 5 (1,0,1) (2,0,1) 1 6 | 2 (-1-1,6) | (-2,-2,5) 1742
1 6 (1,0,-1) (2,0,0) 1/\2 6 3 (-1,-1,4) (-2,-2,4) 1/+2
1] 7 (30-1) | (3,0,0) 1 6 | 4 | (-1-1,25) | (-2,-2,2.5) 1742
2 1 (1,-3,8) (2,-3,9) 1 6 5 (-1,-1,1) (-2,-2,1) 1/\2
2 | 2 (1,1,8) (2,2,9) 1742 6 | 6 | (-1-1,-3) | (-2,-2,-4) 1/2
2 3 (1,1,4) (2,2,4) 1/\2 6 7 (3,-1,-3) (3,-2,-4) 1/\2
2 | 4 | 1125) | (2225 | 1/42 711 (0,-3,6) (-0,-3,5) 1
2 5 (1,1, (2,2,1) 172 7 2 (0,-1,6) (0,-2,5) 172
2| 6 (1,1-1) | (2,20 1/2 7] 3 (0,-1,4) (0,-2,4) 1
2 | 7 (3,1-1) | (3,2,0) 1742 71 4 | (0-125) | (0,-2,2.5) 1
3 1 (0,-3,8) (0,-3,9) 1 7 5 (0,-1,1) (0,-2,1) 1
3 2 (0,1,8) (0,2,9) 1/\2 7 6 0,-1,-2) (0,-2,-2) 1/\2
3 3 (0,1,4) (0,2,4) 1 7 7 (3,-1,-2) (3,-2,-2) 1
3] 4 | (01,25) | (0,2,25) 1 8 | 1 (1,-3,6) (2,-3,5) 1
3| 5 (0,1,1) (0,2,1) 1 8 | 2 (1,-1,6) (2,-2,5) 1742
3 6 (0,1,-2) (0,2,-2) 1/2 8 3 (1,-1,4) (2,-2,4) 1/2
3| 7 (3,1,-2) | (32-2) 1 8 | 4 | (1-1,25) | (2,-2,2.5) 1742
4 1 | (-1-38) | (-2,-39) 1 8 | 5 (1,-1,1) (2,-2,1) 1742
4| 2 -1,18) | (-229) | 1/42 8 | 6 (1,-1,-1) (2,-2,0) 1/2
4| 3 -1,14) | (-224) | 142 8 | 7 (3,-1,-1 (3,-2,-0) 172
4 | 4 | (-11,25) |(-2,225)| 1/42 9 | 1 (1,-3,7) (2,-3,7) 1
4| 5 -1,11) | (-221) | 1/42 9 | 2 (1,0,7) (2,0,7) 1742




i j Piik Piyk w;i i J Pivk Pizk w;
4 6 (-1,1,-3) (-2,2,-4) 1/2 9 3 (1,0,4) (2,0,4) 1
4 7 (3,1,-3) (3,2,-4) 1/2 9 4 (1,0,2.5) (2,0,2.5) 1
5 1 (-1,-3,7) (-2,-3,7) 1 9 5 (1,0,1) (2,0,1) 1
5 2 (-1,0,7) (-2,0,7) 1/\2 9 6 (1,0,-1) (2,0,0) 1/\2
5 3 (-1,0,4) (-2,0,4) 1 9 7 (3,0,-1) (3,0,0) 1
5 4 (-1,0,2.5) | (-2,0,2.5) 1
1. Tesztfeladat: Megoszl6 erérendszerrel terhelt hajlitott rad — IGA kontrol pontok
Py Py Py, Py, P34 P3,
X 200 100 200 100 0 0
y 0 0 200 100 200 100
w, 1 1 1/V2 1/42 1 1
1. Tesztfeladat: Megoszld erérendszerrel terhelt hajlitott rad, VEM csomdpontok
Py Py, P/21 P’zz P3q P3;
X 200 100 200/2 10072 0 0
y 0 0 20072 100/2 200 100
2. Tesztfeladat: Hajlitott konzol— IGA kontrol pontok
Pqq Py, Pq P, P3q P3;
X 200 200 0 150 0 150
y 200 50 200 50 0 0
W, 1 1 1/42 1/42 1 1
2. Tesztfeladat: Hajlitott konzol, VEM csomépontok
Pyq Py, P'z1 P'22 P34 P3;
X 200 200 200-200/+2 | 200-100/+2 0 150
y 200 50 200-200/+2 | 200-100/+2 0 0

54




2. Forrasjegyzék

[1] COTTRELL, HUGHES and BAZILEVS. Isogeometric Analysis: Toward Integration of
CAD and FEA. 1st ed. John Wiley & Sons, 2009. ISBN: 978-0-470-748873-2

[2] ROGERS. An Introduction to NURBS with Historical Perspective. Academic Press, 2001.
ISBN: 978-1-55860-669-2

[3] PIEGL and TILLER. The NURBS Book (Monographs in Visual Communication), 2nd ed.
Springer-Verlag, New York, 1997. ISBN: 3-540-61545-8

[4] NGUYEN, BORDAS and RABCZUK. Isogeometric Analysis: An overview and computer
implementation aspects. Computers and Structures, 2013, vol. 23, no. 2, 124-135.

[5] COTTRELL, HUGHES and BAZILEVS. Isogeometric analysis: CAD, finite elements,
NURBS, exact geometry and mesh refinement. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 2005, vol 194, no. 39, 4135-4195.

[6] SADD. Elasticity: Theory, Applications and Numerics. Elsevier, 2005. ISBN: 978-0-12-
374446-3

[7] FISH, BELYTSCHKO. A first curse in finite elements. Wiley, 2007. ISBN: 978-0-470-

03580-1

[8] COX, The numerical evaluation of B-splines. IMA Journal of Applied Mathematics, 1972,
vol. 10, no. 2, 134-149.

[9] DE BOOR. On calculation with B-splines. Journal of Approximation Theory, 1972, vol.6,
no. 1, 50-62.

[10] Wolfram Research: 2010e, Mathematica Edition: Version 8.0, Wolfram Research

[11] ANSYS Mechanical APDL: Version 14.0, SAS IP Inc.

[12] COTTREL, REALI, BAZILEVS, Y., and HUGHES. Isogeometric analysis of structural

vibrations. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 2006, vol.195,
5257-5296., (2006)

95



[13]

[14]

[15]

HUGHES, REALI, SANGALLI. Efficient quadrature for NURBS-based Isogeometric
analysis. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 2010, vol.199, pp.
301-313.

BAZILEVS, et al. "Isogeometric analysis: approximation, stability and error estimates for
h-refined meshes." Mathematical Models and Methods in Applied Sciences 2006, vol. 16,
no. 07: 1031-1090.

BARENDRECHT."Implementing an IGA compatible user-element for MSC Marc.",
2012.

56



