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1. Bevezeto

Az emberiség régota foglalkozik komoly problémakkal, mint példaul szorakoztatod
elfoglaltsagok keresése. A torténelem soran rengeteg megoldasi javaslat sziiletett ezen a téren,
tobbek kozott a kosarlabda is. Viszont ha valami megoldas egy ismert problémara, az nem
jelenti azt, hogy nem fog feltarni egész addig ismeretlen kérdéseket, jelen példaban olyan
mechanikai problémakat, melyek sorsdontéek lehetnek a jaték kimenetelére nézve.

Amikor példaul a kosarra dobott labda nem esik be vagy mellé ,,csont nélkiil”, hanem
elkezd korbe gordiilni a kosdr peremén, sokan izgatottan szurkolnak a nekik kedvezdbb
kimenetelnek. Pedig ha tudndk, hogy a kérdés megfelel6 modszerekkel mar akkor eldonthetd,
amikor a labda megkezdi ezt a jellegzetes mozgast, talan elére Oriilnének, esetleg
szomorkodnanak.

Jelen dolgozat célja megkeresni azokat a stabil mozgasokat, melyek a fent leirt
izgalmakat okozzék, viszont hogy véletleniil se csokkentsiik a jaték élvezeti értékét, nem
részletezziik, hogy az adott mozgas pontot ért-e vagy sem.



2. Modellalkotas és leird koordinatak

Az alkalmazott egyszerusitések két f6 csoportba sorolhatdak, nevezetesen geometriai és
Mechanikai elhanyagolasokra.

A geometriai egyszerlsitések kovetkeztében a labda tokéletes gomb, a gytrli pedig
tokéletes kor, melynek keresztmetszete elhanyagolhatdan kicsi.

Masrészrol mindkét testet merev testnek tekintjiik. A jelenségeket a kosarhoz rogzitett
vonatkoztatasi rendszerben irjuk le, viszont tobb koordinata-rendszert hasznalunk. A
vonatkoztatasi rendszerhez kotott koordindta-rendszer esetén a gravitidcios gyorsulas
parhuzamos a Z tengellyel. Ezt a ,,legkiils6bb” rendszert R0-lal jel6ljiik.

Tovabba a labda homogén tomegeloszlasu, és barmely idépillanatban pontosan egy
ponton érintkezik a kosarral, vagyis elsé kozelitésként egy kétirany kényszer kapcsolatot
feltételeziink. A gomb kozéppontja, barhogy is alljon maga a test a térben, mindig egy jol
A tapadasi pont pedig eleme a kdrnek, vagyis a kozéppont egy olyan feliileten fekszik, amelyet
egy adott kortdl allando tavolsagra 1évé pontok halmaza alkot, ami definicio szerint egy torusz
feliilet. Ha ezen feliilet két sugara ismert (a gomb és a gylrli sugarai, mint bemend
paraméterek), akkor a feliilet egy altalanos pontjat le lehet irni két szoggel. Ezeket valasztottuk
a gomb elhelyezkedését leird két koordinatanak, vagyis mar az daltaldnos koordinatak
megvalasztasakor figyelembe vettiink ¢s kihasznaltunk egy geometriai kényszert.

2.1 Altalanos koordindtdk és vonatkoztatdsi rendszerek

Ahhoz, hogy definidlni tudjuk a szdgeket, elnevezziik a rendszer nevezetes pontjait a
kovetkezOképpen. A gylri centrumat O-val jeloljiik, a mindenkori tapadasi pontot T-vel,
valamint a gdomb kozéppontjat S-sel.

A szogek felirdsa mellett sziikség van azoknak a matrixoknak a meghatarozasara is,
melyek segitségével atvihetjiik a keresett mennyiségeket a ,,szomszédos” koordinata-
rendszerbe. Ehhez végezziik el az emlitett forgatasokat.

Az elsé leird szog az a, mellyel pozitiv iranyban elforgatva az XY Z koordinata-rendszert
a Z tengely koriil, megkapjuk az Ra rendszert az azt jellemz6 X%, Y és Z* tengelyekkel. Az
a-t gy hatarozzuk meg, hogy nagysaga minden pillanatban az X tengely és az OT vektor altal
bezart sz6g legyen, vagyis az X* tengely atmegy a tapadasi ponton. Az a szog segitségével
tudjuk leirni a gdmb O pont koriili ,,keringését”.

Az Ra-bodl az R0-ba az M, matrix segitségével tudjuk atirni a vektorokat, mégpedig
ugy, hogy megszorozzuk azokat balr6l a matrixszal. Ellentétes ,,haladasi irany” esetén az eljaras
valtozatlan, attol eltekintve, hogy a matrix inverzét kell alkalmazni. Mivel azonban a forgato
matrixok ortogonalisak, ezért az inverziikk egyenld a transzponaltjukkal. A késObbiekben
mindkét esetre fogunk példat mutatni.

cos(ad) —sin(a) 0
M, = |sin(a) cos(a) O (2.1.1)
0 0 1



A masik szog, amit B-val jeloliink, az RS rendszer leirasara szolgal, az Y¢ korili
forgatas révén. A [ nagysaga egyenld a TS és az OT vektorok altal bezart szoggel. Ekkor az
Gjonnan létrehozott X#, Y# és ZP tengelyek koziil a masodik a gyiirii és a gdmb kozos tapadasi
pontbeli érintdje, az elsé azonos iranyt a TS vektorral, a harmadik pedig a kiadodo tag. A
sz0g szolgal a gdmb tapadasi pont koriili ,,ates6” mozgasanak leirasara.

Az Ra ¢s RP rendszerek kozott, az el6bbiekhez hasonldan, az Mg segitségevel lehet
vektorokat transzformalni.

cos(B) 0 sin(pB)
M =[ 0 1 0 (2.1.2)

—sin(B) 0 cos(B)

A két forgatas eredménye egy harom egymasba agyazott tagbol allo leird rendszer
szerkezet. Ennek szemléltetésére szolgal az 1/a abra.
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1/a. abra: a gomb kdzéppontjanak leirdsa az a és [ ,,torusz szogek” segitségével.

Azért, hogy a [ szog értelmét kicsit szemléletesebbé tegyiik, megrajzoltuk az 1/b abrat,
melyre a kés6bbi magyarazatok soran tobbszor fogunk hivatkozni. Az dbran az X8 ZF sik lathatd
négy sik negyedre osztva.
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1/b. dbra: a B szog szemléltetése, és az XB ZP sik felosztasa.

Egy éltalanos térbeli test 6 szabadsagi fokkal rendelkezik, viszont az el6bbi kényszerrel
terhelt kosarlabda mér csak ottel. Ez azt jelenti, hogy sziikkség van tovabbi hdrom leird
koordinatara, melyeknek a gomb szoghelyzetét leiré Euler — szogeket valasztjuk. [4]

Az Euler — szogeket ugy definialjuk, hogy a gomb tomeg kdzéppontjahoz rogzitett
koordinata-rendszert elforgatjuk a harom tengely koriil, igy 1étrehozva egy olyan rendszert,
amely a gdombhoz rogzitett. Ezt a harom forgatast jellemezziik egy-egy szoggel, melyek skalar
idofiiggvények, ¢és alkalmasak a vizsgalt test szoghelyzetének leirasara. Minden egyes
forgatassal 1étrehozunk egy uj koordinata-rendszert, igy egy olyan leirasi médot kapunk, amely
négy, egymasba agyazott koordinata-rendszerbdl all. A legkiilsé ezek koziil a korabban emlitett
RO, mely utan sorra az R1, R2 és R3 tagok jonnek, ahogy elérehaladunk a leirasban. Fontos
megjegyezni, hogy a forgatasok sorrendje nem felcserélhetd.

A 2. abran feltiintettiik a gdmbot egy altalanos helyzetben, valamint a négy koordinata-
rendszert a hozzajuk tartozo szogekkel.
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2. abra: a gdmb szoghelyzetét leird Euler - szogek

Els6 1épésként a fliggbleges Z tengely koriil elforgatjuk a koordinata-rendszert pozitiv
iranyban 1 szoggel. Az igy 1étrehozott rendszer az R1, melynek tengelyeit X’-vel Y’-vel és Z’-
vel jeloljiik. Az RO és R1 rendszerek kozott az M, matrix teremt kapcsolatot.

cos(yp) —sin(yy) O
M1=[sin(1/)) cos(y) O] (2.1.3)

0 0 1

Egy altalanos R1-ben értelmezett vektor felirhatd az R0-ban, ha megszorozzuk balrol a
fenti matrixszal.

Ezutan az Y’ tengely kortil végzett forgatassal beforgatjuk a rendszert 9 szoggel. Ezzel
az elébbivel analog modon létrehozzuk az R2 rendszert, az X”,Y” és Z” tengelyekkel és az R2-
bol R1-be transzformalé M, matrixszal.

cos(®) 0 sin(¥)
M2=[ 0 1 0 ]
—sin(¥) 0 cos(¥)

(2.1.4)



Végiil az X” tengely koriili forgatassal definialjuk azt az R3 rendszert, amely minden
pillanatban egyiitt forog a gombbel. A ¢ szoggel valdo forgatassal értelmezett
X"’Y”Z" koordinata-rendszerb6l az R2 rendszerbe az M; matrix segitségével valthatunk.

1 0 0
M; = [O cos(p) —sin(yp)
0 sin(ep) cos(p)

Az elébbiek ismeretében felirhatjuk a mechanikai modelliinket leir6d 6t darab altalanos

(2.1.5)

koordinatat.
a
[fh [ ]
q2 B
q| =y (2.1.6)
qs Y
qs 0]

2.2 A vonatkoztatasi rendszerek jellemzése

A kovetkezOkben szeretnénk néhany sort szentelni a rendelkezésre allo hat leird
rendszer elonyeinek hangstlyozasara.

A test szOgsebességét leird w vektor harom komponensbdl all dssze, melyek az egyes
Euler — szogekhez tartozd elemi szogsebességek. Mindegyiket azokban a koordinata-
rendszerekben egyszerii felirni, melyek kozott a szogek kapcsolatot teremtenek. Ez alapjan
vagy az R1-ben vagy az R2-ben érdemes a késébbi szamitasokat elvégezni.

Masodik gondolatként szeretnénk megjegyezni, hogy az RO, Ra és R1 rendszerek k6z6s
tulajdonsaga, hogy van parhuzamos tengelyiik a gravitacios gyorsulassal, ezért ezekben a kiilsd
erdk teljesitményét konnyebb leirni.

Végezetill a test tehetetlenségi nyomatéki matrixat vizsgaljuk meg. Mivel gombhéjrol
van sz0, ezért a matrixban nem lesznek deviacios tagok, ha azt a sulyponton dtmend tengelyekre
irjuk fel. Vagyis ez alapjan barmelyik leird rendszert valaszthatjuk.

Mindezeknek megfeleléen egyenleteinket egészen a kvazisebességek bevezetéséig a
fenti elonyoknek eleget tevd R1 rendszerben fogjuk felirni. Mindenek el6tt a szogsebességet és
a tehetetlenségi nyomaték matrixot. A valtast megfelelé idében indokolni fogjuk.

A szogsebesség meghatarozasahoz irjuk fel annak korabban emlitett harom tagjat a sajat
koordinata-rendszeriikben.

0

Pp=|0 (2.2.1)
[y
o0

9= |9 (2.2.2)
[0
o

@ =0 (2.2.3)
[0




Ezutan felirhat6 az szogsebesség a kivalasztott rendszerben.

Wpy =P+ M9+ My« M3+ =

0 0 cos(¥) 0 sin(9)] [¢ @ * cos(9)

=|0|+[d[+] o 1 0 [+]|o]|= 9 (224
Y 0 —sin(¥) 0 cos(@)] Lo P — ¢ * sin(9)

Az eldbbi egyenlet felirasa soran kihasznaltuk, hogy az egyes szogsebesség tagok
invariansak a hozzajuk tartozo forgatasi matrixokra.

Ha a tehetetlenségi nyomatéki matrixot a sulypontra irjuk fel, akkor egy konstanssal
szorzott egységmatrixot kapunk, mivel a kosarlabdat gombszimmetrikusnak modelleztiik. Az
emlitett konstans lehetséges értékeinek két hatarértéke van.

1 0 0
@s=Cmp?|0 1 0 (2.2.5)
0 0 1
Ahol
e m agdmb tdmege
e Ragdmb sugara
2
== 2.2.6
C=z (2.2.6)
hogyha tomor gombot feltételeziink, valamint
2
== 2.2.7
C=3 (2.2.7)

hogyha nulla falvastagsagi gombhéjjal szamolunk.

Mivel ennek csak akkor lesz jelentdsége, amikor dsszeallitjuk a kapott tagokbol a
mozgasegyenleteket, ezért ezt a paramétert egyenldre nem rogzitjik.



3. A gordiilési kényszer leirdsa

Az eddig elhangzottakban nem esett utalas a cimben szerepld gordiilés szora. A
kovetkezd sorokban szeretnénk pontosan definialni, hogy mire gondolunk gordiilés alatt, és
hogy ezt miként vehetjiik figyelembe a szamitasok soran.

3.1 Gordiiles

Azt mér a mechanikai modellalkotas ismertetésénél elmondtuk, hogy a két test pontosan
egy ponton érintkezik egymassal. Amennyiben ebben a pontban a labdanak van valamekkora
relativ sebessége a gylirlihoz képest, akkor csuszasrol beszéliink, ha viszont a talppont minden
pillanatban all, akkor gordiilésrdl. Jelen vizsgalatainkban gordiilést fogunk feltételezni, de
megjegyezziik, hogy a téma egyik folytatasi lehet0sége a megcsuszas vizsgalat.

3.2 A kinematikai kényszer

A kinematikai kényszer elnevezés arra utal, hogy a gordiilési feltétel betartasaval olyan
egyenletekhez jutunk, melyek a sebességekre, vagyis az altaldnos koordinatak derivaltjaira
vonatkoznak. Sikpélddk esetében jellemzd, hogy ezek az egyenletek integralhatoak, ezért
egyértelmli kapcsolatot teremtenek a leird koordinatdk kozott. Ekkor homnolom rendszerrdl
beszéliink.

Ezek a kényszeregyenletek felirhatdak

filq.t) =0 (3.2.1)
alakban, ahol
e ¢ az altalanos koordinatak vektora

e I=1..r
e 1 az integralhatd kényszerek szdma.

Altalanos térbeli esetben viszont, ahogyan jelen példankban is, az integralhatosag nem
teljesiil, vagyis a kényszerek nem adnak kozvetlen kapcsolatot az altalanos koordinatak kozott.
Emiatt ezeket az egyenleteket mas modszerrel kell figyelembe venni. Ezt az esetet anhonolom
esetnek nevezziik, és egyenletei az el6bb hasznalt jelolésrendszerrel

fi(a.9.) =0 (3.2.2)
alakban irhatok fel.[1]

Arrol, hogy miként tudjuk érvényesiteni a kinematikai kényszereket, a késdbbiekben
lesz sz6. De miel6tt erre sor keriilne, kitériink arra, hogyan hatdroztuk meg magukat a
kényszeregyenleteket.

AT pont a gordiilés miatt allo pont, ezért érvényes ra az alabbi képlet.
vr=0 (3.2.3)

A Dbaloldalon taldlhatd tagot a sebességre vonatkozo kinematikai alapegyenlet
segitségével fogjuk felirni, a kovetkezd alakban.

Vr =Vs+w XTgr (3.2.4)



A keresett sebességeket a helyvektorok id6 szerinti derivaltjaiként fogjuk eldallitani,
ezért elsé 1épésként meghatarozzuk a sziikséges rys és rgr vektorokat az RO rendszerben. A 3.
abra ezeket a vektorokat szemlélteti.

3. abra: a kinematikai kényszer felirdsahoz sziikséges helyvektorok meghatarozasa

R p (R + p * cos(B)) * cos(a)
Tosro = Mg * |0 + My x Mg = [0] = | (R + p * cos(B)) * sin(a) (3.2.5)
0 0 —p * sin(B)
—p —p * cos(a) * cos(p)
Tsrro = My * Mg * I 0 l = [—p * sin(a) * cos(f) (3.2.6)
0 p * sin(B)

Ahol

e pagylirli sugara
® Az Tosgo Vektor az O pontbol mutat az S pontba, az R0 rendszerben felirva.

A késdbbiekben is ezt a jeldlésrendszert fogjuk alkalmazni.
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Szeretnénk megjegyezni, hogy az (R + p * cos(ff)) mennyiség megegyezik az rys go
vektor XY sikra es6 merbleges vetiiletével. Mivel a késébbiekben visszatérd eleme lesz a leirt
kifejezéseinknek, ezért érdemes bevezetni az

R':= R+ p * cos(B) (3.2.7)
jelolést.

Ezutan meghatéroztuk a v sebességet az rg vektor derivalasaval.

d —a * R * sin(a) — B * p * cos(a) * sin(B)
Vsko = 7 Tosro = | & * R'* cos(a) — B * p * sin(a) * sin(B) (3.2.8)
—B * p * cos(B)

Mivel a 2.2 bekezdésben megallapitottuk, hogy legpraktikusabban az R1 rendszerben
tudunk szamolni, ezért a kdvetkezd 1épésben a sziikséges harom vektort atirtuk az M; matrix
segitségével. A szamitds menetét az 15, Vektoron mutatjuk be.

cos(yp) sin(yp) O —p = cos(a) * cos(B)

Tsrr1 = M7 * Tsppo = [—sin(y) cos(y) 0] *|—p * sin(a) * cos(B) | =
0 0 1 p * sin(B) (3.2.9)
—cos(B) cos(a — ) o
= p * | —cos(B) sin(a — )
p * sin(fB)
~f * p + cos(a— ) «sin(F) — & * R' = sin(a — )
Vsps = | @ * R * cos(a — ) — B * p * sin(a — 1) * sin(B) (3.2.10)
—f % p * cos(B)

Erdemes megfigyelni, hogy ahogy kordbban az R’ mennyiséghez tudtunk fizikai
tartalmat rendelni, ugy a (3.2.9) egyenletben tobbszor el6forduld (a — ) szognek is van
szemléletes jelentése. Ugyanis igy irhat6 le az Ra és az R1 rendszerek kozti relativ szoghelyzet,
vagyis ez egy ,.relativ Euler-sz6g”. (Emlékeztetdiil: mindkét rendszert az R0-bdl képeztiik egy
Z tengely koriili pozitiv forgatassal) Ez a mennyiség is sokszor ki fog adodni, de nem lattuk
szlikségesnek kiilon elnevezni.

A (2.2.4), (3.2.9) és (3.2.10) egyenletekben meghatarozott mennyiségek segitségével
felirhat6 a kinematikai kényszer, ha behelyettesitjilk eredményeinket a (3.2.4) egyenletbe. A
keresztszorzat és az Osszeadas elvégzése, valamint egyszeriisitések és Osszevonasok utan a

(3.2.11) egyenlet adodik.
vr=0=
I[— (R’o'( — p *cos(B) (1/) — sin(9) = (p)) x sin(a — ) — B * p * sin(B) cos(a — ) + p * sin(B) 19]|
= | cos(a — ) (R’ *d — p *cos(pB) * (1/) — sin(9) = (p)) — p * sin(B)(cos(®) * ¢ + sin(a — ) B) |
| —p * cos(B) * (B — cos(a — ) 9 + cos(9) * sm(a — P) * @) |
Ezt az egyenletet komponensenként felirva rendelkezésiinkre all 3 skalar egyenlet,
melyek azonban tartalmazzak azt a geometriai kényszert is, amit a ,térusz szogek”

alkalmazésakor kordbban mar érvényesitettiink. Vagyis a felirt hdrom egyenlet koziil csak kettd
lehet linedrisan fiiggetlen, a harmadik pedig egy olyan kényszert fogalmaz meg, ami

(3.2.11)
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mindenképp teljesiil, azaz egy azonossagot. Ahhoz, hogy megtalaljuk a ,,kakukktojast”, atirjuk
a vp sebességet abba a rendszerbe, amelyiknek az egyik tengelye a talppontbeli feliileti

normalissal parhuzamos. Ez az Rf rendszer, ahol a varakozasoknak megfeleléen az elsd
komponens kinullazodik.

Vsrp ZM;T;*Mg * My * Ugpy =

0
= IR'O'( — p *cos(B) (Y — sin(¥) * ¢) — p * sin(B) (cos(I) cos(a — ) ¢ + sin(a — ) 9) (3.2.12)
—p(ﬁ — cos(a — ) + cos(9) sin(a — ) q'))
A megmaradt két egyenlet atirhatd vektor alakba.
R’ BNCe
| o | {e
| —p * cos(B) | «[¢|=0 (3:2.13)
l —p * sin(B) sin(a — ) J [9 |
p * cos(B) sin(9) — p * sin(pB) cos(I) cos(a — V) l(pJ
ro
BT
| P | "
I 0 | *|¥|= (3.2.14)
l p * cos(a — ) J [ |
—p*cos(®) sin(@ -l [g]

12



4. Mozgasegyenletek meghatarozasa Appell — egyenletekkel

4.1 Appell — egyenletek komponensei
Korabban emlitettiik, hogy az

fi(q,q,t) =0 (4.1.1)

alaku (3.2.13) és (3.2.14) egyenletek zart alakban nem integralhatoak, mas metodus
szerint kell érvényesiteni azokat. Erre egy lehetséges megoldas az Appell — egyenletek
alkalmazasa.

Az Appell — egyenletek hasznalatakor az ugynevezett gyorsulasi energia segitségével
jellemezziik a vizsgalt rendszert, szemben a Lagrange vagy a Routh - Voss modszereknél
megszokott kinetikus energiaval. Ez a médszer alkalmas geometriai és kinematikai kényszerek
kezelésére, valamint hatalmas elénye, hogy végeredményként egy elsérendli kozonséges
differencidlegyenlet rendszert kapunk.

Elészor bemutatjuk az Appell — egyenletek altalanos alakjat a (4.1.2) egyenletben, majd
par szoban részletezziik az egyenletben szereplé mennyiségeket. [2]

as
1

ahol:

e S agyorsulasi energia
e 0; az i-edik kvazisebesség
e [I; a kvazier6k vektoranak i-edik komponense

4.1.1 Kvazisebességek

Tovabbi eltérés az Appell- és a tobbi modszer kozott, hogy az elébbiben a mechanikai
rendszert kvazisebességekkel jellemezziik. Nem ismert olyan eljaras, amely a kvazisebességek
felvételében segitségiinkre lenne, egyediil arra érdemes figyelni, hogy az altalanos koordinatak
konnyen kifejezhetéek legyenek majd a sebesség definiciokbal.

Az azonban mar megvalaszolt kérdés, hogy mennyi a kvazisebességek sziikséges és
elégséges szama.

n=D*N—g—h=6%1—-1-2=3 (4.1.1.1)
ahol:

e n akvazisebességek szdma

e N arendszerben 1évé mozgo6 testek szama

e g ageometriai €s integralhatd kinematikai kényszerek szama

e h anem integralhatd kinematikai kényszerek szama

e D a rendszer egy tagjahoz tartozO szabadsagi fokok szama (sikbeli
pontrendszerre 2, térbeli pontrendszerre és sikbeli, merev testekbdl allo
rendszerre 3, valamint térbeli, merev testekbdl allo rendszerre 6)

A (4.1.1.1) egyenletben kiszamolt értéknek megfeleléen harom kvazisebességnek az w
vektor Rf-beli harom komponensét valasztottuk.
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01
g = [Uz] = Wpgp =
03
sin(B) (= + sin(¥) * ¢) + cos(B) (cos(9) cos(a — ¢) ¢ + sin(a — ) J)| (4.1.1.2)

= cos(a — ) 9 — cos(9) sin(a — Y) @
COS(,B)(IIJ — sin(19) = <p) + sin(pB) (cos(19) cos(a — Y) ¢ + sin(a — ) 19)

Ezzel a definicioval felbontottuk a labda mozgasat harom tagra, nevezetesen egy sajat
tengely korili ,,perdiilésre” (o;), egy tapadasi pont koriili ,,atesésre” (a,) és egy ,.keringésre”

(03).

A (4.1.1.2) egyenletet kifejezhetjiik vektor alakban gy, hogy az altalanos koordinata
vektort egy matrixszal szorozzuk. Ezt a matrixot fogjuk felhaszndlni a kovetkezo 1épésben.

0 0 —sin(B) cos(B)sin(a —1y) cos(B)cos(¥)cos(a — ) + sin(B)sin(Y)
0 0 0 cos(a — ) —cos(9) sin(a — ¥) (4.1.1.3)
0 0 cos(B) sin(B)sin(a—1vy) sin(B)cos(¥)cos(a — ) — cos(B)sin(I)

Fontos, hogy a sok szamitas kozepette ne veszitsiik el szem eldl a célunkat. Tovabbra is
az a feladat, hogy le tudjuk irni a rendszerlinket, de most mar a kinematikai kényszerek
figyelembevételével. Ehhez meghataroztuk az altalanos koordinatakat, azokkal ki tudtuk
fejezni a kényszereket, valamint a kvazisebességeket. A kovetkezd 1épésben kiforditjuk eddigi
gondolatmenetiinket, és a kvazisebességekkel fogjuk leirni az altalanos koordinatak derivaltjait.
Ehhez felirunk matrixalakban egy egyenletrendszert, ami minden eddig elért eredményiinket
magaba foglalja. Nevezetesen az els6 két egyenlet lesz a két kinematikai kényszer, az utanuk
kovetkezd harom pedig a kvazisebességek definicioja. Gyakorlatilag nincs mas dolgunk, mint
a(3.2.13), (3.2.14) és (4.1.1.3) egyenletekbdl 6sszeirni azt a matrixot, amivel megszorozzuk az
altalanos koordinata vektort.

[R’ 0 —p=xcos(B) —p*sin(B)sin(a—1y) p*cos(B)sin(d) — p * sin(B) cos(I) cos(a — 1]1)]
[0 —p 0 p * cos(a — ) —p * cos(9) sin(a — ) |
0 —sin(B) cos(B) sin(a — ) cos(B)cos(¥) cos(a — ) + sin(B)sin(I) |
o o 0 cos(a — ) —cos(9) sin(a — ) |
0 cos(B) sin(B) sin(a — ) sin(B) cos(9) cos(a — P) — cos(B) sin(9) J (4.1.1.4)
[ 107 o
151 10|
* Ilpl = |O‘1 |
[9]

Jelolje ezt a matrixot A. Ha a (4.1.1.4) egyenletet balrol megszorozzuk az A matrix
inverzével, pont a keresett 0sszefiiggést kapjuk. Azt azonban érdemes megfigyelni, hogy a
szigmakat tartalmazé vektor elsé két eleme nulla, emiatt az 4ltalanos koordinaték derivaltjainak
felirasakor érdektelenné valik az A~ matrix els6 két oszlopa. A foldsleges tagokat a (4.1.1.5)
egyenletben X-szel jeloltiik.
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[x x 0 0 % 1
‘X X 0 1 0
X X —sin(B) + cos(B) tan(¥) cos(a —P) —tan(¥)sin(a — ) cos(B) + cos(a — V) sin(B) tan(9)
lX X cos(B) sin(a — ) cos(a — ) sin(B) sin(a — )
X X cos(B) cos(a — ) sec(I) —sec(9) §in(a ) sin(B) sec(9) cos(a — ) (4.1_1.5)
01 [%]
KR
1ol 1]
02 9
l03J l(pJ

Ezen Gsszefliggés segitségével tehat leirtuk az altalanos koordinatak derivaltjait annak
a harom koordinatanak a segitségével, melyek mar fliggetlenek egymastol. A kovetkezo kérdés,
hogy hogy tudjuk meghatarozni az 0j koordinatakat, mint skalar id6fiiggvényeket.

4.1.2 Gyorsuldsi energia
Ahogy azt mar emlitettiik, az S-sel jelolt gyorsulasi energia a rendszer allapotfiiggvénye,
melyet merev test esetén az alabbi képlettel lehet meghatarozni. [2]

1 1 1
S= Emaﬁ + ESTG)SS + (e X w)TOsw + sz * WOgw (4.1.2.1)

ahol

e m avizsgalt test tomege

® ag asulypinti gyorsulas

®  aszogsebesség

e & aszoggyorsulas

e g a sulyponti tehetetlenségi nyomatéki matrix

Els6 latasra nehéz észrevenni, de fontos megjegyezni, hogy a harmadik tag felel a
giroszkopikus hatés leirasaért, ami viszont a vizsgalt modell gombszimmetridja miatt nem lép
fel. Ezt onnan is lathatjuk, hogy a zardjelben 1€v6 keresztszorzat merdleges az w-ra, a Osw
vektor pedig parhuzamos vele. Igy a ketté skalar szorzata nulla lesz.

Tovabba a negyedik tagban csak az w és annak vektorhossza szerepelteti a
kvazisebességeket. Ez azért fontos, mert szemben a masik harom tagban szerepld € és ag
mennyiségekkel, az w-ban nem szerepelnek a kvazisebességek derivaltjai. A (4.1.2)
egyenletben pedig bemutattuk, hogy a kovetkezd 1€pés a gyorsulasi energia parcidlis derivalasa
lesz, pont a negyedik tagbdl hidnyz6 kvazisebesség derivaltak szerint.

Az elébbi két gondolatmenet kovetkezménye, hogy jelen példankban a gyorsulasi
energia elso két tagjat kell csak figyelembe venniink.

Ezen a ponton Gjabb lehetdség adodik kihasznalni a vizsgalt test gombszimmetriajat,
hiszen kiemelve a @5 matrix konstansat a masodik tagbol, a szoggyorsulas négyzetét leiro
kifejezést kapunk. Mindezeknek megfeleléen a gyorsulasi energiat az aldbbi képlettel
szamithatjuk.

1

1
S = Ernag + ECrnngz (4122)

Ehhez meg kell hataroznunk az € és as vektorokat.
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A 2.2 fejezetben foglaltaknak megfeleléen attériink az Rf-ra, mivel a harom
kinematikai feltételbdl itt esik ki a ,,folosleges tag”.

A szOggyorsulast a szogsebesség derivaltjaként fogjuk eldallitani. A miivelet kozben
figyelni kell a forgd koordinata-rendszerben torténd derivalas szabalyaira is.

. Ro,03
+
01 R
. o3(possin(f) — Ro
. po,03sin(f)
03 — 0103 — — Rr

Ahol wyg az Rg koordinata-rendszer szogsebessége az Ry-hoz képest.

01 [0
wgr = Mg 0]+ (B (4.1.2.4)
al Lo

Rendelkezésiinkre allt a stlypont helyvektora az Rf-ban felirva a korabbi
szamitasokbol, ezért a sulyponti gyorsuldst két derivalassal hatdroztuk meg.
Rl
0
R xsin(f)

Tsrp = (4.1.2.5)

0
vS,RB = [ p0'3 ] (4126)
—pOo3

0,03SIin
aspp = p+| gy - L220) ) (4127)
. paisin(p)
2 R |
A (4.1.2.3) és (4.1.2.7) egyenletek segitségével minden a rendelkezésiinkre all ahhoz,
hogy felirjuk a gyorsulasi energiat. Mivel azonban a képletbe csak behelyettesiteni kell, az
eredményeket itt nem részletezziik, inkabb eggyel tovabblépiink, és meghatarozzuk az Appell
- egyenletekbdl hianyzo utolsé tagot.

4.1.3 Kvazierdk

A Lagrange — egyenletek felirasanak egyik lépése a kiilsé erdk teljesitményének
meghatarozasa az altalanos koordinatak fliggvényében, majd a kapott kifejezés felbontasa az
altalanos sebességek és az altalanos erd skalaris szorzatara. [1] Ennek segitségével tudjuk
figyelembe venni a kiilsé erék hatasat a vizsgalt rendszerre. Az Appell — egyenletek
alkalmazasakor szintén ezt kell tenni, az egyetlen kiilonbség, hogy mindezt a kvazisebességek
terében. Ehhez elsd 1épésként meghatarozzuk a kiils6 erdk teljesitményét az &ltalanos
koordinatak segitségével, majd a (4.1.2) egyenlettel 6sszhangban atirjuk azokat.

A tapadasi pontban miikodo reakciderdt tokéletes kényszerként modelleztiik, melyrdl
definicié szerint elmondhatod, hogy teljesitménye zériis. Ezen kiviil egy erdt vesziink
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figyelembe, a gravitaciot, az altala kifejtett teljesitménnyel, amit a rovidebb leirds érdekében az
RO-ban irunk fel. (A teljesség kedvéért jegyezziik meg, hogy a teljesitmény koordinata-rendszer
fliggetlen mennyiség)

07" X
By =G*vspy = [ 0 *[ X = gmp * cos(B)B =

—p * cos(B)p

—mg 4131
0 o, ( )
= gmp * cos(fB)o, = [ng * cos(f) | * [‘72 =Il*o
0 O3

A kvazisebességek egyiitthatd matrixanak tagjait nevezziik kvazieroknek. Most mar
minden rendelkezésre all az Appell — egyenletek felirasahoz.

4.2 Appell — egyenletek

A keresett Osszefiiggések felirdsa mindezek utdn mar csak tirelem kérdése. A
behelyettesitések utan elvégeztiik a derivalasokat, igy kiadodott harom, elsérendii kozonséges
differencidlegyenlet.

Cmp <d1 + R(;Z,%) =0 (4.2.1)
mp? (p((l + C)d, + Cay03)cos(B) + (1 + C)(6,R + po? sin(ﬁ)))
= = (4.2.2)
= gmp = cos(p)
mp? ((1 + ()65 — Coy05 — a+ C)p;f%sm(ﬁ)) =0 (4.2.3)

Ezekbdl a kvazisebességek derivaltjaira vonatkozo egyenletek algebrai uton
analitikusan meghatarozhatoéak. Ezek mellé allitva az (4.1.1.5) egyenlet 6t komponensét
rendelkezésiinkre 4ll a rendszert leird nyolc darab egyenlet.
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Ro,03
= — 4.2.4
% R + p * cos(B) ( )

. cos(B)(Rg — Cp*oy05 + gp * cos(B)) — p*(1 + C)aisin(B)

) (4.2.5)
(R+p=*cos(B)(1+C)p
. Coy pos * sin(B)
%= %2 <1 +C R+px cos(ﬁ)) (42.6)
. pOo3
a= R+ p v cos(p) (4.2.7)
=0, (4.2.8)

¥ = (cos(B)tan(¥) cos(a — ) — sin(B))o; — tan(V) sin(a — §) o, + (4.2.9)
+(cos(B) + cos(a — ) sin(B) tan(9)) a3 o

9 = cos(pB) sin(a — P) o7 + cos(a — Y) g, + sin(B) sin(a — Y) g5 (4.2.10)

¢ = cos(PB) cos(a — ) sec(9)a; — sec(I) sin(a — P) g, +

+ sin(B) sec(9) cos(a — ) o3 (4.2.11)
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5. Mozgasegyenletek meghatarozasa a Dinamika

alapegyenletével

Amikor idaig elérkeztiink a szamitasokban, gy dontottiink, hogy levezetjiik a (4.2.4-
4.2.6) egyenleteket a Newton modszer segitségével is. A két f6 ok, ami indokolja dontésiinket

a kovetkez6.

Elészor is azzal, hogy Gjra meghatarozzuk ezeket az egyenleteket, ellenérizziik azon
szamitdsaink helyességét, melyeket a 4.1.2 fejezettdl a 4.2 fejezetig bezarolag ismertettiink.

Masrészrol ahhoz, hogy elvégezhessiik a labda leesés vagy megcsuszéas vizsgalatat,
sziikség van a talppontbeli reakciderd nagysaganak ismeretére.

A Newton — egyenleteket is az Rf3-ban fogjuk felirni a sulypontra. Ehhez ismeretlennek
felvessziik a kényszereré komponenseit.

Ezutén felirhat6 a stilypontra hat6 nyomaték.

Valamint az impulzus derivalt nyomatéka.

F
Fgx = |5 (5.1)
F
—p F, 0
M=rT5XFK=lOlX Fy =p[P'Z] (52)
0 F; -5
Ds =0g*e+ w X (Og xw) = Cmp? x & (5.3)

Ahogy korabban is felhasznaltuk a ®@g matrix gombszimmetrikus jellegét, ugy most is
szeretnénk hangsulyozni, hogy a masodik tagban két parhuzamos vektor Keresztszorzata
szerepel, ezért ez egyenld egy nullvektorral. € kifejtett alakjat a 4.1.2 fejezetben ismertettiik.

Ekkor felirhatjuk a Newton egyenleteket a sulypontra.

[1,Da], = [F,M4la (5.4)
Rpo?]
—0% —0f + p’3
R
0,03sin(B) E 0
mp 0.3_/)23;?’ =5+ 0] (5.5)
E -m
. po3sin(B) ’ g
2 R[
Ro,o
Gy + —=r
R 0
o3 (possin — Ro
cmp? +|d, + 010, + 2B~ R0) =p[Fz] 5.5
—-F
. po,03sin(f) Y
03 =010, = i
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A (5.5) és (5.6) egyenletek algebrai rendezése utin megkaptuk a kvazisebességekre
vonatkozo Osszefiiggéseket, melyek megegyeztek a 4.2 fejezetben meghatarozottal.

Ro,05

= — 5.7
% R + p * cos(B) ®-7)
G = cos(B)(Rg — Cp?ay05 + gp * cos(B)) — p?(1 + C)oZsin(B) 5.8)
: (R+p*cos(B)(1+C)p
Coy pasz * sin(f)
A 5.9
7 02<1+C+R+p*cos(ﬁ’) (9)
Valamint megkaptuk a reakcideré komponenseire vonatkozo egyenleteket is.
Rpa? .
F,=mx (R o reos) PO D~ g *sm(ﬁ’)> (5.10)
Cmpo,0,
=— ¢ 511
B 1+C G.11)
R 2
F = Cm * cos(B) (gR + po,03 + gp * cos(B)) (5.12)

(1+C)(R+ p *cos(B))

Ezen a ponton mar érdemes behelyettesiteni a C paraméter hatarértékeit, egyszeriisiteni
azonban csak egy konstans szorzoval tudunk, ezért az 0 egyenleteket kiilon nem ko6zoljiik.
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6. Stabilitasvizsgalat

Mielétt elkezdenénk a stabilitasvizsgalatot, érdemes egy pillantast vetni a (4.2.4-4.2.11)
egyenletrendszerre. A kvazisebességeket meghatarozo (4.2.4-4.2.6) tagok csak a o-tol és a -
tol fiiggnek, ezért ezeket és a (4.2.8) egyenletet kiilon lehet valasztani a tobbitdl. Ebben a
fejezetben ezeknek a valtozoknak a viselkedésével foglalkozunk.

A masik négy ismeretlen meghatdrozhato, ha a kvazisebességek és a f mar ismert,
azonban ezek ugynevezett ciklikus koordinatik. Az ilyen tagok megjelenése a rendszer
szimmetridjara utal, az Euler-szogek esetében a labda gombszimmetridjara, az a esetében pedig
a gyurii forgasszimmetridjara. Mostani vizsgalataink szempontjabol viselkedésiik érdektelen,
ezért az Euler-szogeket ¢és az a-t meghatarozo egyenleteket levalasztjuk, és csak a maradék
négy koordinatat vizsgaljuk.

6.1 Egyensulyi helyek keresése

A stabilitdsvizsgalatot linearizaldssal fogjuk elvégezni. Ehhez meg kell hatdroznunk
azokat az egyensulyi helyeket, ahol vizsgélni akarjuk a labda viselkedését.

Ezek az egyensulyi helyek olyan allapotok, melyek a négy dimenzids fazistérben
konstansok, mi azonban sebességeket irtunk le a koordinatakkal, ezért végeredményben allando
sebességli mozgasokat fognak meghatarozni.

Ha viszont figyelembe vessziik az el6bb ,.elhanyagolt” négy koordinatat is, akkor a
vizsgalt nyolc dimenzids fazistérben mar nem lesznek egyensulyi helyzetek, mert az Euler-
szogek és az a valtozhatnak.

A
6, = f(o;,B) =123 (6.1.1)
B = f(01,B) (6.1.2)
egyenletrendszernek pontosan ott van egyensulyi helyzete, ahol a
=0 =123 (6.1.3)
=0 (6.1.4)

feltételek teljesiilnek. [3] Vagyis keressiik az ezekhez az allapotokhoz tartozé konstans
megoldasokat.

Ezzel elsd ranézésre egy négy ismeretlenes, négy egyenletbdl allo egyenletrendszert
kaptunk, am egy kicsivel tovabb vizsgalodva kideriil, hogy a helyzet ennyire nem egyszerti.
Els6 1épésként érdemes a (6.1.4) feltételt megvizsgalni.

p=0,=0 (6.1.5)

Vagyis egy egyenletiink és egy ismeretleniink ki is esett. Ennek azonban kozvetlen
kovetkezménye, hogy a g, €s g5 kvazisebesség derivaltakra vonatkozo feltételek automatikusan
teljesiilnek, mivel a (4.2.4) és (4.2.6) egyenletek tanulsaga szerint ezek egyenes ardnyossagban
allnak a o,-vel. A g, viszont teljesen fiiggetlen téle.
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Ez alapjan kimondhato, hogy egyensulyi mozgas csak akkor johet 1étre, ha a gdmb
szogsebességének XP és ZP iranyaba mutaté komponense, mas szavakkal a ,,perdiil6” és a
,kering0” mozgas alland6 nagysagu, atesd mozgas pedig egyaltalan nincs.

Ezutan nincs mas dolgunk, mint a (4.2.5) egyenleten keresztiil a ¢,-ra is érvényesiteni
az egyensulyi feltételt.

. cos(B)(Rg — Cp*0105 + gp * cos(B)) = p*(1 + C)osin(B)
" (R +p*cos(BY( + C)p B
Végeredményként tehat eredeti varakozéasainkkal ellentétben egy egyenletet kaptunk

harom ismeretlennel. Ebbdl kifejezhetdek az egyensulyi helyzetek koordinatai egymasbol,
legkdonnyebben a gy.

0 (6.1.6)

g(R + p = cos(B)) — p?(1 + C)afy * tg(B)
Cp?o3g

010 = (6.1.7)

A fiiggvény grafikonjat a 4. dbra szemlélteti. Az alkalmazott paraméterek konkrét
értékét a FIBA elGirasainak megfelelden az els6 tablazat tartalmazza [5]. Minden tovabbi abra
eszerint késziilt.

Megnevezés Jelolés Erték
Labda tomege m 0,6 [kg]
Labda sugara p 0,12 [m]
Gylirti sugara R 0,225 [m]
: . m
Nehézségi gyorsulas g 9,81 [S—Z]
. . . : 2
Tehetetlenségi nyomatéki matrixbol kiemelt konstans C 3 [1]

1. tablazat: az abrak paramétereinek értékei
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4. abra: 0, nagysaga o3, és [, figgvényében.

Erdemes megfigyelni, hogy a g3, = 0 egyenes kornyezetében a ,,perdiil6” mozgas
nagysaga meredeken emelkedik, Ugyhogy ezek a pontok hidba stabilak elméletileg, a
gyakorlatban kevéssé kivitelezhetdek. Ezért ezeket a teriiletek ki fogjuk hagyni az eredmények

Osszegzésénél. Hogy szemléltessiik a fliggvény viselkedését, bemutatjuk o, értékét egy
metszetben az 5. abran.
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1000 ¢

> L

5. abra: g, nagysaga f3, fliggvényében o5, = 0,5 [SI] értéknél.

A o,y meredek emelkedése a 5, = % és By = 7” metszeteknél is tapasztalhaté (also és

felso holtpont, lasd: 1/b abra). A viselkedés magyardzata, hogy adott a3, esetén az 01j egyenlet

010 = €1 + €3 * cos(By) — ¢3 * tg(Bo) (6.1.8)

alaku. Azonban a c5 kitevd nagysagrendekkel kisebb a masik kettdnél, ezért a harmadik
tag csak ott jelentkezik szdmottevden, ahol a tangens fiiggvény végtelenhez kozelit. Ezért a
tovabbiakban ezeket a teriileteket sem fogjuk figyelembe venni.

Tovabba az 5. abrardl az is kideriil, hogy a B, nevezetes értékeinél is eldjel valtas
torténik, ahogy az a a3, esetében a 4. abran latszik. Emiatt feltételezhetd, hogy a labdat nem
lehet majd atbillenteni két, az eldjelvaltas kiilon oldalan 1évo egyensulyi helyzet kozott.

6.2 Po specidlis értékei

Ezutan megvizsgaltuk azokat a stabil mozgasokat, melyek a labdat a gytirli kiils6 és
belsd oldalan mozgatjak.

A belsé holtpontban S, értéke m (1/b abra), amit behelyettesitve a (6.1.7) egyenletbe az
alabbi adodik.

_g(R—p)

= 6.2.1
010 Cptas, ( )

Vagyis a 4. abran szemléltetett g, (030, By) fliggvény ezen metszete tiszta hiperbolikus
jellegli. (Az atrendezések kozben kihasznaltuk, hogy R # p) A kapott kifejezés grafikonjat a 6.
abra szemlélteti.

24



» O3p

\
vo-|150 ¢
\

1

6. abra: gyliri belsé holtpontjan vald gordiiléshez tartozéd egyenstlyi helyzetek lehetséges kezdeti
feltételei. A folytonos vonal a gombhéjra, a szaggatott a tomor gémbre vonatkozik.

Ez a gyakorlat szempontjabol legérdekesebb eset. A 6. dbran az lathatd, hogy minél
gyorsabban gordiil korbe a labda a gytirlin (03,), annal lassabban kell ,,pérdiilnie” (a;,) ahhoz,
hogy mozgasa stabil maradjon.

Kiszamolhatjuk az F, er6komponens értékét ugyan ebben a pontban, igy el tudjuk
donteni, hogy az adott mozgas 1étezhet-e, vagy sem. Ehhez eredményeinket behelyettesitjiik az
(5.10) egyenletbe.

mp?

Fx(po=m) = 7, %o (6.2.2)
Lathato, hogy a kényszererd eldjelét csak a geometria hatarozza meg, mivel azonban az
R > p egyenlétlenség minden esetben fennall, ezért csak pozitiv lehet, vagyis ez a mozgas
mindenképp 1étezik.

Azonban ha nem ragaszkodunk a kosarlabda példajahoz, és képzeletben egy gyiriit
beletesziink egy gomb belsejébe, akkor az eldbbi egyenldség nem teljesiil. Ekkor a reakciderd
negativ. Viszont azaltal, hogy a gylriit a labda belsejébe képzeltiik, valojaban megforditottuk a
két feliiletet, ezért a kényszererd is eldjelet valt. EKkor az eredmény egy olyan mozgas lesz,
amit Ugy lehet szemléltetni, mintha a gytirii ,,hullahopp karikdzna” a gdémbbel.

A (6.2.1) egyenlethez hasonld Osszefiiggés adodik a kosar kiilsé oldalan torténd
egyensulyi mozgas vizsgalatakor. B, ekkor egyeld nullaval (1/b abra), oy, pedig szintén
hiperbolikusan fligg 03,-t0l. A grafikonok a 7. abran lathatéak.

_g(R+p)

= 6.2.3
010 Cp20'30 ( )
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» O3p

7. abra: gytrt kiils6 holtpontjan valé gordiiléshez tartozo egyensulyi helyzetek lehetséges kezdeti
feltételei. A folytonos vonal a gdmbhéjra, a szaggatott a tdmor goémbre vonatkozik.

A kényszerer6 értéke ekkor csak negativ lehet, ilyen mozgas nem valdsulhat meg.

2

mp
Fugom) = = 5 0 (6.2.4)

6.3 Linearizalas

Ahogy azt a 6.1 fejezetben igértiikk, nem elégsziink meg az egyensulyi helyzetek
felkutatasaval. Ebben az alfejezetben bemutatjuk, hogyan dontéttiik el az egyes esetekrdl, hogy
stabil vagy instabil egyensulyt irnak le.

Els6é lépésként linearizaljuk a négy differencidlegyenletet egy altalanos pont koriil.
Ekkor felirjuk a valtozokat

0; = Ojk + Oio i=1,23 (631)

B = Br + Bo (6.3.2)

alakban, majd ezeket behelyettesitjikk a (4.2.4-4.2.6) és (4.2.8) egyenletekbe. Ezutan
meghatarozzuk az igy kapott négy kifejezés elséfokt Taylor — polinomjat.

0£(0,0,0,0) of ()

f(o1k, 02k, O3k, Br) = £(0,0,0,0) + dous (o1x —0) + FEm (o2k — 0) +
JIO PPN /(0 J (6.3.3)
+ FEm (o3, — 0) + a—ﬁk(ﬁk —0)

Az eredmény négy olyan kifejezés, amelyeket 6sszerendezhetiink matrixos alakba.
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R -
0 __10-30 O 0
0:1" Cpasg * cos(By) § Ik
O2k| _|— 30 - 4 0 Ks K|, |92k (6.3.4)
Gar| = 1+O0)R . i O 3.
B 010 , PO30 * SIN([o B
k 0 170 + 7 0 O
0 1 0 0-

(A K3 és K, komponensek til hosszuak ahhoz, kiirjuk 6ket.) A Routh-Hurwitz kritérium
szerint az ily modon jellemzett rendszer akkor stabil, ha a matrix karakterisztikus polinomjara
teljesiil, hogy a

A+ C3A3 + CA% + A + G (6.3.5)

alakban felirt polinom minden egyiitthatoja pozitiv, és minden Hurwitz — determinans
pozitiv.[3] A polinomot a (6.3.6) egyenletnek megfelelden kell kiszamitani.

A cél ezeknek a feltételeknek az érvényesitése. A rovidebb leiras érdekében a matrix
komponenseit atjeldljik.

A KL 0 o0
det[A — A+ 1] = det | K2 1_(31 I_(i K;* — 2% — K,K, — K3Ks — K,Kg)  (6.3.6)

0 Ke 0 -2
Ahol

o A avizsgalt matrix
o [ az egységmatrix

Ebbdl az egyenletbdl lathato, hogy a C, kivételével minden tényez6 nulla, valamint hogy
a karakterisztikus polinomb6l a kiemelés utan egy masodfokil polinom marad, ezért a

determinansokat nem kell vizsgalni. Osszességében csak egy feltételnek kell eleget tenniiik a
kezdeti értékeknek.

CZ = _Kle - K3K5 - K4_K6 > O (637)

Szemléltetés gyanant megrajzoltuk a C, (a3, By) fliggvény grafikonjat a 8. abrara.
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8. abra: a C, (03, By) fliggvény grafikonja. A fekete gorbén kiviili pontok stabil egyenstlyi helyzethez

tartoznak.
A vizsgalati tartomanyok:
Bo € [0,47] (6.3.8)
g30 € [—20,20] (6.3.9)
C; € (=0, ) (6.3.10)

Az abran a fekete vonal jelzi a nullaval egyenld pontokat. A gorbén kiviili teriileten a
feltétel teljesiil, ezért ezek stabil egyensulyi helyzetek. Mivel a 1ényeges informacio a C, = 0
sikban van, ezért ezt a metszetet kiilon is megjelenitjiik a 9. abran.
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9. 4bra: a (6.3.7) feltétel teljesiilésének vizsgalata. A sziirke teriilet pontjai stabil egyensulyi helyzetet jel6lnek.
3 , ey
A szaggatott vonalak a 8, = {g , T, 7”} pozicidkban vannak.

Erdemes kiilon — kiilon is megvizsgalni az alacsony és magas ,keringési” sebességii
eseteket.

Elébbinél a II és III sik negyedben csak instabil mozgés lehetséges, azonban ahogy
noveljiik a ,,keringési” sebességet, bizonyos tartomdnyok ,,stabilizdlodnak”. Tovabba olyan S,
értékek is vannak, amik Ujra instabilla valnak, mint példaul a S, = 3,5 [rad]. Erre mutat példat
a 10. abra.

Ahogy noveljiik a g3¢-t, a C; = 0-hoz tartozo6 értékek konvergdlnak. Az a sév, ami a
végtelenben instabil marad valahol

Bo € [2.6657,3.6174] (6.3.11)
koril van.

Az 1 és a IV sik negyed mindenképp stabil.

10. abra: C, eldjelének valtozasa 5, = 3,5 [rad] esetén
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7. Leesés vizsgalat

A 6.2 fejezetben mar megvizsgaltunk két specialis helyzetet aszerint, hogy az ¢bredo

reakciderd alapjan kivitelezhet6-e a mozgasuk. Ebben a fejezetben Aaltaldnositjuk ezt a
vizsgalatot.

Ehhez at kell rendezniink az (5.10) egyenletet, majd megfigyelni, hogy milyen kezdeti
feltétel esetén milyen eldjelet vesz fel az eredmény. Az 1 feltétel az alabbi alakot olti.

_ pxcos(By)
R + p * cos(B,

)0320 > g = sin(fy) (7.1)

Megjegyezziik, hogy a jobb oldalon all6 kifejezés a nehézségi eré XP tengelyre
merbleges komponense, vagyis az a tag, amelyik ,,leloki” a labdat a gytirirél. A 11. dbran
besatiroztuk azokat a pontokat, melyek eleget tesznek a feltételnek.

loo_l""l'"'I""I"“I""I"“I'

50

030 QF

-50

_100_|....|..".|....

Bo

11. abra: a leesés vizsgalat eredménye. A sotét teriileten talalhatd kezdeti feltételek megvaldsulhatnak a
reakcider6 szerint vizsgalva.

Itt is roviden elemezziik az abra jellegzetes tartomanyait.

Kis g3g-nal leginkabb a nehézségi erdbdl szarmazik a kényszererd, ami akkor lesz
pozitiv, ha ,,rahelyezziik” a labdat a gytrtre. Itt a két sz&lséérték az, amikor a labda a kiils6 és
a bels6 holtpontban van, vagyis az 1/b abra értelmében ekkor § = {m, 21}.

A masik esetben pedig a kényszererd egyre inkabb a labdara haté centripetalis erébdl
szarmazik. Els6 ranézésre gondolhatnank azt, hogy a II sik negyedben nem létezhet olyan eset,
hogy a labda nem esik le, a 11. abra tanulsaga szerint azonban a ,keringd” mozgas
stabilizalhatja az itteni mozgasokat is. Ahhoz, hogy lathassuk, hogy ténylegesen mi torténik
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ilyenkor, tovabbi vizsgalatok sziikségesek. Ahogy az a 11. abrardl leolvashato, ebben az esetben

a szélsoértekek a felso és az also holtponthoz konvergélnak. f = g, 37“}

Ezutan Osszegeztilk a stabilitds és a leesés vizsgalat eredményeit a 12. abran. A
franciakockas teriilet a reakciderdre vonatkozo feltételt veszi figyelembe.

10

030 gl

—10k

12. abra: A stabilitas és a leesés vizsgalat eredményei. A négyzethalods teriileten a reakciderd pozitiv,
ezért az ottani mozgasok megvalodsithatoak, mig a sotétitett teriileten a stabil egyensulyi mozgasok vannak.

Végezetiil a 13. abrara pirossal berajzoltuk azt a harom esetet, amir6l a 6.1 fejezetben
belattuk, hogy elméletileg 1éteznek, mégis kivitelezhetetlenek. Az ott megallapitott harom
egyenes négy teriiletre osztja a (a3, By) fazisteret, és ezek kozott a labda nem tud athaladni,
mert a g;-nak itt szakaddsa van. (A teljesség kedvert jegyezziik meg, hogy minden kiszamolt
eredményiink periodikus a By-ra 2m szerint, ezért a két - két sz€&lso teriilet d6sszetartozik.)

A szdmunkra érdekes teriilet a f € (g, 3;”) tartomdny, ami az 1/b dbranak megfelelden

o

a gyurti belsé oldala, ugyanis nagyrészt itt taldlhatéak azok az esetek, amelyek minden
feltételnek eleget tesznek, valamint itt figyelhetd meg, ahogy a labdat stabilizalja a
forgomozgas.
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13. 4bra: A stabilitas- és a leesés vizsgalat eredményei. A négyzethalds teriileten a reakciderd pozitiv,
ezért az ottani mozgasok megvalosithatoak, mig a sotétitett teriileten a stabil egyensulyi mozgasok vannak. A
piros vonalak a nehezen kivitelezhet6 eseteket jelolik.
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8. Osszefoglalas

A legelsé feladat, ami a dolgozat elkésziiléséhez vezetett, mechanikai ismereteim alapos
novelése volt. Utananéztem a Routh — Voss egyenleteknek, a stabilitas vizsgalatoknak, majd
par héttel késébb az Appell — egyenleteknek is, és megoldottam olyan egyszert sikbeli példakat
az ujonnan tanult médszerekkel, mint a roller és az érme gordiilése sikban. Amikor mar kezdtem
atlatni, hogy mikor mit csinélok, és melyik valtozonak mi a szerepe, akkor eldvettem a térben
gordiild érme 6rok klasszikusat, és gombszeletnek modellezve nekiveselkedtem wjonnan
szerzett legjobb tudasom szerint. Par hétre ra megsziilettek a mozgasegyenletek. Ez volt a dont6
jel arra, hogy nekiveselkedhetek a kosarlabdanak.

Mikozben hosszas satirozasok kozepette eljutottam az egyenletek Osszeéllitasaig a
Routh-Voss - modszerrel, gy dontottem, hogy ez zsakutca lesz. Az egyenletek nem fértek el
egy fektetett Ad-es lap két soraban. Ugyhogy mire eljutottam a kész mozgasegyenletekig az
Appell-, majd a Newton - egyenletekkel, megint rengeteg 01j ismeretet szereztem, melyek dont6
tobbsége a tiirelemrdl és bizonyos rdzsakroél szolt.

Innen mar egyenes Ut vezetett a stabilitds- €s a leesés vizsgalatig. Az eredmények
megddbbentettek. Amikor belekezdtem az egész munkaba, még nem sejtettem, hogy a
természet ilyen elegansan viselkedik.

Majd kovetkezett a munka legjava, a dokumentacido készités. Megint csak sok
meglepetés vart ram, és utdlag elmondhatom, hogy még szivesen finomitanék az eredményen.

Végezetiil szeretnék par szot szolni a téma eddig lezaratlan kérdéseirél. A modelleket
finomitva figyelembe vehetjiik a surlodast, a kozegellenéllast vagy egyéb 1égkori jelenségeket.
A mozgasegyenletekkel a hatunk mogott felrajzolhatjuk a labda palyajat numerikus
modszerekkel, valamint elvégezhetjiik a megcesuszas vizsgalatot. A leesés vizsgalat alapjan
felirhatjuk a labda palyajat szabadesés kozben, és kiszamithatjuk, hogy mozgéasa soran
visszatér-e a gylrlire. Esetleg figyelembe vehetjiik a palankot is. Nem utolso sorban pedig hatra
van az elért eredmények kisérleti igazolasa is.

Ha modositjuk a geometriat, és egy torusz belsejében gordiilé gémbot vesziink
alappéldanak, felirhatjuk a golydscsapagyban lizem kozben ébredd erdket, vagy a Rzeppa - féle
tengelykapcsold kinematikdjat. Ha a gyfir(it fliggblegesen ,.hulldmoztatjuk”, akkor leirhatjuk
azt az tigyességi jatékot, amikor a kosarasok a karjukon korbe-korbe guritjak a labdat. Es a
lehetdségeknek hatartalanok. Azt azonban elmondhatom, hogy sikeriilt leirni egy térbeli
rendszer miikodését.

Ko6sz6ndm mindenkinek, aki hozzajarult ennek az eredménynek az eléréséhez.
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