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1. FEJEZET

Bevezetés

1.1. El6szé

A biolégiai tudoményok fejlédésével egyre nagyobb szerepet kap a novekedéssel kapcsolatos
jelenségek tanulményozdsa. A testben végbemend novekedési folyamatok megismerése ugyanis
nemcsak segit bizonyos betegségek kialakuldsi okainak a feltdrdasdban, hanem lehetdséget teremt

1j kezelési eljarasok kifejlesztésére is.

A kiilonb6z6 szovetek novekedését kiilonbozé novekedési mechanizmusok vezérlik, amelyek
még napjainkig sincsenek teljes mértékben feltérképezve. Tobbek kozott megkiilonboztethe-
tiink térfogati, feliileti, és vonalmenti novekedést, illetve ezeknek valamilyen kombindciéjat.
A novekedés id6beli folyamatédt pedig a test mechanikai és termikus dllapota, illetve egyéb
(pl. kémiai) tényezOk befolydsolhatjdk. A szovetek viselkedését csak ezeknek a novekedési

torvényeknek az ismeretében tudjuk megbizhatéan lefrni.

A tudoménydg fejlodésében és eredményeinek gyakorlati alkalmazdsdban elengedhetetlen
szerepet jatszanak a novekedés modellezésére kifejlesztett végeselemes eljarasok. Ezek egyrészt
megkonnyitik a javasolt novekedési torvényék tesztelését és helyességiik ellenorzését, mésrészt
pedig lehetévé teszik a gyakorlatban bonyolultabb geometridval rendelkezé és altaldnos ter-
heléseknek kitett testek viselkedésének a kvantitativ elemzését. A jelen dolgozat 6 célja a
novekedés modellezésére szolgdlé végeselemes mddszerek elméletének megismerése, illetve ezek

egyikének megvalositédsa.
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1.2. A tartalom rovid attekintése

A dolgozatban a novekedési folyamatok modellezésének elméletét harom {6 fejezeten keresztiil

mutatjuk be.

A bevezetést kovetd masodik fejezetben, a Szakirodalom dttekintése sordan el6szor megis-
merkediink a novekedési folyamatok leirdsénak fejlodésével a kezdetektdl egészen napjainkig,
majd gyakorlatbdl vett példak segitségével ratériink a tudoménydg eredményeinek alkalmazasi
lehetoségeire. A fejezet 6 célja, hogy az olvasé egy atfogd képet kapjon a novekedés modellezé-

sének torténelmi hatterérol és mai allasarsl.

A harmadik fejezet az Elméleti alapok osszefoglaldsa, amelyben roviden felidézziik a leg-
fontosabb kontinuummechanikai fogalmakat és osszefiiggéseket. Ezt kovetoen részletesen bemu-
tatjuk a lagyszovetek modellezésére hasznalt alakvaltozasi gradiens szorzat alaki szétbontdsa-
nak vagy méasnéven multiplikativ dekompoziciénak az elvét, valamint a kiillonb6z6 novekedési
tipusokat és torvényeket. A jelen munkaban megvaldsitott végeselemes program kozel dssze-
nyomhatatlan anyagok modellezésére alkalmas; az Oket leiré egyenleteket is ebben a fejezetben
fejtjiik ki.

Végiil a negyedik fejezet soran ismertetjiik azokat a variacios elveket, amelyekkel felirhatjuk
a test egyensilyi alakjdnak meghatdarozdsdhoz sziikséges egyenleteket, toviabbd bemutatjuk az
ezek megolddsdra szolgdlé Newton—Raphson iterdciét. Az elkészitett végeselemes program
helyességét egyszerti mintapélddkon keresztiil validaljuk az analitikus megolddsokkal valé 6sszevetés-

sel.

A dolgozat végén egy botanikabdl vett jelenség reprodukaldsdval mutatjuk be a program

egy alkalmazdsi lehetoségét.
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1.3. A dolgozatban hasznalt jel6lések

1.3.1. Fontosabb fizikai mennyiségek

Alakvaltozési gradiens tenzor

Az alakvéltozdsi gradiens Jacobi-determindnsa
Jobb oldali Cauchy—Green-féle deformécids tenzor
Bal oldali Cauchy—Green-féle deforméciés tenzor
Lagrange-féle alakvaltozési tenzor

Kis alakviltozasok tenzora

Alakvaltozas-sebesség tenzor

Els6 Piola—Kirchhoff-féle fesziiltségtenzor
Masodik Piola—Kirchhoff-féle fesziiltségtenzor
Cauchy-féle fesziiltségtenzor

Lagrange-féle negyedrendii rugalmassédgi érint6 tenzor

Euler-féle negyedrendii rugalmasségi érinté tenzor

s N QO Q e o Q<HE

Szabadenergia fiiggvény vagy rugalmas potencial

Lamé paraméterek

s =
>~

Hidrosztatikai nyomads

Térfogati rugalmassagi modulusz

=

N Novekedési szorzo

a,00 Novekedési torvény konstansai

1.3.2. Matematikai miiveletek és operatorok

A dolgozat sordn &ltaldnosan a pillanatnyi konfigurdciéban értelmezett mennyiségeket kis-
betiivel, mig a kezdeti konfigurdciéban értelmezett mennyiségeket nagybetiivel jeloljiik. A

vektorokat és méatrixokat vastag betiik, mig a negyedrend{i tenzorokat kalligrafikus betiik jelzik.

A dolgozat sordn hasznalt matematikai miiveletek:

AT Mistrix transzpondltja | tr (A) Métrix nyoma

A~!  Matrix inverze det(A) Maétrix determindnsa
a-b= aibi (A . B)Z] = Azk:Bkj
(a X b)U = (Il'bj A:B= AijBij

(A ®B) = AijB (C:A),; = CijuAn
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A fontosabb matematikai operatorok:

grad(),V  Gradiens
div() Divergencia
DX [u] Iranymenti derivélt

D[], . t]] Push forward és pull back transzformdci6

*



2. FEJEZET

Szakirodalom attekintése

2.1. A noévekedés modellezésének fejlodése

A bioldgiai novekedés tanulmanyozasa a XX. szdzad elején kezd6dott elsbsorban D’Arcy
Thompson munkdssagdval. A tudoménydg alapmiivének tekintheté ,,On Growth and Form”
cimil konyvében a novekedés alakra gyakorolt hatédséat vizsgalta meg részletesebben [25]. Bi-
zonyos élolények illetve részeik ugyanis a fejlodésiik sordn jol definidlt geometridval rendelkez6
alakot vesznek fel, és e folyamatok jellemzése megkovetelte az alakvéltozasnak egy tudoméanyos
megkozelitésii matematikai leirasat. Eleinte tehat a novekedést egy makroszkopikus folya-
matként vizsgaltdk. A sejtbiolégia és a biokémia fejlodésével azonban elkezdett terjedni és
napjainkra kialakult az a nézet, hogy a bioldgiai folyamatokat molekuldris kolcsonhatdasok
vezérlik; ebbdl adéddan pedig a novekedés lefrdsdban a hangsily a sejtek szintjén torténo
tomegnovekedésre helyezodott at [2]. A novekedés modern kontinuummechanikédjéban mindkét
felfogdas — a novekedés mint alak-, illetve mint tomegbeli valtozds — fontos szerepet kap, és
gyakran egyiitt van jelen. Kezdetekben azonban a ketté elmélete a kemény- és a lagyszovetek

vizsgdlatdaval kiilon uton fejlodott.

A novekedés sejt-szintll, tomegnovekedésbeli értelmezése keményszovetek (pl.  csontok)
tanulményozdsdval kezd6dott [19]. A keményszovetek az igénybevételiik soran dltalaban csak
kis mértékben deformdlédnak, ezért leirasukhoz elegendd pontossdgi egy linedris kinematikai
megfogalmazds. Az alakviltozas helyett igy a szoveten beliil lezajld, siirliségvaltozassal jaréd
tomegnovekedés kap elsddleges szerepet. Ezek a bioldgiai folyamatok gyakran megkovetelik
a tobbfdzisu rendszerekre kidolgozott keverékek kontinuum elméletének alkalmazdsat; ekkor a
keményszovet novekedése az egyes fazisok kozotti anyagcesere révén irhaté le [7]. Egy mésik

megkozelitésben a szovetet egyfdzisu nyitott termodinamikai rendszerként modellezik, amely-
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ben a sfirliségprofil alakuldsat tomegforrasok befolyasoljak [16]. Mindkét esetben tehdt megje-
lenik egy djabb szabadsdgi fokként a sfiriiség, amelynek idobeli viltozdsat a tomegmegmaradds
és kiilonbozo novekedési torvények hatarozzék meg. Keményszovetek modellezésére hasznélt
algoritmusok Osszehasonlitdsardl és stabilitdsarol kiillonbozd tipusi végeselemek és integraldsi

sémdk esetén Kuhl et al. munkdjaban olvashatunk bévebben [15].

A lagyszovetek a benniik nagy ardnyban jelen 1év6 viznek koszonhetéen mechanikailag kozel
osszenyomhatatlan anyagként viselkednek [17], azonban a keményszovetekkel ellentétben vi-
szonylag konnyen deforméalhatéak. Modellezésiiknél igy a legnagyobb kihivdst a nemlinedris
kinematika és a novekedés soran a szovetbe épiilé djabb anyagi pontok (6sszenyomhatatlan
sejtek) dltal okozott alakvdltozds leirdsa jelenti. Ez utébbi probléma megolddsdban nagy
eléretorésnek szamitott az vgynevezett ndvekedési konfiguracié gondolata [11]. A novekedési
konfiguracié lehetévé teszi annak az alakvaltozdasnak a leirdsét, amelyet kizarélag a novekedés
hatdsdra megjelend és eltiind anyagi pontok hoznak létre. Az elv matematikai megfogalmazdsa
a milanyagok esetéhez hasonléan az alakvaltozdsi gradiens tenzor szorzat alaki szétbontdsdn
alapszik [21]. Ennél a médszernél az alakviltozds folyamatat szintén novekedési torvényekkel
irjuk le, 4&m ezek a novekedési konfigurdcié idobeli alakuldsdra vonatkoznak, és nem a sejtek
szintjén torténd tomegnovekedésre. A dolgozatban ezt a médszert ismertetjiik részletesen, majd

megvalésitunk egy ra épiilo végeselemes eljarast.

A novekedési folyamatok modellezésének a fentiekben bemutatott fejlédési ive természete-
sen csupan egy altaldnos irdnyvonal amely mentén a tudomédnyag haladt. Az elmilt évtizedek
sordn szamos egyéb teriiletrol és modszerrol sziilettek még fontos eredmények. Tobbek kozott
kiemelhetjiik a feliileti novekedés matematikai lefrédsdval foglalkozé munkélatokat [22], [23], ame-
lyekben tdgynevezett novekedési sebesséquektorok segitségével sikeresen josoltdk meg kiilonbozo
szarvak, agancsok, illetve kagylok novekedését. Az dsszenyomhaté szovetek leirdséandl pedig
fontos szerepet kaptak a sejt-szintii tomegnovekedés és a makroszkopikus alakvéltozds egyiittes

hatdsat osszekapcesol6 kutatasok [9], [18].

Napjainkra szamos kiforrott mdédszer alakult ki a kiilonb6z6 tipusu szovetek kiilonb6zo
novekedési folyamatainak modellezésére. Az utébbi években tobb cikk jelent meg ezek Ossze-
foglaldsérol és rendszerezésérol, valamint a tudoménydg korunkbeli kihivasairol [3], [14], [19].
Ezek koziil taldan a legfontosabb a biolégusokkal valé kommunikacié az egyes novekedési torvények
kisérleti dton torténd meghatdarozdsa és validdldasa érdekében, hogy a meglévo végeselemes

eljarasok minél elobb gyakorlati alkalmazédst nyerhessenek.
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2.2. Alkalmazasi lehetoségek

A novekedési jelenségek vizsgédlatdnak egyik kiemelkedd alkalmazdsi teriilete az orvostu-
domdny. A novekedés modellezése jszeriisége miatt egyeldre foleg betegségek kialakuldsainak
és hatdsainak megismerését segitette nagymértékben elo; gyakorlati alkalmazasoknak még csak
a csirdival taldlkozhatunk. Azonban nem szabad aldbecsiilni a megismerés jelentéségét, hiszen

ezaltal jutunk hozzd ahhoz a tudédshoz, amit a jovoben orvosi célokra is hasznositani lehet.

A csontok terhelés hatdsara bekovetkezo stiriiségvéltozasdnak modellezésével sok csontritkulds-
sal kapcsolatos jelenség megjosolhatéva valt. Ilyen példaul az tirhajosok silytalansdgbeli al-
lapotdbdl ad6dé csontvesztesége [16]. Fény deriilt arra is, hogy a hagyoményos csippro-
tézisek miért okoznak lokélis csontritkuldst a csontra juté terhelés csokkentésével. Ez lehetévé
tette olyan implantdtumok kifejlesztését, amelyek akdr személyre szabottan gatoljak a ritkulds
bekovetkezését [3]. A régi és az j tipusu protézisek dltal okozott siirtiségprofil véltozast az 1.a,b
abrakon lathatjuk. Egy mésik kutatécsoport munkdjéban az alanyok csontjainak egészségiigyi
allapotédt a testtartdsuk alapjdn hatdroztdk meg [20]. A moédszer fejlesztésével elkeriilhetévé
valhat a napjainkban haszndlt csontsiirtiség profil felvételéhez sziikséges rontgensugaras eljéras.
Szorosan ide kapcsolédnak azok a munkdlatok is, amelyek a sportolk szervezetében nagy ter-

helés hatdsédra kialakuldé krénikus iziileti problémék eredetének feltdrasaval foglalkoznak [24].

t =101
t =125

- t =150
-

T

l_, |

l,/ o t = 200
|/ A .'A’ po—py

l.a dbra. Régi tipusu csipdprotézis hatdsa a siirtiségprofilra [3].

A csont kozepénél erdteljes ritkulds figyelheté meg az id6 sorén.
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1.b dbra. Uj tipust csipdprotézis hatdsa a sfirtiségprofilra, [3].

Az el6z6 példaval ellentétben itt mar nem kovetkezik be nagymértékii csontritkulés.

A csontok vizsgalatabdl a novekedés numerikus modellezésének nemrég egy mésik érdekes
alkalmazdsi teriilete fejlodott ki. Az alapgondolat az evoliciébdl ered, miszerint a csontokban
olyan nodvekedési mechanizmusok alakultak ki, amelyekkel képesek jol alkalmazkodni a rajuk
esO terhelések elviselésére. Ha egy élettelen, mechanikus struktirdt a numerikus modellezés
szintjén engediink noni, akkor a csonthoz hasonlé médon adott terhelés mellett az alakja és
stirtiségprofilja egy ideslisabb allapot irdanysba valtozik. Igy végsé soron a novekedés modelle-
zése megteremti a struktirdk tervezésének és optimalizaldasdanak a lehetdségét is [27].

A lagyszovetek térfogati és felszini novekedésének modellezése is egyre tobb teriileten nyer
felhasznsldst. Egési sériilések, sziiletési rendellenességek, illetve egyéb, sebészeti beavatkozast
igényld miitétek utdn a regenerdciéhoz hozzitartozik a sebhely borrel valé lefedése. A bor
novekedésének szimuldcidjaval lehetoség nyilik a folyamat irdnyitdsdara és a seb dltal hagyott
nyom lathatésaganak csokkentésére [6]. A szivkamrék és az artéridk falvastagsdgdnak valtozdsa
kiilonbo6z6 szivbetegségek és érrendszerbeli problémék kialakuldsdhoz vezethet; a haldlesetek
egyik leggyakoribb okozéi pedig még napjainkban is a szivbetegségek [12]. Erthetd tehdt,
hogy az ilyen simaizombdl all6 szovetek novekedési folyamatainak a vizsgdlata kiemelkedd
fontossagu, hiszen ezek megértése segithet 1j kezelési eljdrdsok kifejlesztésében valamint az ed-
digiek javitasaban [1], [13]. Hasonlé a motiviciéja azoknak a kutatdsokat, amelyek a rovidlétés

és a zoldhélyog kialakuldsdanak okait probéljak novekedési modellek segitségével magyardzni [8].
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Elméleti alapok 6sszefoglalasa

3.1. A kontinuummechanika alapjai

A dolgozat megértéséhez sziikséges alapvetd kontinuummechanikai fogalmak és kifejezések
ismeretét az ir6 feltételezi az olvasé részérdl. A legfontosabb mennyiségeket és Osszefiiggéseket
azonban a konnyebb &tlathatésag kedvéért ebben a fejezetben roviden 6sszefoglaljuk, kivetve

Bonet és Wood nemlinedris kontinuummechanikdrél szol6 konyvének logikajat [5].

3.1.1. A mozgas kinematikdija

A kontinuummechanika deformdalhaté testek mozgasanak leirdsdval és mechanikai jellemzésével
foglalkozik. A testeket végtelen mennyiségii anyagi pont Osszetételeként képzeljiik el, amelyek

alakvéltozas elotti és utdni poziciéja kozott matematikailag egy ® leképezés teremt kapcsolatot:
x = ®(X, ). (3.1)

A test X koordinatdkkal leirt helyzetét nevezziik a kezdeti- vagy referencia konfigurdcionak,
amely viszonyitasi alapként szolgdl a test deformdcidjat és egyéb jellemzoit leiré egyenletek
megfogalmazasdhoz. A test alakvéltozas soran felvett 1j alakja alkotja az x koordindtak dltal
leirt pillanatnyi konfigurdciét. A tovdbbiakban a két konfigurdcié kinematikai jellemzdinek
megkiilonboztetésére a helyvektorokhoz hasonléan kis- és nagybetiiket hasznalunk.

A kezdeti és a pillanatnyi konfigurdciéban értelmezett kinematikai és mechanikai mennyi-

ségek egymas kozotti atszamitdsara szolgdlnak az tigynevezett push forward és pull back miiveletek:

x = 0,[X] = &(X, t); X =0 '[x] = d(x,1). (3.2)
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A bevezetett ®@.[] egy olyan operdtor, amelynek jelentése és kiszdmitdsi médja magatol az
operandusatol fiigg. A fenti egyenletben példdul a helyvektorok atszamitdsahoz maga a ®
leképezés alkotja a végrehajtand6 miiveletet. A push forward és pull back koncepcidk haszndlata
jelentés mértékben le fogja egyszeriisiteni az 6sszetettebb kifejezések dtszamitasat a kiilonbozd

konfiguraciok kozott.

3.1.2. Alakvaltozasi tenzorok

A test deformaécio el6tti és utdni jellemzdinek tsszevetéséhez sziikség van olyan mennyi-
ségekre, amelyek az elszenvedett alakvaltozas mértékét frjak le. Ezek alapjdul szolgil az F

alakvdltozdsi gradiens tenzor:

0P
F=— 3.3
aX ) ( )
amelynek determindnsa
J =detF. (3.4)

Segitségével kifejezhetdek a kezdeti és a pillanatnyi konfigurdciéban értelmezett elemi vektorok,

feliiletvektorok és térfogatelemek kozotti kapcesolatok:

dx = &,[dX]=FdX; (3.5a)
da = ®,[dA] = JF TdA; (3.5b)
dv = ®,[dV]=JdV. (3.5¢)

Az alakviltozasi gradiens felhasznédlasaval egyéb mennyiségeket is definidlhatunk az alakvaltozéas
mértékének jellemzésére. Ezek koziil a legfontosabbak a jobb és bal oldali Cauchy—Green-féle

deformdcids tenzorok:

C = F'F, (3.6)
b = FF7, (3.7)

illetve a Lagrange- vagy Green-féle alakvdltozdsi tenzor:

E=-(C-1). (3.8)

N
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3.1.3. Fesziiltségtenzorok és egyensiilyi egyenlet

A deformalddé testben ébred6 fesziiltségek kapcsolatot teremtenek a test egy adott pont-
jan dtmend elemi feliiletek és a rajuk haté erévektorok kozott. Matematikai megfogalmazés-
ban a kiilonb6z6 fesziiltségtenzorok a dA vagy da feliiletvektorokat képzik le a kezdeti vagy
pillanatnyi konfiguraciéban értelmezett dF vagy df erékre. Az igy definidlhaté tenzorok koziil
a legfontosabbak a Cauchy-féle fesziiltségtenzor:

df = oda, (3.9a)

és az elso és mdsodik Piola—Kirchhoff-féle fesziiltségtenzorok:

df = PdA, (3.9b)
dF = SdA, (3.9¢)
amelyek kifejezhetéek o segitségével:
= JoF 7T, (3.10)
S = Jo 'o]=JF loF T (3.11)

Az utobbi egyenletben S és o kapcsolatat az ugynevezett Piola-transzformdacio adja, amely egy
térfogati skdlazassal 6tvozi a push forward vagy pull back miiveleteket.
A kontinuummechanika alapegyenlete egy terhelés ald helyezett test egyenstilyi dllapotdnak
a feltételét irja le. A testre haté kiilsé erdk egyenstlyabdl levezetheté ennek differencidlis
formdja:
dive +g =0, (3.12)

ahol g az egységnyi tomegre haté térfogati erd. A fenti egyenlet végeselemes megfogalmazdsa
teszi lehet6vé a test egyensiilyi alakjanak meghatarozasdt. A kiilsé nyomatékok egyenstlydabdl

a jol ismert o = o azonossig kovetkezik, azaz a Cauchy-féle fesziiltségtenzor szimmetrigja.

3.1.4. Hiperelasztikus anyagmodellek

Kiilonboz6 anyagt testekben ébredd fesziiltségek és a testek alakvaltozasdnak mértéke
kozotti kapcesolatot kiilonbozé anyagtorvényekkel frjuk le. Az elmilt évtizedek sordn szdmos

ilyen torvény alakult ki az anyagok viselkedésének minél pontosabb kozelitéséhez.



12 3. FEJEZET ELMELETI ALAPOK OSSZEFOGLALASA

Hiperelasztikus anyagoknadl a testben ébredo fesziiltségek egyértelmii fiiggvényei a pillanat-
beli deformécionak. Ilyenkor az anyag viselkedését a kezdeti konfigurdcié egységnyi térfogatd-
nak az alakviltozasdhoz sziikséges U szabadenergia fiigguénnyel vagy mds néven rugalmas po-
tencidllal jellemezhetjiik. Egy gyakran hasznilt anyagmodell az tigynevezett tsszenyomhaté

Neo-Hooke anyagtorvény:

A
\II(C):g(trC—S)—uan+§(an)2, (3.13)
ahol a p és A\ anyagi jellemzok az tigynevezett Lamé paraméterek. A torvény egyes Ossze-

nyomhatatlan anyagok viselkedését is jol leirja. A J = 1 feltétel behelyettesitésével:

¥(C) = g (trC —3). (3.14)
Az sszenyomhatatlansag feltételét azonban a végeselemes eljards soran gyakran nehéz szigo-
rdan biztositani. Kozel 6sszenyomhatatlan anyagok esetén az alakvaltozdshoz sziikséges ener-

gidt egy torzuldsbdl és egy térfogatvaltozasbdl szarmazoé részre bontjuk:
¥(C) = U(C) + U(J). (3.15)

A lagyszovetek akar 60-70%-ban vizbdl dllnak, igy elsé megkozelitésben mechanikailag ilyen
tipusi anyagnak tekinthetéek. A jelen munka sorén is a fenti anyagtorvényt fogjuk alkalmazni

és részletesebben a 3.2.3. fejezetben foglalkozunk vele.

A szabadenergia fiiggvény ismeretében 6sszenyomhaté és kozel 6sszenyomhatatlan anyagok

esetén a masodik Piola—Kirchhoff-féle fesziiltségtenzort az

ov
S=2— 3.16
50 (3.16)
Osszefiiggéssel szamithatjuk ki az alakvéltozds fiiggvényében. A végeselemes eljards sordn alkal-
mazandé Newton—Raphson iterdacié keretén beliil sziikségiink lesz a fenti kapcsolat linearizalé-

sara:

_ 08,08, 0w
COE  ToC T 9CcaoC’

ahol bevezettiik a C Lagrange-féle rugalmassdgi érintd tenzort, amelynek a pillanatnyi konfigu-

c (3.17)



3.2. ANYAGNOVEKEDES 13

raciobeli megfeleldje az Fuler-féle rugalmassdagi érinto tenzor:

s = Je.c; (3.18)
3
Skt = J Z FirFsFrog FirCrikr.- (3.18Db)
1JK.L=1

3.2. Anyagnovekedés

Az alabbi fejezet sordn részletesen bemutatjuk a lagyszovetek térfogati novekedésénék mo-
dellezésére hasznalt multiplikativ dekompozicié elvét. Az elv matematikai megfogalmazdsdval
el6szor Rodriguez et al. (1994) cikkében talalkozhatunk [21], a ldgyszovetekre valé alkalmazés-

hoz sziikséges alapgondolatok pedig Liu et al. (2014) munk&jédbol szarmaznak [17].

3.2.1. A novekedés kinematikija

A novekedési jelenségek figyelembevételéhez elsé 1épésként sziikség van a novekedés kine-
matikai lefrdsara. Ennek médja kordntsem egyértelmii, hiszen novekedés kozben folyamatosan
anyagi pontok adédnak hozzd a testhez illetve tavolodnak el a testrol. A folyamat kezeléséhez
a gyakorlatban leginkdbb elterjedt mddszer az alakvaltozds felosztdsa egy rugalmas és egy
novekedésbol szarmazé komponensre az alakvéltozasi gradiens szorzat alaki szétbontdsédval
[21]:

F = F°FY, (3.19)

ahol F¢ az eddig megszokott médon a rugalmas deforméciét leiré tenzor, az F9 tényezo pedig
az ugynevezett novekedési tenzor. A tenzorok determindnsai kozott a fenti egyenlethez hasonlé
modon fenndll, hogy

J=JJ, (3.20)

ahol J¢ = det F¢ és J9 = det FY.

A novekedési tenzor fogalmanak megértéséhez tekintsiik a 2. &dbrdat. A kezdeti By és
a pillanatnyi B; konfigurdcién kiviil itt megjelenik egy harmadik kozbensd BY, tgynevezett
novekedési konfigurdcid. A novekedési konfiguracié a mar novekvd és terhelés alatt 16vo test
egy olyan elképzelt dllapota, amelyben a test minden pontja lokdlisan fesziiltségmentes. Ez az
allapot a kezdetihez képest tehdat kizardlag a novekedés hatédsdra megjelend és eltiind anyagi
pontokban térhet el. A két konfiguracié kozotti leképezést az F9 tenzor irja le, amely szemléletes
fizikai jelentése eszerint az, hogy megadja az egyes elemi térfogatrészek alakjanak pusztdn az

anyagnovekedés hatdsdra bekovetkezo véltozasat. Novekedés nélkiil F9 = I, kiilonben pedig F9
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konkrét alakja a novekedés tipusatol fiigg; ezekrdl késébb, a 3.2.4. fejezetben lesz sz6. Az egyes
konfiguraciékban értelmezett mennyiségek kozotti transzformaciok kezelésére @, [ operdtorhoz
hasonléan bevezetjiik a ®¢[] rugalmas és a ®I[| novekedési push forward, illetve ezek inverzével
a megfeleld pull back operatorokat. Adott tipusi mennyiségek esetén ezek alakja megegyezik
®,[] alakjaval, csak az dltaluk képviselt miiveleteket F helyett rendre Fe-vel és F9-vel kell
végrehajtani.

A novekedési konfigurdcié dltaldban kinematikailag inkompatibilis, azaz tilfedések és sza-
kadasok jelennek meg benne. Az alakvaltozas rugalmas komponense biztositja azt a tovdbbi
deformaciot, amely ebbdl az dllapotbdl a test egy Osszefiiggd és egyenstilyban 1évd végleges
alakjat hozza létre. Az alakviltozdsi gradiens szorzat alaku szétbontdsdnak elvével ezdltal
a szovetek tehermentes dllapotdban a novekedés hatdsdara ébredd belsod fesziiltségeket is meg
tudjuk hatdrozni [26]. A mdédszer tovabbi fontos elénye, hogy lehetévé teszi a novekedés lefrasat
a kezdeti konfigurdcié megtartdsa mellett. Igy a peremfeltételek és terhelések megaddsa a

novekedés nélkiili esethez hasonléan nagyon egyszeriien kezelheto.

2. dbra. A kezdeti, pillanatnyi, és novekedési konfigurdcidk értelmezése [14].

A testekben tehdt az alakvaltozas novekedésbdl szdrmazo részét egy adott idépillanatban az
F9 novekedési tenzor jellemzi, amelynek értéke pontrél pontra eltérd lehet. A novekedési folya-
mat sordn FY értéke idoben is valtozik, és igy a test helyzete és alakja is minden idopillanatban
mds lesz. Ez azonban egy nagyon lasst folyamat, sebessége elhanyagolhaté a rugalmas defor-
méiciééhoz képest. A gyakorlatban ez annyit jelent, hogy FY értéket dllandénak tekinthetjiik a
(3.12) egyenlet altal megszabott pillanatnyi egyensily bedlltdig.

A rugalmas alakvéltozas leirdsara szolgdlé mennyiségeket a tovdbbiakban F¢-hez hasonléan

a felsé e indexszel fogjuk jelolni; igy az alakvaltozds mértékére bevezethetjiik a kiilonbozé
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alakvaltozasi tenzorok rugalmas megfelel6it:
C*=F F%  b°=FTF, (3.21)

illetve 1
E¢ = 3 (C°-1). (3.22)
A novekvo testben ébredd fesziiltségeket alapvetéen ezekkel a mennyiségekkel hatarozhatjuk

meg; koziiliik C¢ és E° egyszerii algebrai dtalakitdsok utédn felirhatok C és E fiiggvényében:

—1 1

C° = @ '[8,[C]=FY CF’ ; (3.23)
1/ r
— g g9 _
+3 <F F 1) . (3.24)

1

E° = FY EFY

3.2.2. Novekedési szabadenergia fiiggvény

A 3.1.4. fejezetben bevezettiik a U szabadenergia fiiggvényt, amely megadja a rugalmas
alakvéltozas hatdsara felhalmoz6dé energidt a testben. Novekedés esetén a test a novekedési
konfiguraciéhoz képest szenved rugalmas alakviltozast, és igy a W€ rugalmas potenciélt is ebben
a konfigurdciéban tudjuk hasonléképpen értelmezni. Példaul, kozel 6sszenyomhatatlan Neo-

Hooke anyag esetén a (3.15) egyenlet az alabbi formét olti:
Te(C) = U¢(Ce) + Ue(J°). (3.25)

Itt azonban W€ nem a névekedési konfiguricié egységnyi térfogatdara vonatkozik, hanem a kezdeti
konfiguracié egy infinitezimalis elemének a novekedés utédni térfogatara. A kezdeti konfiguracio
egységnyi térfogatdban felhalmoz6dé energiat a W9 novekedési szabadenergia fligguénnyel tudjuk
megadni [17]:

UI = JIve, (3.26)

Az alakvéltozés szorzat alaku szétbontdsanak elvével ezt gy képzelhetjiik el, hogy mivel a meg-
novekedett térfogat minden pontja ugyanakkora rugalmas alakvaltozast szenved, ezért benne
J9-szer annyi energia halmozddik fel, mint novekedés nélkiil.

A szabadenergia fiiggvényt azért fontos definidlnunk a kezdeti konfigurdcion, mert itt a test-
ben felhalmoz6do teljes energiat meg lehet hatdrozni W9 térfogati integraljaval. Ezt a novekedési
konfigurdcién nem tudnédnk megtenni annak inkompatibilitdsa miatt. A testben felhalmoz6do
energidra az egyensilyi egyenlet integrdl alakjanak a felfrdsahoz haszndlt varidcios elvek meg-

fogalmazdsanal lesz sziikségiink.
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3.2.3. Anyagmodellek

A novekedési szabadenergia fiiggvény ismeretében a (3.16) egyenlettel meghatarozhatjuk

a kezdeti konfigurdcién értelmezett mésodik Piola—Kirchhoff-féle fesziiltségtenzort:

g
S 2%%. (3.27)

Az osszetett fiiggvények derivdlasdra vonatkozé lancszabdaly alapjan

S = 2J9§ie : %Cé = JOFT (2226) RO (3.28)

A kapott kifejezést (3.11)-el Osszevetve lathatjuk, hogy a zardjelben szereplé mennyiség a

novekedési konfigurdciébeli mésodik Piola—Kirchhoff-féle fesziiltségtenzorral azonosul:

ouc
aCe

J9 DI[S]. (3.29)

*

Se=2

Konnyen beldthaté, hogy S¢ és a Cauchy-féle fesziiltség kozott szintén a Piola-transzformaécioé

teremt kapcsolatot:

o = J'®,[S]=J'FSF’ (3.30a)
— J< T (FOFY) (JQFQ”SEF»‘/’T) <F9TF€T) (3.30b)
= J° F°SFC =J° S, (3.30¢)

Az S¢ fesziiltségtenzornak a C¢ rugalmas alakvaltozéstol valo fiiggesét a (3.17) egyenlettel

anal6g modon a
0S¢

=2
oCe

rugalmasségi érinté tenzor bevezetésével frhatjuk le, amelynek kapcsolatat a kezdeti és pillanat-

ce (3.31)

nyi konfigurdcié mennyiségeivel az alabbi osszefiiggések adjdk:

co=J9'v9[C = JD [q], (3.32)



3.2. ANYAGNOVEKEDES 17

ahol az egyes transzforméciok indexes formaja:

ik = Z Jg_lﬂ%ﬁ}ngkgKﬂgLCUKL; (3.33a)
[JK,L
e 1 e e e e e
Sijkt = Z SO FGF e FirCryk - (3.33b)
1,JK,L

Ko6zel 6sszenyomhatatlan Neo-Hooke anyagok

Az eloz6 fejezetben ismertetett elméleti sszefiiggések altaldnos anyagokra érvényesek,
azonban e TDK munka keretén beliil csak egy kivdlasztott anyagtorvényre vonatkozoé szamita-
sokat valésitottuk meg MATHEMATICA kornyezetben. Az aldbbiakban kifejtjitkk a kozel
osszenyomhatatlan Neo-Hooke anyagokat leir6 egyenleteket, elokészitve beépitésiiket egy véges-

elemes eljaras keretébe.

A kozel 6sszenyomhatatlan Neo-Hooke anyagtorvénybdl szarmazé rugalmas potencialt (3.25)-
el definidltuk, azonban a benne szereplé mennyiségeket itt bévebben kifejtjiik Bonet és Wood
nyoman [5]. Az egyenletben a kalappal ellatott ye mennyiség az alakvaltozéasi energia torzulds-

bél szarmazoé része (deviatoric component):

A

Be(Ce) =

o=

(tr Ce— 3) , (3.34)
ahol
¢ =det (C) VP Ce =g Ce (3.35)

Az alakvéltozési energia térfogatvaltozésbdl szarmazo komponense az U¢(.J¢) volumetrikus tag,

amelyet gyakran az aldbbi médon adunk meg [5]:
1 2
Ue(Je) = 3 (Je—1)". (3.36)

Itt k egy skaldrértékii szam, az tigynevezett bulk modulusz, amely a rugalmas térfogatviltozas
biintetésével kényszeriti ki az dsszenyomhatatlansdgot. Minél nagyobbra vélasztjuk x értékét,

anndl jobban érvényesiil az anyag 6sszenyomhatatlan jellege.

A rugalmas potencidlt (3.29)-be helyettesitve kifejezhetjiik a rugalmas mésodik Piola—Kirchhoff-

féle fesziiltségi tenzort:
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owe
dCe

ove N ,dU 0J°
dCe ' “dJe Ce

S¢ = 2

= 2

_ 1 _ _
— g (I—gtr C°.Ce ) LpJece

— Se/ _'_pjecje_l7

(3.37a)

(3.37b)

(3.37¢)

(3.37d)

amely a (3.25) szabadenergia fiiggvényhez hasonléan szintén két részre vélaszthaté szét. A

felbontast a kezdeti és pillanatnyi konfigurdciéban értelmezett fesziiltségeken is elvégezhetjiik:

S — Jipy " [Se’+pJ€ce”}
— S +pJC,

valamint
o = Jlo [S@’erjece‘l}

. 1
= pJe" (be—gtrbe-I> +pl

= o' +pl
A fenti képletekben bevezetett
aue
= e € _ 1
P=—m =K (J°=1)

mennyiség megfeleltethetd a belsé hidrosztatikai nyomésnak.

(3.38a)
(3.38D)

(3.39a)

(3.39b)
(3.39¢)

(3.40)

Hasonl6an az eddigiekhez, a rugalmas érinté tenzorok is tobb komponensre bonthatéak [5]:

e el e(e !
oo _ 908" _ 087 0pJ°C

aCc — “9Ce 50«
02e aJeCe™ .

= 4 2 2J¢C*®
acacs T¥ oo TC @

= C°+CitCe,

dp
dCe

(3.41a)

(3.41Db)
(3.41c)
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illetve

—1

s = J ®[C]=3¢
C = J99Y ' [c|=C+C,+C,. (3.43)

Az egyes tenzorokra vonatkozo képleteket a Melléklet A1. pontjaban fejtettiik ki.

3.2.4. Novekedési folyamatok leirasa

A novekedésnek tobbféle fajtdja, modja létezik, amelyeket az F9 novekedési tenzor alakja-
nak megfelel6 megvilasztasaval irhatunk le; a novekedés iddbeli lefolydsanak jellemzésére pedig
kiilonb6z6 novekedési torvények szolgédlnak.

A novekedési tipusok egyik legegyszeriibb esete a térfogati névekedés, amely sordn az anyag

a tér minden irdnydban egyforma mértékben né [9)]:
F9 = M. (3.44a)

Itt A7 a novekedés mértékével ardnyos skaldris novekedési szorzd. Térfogati novekedés jellemzi
példaul artéridk, tumorok, és gyiimolcsok novekedését. Izotrép feliileti novekedés esetén az

anyag csak az ng normalisu feliilet sikjaban né [14]:
F9 = M+ [1 — A ny ® no, (3.44b)

ahol az ny vektor a kezdeti konfigurdciéban van értelmezve. Légutak faldanak, a boérnek, és
a szivbillentyiik novekedését F9 fenti alakja irja le megfeleléen. Végiil szdliranytd novekedés

esetén a test csak az ng irdny mentén né. Ekkor a novekedési tenzor alakja [14]:
F9 =1+ [\ — 1] ny ® ny, (3.44c¢)

amely alkalmas tobbek kozott egyes novények és izomszdlak novekedésének leirdsara. A novekedés-
nek szdmos egyéb tipusa is létezik, pl. az anizotrép novekedés, vagy a fenti harom eset
Osszevondsabol adédé kombindlt novekedés.

A novekedés idébeli lefolydsat az F9 tenzor id6 szerinti derivaltjara vonatkozo torvényekkel
frhatjuk le. A kiilonbo6z6 szovetekben lezajlé kiilonbozo novekedési folyamatok bonyolultsdgdabdl
és sokféleségébol eredden ezek a torvények a mai napig nincsenek teljes mértékben feltérképezve

és rendszerezve. A novekedés mértékét befolydsold tényezok kozé tartozik maga az F9 tenzor,
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a test mechanikai és termikus dllapota, tovabbd szdmos egyéb tényezd és kiilvildgi inger pl.
fényhatdsok, anyagkoncentraciok, hormonok és gének érvényesiilése, stb. [19]. Ezen utébbi
mennyiségek figyelembevétele megkovetel a dolgozatban ismertetettnél egy altalanosabb anyag-
lefrast, termodinamikai és keverékelméleti egyenletekkel kiegészitve. A novekedési tenzor és a
mechanikai dllapot hatdsa azonban a jelen munka keretén beliil is érvényesiilhet. A novekedési

torvényt ekkor az aldbbi forméban fogalmazhatjuk meg [17]:
FI = f(F9,M). (3.45)

A fenti egyenletben f az F9 novekedési tenzor és az M mechanikai jellemzok Osszességének egy
tetszoleges fiiggvénye. Példaul az artéridk és a sziv falvastagsdgdnak novekedése a vérnyomads
altal létrehozott fesziiltségektol fiigg; a bor és izomrostok névekedését pedig a megnytilasuk
mértéke vezérli [14].

A kiilonboz6 novekedési mechanizmusok sszefoglaldsat és csoportositdsat az elmilt évek
sordn tobben is megkisérelték. Ellen Kuhl 2014-ben megjelent cikke egy atfogd képet ad a
napjainkig feltérképezett biolégiai rendszerek novekedési folyamatairdl, és ajéanlatott elolvasni

az itt nem részletezett jelenségek alaposabb megismeréséhez [14].



4. FEJEZET
Végeselemes eljaras

A 3.1.3. fejezetben tdrgyalt egyensilyi feltétel a (3.12)-es differencidlis forméjéban nem épit-

hetd be egy végeselemes eljardsba. Ehhez sziikségiink van az egyenlet integrél alakjara, amely
felirhaté a virtudlis munka elvének vagy varidciés mdédszerek alkalmazdsdval. A varidciés meg-
fogalmazds konnyen lehetévé teszi az ugynevezett volumetric locking jelenség elkeriilését is,
igy a kovetkezokben ezt a megkozelitést mutatjuk be Bonet és Wood (2008) nyomén [5]. A

kidolgozott végeselemes algoritmus folyamatdbraja a Melléklet A2. pontjadban taldlhato.

4.1. Hu—Washizu-féle variacios elv

Egy test egyensilyanak feltételét eloszor Newton révén a testre haté kiils6 erdk és nyomatékok
egyensilyaval azonositottdk. Keésébb elterjedt egy masik megfogalmazds, amely energetikai
szemszogbol kozelitette meg a kérdést. A kontinuummechanikdban a varidciés elvek alkalmazé-
sandl felfrjuk a test bels6é és potencidlis energidjat integrdl alakban, és megkoveteljiik, hogy
ez a funkciondl az egyenstilyi dllapotban minimadlis legyen. Az 6sszenyomhatatlansag feltétele
azonban gyakran a végeselemes eljardson beliil a rendszer mesterségesen merev viselkedéséhez
vezet. Ennek a volumetric locking néven ismert jelenségnek az elkeriilésére egy gyakran alkal-
mazott médszer az energia torzuldsi és térfogati komponenseinek a kinematikailag fiiggetlen

leirdsa egy tgynevezett Hu—Washizu funkciondl segitségével [5]:

HHW (q),je,p) :/

o [@e(ce) + Ue(je)} dv + / Jop (J¢ = T¢) dV — Mgy (B) . (4.1)

14

A fenti egyenletben a (3.25)-6s rugalmas potencidlt J9-vel silyoztuk (3.26) alapjén a novekedés

figyelembevételére. A bevezetett J¢ valtozo teszi lehetévé a rugalmas energia U torzuldsi és U*

21
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térfogati komponensének a kinematikailag fiiggetlen kezelését; a J¢ = J¢ feltétel teljesiilésérdl
pedig a p Lagrange-féle multiplikdtor gondoskodik. A kiils§ erék potencidljat Il (®)-vel
jeloltiik, és az integraldst a nagybetiis jeloléshez hiven a kezdeti konfiguraciéban kell végre-

hajtani.

A (4.1) funkcional stacionaritdsénak feltétele, hogy a ®, J¢, és p valtozok szerinti varidcija
zérus legyen. Az egyes varidcidk végrehajtdsa sordn a 3.2.1. fejezetben részletezett okok miatt
F9 értékét idoben dllandénak tekinthetjiik. A Iy fliggvény egy tetszoleges ov elmozduldsmezd

irdnymenti derivaltjabol megkapjuk az egyensily feltételének integral alakjét [5]:
DIy (®,7¢,p) [v] = / o (se' + pJECfl) . DE® [§v]dV — DILy, (®) [ov] =0,  (4.2)
1%
avagy a pillanatnyi konfigurdciéban felirva:

Dllyw (®,J¢ p) [6v] = /(0"+pI) : 0ddv — DIl (@) [0v] = 0. (4.3)

v

Az egyenletben szerepld két tag megfeleltethetd rendre a belsé és a kiilsé virtudlis munkanak.

A varidciét elvégezve J¢ szerint:

Dllyw (®,J¢ p) [6J°] = /

dUe _
Jo < - p> §JedV =0, (4.4)
1%

dJe
ahol a stacionaritas feltétele, hogy az integral barmely 6.J¢ mellett eltiinjon, azaz:

dUe —
= =xr(J°=1). 4.5
dJe " ( ) (4.5)

p

Léthato, hogy a p Lagrange-féle multiplikdtor a hidrosztatikai nyomads szerepét jétssza a (3.40)-

es egyenlethez hasonléan.

Végiil a varidciot végrehajtva op szerint:

Dlyw (®,J¢,p) [6p] = / J9(J¢ = J°) épdV = 0. (4.6)
v

Ez utébbi egyenlet J¢ értékének meghatdrozédsara szolgdl, azonban a J¢ = .J¢ megoldds esetén
nem éliink a fiiggetlen kinematikai lefrds lehetéségével. A mean dilatation technique néven
ismert moédszer esetén J¢ és p értékeit illetve varidcisit Je-vel ellentétben az integraldsi tar-

tomdnyon beliil allandénak feltételezziik [5]. Ez a véltozoknak elegendd szabadsédgot biztosit a
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rendszer merev viselkedésének az elkeriiléséhez. Az egyenletbdl Je-t kifejezve a
Je=dr— -~ (4.7)

osszefiiggés adédik. J° fizikailag az anyagrésznek a pillanatnyi és a novekedési konfigurdciéban

elfoglalt térfogatdnak ardanyat adja meg.

4.2. Newton—Raphson iteracio

A végeselemes eljards keretén beliil a (4.2) illetve (4.3) egyenletek megolddsat keressiik
az ugynevezett Newton-Raphson iterdciéval. Egy dltaldnos ®2 # & leképezéssel leirhaté xP

prébamegoldés esetén az emlitett nemlinedris egyenletek nem teljesiilnek, azonban a lineéris
Dllyw (97, J¢, p) [6v] + D*Hyw (92, J¢, p) [dv,u] =0 (4.8)

egyenlet segitségével konnyen meghatarozhatjuk azt az elemi u elmozduldsmezot, amellyel a
Xp .1 = xP 4 u prébamegoldds mér kozelebb &ll a valédihoz. Ezaltal létrehozhatunk egy olyan
iteracios eljaras, amely sordan egyre jobban kozelitjiik a test egyensilyi alakjat leiré x mezot.
Az iterdciénak akkor vetiink véget, ha a rezidudlis hiba egy megadott kiiszobérték ald csokken,
vagy ha adott szdmu iterdcié utdn nem érjiik el a konvergencia feltételeit.

Az eljéras megvaldsitdsdhoz értelemszeriien sziikségiink van a (4.2) és a (4.3) egyenletekben
szereplé mennyiségek linearizdldsdra egy tetszoleges elmozdulds irdnydba. A részletes levezetés
megtaldlhaté Bonet és Wood konyvében [5]. A bels6 virtudlis munka linearizaltja a pillanatnyi

konfigurdacié mennyiségeivel felirva:

DLy (@2, J¢,p) [6v,u] = /5d (S +sp) sdv+/a : [(Vu)T Vdv} dv+Fkv (divev) (divu),
’ ’ (4.9)
ahol bevezettiik a
R= n% (4.10)
jelolést és a div operatort, amely megadja egy adott mennyiség divergencigjanak az stlagat a
vizsgdlt térfogatrészben.
A testre hato kiilsé erdk édltaldnos esetben fiigghetnek a test alakjatol pl. nyomds esetén.

A dolgozat sordn azonban csak pontszerii erdterheléseket vettiink figyelembe, amelyek esetén



24 4. FEJEZET VEGESELEMES ELJARAS
D?I1,4[0v, u] zérus lesz, azaz nem jelenik meg a (4.8) egyenletben. Igy tehat
DT w[6v,u] = DI, [6v, ], (4.11)

és a Newton—Raphson iteracié (4.8) alapegyenletében szereplé mennyiségeket a (4.3) és (4.9)
képletekkel tudjuk kiszamitani.

4.3. Diszkretizacio

Egy végeselemes eljaras felépitésében az egyik legfontosabb lépés a test geometridjanak a disz-
kretizdcidja. A diszkretizacié soran a testet behdlézzuk, és a test jellemzobit a halé csomépont-

jaiban felvett értékek linedris interpoldcidjaval kozelitjiik. Az interpolaciot leiré N, formafiiggveé-

nyeknek a pillanatnyi konfigurdciébeli tér hdrom irdnya szerinti derivéltjait rendre N, 1, Ny 2, és
Ng3 jeloli. A megval6sitott eljardsban 8 csomépontos hexa elemeket hasznaltunk a geometria
felbontdsara; ezen elemek csomépontjainak szdmozésa, illetve a rdjuk vonatkozé formafiiggveé-
nyek megtaldlhatéak pl. Bonet és Wood kényvében [5].

A Newton—Raphson iterdcié alapjét képz6 (4.8) egyenlet diszkretizélds utdn a jol ismert
Ku=r (4.12)

alakra hozhat6, ami a végeselemes megfogalmazds alapegyenlete. Az egyenlet jobb oldaldan
szerepld r mennyiség a test nemegyenstilyi helyzetébdl eredd, csomépontokban fellép6 rezidudlis
eroket jeloli, amelyeket a csomépontokra hato kiilsé és belso erdk kiillonbségébol szamithatunk
ki:

r=1f—t. (4.13)

Egy adott a csomépontra haté erdk e térfogatelembdl szarmazé részét az

£ :/ Nagdv—i—/ N,onda (4.14)
U(e) 61}("/’)

és a
tl®) = / oV N,dv (4.15)
,U(e)

a

osszefiiggések adjék [5]; a globdlis erévektorokat ezeknek az egész testre kiterjedd osszegzésével

kapjuk meg. A jelen munka sorén kidolgozott végeselemes eljardas MATHEMATICA implemen-
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taciéjdban azonban, mint ahogy mar kordbban emlitettiik, nincs lehetdség térfogati és feliilet
mentén eloszlo terhelés megaddsdra; igy az f kiilsé erdok vektora megegyezik a csomépontokra
haté erokbol osszedllitott vektorral.

A K érint6 merevségi métrix a (4.9) egyenletnek megfeleléen hérom alkotérészre bonthaté:
K=K.+ K, +K,, (4.16)

ahol az egyes tagok rendre a matrix konstitutiv, kezdeti fesziiltség, és dilatdcids komponen-
sei. Egy adott térfogatelem hozzdjaruldsat a matrixokhoz K°-vel jeloljik, amelynek a K¢,
almétrixsza megadja, hogyan médosulnak az a csomépontban fellép6 rezidudlis erdk a b csomépont

elmozduldsanak hatdsara. K¢, kiillonbozé komponenseinek értékei:

3

[Kt(:,ec)bb]ij = / Z Na,kgijkle,ldv, (417&)
vl i1
3
[Kz(fejzb]ij == /( | Z Na,kO'kleJéijd’U, (417b)
v k=1

KOy = AN N, (4.17¢)
ahol az i és j indexek a tér hdrom irdnyat jelzik és 1-3-ig futnak. A (4.17¢) egyenletben a

feliilvonds a formafiiggvények derivaltjainak az elem térfogatira vett dtlagat jelolik:

- 1
Na,i s m/v(e) Naﬂ;dv. (4.18)

A (4.12) egyenletben szereplé K érinté merevségi matrix és r rezidudlis erbvektor tehdt a
(4.14), (4.15) és (4.17) egyenletek segitségével meghatérozhato a test egy adott x2 csoméponti
helyvektor éltal leirt helyzetében. A képletekben szerepld integrdlokat numerikus kozelitéssel,
Gauss-kvadraturakkal szamithatjuk ki [5]. A Newton—Raphson iterdcié alkalmazéséval ezdltal

kozeliteni tudjuk a novekvo test egy adott idopillanatban felvett x egyensiilyi alakjét.

4.4. A novekedés idobeli szimulacidja

A novekedés folyamatdnak modellezése megkoveteli a novekedés idébeli szimuldcidjat, amely
sordan F9 valtozasat kovetjiik nyomon At idélépésenként. Egy adott t idépillanatban a novekedési
tenzor értéke a test egy tetszoleges pontjéban FJ. A Newton—Raphson iterdciéban szerepld

integralok kozelitd kiszdmitdsdhoz FY értékét elegendd csak az integraldsi pontokban tarolni
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belsé viltozoként. Miutan egy adott idopillanatban meghatdroztuk a test egyensilyi alakjét,
ismertté valnak a novekedési térvény (3.45) jobb oldaldn szerepld mechanikai jellemz6k értékei
is. Explicit Euler-tfpusi integralédsi sémat alkalmazva a novekedési tenzor a kovetkezo szimulalt

idopillanatban egyszeriien meghatdrozhato:
FY ., = F/ + FIAL. (4.19)
Egy fokkal bonyolultabb, dm stabilabb miikodésii az implicit Euler-tipusu integralés:
F/ n = F) +FJ AL (4.20)

amely (dltaldban) egy nemlinedris egyenletet jelent FY, \,-re, és szintén egy iterdcids eljdras
segitségével oldhaté meg.

A megvalésitott MATHEMATICA programba kezdetnek az explicit integraldsi sémét épitet-
tiik be, ugyanis az ido6lépés csokkentésével a szimuldcié pontossdga elvileg tetszoleges mértékben

novelhetd, és egyelére nem volt elsddleges szempont a program rovid futdsideje.

4.5. Validacié

A kidolgozott végeselemes eljards helyességének ellendrzése két egyszertt mintapéldén keresztiil,
az eredményeknek az analitikus szamitdsokkal valé sszevetésével tortént. A két mintapélda
sordn a (3.44a) egyenlettel megadott izotrép térfogati novekedést feltételeztiink az alébbi névekedési
torvénnyel:

M =a(tre —oy). (4.21)

A fenti egyenletben o a novekedés sebességét hatdrozza meg, a test pedig a og egyensilyi
egyenértékii fesziiltség tartdsdra torekszik. Az anyag dsszenyomhatatlansdgdnak érvényesitésére

a k bulk modulusz értékét a végeselemes eljardasban gyakorlatilag végtelennek vettiik.

4.5.1. Egytengelyil hiizas

Az els6 mintapélda sordn egy tomb alaku 6sszenyomhatatlan Neo-Hooke anyag x—tengely irdnyu
hizasat vizsgaljuk.

Egytengelyti igénybevétel esetén az alakvaltozési gradiens a terhelés szimmetrigjabol adédéan



4.5. VALIDACIO 27

az alédbbi format olti:

A 00
F=|0 X 0 |. (4.22)
0 0 X

A fenti egyenlet és F9 = NI alakjanak ismeretében kifejezheté az alakviltozds rugalmas kom-

ponense:
) A 0 0
F¢ — FF9 ' — N 0 X 0 |, (4.23)
0 0 X
Az 6sszenyomhatatlansag megkoveteli a
A ()
det F¢ = =1 (4.24)
(M)

feltétel teljesiilését, aminek segitségével a Ay megnytilds kifejezhetd \; és A7 fiiggvényében:

X9)?
Ao = (V) . (4.25)
M
A rugalmas bal oldali Cauchy—Green-féle deformacids tenzor ekkor:
N -
(F) 0 0
b=FF =| o ~ o], (4.26)
A N
0 0 —
I A1

amelynek ismeretében a (3.39b) egyenlet felhasznaldsaval meghatérozhat6 a Cauchy-féle fe-

sziiltségtenzor:

N 1 e -

_ PR |
o= 0 Z o Ctrb+p 0 : (4.27)
A3
0 0 A trb® +
— ——tr
I A3 P

A p bels6 hidrosztatikai fesziiltség meghatédrozdséhoz felhasznéljuk a 099 = 033 = 0 perem-
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feltételeket: W1 . 39
___t be — :—t be——, 4.2
A3 rbtp =0 — p=3t M\ (4.28)

A kapott kifejezést behelyettesitve a o fesziiltség (4.27) képletébe egyediil az z—irdnyu kompo-

o =i [(%)2 - i—j . (4.29)

Végiil a fenti egyenletet behelyettesitve a (4.21) novekedési torvénybe, eljutunk a novekedési

nens marad nemzérus értékii:

folyamatot leiré differencidlegyenlethez:
. A2
M=a(treo—og)=a-pu [()\—;) - )\—1] — aoy. (4.30)

A mintapélddban egy ¢ = 20 MPa, o = 0.02MPa 's™!, és 0y = 0MPa tulajdonsdgokkal
rendelkez6 anyagot feltételeziink. Az egytengelyli hiuzdst az z—irdnyd megnyilds el6irdsdval

valésitottuk meg:

Ai(t) =

AM=14001, t<5
{ P O i (4.31)

A\ = 1.05, t>=5s

Az analitikus eredményeket a A;(t) fiiggvény ismeretében a (4.30) egyenlet numerikus integra-
lasdval kaphatjuk meg. A novekedési szorzo és az axiilis fesziiltség id6fiiggvényeit, illetve ezek
osszevetését a MATHEMATICA program eredményeivel a 3.a és 3.b dbrdk mutatjak. Lathato
modon a novekedési szorzé tart a (4.30) egyenlet staciondrius, A = 0 feltételbél kiszamithato

A = 1.05 értékéhez, és a két eredmény gyakorlatilag teljesen megegyezik.

Erdemes megjegyezni, hogy a novekedés elhanyagoldsaval, azaz o = 0 esetén visszakapjuk

a sikfesziiltség allapoti dsszenyomhatatlan Neo-Hooke anyagok egytengelyti hizédsabdl ismert

o= [(Alf - Ail] (4.32)

osszefiiggést [5], azaz a végeselemes program alkalmas novekedés nélkiili anyagok modellezésére

is.



4.5. VALIDACIO 29

1.05F !
1,04
1.03F .
A
1.021
1.01 [ —VEM szimuldcid, dT = 10ms |
==VEM szimulacid, dT = 500ms
1 | ; —Analitikus megoldas

0 1 2 3 4 5 5 ¥ 8 ] 10
t[s]

3.a dbra. A novekedési szorzé idébeli alakuldsa egytengelyii hizds esetén.

05 T T T H I I -
—VEM szimulgcié, dT = 10ms
=—=YWEM szimulacid, dT = 500ms

04 —Analitikus megoldas

0.3 .

) a1
(MPal]
0z
0.1 .
| | 1 |
0 1 2 3 4 5 & 7 E2 4 10

3.b abra. A hizdfesziiltség idofiiggvénye egytengelyii igénybevétel esetén.

4.5.2. Egyszeriui nyiras

A maésodik mintapélda sordn egy sikfesziiltség allapoti tomb alaku sszenyomhatatlan Neo-

Hooke anyag egyszerii nyirasat vizsgaljuk.
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A nyirds sordn megszabjuk a test alakjdt az xy—sikban; az alakvaltozdsi gradiens tehat

0
01, (4.33)

5|

I
o o =
[ R S )

A3

ahol v a nyirds mértékével ardnyos. A vizsgilt térfogati novekedés az el6z6 példdahoz hasonléan

izotrép, F9 = M\1. Az alakvéltozas rugalmas komponense ekkor:

) 1 v O
F°=FF/ = G 01 0 (4.34)
0 0 Mg
A rugalmas 0sszenyomhatatlansdg feltételét felirva
A
det F* = 2. =1, (4.35)
(A7)
amibol konnyen kifejezhetjiik a A3 megnytildst a novekedési szorzéval:
Az = (M9)°, (4.36)
A fenti egyenletekbdl a rugalmas bal oldali Cauchy—Green-féle deforméciés tenzor:
. 1+9% v 0
b® = FF = or| 7 1 0 |, (4.37)
0 0 (N)°

amelynek ismeretében az (3.39b) egyenlet felhasznéldsdval kifejezheté a Cauchy-féle fesziilt-

ségtenzor:
1+~+%—trb®+p v 0
o= (;;)2 7 1—trb® +p 0 . (4.38)
0 0 (A)® —trb® +p

A sikfesziiltségi éllapot éltal szabott o33 = 0 peremfeltétel segitségével meghatdrozhatjuk a

hidrosztatikai nyomaést:
p=trb® —(\)°, (4.39)
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Igy vegiil a Cauchy-féle fesziiltség sikbeli, nemzérus komponensei:

po [ 1E =0y
(X)” Y L—(x9)°

(4.40)

o =

A fenti egyenletet behelyettesitve a (4.21) novekedési térvénybe megkapjuk a névekedeési folya-

matot leiré differencidlegyenletet:

I

(fof+2—2@%ﬂ—a%. (4.41)

‘—atro—oy) =a-

Az anyagi jellemzok értékei az el6z6é mintapéldéval megegyezéen p = 20 MPa, a = 0.02 MPa *s™!

Y

és g = 0 MPa. A nyirds megvaldsitdsahoz v értékét irtuk elé az idében:

v=0.01t, t<5s
v(t) = . (4.42)
v=0.05, t>=5s

Az analitikus eredményeket () ismeretében a (4.41) egyenlet numerikus integralasaval kaphatjuk
meg. A novekedési szorzé és a kiilonbozo fesziiltségek idofiiggvényeit, illetve ezek Osszevetését
a MATHEMATICA program eredményeivel a 4.a, 4.b, és 4.c dbrdk mutatjik. Lathaté mo-
don a novekedési szorzé tart a (4.41) egyenlet stacionsrius, \° = 0 feltételbdl kiszamithat6
A 2 1.000208 értékéhez, és a két szamitas teljesen megegyezik. Az explicit integrélasi sémabol

adédoéan viszonylag nagy idoélépés esetén stabilitasi problémadk lépnek fel.

1.0005 T T T T T

" [—VEM szimulacio, dT = 10ms
——EM szimulacid, dT = S00ms
10004+ ; —Analitikus megoldas

1.0003+ : : .
A

1.0002

1.0001 -

4.a dbra. A novekedési szorzé iddbeli alakuldsa egyszerti nyirds esetén.
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| =—WEM szimulacid, dT = 10ms

==%EM szimulacio, dT = 500ms

—Analitikus megoldas

1 2 3 4 a G 7 8 o 10
t[s]

4.b abra. A o fesziiltség viltozdsa az idoben egyszerii nyirds esetén.

0.03 T T T T ¥ 1 !
=="%EM szimulacia, dT = 10ms
==EM szimulacid, dT = 500ms

0.021 — Analitikus megaldas

001

aas[MPal 04

-0.01

002+ ; A /\ -
ooal ~ N N AT
ad 1 2 3 4 5 G 7 a8 9 10

t [s]

4.c dbra. A o4, fesziiltség id6fiiggvénye egyszerii nyirds esetén.



5. FEJEZET

A végeselemes program alkalmazasa

A megval6sitott végeselemes eljards gyakorlati alkalmazdsat csabité lenne egy orvostu-
doménybdl vett példan keresztiil szemléltetni. Sajnos azonban a MATHEMATICA kornyezetbeli
implementdcié nem elegendden gyors ahhoz, hogy tsszetett geometridji, bonyolultabb testekre
— pl. szivre, artéridkra — beldthaté idén beliil lefuttassa a szémitdsokat. Holland et al. (2013)
munkdja nyoman [10] azonban egy botanikdbdl ismert példdval bemutatjuk, hogy a program

mér ebben az egyszerii forméjaban is képes bizonyos természeti jelenségek reprodukaldséra.

5.1. Rebarbara novekedése

A rebarbara egy ldgyszari novény, amelynek szamos fajdt termesztik gyégynovényként
vagy emberi fogyasztdsra. A novény felismerhetd nagy, hdromszog alaki leveleirdl, illetve az
ezeket tarto lilds szinti hisos szdrardl. A széar hosszirdnyu novekedése sordn a kiilsé rétegek las-
sabban nonek a belso rétegeknél, és ennek kovetkeztében a szarban belso rezidudlis fesziiltségek
ébrednek. Igy képes elegendéen bemerevedni ahhoz, hogy a nagy leveleit elbirja. Az egyes
rétegek eltérd novekedési sebességét kimutathatjuk a kiilso réteg lehdamozéasaval; ekkor ugyanis
ez a réteg vsszehizodik és elhajlik kifelé, mikozben a szér belseje megnyilik és elvékonyodik az

5. 4brdn ldthato mdodon.
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5 dbra. A rebarbara szdr kiils6 rétegének elhajldsa és a belsejének

megnyuldsa a felszin lehdmozdsa utén. [10].

A jelenség reprodukaldsahoz a végeselemes szimulécié sordn a rebarbara egy téglatest alaku,
sikalakviltozdsi dllapoti vékony metszetének a novekedését vizsgaltuk. A geometria szim-
metridjat kihaszndlva elegendd egy ilyen metszet felét behdlézni; ekkor peremfeltételként a
szar aljan 1évo pontok mellett a szimmetriatengelyen elhelyezkedok megfelelé szabadsédgi fokait
is le kell kotni. A szdrat felépitd lagyszovetet kozel osszenyomhatatlan anyagnak tekintettiik
p = 0.385 MPa és k = 0.834 MPa anyagjellemzokkel [10]. A szélirdnyu novekedést egy (3.44c)

alakid novekedési tenzorral frhatjuk le; a novekedés irdnydnak az y—tengelyt vdlasztva ennek

alakja:
1 0 0
FF=10 X 0]. (5.1)
0 0 1

A )N novekedési szorzé a szar belsejében nagyobb, mint a kiilsé rétegekben, hiszen ott gyor-

sabban n6 a szovet. Alapvetéen ez az eltérés okozza a felszini réteg kihajldsat illetve a szdr
bemerevedését. A végeselemes szimuldcié sordn a belso szdlak megnytldsat egységnyinek valasz-
tottuk, a szdr felszinét pedig hdrom vékony rétegre bontottuk, amelyekben kifelé haladva A7
értéke linedrisan lecstkken a legkiilsé rétegben felvett A} értékig. A 6. &brdn dbrézoltuk a
kihajlé réteg egyensilyi alakjat kiilonbozd A\ novekedési szorzok esetén; a kapott eredmeények
osszhangban vannak az 5. dbran lathat6 képekkel. A szimuldciét tgy is lefuttattuk, hogy a fel-
szint nem engedtiik a szdr belsejétol levdlni; ekkor a kiilso rétegek magukkal hizzék a belsoket,

és a szdar a tapasztalatoknak megfeleléen 6sszezsugorodik a 7. dbran lathaté médon.
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A8 = 0.925 /\9

1.000
AZ = 0.825 .

0.725
A = 0775
A = 0.725

6 dbra. A rebarbara szér kiilsé rétegének kihajldsa kiilonboz6 novekedési szorzok esetén.

7. dbra. A szar osszehizodasa és bemerevedése )\i = 0.725 esetén.

Az abra also felében feltiintettiik a novekedésmentes dllapotot a kettd dsszehasonlitdsahoz.
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6. FEJEZET

Osszefoglalds

6.1. Eredmények Osszegzése

A dolgozat elsddleges célja az anyagnovekedés végeselemes modellezésének megismerése
volt; a témédban barmilyen nemii tovdbbi fejlesztés kivitelezéséhez ugyanis ez alapvetd fontossag-
gal bir. A szakirodalomkutatds révén sikeriilt feltérképezni a tudomanyag mai helyzetét, és egy
atfogd képet kaptunk a novekedés lefrasanak kiilonbozo lehetoségeirdl. Ezek koziil részlete-
sen megvizsgaltuk az alakvaltozési tenzor szorzat alaku felbontdsdn alapulé mddszer elméleti
hatterét, amelynek megvaldsitdsara kidolgoztunk egy végeselemes eljardast MATHEMATICA
koérnyezetben. A program helyességérdl egyszerii mintapéldakon keresztiil gy6zodtiink meg, a
gyakorlati felhasznédlasdnak lehet6ségét pedig a rebarbara novekedése sordn tapasztalhaté je-
lenségek reprodukdlasaval szemléltettiik.

A jelen munka sordn tehdt 6sszességében nyomon kovethettiik egy végeselemes eljards kifej-
lesztésének a teljes folyamatdt, az alapgondolatoktdl egészen a megvaldsitdasig. A novekedés
modellezésén kiviil a nemlinedris kontinuummechanika médszereit, pl. a megoldésra hasznalt
Newton—Raphson iterdciét is megismertiik. A megszerzett tapasztalatok és tudéds nagymérték-
ben eldsegitik tovabbi kutatasok és fejlesztések kivitelezését a végeselemes mddszerek tudomany&-

nak teriiletén.

Fejlesztési lehetoségek

A dolgozat sordn bemutatott végeselemes médszert és ennek MATHEMATICA implemen-
tacidjat kordantsem tekinthetjiik egy befejezett munkdnak. Rovid tdvon a legfontosabb feladat
a program felgyorsitdsa és megirdsa pl. az ilyen célokra gyakran hasznalt Fortran programozdsi

nyelvben, esetleg kihasznédlva a GPGPU programozds lehetdségét és eldnyeit. Ezéltal képesek
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lennénk sokkal tobb szabadsdgi foki, bonyolultabb testek viselkedésének a részletes elemzésére.
A programban tovabba egyelére nem tudunk megadni felszin és térfogat mentén megoszlé kiilsé
terheléseket; ezt a hidnyossdgot is minél hamarabb pétolni kell.

Hosszabb tdavon alapvetden a novekedés modellezésére elterjedt egyéb mddszerek részletes
megismerése jelent tovdabblépési lehetdséget. A dolgozatban bemutatott multiplikativ dekom-
pozicio elvével oSnmagédban ugyanis nem lehet pl. a szovetek belso szerkezetének és siirtiségének
megvaltozdsdval jaro folyamatokat vizsgalni. Emiatt érdemes lenne utdnanézni a nyilt rendsze-
rek termodinamikdjdn vagy keverékelméleteken alapulé mdédszereknek, illetve hogy ezek miként
kapcsolhatéak ossze a multiplikativ dekompozicié elvével. A megvalésitott végeselemes eljard-
sok kisérletekkel valé Osszevetése és validédlasa is sok kutatasi lehetoséget biztosit, amelyek akar

egy tudomadnyos jelentoségili publikdicié elkészitéséhez is vezethetnek.



A MELLEKLET

Mellékletek

Al. Rugalmas érintoé tenzorok

Az aldbbiakban kifejtjiikk a 3.2.3. fejezetben térgyalt, kozel 6sszenyomhatatlan Neo-Hooke

anyagok rugalmas érintd tenzorait a névekedési és a pillanatnyi konfiguraciéban [5]:

co = C e Cy (A1)
~ 2 1 1 1 -1 -1

C* = Judet(C) [tr(ce)I—I®C"’ —C @I+ u(C)C" v C |, (A2)
¢, = prfoec o1, (A3)
c: = wJCCT ®C, (A4)

ahol a bevezetett Z negyedrendii tenzor:

—1

oCe
T = T ToCe (A5)

f = 5[(67),, (€7, (€7),, (7). (46)

A rugalmas érint6 tenzor a pillanatnyi konfiguraciéban:

S = €—+§p+§n; (A7)
2 B 1

¢ = guje“3Fmbﬂb—b€®1——1®tf+§tdbﬂl®1}, (A8)

¢, = plIol—2], (A9)

CH — /{JeI ® 17 (A]_O)
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ahol a bevezetett ¢ negyedrendii tenzor:

¢ = O¢[I], (A11)
1
Lijkl = 5 (001 + 0ud i) - (A12)

A végeselemes eljards sordn a ¢ és ), érint6 tenzorok pillanatnyi konfigurdciébeli alakjat hasznaljuk

a szamitdsokhoz; ezek indexes formégja:

R 2 s |1 . . o 1 .
Cijkl = §’UJ / 5 tr(b ) (5ik5jl + 5i15jk) — bij5kl — 5ijbkl+§ tI‘(b )5ij5kl , (Al?))

Sp = P00k — dirdji — 040 jk) - (A14)



A2. A VEGESELEMES ALGORITMUS FOLYAMATABRAJA

A2,

A végeselemes algoritmus folyamatabraja

Geometria beolvasisa
=0 Fi=1
| K és r inicializdldsa
.
l niter = 1

NEWTON-RAPHSON
ITERACIO

Ku = r megolddsa —

X=X-1u

Fe = FFQ_'; be = FEFET
t=1t+ Af L niter = niter + 1
o meghat-arozasa aZ

anvagtorvennyel

K és r meghatarozdsa

IGEN

[ ¥ = fFL, M) J
EXPLICIT
INTEGRALAS

(¥ =F e

A2. A végeselemes eljards algoritmusanak a folyamatabrédja.
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