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ELOSZO

A dolgozatban a parcidlis differencidlegyenletek egy kevésbé ismert numerikus megolddsi
modszerét, a spektral modszert ismertetjiik meg az olvasoval. Bemutatjuk a modszer matema-
tikai hdtterét, valamint az elényeit, és hatranyait, kiilonbozo alkalmazdsi példikon keresztiil.
A spektral modszer témakorében szamos idegen nyelvii konyv, és folyoiratcikk all rendelkezés-
re, viszont ezek nehezen érthetdek és sok utdnajdrds sziikséges, mire valaki ondlloan képes
spektral parcidlis differencidlegyenlet megoldd kodot irni. A dolgozat kidolgozdsa sordan arra
koncentraltunk, hogy a spektril modszert minél érthetébben, egyetemi hallgatdk szdmdra is
feldolgozhato formaban mutassuk be. Nagy hangsuly fektettiink a matematikai alapok és a
nehezen érthetd levezetések bemutatdsiara. Az elméleti ismereteken til néhdny egyszerii al-
kalmazadsi példan keresztiil (hdvezetés és hullimegyenlet) bemutatjuk programozdsi technikd-
kat: parcialis differencidlegyenlet felbontasdt kizinséges differencidal egyenletrendszerré, alta-
lanos peremfeltétel kezelési technikdkat, szimmetridk kihaszndldsdnak lehetdségeit. EQy Ossze-
tett nemlinedris parcidlis differencidlegyenlet rendszer (buborékmodell) spektral modszerrel
torténd megolddsdra is mutatunk példdat. Az Appendix fejezeteiben a megértést segité Matlab
kodreszletek is olvashatok, valamint a dolgozathoz csatolt CD mellékleten is elérhetok. A dol-
gozattal az elsé magyar nyelvii eqyetemi jegyzetet is meg kivinjuk alapozni, a késébbiekben
osszetettebb problémdk spektrdl modszerrel torténo megoldasaival kiegészitve.

* % ok

Koszonettel tartozom a konzulensemnek, Dr. Heged{is Ferencnek, aki MSc-s félé-
veim alatt végzett feladataimban (Onallé Feladat, TDK) hatalmas segitséget nyuijtott,
koztiik e Diplomaterv elkészitésében is, valamint lehetdséget adott bekapcsolddni a
tanszéken foly6 kutatémunkaba (OGET). A k6zos munka soran rengeteget tanultam,
és tananyagon tuli ismereteket szereztem.

K6sz6nom a sziileimnek, hogy végig tAmogattdk egyetemi tanulmanyaimat.
Budapest, 2014. December 12.

Klapcsik Kalmdn
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JELOLESEK JEGYZEKE

Spektral mddszerek jelolés rendszere

@, (X) n-edik bazisfliggvény

a, n-edik bazisfliggvény egyiitthatoja

w,, (X) ortogonalis vetitése bazisa

f(x) kozelitett fliggvény

Py (X) N-ed foku kozelitd fliggvény

T,(x) n-edik Chebyshev polinom

F.(x) n-edik Fourier bazis

C;(x) Lagrange karakteriszikus bazis (halofiiggo)
P(X) sulyfliggvény

W, j-edik osztadspontban vett (diszkrét) suly
R(x,a,) reziduum

) egylitthaté matrix

D

derivalé matrix (halo és numerikus séma fiiggo)

DoF (,Degrees of Freedom”) szabadsagi fok

Fizikai mennvyiségek

3. Fejezetben elofordulo mennyiségek:

A hévezetési tényezd

e, stirtiség

c alland6 nyomason vett fajh6

a homeérsékletvezetési tényezd

u(x,t) homeérséklet eloszlas t idépontban
f(x) kezdeti feltétel (homérsékleteloszlas)
T,, T, peremfeltételek

L rud hossza

4. Fejezetben eldfordulé mennyiségek:

T htzderd
P stirtiség
a hulldmterjedési sebesség
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u(x,t)
f(x)
9(x)

a rud elmozdulésa x helyek t pillanatban
kezdeti feltétel (elmozdulas)
kezdeti feltétel (sebesség)

rud hossza

5. Fejezetben eldforduld mennyiségek:

R(t)
R(t)
P..

buboréksugar

buborékfal sebesség

nyomas a buboréktol tavol
hémeérséklet a buboréktdl tavol
gaznyomads a buborék belsejében
folyadék nyomadsa a buborékfal mellett
gaztér sebessége

folyadéktér sebessége

hémérséklet mezd a gaztérben
hémérséklet mezd a folyadéktérben
tajhéviszony

a gaz hévezetési tényezdje

a folyadék hovezetési tényezdje

a folyadék alland6 nyomason vett fajhdje
a folyadék stirtisége

a folyadék dinamikai viszkozitasa

feliileti fesziiltség



1. BEVEZETES

1.1. Célkittizések

Az alkalmazott matematikdban és tudomanyos szamitdsokban ismert numerikus
modszerek egyik csalddja a spektral modszer, mely differencialegyenletek nagy pon-
tossagi megoldasara szolgal. A spektral modszerek hasznalhatdak kozonséges diffe-
rencidlegyenletek, parcidlis differencidlegyenletek €s sajatérték problémak megolda-
sdhoz. A mddszer lényege, hogy az ismert vagy ismeretlen fliggvényt megfeleléen
megvalasztott bazisfiiggvények (példdul Fourier sor vagy Chebyshev polinomok)
Osszegével kozelitjiik, majd megvalasztjuk a bazisfliggvényekhez tartozo egytittha-
tokat, ugy, hogy a reziduum (az egzakt és a numerikus megoldas kiilonbsége) mini-
malis legyen, vagyis a differencidlegyenlet és a peremfeltételek a lehet6 legpontosab-
ban ki legyenek elégitve. A dolgozat célja a spektral mdodszerek részletes bemutatasa,
a matematikai hatterének kidolgozasa, elényeinek és hatranyainak bemutatasa egy-
szer( alkalmazasi példakon keresztiil.

A dolgozatban szakirodalmi hivatkozasokon keresztiil attekintjiik a spektral mod-
szerek tOrténeti hatterét, majd példdkat mutatunk dramldstechnikai alkalmazdasokra.
Bemutatjuk a mddszerek matematikai alapjait, a levezetéseket a klasszikus nem in-
terpolacios (Galerkin) modszertdl a modern interpolécios (kollokdcids) mddszerig.
Nagy figyelmet forditunk azokra a levezetésekre, amelyek nem trividlisak, megérté-
siik nehézkes és a szakirodalomban is nehezen megtalalhatdéak. A matematikdban két
gyakran eléfordulo parcidlis differencidlegyenleten, a hévezetési egyenleten és a hul-
lamegyenleten keresztiil vizsgaljuk a kiilonb6z6 numerikus sémak konvergencia se-
bességét és fazistartasat (pontos megoldashoz képesti idobeli eltolddas). A két egy-
szer( példa megolddsa soran szerzett tapasztalatokat felhasznalva, egy bonyolultabb
alkalmazasi példan (buborékmodell) keresztiil mutatjuk be a peremfeltételek kezelé-
sét, koordinata transzformaciot és szimmetridk kihasznaldsanak lehet6ségét.

A dolgozat kidolgozasa sordn igyeksziink minél szemléletesebben és egyszertibben
ismertetni a kiilonb6z6 spektralis mddszereket, hogy konnyen érthet6 legyen olyan
egyetemi didkok szdmara is, akik korabban nem hallottak a spektral mddszerekrdl.
Habar a spektral modszerek meglehetdsen kiforrottak és szamos idegen nyelvii szak-
irodalom all rendelkezésre, magyar nyelvli konyv még nem sziiletett a témdaban. A
dolgozattal célunk az elsé magyar nyelvli egyetemi jegyzet alapjainak lefektetése,
melyet a kés6bbiekben tovabbi példakkal és megoldandd problémaékkal egészitiink
ki.
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1.2. Spektral modszer torténeti attekintése

A differencidlegyenletek numerikus megolddsanak egyik lehetséges modja a
spektrdl modszer. A mddszer kulcsa a hely szerinti derivaltak minél pontosabb elal-
litdsa. Az ismert (kezdeti feltétel) vagy ismeretlen fliggvényt egy fliggvénysor segit-
ségével kozelitjiik, mely alkalmasan megvalasztott bazisfliggvények ¢, (polinomok,

vagy harmonikus fiiggvények) linearis kombinaciojabol tevodik 6ssze. Minden bazis-
fiiggvény meg van szorozva egy hozza tartozd egyiitthatoval a,. Az igy kapott

fiiggvény feladata a megoldas minél pontosabb kozelitése. A pontos fiiggvény és a
kozelitésiil szolgalo fliggvénysor kozotti kiilonbség a reziduum. A célunk, hogy a
differencidlegyenlet és a peremfeltételek a lehetd legpontosabban ki legyenek elégit-
ve, mikozben a reziduum minimalis. Ezt egy alkalmasan megvalasztott sulyfiigg-
vény segitségével érjiik el, ezért a korai spektral modszereket a szakirodalomban st-
lyozott maradékok mddszerének (,, weighted mean residual method”) is nevezik (lasd:
Finlayson €s Scriven (1966)). A kiilonb6z6 spektral mdédszerek a reziduum minimali-
zadlasanak modjaban térnek el.

A {6 jellegzetesség, ami megkiilonbozeti a spektral modszereket a véges elem, vé-
ges térfogat és véges differenciasémaktol az, hogy hogyan valasztjuk meg a bazis-
fiiggvényeket. A klasszikus spektrdl mddszerek bazisfiiggvényei az adott térrészen
folytonosak, végtelenszer differencidlhatdak és kozel ortogondlisak (kicsi a bazis-
fiiggvények belsd szorzataibol képzett matrix savszélessége), vagyis globdlis jellegli
megkozelitést alkalmaz. Ezzel szemben, a véges elem, véges térfogat és véges diffe-
rencia sémak esetén a teret felosztjuk kisebb elemekre, osztadspontokra és az osztas-
pontok kornyezetében alacsony fokszamu polinom segitségével kozelitjiik a megol-
dast. Ezek a bazisok lokalis jellegliek csak egy adott pont kornyezetében vannak ér-
telmezve (csak ott nem nulla), kozel ortogonadlisak, de nem végtelenszer differencial-
hatdak.

A bazis-, illetve sulyfliggvény megvalasztasa szerint hdrom korai spektral mod-
szert kiilonboztetiink meg, név szerint: Galerkin, kollokacio és a tau moddszer. A
Galerkin modszer jellegzetessége, hogy a bazis- és a sulyfliggvények megegyeznek
(lasd: Galerkin (1915)). A bazisfiiggvények sima, végtelenszer differencialhaté fligg-
vények és egyenként kielégitik a peremfeltételeket. Galerkin mddszer esetén nem
hasznalunk osztdspontokat, hanem folytonos fiiggvényekkel dolgozunk, és a belsd
szorzatokbdl képzett matrixelemeket integraldssal hatarozzuk meg. A meghatdro-
zando ismeretlenek a bazisokhoz tartozo egyiitthato értékek a kiilonbo6z6 iddszinte-
ken. Kollokdcios modszer esetén a teret a véges differencia sémakhoz hasonldan fel-
bontjuk, ekkor a sulyfliggvények a kollokdcids pontonra kézpontositott Dirac delta
fiiggvények. Ez a mddszer biztositja, hogy a differencidlegyenlet a kollokacids pon-
tokban pontosan ki legyen elégitve. Az ismeretlenek a kollokdcios (interpolacids)
pontokban vett fliggvényértékek a kérdéses iddpillanatokban. A tau modszer hason-
16 a Galerkin modszerhez, azonban egyik bazisfliggvénynek sem kell kielégitenie a
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peremfeltételeket, ezért kiegészitd egyenletek sziikségesek, melyek biztositjdk a pe-
remfeltételek kielégtilését.

A kollokacidés moddszer eldszor Slater (1934) és Kantorovic (1934) publikacidjaban
jelent meg kiilonleges alkalmazasok kapcsan. Késdbb Frazer et al. (1937) a kozonsé-
ges differencidlegyenletek egyik altalanos megoldasi modszerévé fejlesztette tovabb,
valtozatos bazisfiiggvényeket és tetszdlegesen megvalasztott kollokacids pontokat
hasznaltak. A kollokacids pontok eloszlasanak, melyet egy adott bazisfliggvény
rendszerhez valasztunk, dontd szerepe van abban, hogy milyen pontos megoldas
érhetd el, ezt Lanczos (1938) allapitotta meg, ezzel megteremtve az ortogonalis
kollokacios modszer alapjai. A megallapitast tobben felhasznaltak kezdeti érték
probléma megoldasa soran, bazisfiiggvényként Chebyshev polinomokat valasztva
példaul: Clenshaw (1957), Clenshaw és Norton (1963), Wright (1964). Villadsen és
Stewart (1967) tovabb fejlesztette a modszert, alkalmassa téve peremérték problémak
megoldasara.

A spektral modszert térben periodikus problémak esetén Kreiss és Oliger (1972) és
Orszag (1972) alkalmazta eldszor parcidlis differencidlegyenlet megoldasara. ElSbbi
Fourier -, utébbi pszeudo-spektral mdédszernek nevezte. Az els6 komolyabb problé-
ma, ahol parcidlis differencidlegyenlet megoldasara spektral mdédszert hasznaltak,
Silberman (1954), aki Galerkin modszer segitségével végzett meteorologia modelle-
zést. A Galerkin mddszer egy modositott formdja a tau modszer, melynek alkalma-
zasaval nagy pontossagi eredményeket ért el Orszag (1971) dramlastani linedris sta-
bilitds problémak megoldasaban. Gottlieb és Orszag (1977) tanulmanya az elsé atfo-
g6 matematikai 0sszegzés a spektral modszer elméletérdl mely lefedi a problémak
széles valasztékat.

Az 1980-as évek masodik felétdl egy tj mddszer valt egyre népszertibbé. A Gauss
kvadratura formuldk segitségével a Galerkin mddszerben szerepld integralokat nu-
merikusan kozelitették. A Gauss kvadratura egy adott fliggvény integraljanak kozeli-
tése bizonyos pontokban vett fliggvényértékek stulyozott Osszegével. A Gauss féle
integralds lényege, hogy a sulyokat és az abszcisszdkat is mi valasztjuk. Ortogonalis
bazisrendszer esetén a Gauss kvadratira formuldk segitségével az interpolacids pon-
tok optimalis eloszldsa meghatdrozhat6 (lasd Mercier (1981). A kollokacios modszer-
hez hasonldéan az ismeretlenek a megoldas kvadratira pontokban vett értékei. A
szakirodalom ezt a megkozelitésmddot Galerkin modszer numerikus integraldssal
(G-NI) nevezi

Az 1980-as évek végére a spektral mddszerek valtak a lamindris — turbulens atme-
net, és a turbulens aramlasok kutatasanak uralkoddé numerikus eszkozévé. Az ezt
kovetd 10 év eredményes volt, szamos konyv és cikk sziiletett a spektral modszer
elméleti fejlédésérdl és gyakorlati felhasznalhatdsagardl. Az els6 megjelent konyv
Canuto et al. (1988), mely a spektrdl modszer aramlastanban torténé alkalmazasait
mutatja be. Boyd (1989, és 2001 masodik kiadas) nagy részletességgel és tandcsokkal
ellitva irja le a spektral algoritmusokat. Fornberg (1996) bemutatja a spektral
kollokacios modszer gyakorlati megvaldsitdasanak modjat, mely tartalmaz példail-
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lusztraciokat, megeértést szolgaléo magyarazatot, Fortan kdd részleteket és tomor feje-
zeteket a tubulens dramldsokban és iddjaras elOrejelzésben torténd alkalmazasrol.
Trefethen (2000) bevezetd a spektral kollokaciés mddszerbe, melybe b&séges Matlab
példa is talalhatd. A spektral modszert mas teriileten is alkalmaztak, példaul elso-
rend(i hiperbolikus probléméakhoz (Tadmor (1998) és Gottlieb és Hesthaven (2001)),
hullamegyenlet megoldasahoz (Cohen (2002)), és axiszimmetrikus problémakhoz
(Bernardi et al. (1999)).

Az 1980-as évek végére a klasszikus spektrdl mddszer meglehetdsen kidolgozotta
valt, ezért a magasabb rend(i modszerek Osszetett geometrian torténd alkalmazasat
kezdték kutatni. Funaro (1997) a spektrdl elemes moddszert vizsgalta elliptikus pe-
remérték probléma kapcsdn, Osszetett geometridban, olyan aramldsban, ahol domi-
nans a konvekcio. Az els6 atfogd konyv a spektrdl modszer Osszetett geometridban
torténd alkalmazasarol 2000 koriil jelent meg. Karniadakis és Shrewin (1999) egysé-
ges rendszerbe foglalta a spektrdl elem modszert, (lasd: Patera (1984)), és a ,h-p” vé-
ges elem modszert (,h-p finite element method”), mely a struktaralt és strukturalatlan
térben torténd alkalmazasra is mutat példat, mind 6sszenyomhato és 6sszenyomha-
tatlan dramlds esetén. A véges elem mddszereknél a megoldas pontossaganak nove-
lése harom modszerrel lehetséges. A legegyszerl(ibb az elemszdm novelése (,h —
refinement”), ekkor az osztaspontok kozotti tavolsag h csokken, mikdzben a pontokra
illesztett lokalis polinom fokszama p valtozatlan, ezt altaldban ott alkalmazzuk, ahol
az aramlasi jellemzOk rohamosan valtoznak (pl.: nyiroréteg). A masik lehetséges
modszer sima megoldas esetén, ha az elemszamot valtozatlanul hagyjuk, viszont az
osztaspontokra illesztett polinom fokszamat noveljiik (,p — refinemet”). A ,,h-p” véges
elem moddszer a kett§ kombindcidja, 1asd: Babuska et al. (1981), Guo és Babuska
(1986). Deville et al. (2002) magasabb rend(i sémakat (kollokacios és spektral-elemes
modszer) haszndlt 6sszenyomhatatlan dramlasok a fizikai térben torténé megoldasa-
ra. Schwab (1988) szamos hasznos elméleti eredménnyel szolgadl magasabb renda
polinommal torténd kozelités tulajdonsagairol osszetett geometrian.

1.3. Aramldstechnikai alkalmazdsok

Ahogy a torténelmi attekintés soran mar emlitettiik a spektrdl modszerek az dram-
lastani problémak egyik f6 numerikus mddszerévé valtak az 1980-as évek végére. A
spektral modszert az dramldstanban sikerrel alkalmaztdk a lamindrisbdl turbulens
aramlasba torténd atmenet szimuldcidjahoz, a turbulens aramldsok szamitasdhoz,
illetve Orvényesség numerikus modellezéséhez, stabilitdsi problémdkban, Ossze-
nyombhato és 6sszenyomhatatlan dramldsokban is.

Az aramlasok legegyszerlibb formaja a lamindris (réteges) aramlds. A laminaris
aramldsokban a sebességeloszlas szabalyos, az egymas mellett daramlo folyadékréte-
gek anyaga csak a molekularis diffazié miatt keveredik egymadssal. A lamindris
aramladsok lehetnek stabilak vagy instabilak. Stabil az dramlas, ha egy kis zavaras az
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aramlasban csokken, instabil az dramlds, ha a zavaras novekszik. A legtobb aramlas
lamindrisként indul, majd instabilla valik (térben vagy idében) mig végiil az dramlas
turbulenssé valik. A turbulens hosszlépték (turbulens 6rvény mérete) széles tarto-
manyban (2... 6 nagysagrend) valtozik. A legnagyobb lépték a geometriai tér mérete-
ivel aranyos. A legkisebb 6rvénymeéreten a molekularis viszkozitas miatti disszipacio
fejti ki hatdsat, a turbulens mozgasi energia hdvé alakul. A makroszkopikus hossz-
lépték L és a mikroszkopikus (legkisebb) hosszlépték, (Kolmogorov hosszlépték) 7
aranyat az aldbbi 0sszefiiggés fejezi ki:

L 3/4
—=Re 1.1
p (1
ahol: a Reynolds szam:
uL
Re=—,
” (1.2)

ahol: v a kinematikai viszkozitds és u :(u_'2/ 3)"?, ahol U' az ingadozd sebesség
komponens, a feliilvonas pedig az id6éatlagolast jeloli. Azért, hogy minden léptéket
leirjunk irdnyonként N db osztaspont sziikséges (lasd: Canuto et al. (2006)):

L
N=c,—, 1.3
; (13)
ahol a C, szorzo értéke az alkalmazott numerikus sématdl fliggden valasztjuk.
A turbulens dramldsok két egyszer(i tipusa a homogén és az izotrop turbulencia.
Homogén turbulencia esetén az atlagolt dramlasi jellemzdk eltoldstdl fliggetlenek,
azaz azX, y, és Ziranyban az ingadoz6 sebességkomponensek u’, v'és w' RMS

(,Root Mean Square”, pl.: Ugys = (U?)¥?) értékei allanddak a teljes szamitasi tartoma-

nyon. [zotrép turbulens aramldsban az dramlasi jellemzdk a forgatdsra invariansak,
azaz az atlagsebesség gradiens nulla, az ingadozd sebességkomponensek RMS érté-
kei megegyeznek Ugys =Veus = Wrus @ teljes térrészen. Az izotrop turbulencia egyuttal

homogén is.

Az (1.3) egyenletben 1év6 C; szorzo tényezd értékét homogén turbulencia szimula-
cidkhoz spektral modszerrel koriilbeliil €, =2, negyedrendli séma esetén C, =6, ma-
sodrendl séma esetén C, =24, kell vélasztani azért, hogy 0,1% vagy annal nagyobb
pontossagot érjiink el.

A makroszkopikus idSlépték T és mikroszkopikus idSlépték t aranyat: T/t = JRe

fejezi ki. Ahhoz, hogy az dramlas egy jellemzd periddusat leirjuk a sziikséges id6lé-
pések szama:

N.s =c,VRe. (1.4)
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A statisztikailag megbizhato eredmény érdekében a szorzotényez6 ¢, 100 és 1000
kozotti érték, mely fligg az idOlépés algoritmusatol és az idGintervallumtol. Azért,
hogy frissitsiik a megoldast, a sziikséges miiveletek szama idSlépésenként,

olyan tobb lépéses sémdk esetén, mint példaul Adams-Bashforth vagy Runge-Kutta
(lasd: Canuto et al. (2006)):
c,N°log, N +¢,N?, (1.5)
ahol a szorzo tényez8k spektral modszer esetén C, =45 és ¢, =35, negyedrend(i tér-
beli séma esetén C, =17 és ¢, =120, masodrendi térbeli séma alkalmazaséaval C, =17
és ¢, =60. Homogén turbulencia szimulacidok soran, a memoriakdvetelmény durvan
aranyos:
4¢] Re**, (1.6)
és az Osszes muvelet kozelitdleg:
¢,6; Re™*[c, log, (¢, Re”* }+c; . (1.7)
A fentiek alapjan megbecsiilhetd, hogy mekkora felbontds sziikséges azért, hogy az
aramlasi szimuldciét a turbulencia hossz- és iddlépték teljes skaldjan (turbulencia
modell alkalmazasa nélkiil) numerikusan megoldjuk. Ezt a szamitasi eljarast direkt
numerikus szimuldciéonak (DNS) nevezziik, a tovabbiakban bemutatott példak tobb-
sége DNS szimulacioval késziilt.

A spektradl modszerek egyik lényeges kérdése, hogy milyen bazisfliggvényeket
haszndljuk. A késébbiekben ezt részletesebben targyaljuk, azonban a példak jobb
érthet6sége miatt fontos megemliteni, hogy az alkalmazott bazisfiiggvényeket a pe-
remfeltételtd] fiiggden valasztjuk. Periodikus peremfeltételek esetén (pl.: hatarolatlan
terek, szimmetridk) a legjobb valasztas a Fourier sor, nem periodikus peremfeltétel
esetében (pl.: fallal hatarolt tér) pedig az estek tobbségében Chebyshev polinomok
alkalmazasa a célravezetd.

Homogén 3 dimenzids turbulencia szimuldcidjat végezte el Osszenyomhatatlan
aramlasban Orszag és Patterson (1972), Fourier bazisokat és Galerkin megkozelitést
alkalmaztak, a szamitast az akkoriban leggyorsabb szuperszamitdégépen végezték. A
szamitasi sebessége 1 MFlop volt (10° lebegSpontos miivelet masodpercenként).
C, =500 tipikus értéke mellett N =32 csoméponttal minden irdnyban az (1.7) egyen-

let alapjan a szamitds 10 ora alatt késziilt el Re =45 esetén. A szamitastechnika fejlo-
désével a szamitasi sebességek néttek, a leggyorsabb szuperszamitogép sebessége
2000 koriil 1 TFlop volt (10" lebegSpontos miivelet masodpercenként) ezzel a szadmi-
tas ideje Re =3000 esetén 10 Ora, Re =40000 esetén koriilbeliil 4 honap. Izotrép tur-
bulencia szimulaciét végzett Re =16135mellett Kaneda és Ishihara (2006) az Earth
Simulator-on (a vildg leggyorsabb szuperszamitogépe akkoriban) Fourier spektral
algoritmust hasznélva, 4096°db osztésponttal rendelkez8 hdlén. A szamitdsi sebes-
ség 16 TFlop volt, igy az (1.7) egyenlet alapjan, a konstansok tipikus értekeivel sza-
molva a szimuldcid ideje 3,5 6rara adddik.
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A spektral mddszer egyediilalld sikere abban rejlik, hogy az azonos pontossaggal
bir6 véges differencia sémak sokkal nagyobb erdforrast igényelnek. Negyedrend(i
véges differencia séma esetén az id6lépések szama egy 10-es faktorral tobb, a sziik-
séges memoria pedig egy 20-as faktorral nagyobb. Masodrendii séma esetén pedig 3
nagysagrenddel tobb erdéforras sziikséges. A homogén turbulencia elméleti megfon-
tolasai alapjan (eltolasra invarians) a spektral modszer bazisfiiggvényeinek Fourier
fiiggvények hasznalhatok. Ezzel novelhetd a szamitasi hatékonysdg, tovabba meg
van az az eldnye, hogy segitségével megallapithatok a nemlinearis kdlcsonhatasok,
amik hozzajarulnak a rezonancia jelenségek kialakuldsdhoz, energia atadashoz, disz-
szipacidhoz, és mas dinamikai jellegzetességekhez. A spektrdl mdédszer megengedi a
szimmetridk kihasznalasat is. Ezek az elényok hatékonyabb mddszerek kidolgozasat
inspiraltak.

Rogallo (1977) kidolgozott egy transzformacidt, ami lehetévé teszi a Fourier
spektral mdédszer alkalmazasat homogén turbulens aramldsban. Blaisdel et al. (1993)
ezt bovitették ki kompresszibilis esetre. Homogén, kompresszibilis turbulencia szi-
muldciét végeztek Fourier kollokdcios modszerrel egyenletes nyiréas esetén 192° osz-
tasponttal rendelkezd halon. Olyan problémak esetén ahol szilard perem van a sza-
mitasi tartomdny hatdrdn, a spektral modszer alkalmazasa nehézkesebb, mivel nem
lehet tisztan Foureier modszert haszndlni az ilyen esetekben. Megbizhatd eljaras az
1970-es évek végéig nem volt. Az elsé megbizhatd Fourier-Chebyshev spektral algo-
ritmust Orszag és Kells (1980), és Kleiser és Schumann (1980) alkalmazott egyszert
fallal hatarolt d&ramlasban. A legfontosabb elénye a spektral modszernek a véges dif-
ferencia modszerrel szemben, hogy minimalis a faziskésése. Ez kiilondsen fontos az
instabilitas, és turbulencidba torténd atmenet szimuldcidja soran, mivel az ilyen szi-
muldcidkat hullamok megjelenése és nemlinedris kolcsonhatdsok kovetnek tobb ka-
rakterisztikus peridduson keresztiil. A fazishiba kumulativ, ezért a periddusonkénti
hibadk 6sszeadddnak. Az olyan mddszer, ami akar par szdzalék fazishibat megenged
periodusonként hibas végeredményt ad.

Kleiser és Schumann (1984) parhuzamos siklapok kozotti dramlasra dolgozott ki
egy modszert, mely két Fourier irdnyt és egy Chebyshev irdnyt alkalmaz. Ezt az al-
goritmust hasznalta kés6bb Gilbert és Kleiser (1990) az elsé teljes lamindrisbol turbu-
lens dramlasba torténd atmenet szimulacidjahoz, fallal hatdrolt dramlési térben, 128°
elem( halon. Kim et al. (1987) egy masik széles korben elterjedt eljarast dolgozott ki
siklapok kozti dramlasra. Rogers és Moser (1992) a mddszer adaptacidjat alkalmazta
szabad nyirorétegben. A két homogén iranyban Fourier sort, a harmadik iranyban
Jacobi polinomokat hasznalva. Scotti és Piomelli (2001) pulzalé csatornaaramlasban
Large-Eddy szimulacidhoz alkalmazott spektralis modszert 68° elem@i halén. A kis
elemszam lehet&vé teszi a széles paramétertartoméanyon torténd alkalmazast. A pa-
ramétertanulméannyal a pulzal6 dramlds részletes fizikaja jellemezhetd.

A spektral modszerek a sajatérték problémdk megolddsaban is kitlinnek. A
Chebyshev spektral modszer erdsségét sajatérték problémak diszkretizaldshoz
Orszag (1971) mutatja be, linedris stabilitas vizsgalat kapcsan, ami szamos tjabb ku-
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tatét inspirdlt a spektrdl moddszer alkalmazasara, inkompresszibilis és
kompresszibilis problémak megoldasahoz egyarant. Erre példa Theofilis (2000), aki
két Chebyshev és egy Fourier iranyt alkalmazott nagyléptéki(i sajatérték probléma-
hoz.

1.4. EQy egyszerii példa

Az irodalmi attekintésen keresztiil lattuk, hogy a spektral modszer legf6bb eldnye,
hogy sokkal nagyobb pontossag érhet6 el vele, kisebb szamitasi igény mellett, mint
differenciasémadk alkalmazdasdval. A fejezetben a spektrdl mddszer ezen elényét de-
monstraljuk egy egyszer(i hGvezetési példan keresztiil. A hévezetési egyenlet a ma-
tematikaban jol ismert parcidlis differencidlegyenlet, mely analitikusan megoldhato.
Az analitikus megoldast tekintjiik a legpontosabbnak, ehhez tudjuk viszonyitani a
numerikus mddszerekkel kapott eredményeket.

Tekintsiik a hdvezetési egyenletet egyenes, allandd keresztmetszeti homogén
anyagu rud esetén. Az X tengely a rad hossza mentén helyezkedjen el, X, =0 és
X, =L jelolje a rud két végét. A hdvezetés differencidl egyenlete 1 dimenzidéban
(lasd: Boyce (2002)):

a’u, =u, O<x<L, t>0, (1.8)
ahol U, a homérséklet X (hely koordindta) szerinti masodik derivaltjat, u,a hémér-
séklet idS szerinti elsd derivaltjat jeloli. Az a a hdmérsékletvezetési tényezd, mely
konstans, csak a rad anyagatdl fiigg:

/ A
a= ﬁ/ (1.9)

ahol 1 a hdvezetési tényezd, pa strlség, Ca fajhd. Feltételezziik, hogy a kezdeti
hémérséklet eloszlast ismerjiik a radban:

u(x,0)= f(x), 0<x<L, (1.10)
ahol f(x)ismert fliggvény. Homogén peremfeltételt irunk eld; a rud végein a hémér-
séklet Ty =T, =0. A megoldando hévezetési probléma tehat:

u =a’u,, ux0)=f(x), T,=T,=0, t>0, a=,1/(p-c). (1.11)

A kovetkez6 fejezetekben bemutatjuk az analitikus megoldast, a masodrend(i vé-

ges differencia sémas megoldast, és az egyik korai spektral mddszerrel, a Galerkin

modszerrel torténd megoldds menetét. Majd Osszevetjitk a kiilonb6z6 megoldasi
modszerrel a kapott eredményeket, €s a megoldasok pontossagat.
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1.4.1. HOVEZETES ANALITIKUS MEGOLDASA

A hévezetési egyenlet analitikus megoldasa a valtozok szétvalasztasaval torténik.
A levezetést lasd Boyce (2012) 10. fejezetében. A differencidlegyenlet megoldasa az
alabbi végtelen fliggvénysor:

u(x,t)=>"a,sin nT”X e (1.12)
n=1
Az igy kapott megoldasnak ki kell elégiteni a kezdeti hdmérséklet eloszlast (t=0):
> . nzx
u(x,0)=>"a, sin == = f(x), (1.13)
n=1
ezaz f(x) fliggvény szinuszos Fourier sora, melynek egyiitthatoi:
2 | - (nax
a =—-| f(x)sinfl — |[dx=0 n=12...0.
: L!()(Lj (1.14)

Ha a rad hossza L = 2, a hOmérsékletvezetési tényezd o =1 dimenzidtlan mennyi-
ségek, és a kezdeti hémérséklet eloszlas f(x)=1—(x—1)?, akkor az egyiitthatok az
alabbi médon szamolhatdk:

8

n37l'3

a, =j)'(1_(x_1)2).sin%=— [- 2+ 2cos(nz)+nz -sin(nr)]. (1.15)

Az integralas elvégzésével aza, egyiitthatora analitikus Osszefiiggést kaptunk. Ezt

helyettesitjiik az (1.12) egyenletbe. A gyakorlatban végtelen tagot nem lehet végtelen
tagot venni, ezért N tag utadn levagjuk, igy a hdvezetési probléma megoldadsa az
alabbi:

u(x,t)= i— 8 [-2+2cos(nz)+ n;r-sin(mz)]-einTt : (1.16)

3_3
n=1 n-z

Az analitikus moddszerrel kapott megoldas az 1.1. abran lathat6 kiilonb6zd id6-
pontokban, N =1000 esetére. Ez mar nagy pontossagi megoldast eredmény, mint
azt latni fogjuk.

S~}

e S SN
02 // ,/ﬁ_ T~ \\
0 W N

0 0.5 1 1.5 2
x[-]

1.1. abra: A hévezetési egyenlet analitikus megoldasa kiilonb6z6 idépontokban, N=1000.

u (x4 [-]
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1.4.2. MASODRENDU VEGES DIFFERENCIA MODSZER

Véges differencia modszer esetén nem a folytonos u(x,t) fliggvénnyel, hanem a
fuggvény X; osztaspontokban vett értékeivel u(x;,t) =u;(t) dolgozunk. A jeldlt osz-
taspontok és a pontokban vett fliggvény értékek felirhatok vektoridlis formaban:

X" = (Xgs Xgr Xpee X en Xy ),
U (1) = (U (1), Uy (1), -0, (0)--uy (1),
ahol X, =0 és X, =L. A kovetkez6kben az explicit idéfiiggés jelolését elhagyjuk, de

(1.17)

u(x;) =u; tovabbra is id6fliggo.

A feladat, hogy meghatarozzuk a fiiggvény numerikus térbeli derivaltjat. Ennek
egyik legaltalanosabb modja, hogy a fliggvényt tetszdleges X; osztaspont kornyeze-
tében P, (X) polinommal kozelitiink. Tekintsiik a hald 3 egymast kovetd pontjat: X,
Xi, X, a hozzajuk tartozé fliggvényértékek rendre U, ,, U;, U, . Erre a hdrom pontra

egyetlen egy masodrendii polinom illeszthetd, ahogy az 1.2. dbran is lathato:

P/ (x)=a, +ax+a,x*. (1.18)
y :
;
P, (x)
i1 44/ i i
ui+1
'
Yi1 X, X x

1

1.2. abra: Masodfoku polinom illesztése harom pontra

Az osztaspontokban vett fliggvényértékek kifejezhetek a kozelité polinom segitsé-

gével:
U, =8, +a X, +a,X’,. (1.19)
U, =a, +a,X +a,x;’. (1.20)
U, =8, +a,X,, +a,X>,. (1.21)

Mivel U; az adott X; osztdspontokban ismert, a kozelitd polinom egyiitthatoi
{ay,8,,8,} az (1.19), (1.20), (1.21) egyenletekbdl kifejezhetOk, vagyis az egyiitthatok a

helykoordinatdktdl és az osztdspontokban vett fliggvényértékektdl fiiggenek:
{an}: P Ui Uiy X X0 Xi) -

26



A fiiggvény derivaltja az x; helyen kifejezhetd a pontokra illesztett kozelitd poli-
nom segitségével:

Ui =a, +2a,X. (1.22)

Ahol ” a hely koordinata szerinti derivaltat jeloli. Mivel az egyiitthatok csak a halo-

pontok koordinatajatol és a pontokban vett fiiggvényértékektdl fiiggenek az (1.22)
egyenlet atalakithato az aldbbi formaba:

Ui =AU, +B-u+Couyy. (1.23)
Ahol 4, B, C egyiitthatdk az alabbiak (lasd: Hegeds et al. (2013)):

X . — X,
A= N , 1.24
(% =% )- (Xis = Xi1) (1.24)

Xiyg = 2X; +X;

B = i+1 i i-1 , 1.25
(Xi - Xi—l)'(xi - Xi+1) ( )

X, — X
C= : (1.26)

(% =%i1)- (s = x0)”
Az elsd és utolsd pontban, hogy tartsuk a masodrend@i pontossagot, egy kis mddosi-
tas torténik:
up=A°-u, +B°%-u +C°-u,. (1.27)
uy, =A"-u,,+B"-u,,+C"-u,. (1.28)
Az egyiitthatok a nulldadik pontban:
X, — 2%y + X,

A = )
(Xl - Xo)' (XO - X2) (129)
B? = Xo =X,
(Xl - Xo)' (Xl - Xz) (1.30)
CO — Xl - XO .
(X, —%,)- (%, — %) (1.31)
Az egyiitthatok az utolsé pontban:
AN = Xn-1 — Xy )
(X2 —Xu2)- (Ko = Xy) (1.32)
BN — XN — XN72 .
(XN—l - XNfz)’ (XN,l — Xy ) (133)
Xy o — 2Xy + Xy
¢ = = X x. (1.34)

(XN—l — Xy ) (XN - XN—Z) .

A figgvény derivalt vektorialis alakja: u'™ = (uj,u;,us...u;,...uy), igy a hely szerinti
derivalas egy matrix-vektorszorzdssa egyszertisodik, ami az alabbi forméaban irhato:

u'=D-u. (1.35)

27



Ahol: D az allando egytitthatos differencialo matrix, mely a fentebbi felirt egytittha-
tokbol épiil fel:

fu, ] [A° B Cc° 0 0 0 0 O]fu]
u' A B C 00 0 0 O0]]uy
u, O A B C O 0 0 0 ]|u
Pl o . .. 0 0
v | lo o o AB Cc o0 o0]]u (1.36)
0 0 0 . .o e :
Uy, [0 0 0 0 0 A B C||uy,
uy ] [0 0 0 0 0 AY BM C“||uy |

Osszesen N +1 db egyenletet kaptunk, tehét a szabadsagfokok szama (,, Degrees of
Freedom”) az osztopontok szamaval egyezik meg DOF = N +1. A mddszer erdssége,
hogy a parcialis differencidlegyenletekben, mint példaul jelen hévezetési probléma
is, a hely szerinti derivalds egy alkalmas matrixszorzassa egyszer(isodik, melyet
szoftveres kornyezetben konnytl kezelni. A D derivalo matrix els6 és utolso sorait

torolni kell igy a belsé pontokra N —1 db koézonséges differencidlegyenlet adodik.
Ezzel a feladatot kezdeti érték problémadra vezettiik vissza. Azonban azért, hogy az

!

u;, 1=12.N-1 elemeket meghatarozzuk, el§ kell éllitanunk a teljes U vektort,

minden id8szinten. Az belsé pontokban u;, i=12,.N -1 a fiiggvényértékek a ko-

zOnséges differencidlegyenlet megoldasaként kiadodnak, két szélsé pontban pedig a

peremfeltételbdl hatarozhatd meg U, és u, értéke az tjabb iddszinten.

Alkalmazasa a kovetkezd: adottak az elsé és utolsd pontban a peremfeltételek:
To(t)és Ty (t) valamint az u(x,0)= f(x) kezdeti hémérséklet eloszlas. ElGszor
diszkretizdlunk, a szadmitdsi tartomanyt egyenkozlien AX részekre bontjuk, igy eld-
allnak az X; pontok, i =012...N. Ezzel a D differenciald matrix elemei szamolhato-
ak, valamint a nulldadik idépontban a diszkrét fiiggvényértékek U; beleértve a pe-
remfeltételeket is. A kovetkezd lépéseket ciklusba rendezziik:

1. Eléallitjuk az id6 szerinti derivaltat az (1.8) egyenlet alapjan a derivalé matrix
segitségével: U =22 ‘U, ahol «a-t egységnyinek valasztottuk. Az id6 szerinti
derivélt u' = (u,,u,..4,,..U,_,) elsd és utols6 elemét elhagyjuk, ezekben a pon-
tokban a hdmérsékletértékeket a peremfeltételekbdl hatarozzuk majd meg. fgy
Osszesen N —1 db kozonséges differencidlegyenletet kapunk a kdzbens6 osz-
taspontokra. Az tjabb iddpillanatban eld kell allitanunk U minden elemét.

2. A bels6 osztaspontokba u;, i=12,.N -1 a h6mérséklet eloszlast az Gjabb id6-
szinten t; egy kozonséges differencialegyenlet megoldo algoritmus segitségé-

vel (pl.: Runge — Kutta) hatarozzuk meg.
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3. Az (j idGszinten behelyettesitjiik a peremfeltételeket u, =T, (t;) €s u, =T (t;)
igy az U Osszes eleme eldall j -dik id6pillanatban.

Az 1-3 1épést ismételve meghatdrozhatd a hdmérséklet eloszlas a tovabbi iddszin-
teken, a megoldasi modszert a 1.3. dbra szemlélteti.

3 2
- \.9_'.) ;“_49 —
Ko] &
E £
L g g
9] A T v
[y [a I
t1 ¢ ¥
u u
fy 0 u, 2 ﬁ”i Un-1 Uy o
x0 xl x2 xi XN—l XN

1.3. dbra: A masodrendti véges differencia modszer szemléltetése hévezetési példa esetén.

A hévezetési probléma masodrendti centrdlis differenciasémaval torténé megoldasa-
ra Matlab kddrészlet olvashatd az Appendix D.1. fejezetében.

1.4.3. GALERKIN MODSZER, LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE

A spektral modszerek és a véges differenciasémak kozti leglényegesebb kiilonbség,
hogy a véges differencia sémak a keresett fliggvényt lokdlisan az osztadspontokra il-
lesztett polinomok segitségével kozelitik, ezzel szemben a spektral modszerek a
fiiggvényt globdlisan illesztett polinommal vagy harmonikus fiiggvénnyel kozelitik.
Egy tetszOleges f(x) fiiggvény térbeli kozelitése alkalmasan megvalasztott bazis-

fiiggvények linearis kombindcidjabdl tevédik Ossze (lasd: Boyd (2001)):
N
f ()~ Py (X) =2 2a,6,(%), (1.37)
n=0

ahol a, az egyiitthatokat, ¢,(X)a bazisfiiggvényeket jeloli. A reziduum fliggvény:
R(x,85,8;...ay) =Py (X) - £(X). (1.38)
Egzakt megoldas esetén a reziduum fiiggvény R(X,a,)pontosan nulla. Célunk az

ismert vagy ismeretlen fliggvény minél pontosabb kozelitése, tugy hogy a
reziduumot csokkentjiik. A feladat tehat, hogy tgy valasszuk meg a bazisfliggvé-
nyeket és az egyiitthatokat, hogy a reziduum minimalis legyen. Az analitikus meg-
oldas is egy specialis spektral moédszernek foghaté fel.

A kiilonb6z6 spektral mdédszerek a minimalizalds mddjaban kiilonboznek. A leg-
tobb minimalizdld modszer besorolhatd, a sulyozott maradékok modszerének
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(,method of mean weighted residual”— MWR) csaladjaba (lasd: Finlayson (1973)). Ha a
bazisfiiggvények ¢, (X) kielégitik a peremfeltételeket, akkor az egyiitthatok meghata-

rozhatdk egy megfeleléen megvalasztott sulyfiiggvényt W, bevezetve:

(W,,R(x,8y,a;...ay))=0. (1.39)
ahol (.,.) a bels6 szorzatot jeloli. Ezt a linedris algebraban (vektorok skalar szorzata-
nak analdgiajara) ortogonalis projekcionak is nevezik, lasd: Appendix: A.1.2 és A.1.3
fejezete.

Ha adottak két [a, b] intervallumon folytonos f(x) g(x) tetszdleges fiiggvények, és
adott nem negativ sulyfiiggvény p(x), akkor definicié szerint a bels6 szorzat folyto-
nos fliggvényekre, az alabbi formaban irhato:

(f.9), Ejp(x)f(x)g(x)dx. (1.40)

Megjegyzendd, hogy a két sulyfiiggvény nem azonos! W, az a fliggvény melyre vé-
gezziikk a projekcidt (vetitést), mig p(X) biztositja, a két fliggvény ortogonalitasat
[a, b] intervallumon. Galerkin modszer esetén az (1.39) egyenletbe szerepld sulyfligg-
vények megegyeznek a bazisfliggvényekkel.

W, =¢, m=01..N. (1.41)
Az (1.38) és (1.41) egyenleteket az (1.39) egyenletbe helyettesitve, és a bels§ szorzat
tulajdonsagait (lasd: Appendix A.1.1 fejezet (A.8) Osszefliggések) kihasznalva:

(@n:R)p = (8 Py = ) =(dn.Pu)p — (¢, T), =0. (1.42)

Az (1.42) egyenletbe (1.37) kifejezést helyettesitve, majd rendezve az alabbi egyenle-
tet kapjuk:

<¢mlf>|: zzan<¢n’¢m>p m:o’lN (143)

Jellie f. . =(4,.f) az f oszlopvektor és @, = (,.¢,) a @ N +1xN +1matrix
elemeit. Igy az (1.43) az alabbi matrixegyenletté atirhato:
f. =2 -a. (1.44)

Matrix alakban irva:

_<¢01f>,:_ <¢01¢0>F <¢1'¢0>F <¢n’¢0>|: <¢N’¢O>F_ a,
<¢1’.f>p <¢0'.¢1>F <¢1’f’51>p <¢n’.¢1>F <¢N'.¢1>F a.l

(1.45)

<¢m’:f>|: <¢0’%¢m>|: <¢1’%m>|: <¢n’%§m>|= <¢N’:¢m>|= . a:n

(e 1)) Gde)e (odide = Budde - ot | Ly
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Innen a spektrdlis egyiitthatok meghatdrozhatoak:
a=2. " f, (1.46)
A hdévezetési egyenletben (1.8) az ismeretlen fiiggvény, melyet kozelitiink a ho-
mérséklet eloszlas u = f . Behelyettesitve az (1.37) egyenletbe, ha a egységnyi, a fen-
tebbi levezetés alapjan az alabbi egyenlet adddik:

Tee=Teu (147)
Mivel a bazisfiiggvények csak helytdl fliggenek, az egytitthatdk pedig csak id6tdl az
egyenlet tovabb irhato az (1.44) alapjan az alabbi formaban:
Q. -a=20,  -a. (1.48)
Innen a spektralis egytitthatok id6 szerinti derivaltjai kifejezhetdk:

a=0 '@ -a=P -a. (1.49)

- =F =Fxx — = -
Ezzel kezdeti érték problémadra vezettiik vissza a feladatot. Ha a kozelité polinom
fokszdama N, akkor N +1db kozonséges differencidlegyenletet kapunk az
a, n=0.1..N egyiitthatokra. A szabadsagi fokok szama a megoldandé kozonséges
differencidlegyenletek szdamaval egyezik meg, DoF = N +1.
Elészor bazisfiiggvényeket valasztunk, melyek egyenként kielégitik a peremfeltéte-
leket. A bazisfiiggvények alapjan az 2: matrix eldallithatd. A kezdeti iddpillanatban

ismert a hémérséklet eloszlas (kezdeti feltétel), igy az egyiitthatok @ és az egyiittha-
tok id6 szerinti elsé derivaltjai @ a kezdeti idGpillanatban meghatarozhatok. Ebbdl
szamolhato a kovetkezd iddpillanatban a bazisok egyiitthatoi. Az egyiitthatdkat az
(1.37) kozelit6 fiiggvénybe helyettesitve el6all a hdmérséklet eloszlds az tjabb idd-
szinten. Egy kozonséges differencidlegyenlet megoldd algoritmust haszndlva a teljes
idétartomany végig szamolhatd.

A szdmitdsok MATLAB kornyezetben torténtek ODE45 kozonséges differencidl-
egyenlet megolddval. Kodrészlet az Appendix D.2 fejezetében taldlhato.

Galerkin modszer akkor alkalmazhato, ha a peremfeltételeket a bazisfiiggvények
egyenként kielégitik. Ezért az aldbbi mddon valasztunk bazisfiiggvényeket, (lasd:
(Boyd 2001)):

b (X) =T, (x)-1 n=12..
{¢2M<x>=m<x>—x n=12. (0
ahol T,(x) a Chebyshev polinomok. Az igy képzett bazisokra igaz, hogy ¢,(+1)=0
barmely n esetén. A keresett fliggvényiinket u(x,t) atskalazzuk a [0, L] intervallum-

rol, a [-1, 1] intervallumra, igy a peremfeltételek kielégiilnek. A kapott bazisfliggvé-
nyeket az 1.4. dbran latjuk DoF =4 szabadsagfok esetén.
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@(x)
1 /><- N
L $,(x)
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= #,(x)
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-2
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x[-]

1.4. dbra: A Galerkin modszerben alkalmazott bazisfiiggvények DoF=4 esetén

1.4.4. KOVETKEZTETESEK ES KERDESEK

A kiilonb6zd megoldasi modszerekkel kapott eredményeket t=0.25 iddpillanat-
ban hasonlitjuk 6ssze. Az 1.5. dbran lathatoak a kapott eredmények, az A, diagramon
4, a B, diagramon pedig 10 szabadsagi fok esetén.

= mm w Analitikus (N=1000)  ==®== CDS Spektrdl Galerkin
0.6 — : 0.6 : r :
A, ’)'.:’E:: SQO B, =TT R
04 7 S 4 / o X
~ 0. y \\ o 0.4 7 e
2 ¥ N 2 N
X / \\ % V4 \\
302~ g 502 4 N
V4 4
0 ¢ b\ on E L \‘;
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5
10 r X [_-] : 10 x[-]
| |
210" =10
~ H~
-10 C/ L L -10 D/ L L L
10 10
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
x[-] x[-]

1.5. abra: A kiilonb6z6 megoldasi modszerekkel kapott eredmények 0sszehasonlitasa t=0.25 iddpilla-
natban. A, diagramon a masodrend(i véges differencia séma (piros) és a spektral Galerkin (z6ld) meg-
oldasok egyarant DoF =4, szabadsag fok mellett késziiltek, mig a B, dbran DoF = 10 volt. A C, és D,
abran az N=1000 tagbdl allé analitikus (fekete) megoldastol vald eltérések abszolut értékei lathatoak.

Az analitikus megoldast N =1000taggal kozelitjiik, ezt tekintjiikk a pontos megol-
dasnak. A C, és D, diagramon a masodrend centralis differencia sémaval (piros) és a
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Galerkin modszerrel (z6ld) kapott megoldasok analitikustol (pontos) valo eltérésé-
nek abszolut értékét abrazoltuk logaritmikus skalan. A diagramok alapjan elmond-
hato hogy a spektralis mdédszer pontossdga nagysagrendekkel jobb, mint a hasonlo
szabadsagi fokkal rendelkez6 masodrendi centralis differencia sémas megoldasnak.

Kiilonb6z6 szabadsagi fokok mellett kapott hiba (reziduum) abszolit maximum
értékeit is dbrazoltuk, ami az 1.6. dbran lathato. Ez alapjan szintén arra a kovetkezte-
tésre jutunk, hogy a spektrdl modszer gyorsabban konvergal és nagyobb pontossag
érhetd el vele, mint centralis sémaval. Mig a Galerkin modszerrel DoF =10 mellett
mar 107° nagysagrendd a maximalis hiba, addig ugyanilyen szabadsag fok mellett a
centrélis séma csak 107 nagysagrendet éri el. Az dbran kékkel az analitikus megol-
das konvergencia sebessége is fel van tiintetve. Lathatd, hogy kevés tagot véve is
nagy pontossagot eredményez egy ilyen egyszert példa esetén is.

0
10 ¢ r

—®— CDS T

-10 Galerkin
10 \ —— Analitikus | 7T
0 5 20 25

10 15
DoF [-]

1.6. dbra: A masodrendii véges differencia sémas (piros) és a Galerkin (z6ld) megoldasi mddszerrel
kapott eredmények maximalis hibaja a szabadsag fok fliggvényében az ismertetett hévezetési problé-
ma esetén t=0.25 id6pillanatban, ha az ODE megold¢ relativ hibaja le-3, abszolut hibaja le-6 nagysag-
rendti (ODE45 alap beallitasai)

A Galerkin (z6ld) konvergencia sebesség abrajan megfigyelhetd, hogy a szabadsagi
fok novelésével a hiba nem csdkken 10~° nagysagrend ald. Ennek oka, hogy a szami-
tashoz a MATLAB beépitett kozonséges differencidlegyenlet megoldodjat (ODE 45)
haszndltuk alapbedllitidsok mellett, ekkor a relativ 10~ az abszoltit tolerancia pedig
10°°. A kozonséges differencialegyenlet megoldé toleranciajat novelve 10™**-re tjra
elvégeztiik a szamitast (Centrdlis és Galerkin sémara egyarant). Az igy kapott kon-
vergencia sebességek 1.7. dbran lathatok. A diagram hasonlo a kordbbihoz, a spektral
modszer konvergencia sebessége lényegesen gyorsabb, mint a masodrend(i centralis
differenciasémaé, viszont reziduum igy DOF =14 esetén mar eléri a 10™° nagység-
rendet.

Mindkét abran megfigyelhetd a zold gorbének a lépcsdzetessége, azaz csak minden
masodik szabadsagi fok novelés eredményez nagyobb pontossagot. Ennek oka, hogy
a parcidlis differencialegyenlet megolddsa szimmetrikus igy csak a szimmetrikus ba-
zisokhoz tartozo egyiitthatok nem nulldk. Lathato, hogy elegendd lenne csak ezeket
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az egytutthatokat vizsgalni és a szimmetridnak nem eleget tevd bazisokat elhagyni. A
sziikséges bazisok (ezzel egyiitt a megoldanddé kozonséges differencidlegyenletek
szama) felére csokkenthetd. A szimmetridk kihasznaldsanak lehetdségérdl a 2.4. feje-

zetben olvashatunk részletesebben.

0
10 I I T T F
, —®— CDS —*— Galerkin —®— Analitikus{
10 - ‘ |
-4
10" -~
3
S -6
o210 \
-8
L e S
107" \ -
_ \ I _
0 5 20 25

0 1
DoF [-]

1.7. abra: A masodrendti véges differencia séma (piros) és a Galerkin (z6ld) megoldasi mddszerrel
kapott eredmények maximalis hibaja a szabadsagi fok fiiggvényében az ismertetett hévezetési prob-
léma esetén t=0.25 iddpillanatban, ha az ODE megoldo relativ és abszolut hibdjat 1e-12 nagysagrendi-

nek vessziik fel

A spektral mddszerek kapcsan gyakran felmeriilnek az alabbi kérdések:

1.) Sokkal nehezebb-e programozni, mint a véges differencia vagy véges elem
kédokat?
Nem nehezebb, ahogy ezt késdbb latni is fogjuk, pszeudo-spektral mddszereknél
a hely szerinti derivaltat a centralis sémahoz hasonldan egy tgynevezett derivald
matrixszal torténd szorzassal allitjuk eld, és az osztaspontokra kapott differencial-
egyenlet megoldasaval kapjuk meg az eredményt. Az ilyen kddok irdsa nem bo-
nyolultabb, mint a véges differencia illetve véges elem kddoké. Egyediili nehé-
zséget a klasszikus spektral mddszerek, mint példaul a Galerkin modszer okoz-
hat, mivel itt a belsd szorzatokat integraldssal szamoljuk és az egyiitthatokra ka-

punk differencialegyenlet rendszert.

2.) A valos mérndki életben valdban sziikség van-e nagy sok tizedes jegy pontos-
sagra, ami a spektral modszerekkel elérhet6?

A hosszu id6tartamt hidrodinamikai integralokat és a turbulens dramlasba torté-
né atmenetet gyakran tonkreteszi a szamitasi instabilitds. Gyakori megoldas,
hogy meg0rizziik a stabilitast, hogy sok disszipaciot vezetiink be, vagy energia-
meg0rzd differencia vagy véges elemes sémakat alkalmazunk. Mindkét mddszer
torzitja a megoldast ezért nagy pontossagui megoldds nem érhet6 el mesterséges
csillapitassal vagy explicit felirt energia megmaradassal. A spektrdl mddszerek a
nagy pontossag miatt gyakran stabilak csillapitas és bevezetett energia megmara-
das nélkiil is.
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3.) A spektrdl mddszer csak akkor hasznos, amikor nagy pontossagra van sziik-

ség?

Nem, mivel memdria takarékos modszer. 3 dimenzidban durvan 1/8-ad annyi

szabadsagi fok sziikséges, hogy 1% pontossaggal vagy azon beliill megoldjuk
aramlasi problémakat, mint amennyi masod illetve negyedrendii differencia séma
esetén sziikséges lenne ugyanilyen pontossag eléréséhez

4.) A spektral modszer alkalmas-e 16késhulldm vagy hulldmfronti dramldsok ese-

tén?

Igen, azonban a spektrdl modszerek nincsenek annyira kifinomultan rdszabva az
ilyen tipust problémaékra, mint néhdny alacsonyrendii véges differencia vagy véges
elem modszer. Azonban nagy eldrelépések torténtek annak érdekében, hogy ezeket
az elméleteket spektral modszerekre is dtdolgozzak. Ilyen problémak esetén a fligg-
vényben szakadasok lehetnek melyek kozelében a kozelitd fiiggvény oszcillalni kezd.
Az oszcillacié csokkentésére léteznek simitasi technikdk melyekrél Canuto et al.
(2006) olvashatunk. Hasonl6 szakaddassal rendelkezd probléma (Burgers egyenlet)
megoldasarol, Basdevant et al. (1986) és Augenbaum (1989) folydiratcikkében olvas-
hatunk.
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2. SPEKTRAL MODSZER MATEMATIKA HATTERE

Most, hogy 0sszehasonlitottuk a spektral modszert a masodrend(i véges differen-
cia sémaval és az analitikus megoldassal az egyszert hdvezetési példan keresztiil, a
kiilonb6z6 megoldasi modszerekkel, visszatérhetiink a spektral modszer alapjainak
meélyebb megértéséhez. A spektral mddszerek két atfogd kategoridba sorolhatoak:
interpolacios, vagy nem interpolacidos modszerek.

Az interpolacids, vagy mas néven pszeudo spektral modszer az interpolacios pon-
tokban vett fliggvényértékekre egy polinomot illeszt. N +1db osztdspontra ponto-
san 1 db N -ed foku polinom illeszthet6. A modszer lényege, hogy az illesztett poli-
nom minél jobban kozelitse a keresett fliggvényt. Az interpolacid definicié szerint
megkoveteli, hogy az illesztett polinom értékei P, (X) az osztaspontokban meg-
egyezzenek az ismert f(x) fliggvény értékeivel Py (x;)= f(X;). Masképpen megfo-
galmazva, a reziduum az osztaspontonban definici6 szerint nulla kell, hogy legyen:

R(X,ay,8,...2y)=0 i=01...N 2.1)
Mivel a reziduum az interpoldcids pontokban nulla, a differencidlegyenlet pontosan
ki van elégitve az interpoldcids, vagy mds néven kollokacios pontokban. Feltételezhe-
téen, ahogy né a racspontok szadma, a reziduum csokken, egyre kisebb és kisebb lesz
a kollokacios pontok kozotti hézagban, annyira hogy R ~ Ax az egész tartomdanyon,
tehat Py(X)az N novelésével egyre jobban konvergdl az f(x) fliggvényhez. Van

azonban kivétel, amikor pusztin a fokszadm novelésével nem lesz pontosabb az
eredmény, erre kés6bb mutatunk példat.

Torténelmileg a nem interpolaciés mddszereket fedezték fel hamarabb. A nem in-
terpolacios mddszerek csaladjaba tartoznak a klasszikus spektral mdédszerek példaul
a Galerkin és a tau mddszer. Itt nincsenek radcspontok, ehelyett az ismert f(x) fligg-
vényt skaldrisan szorozzuk adott bazistiiggvényekkel és integralunk, ahogy azt mar
az 1.4.3. fejezetben lathattuk. Az interpolacids és nem interpolaciés mddszerek kozot-
ti kiilonbségre csabitd lehet ugy tekinteniink, mint , integralas kontra interpolaci¢”,
ez azonban tulsagosan leegyszertsitett elgondolds. Szdmos konyv, mint példaul Fox
és Parker (1968) megmutatja, hogyan lehet a bazisfiiggvények bizonyos tulajdonsa-
gait kihasznalva meghatarozni az egyiitthatdkat anélkiil, hogy integralnank; és en-
nek ellenére a végeredmény azonos azzal, mint amit az integralas elvégzésével kap-
nank. Megtévesztd lenne integracios modszernek nevezni, mikor eléfordulhat, hogy
egyaltalan nem kell integralast végezni, ezért maradunk a nem interpoldciés mod-
szer elnevezés hasznalatanal.

Az egylitthatok meghatdrozdsanak modjaban, nincs egyértelmi kapcsolat a
pszeudd-spektral és a sulyozott integralokat hasznalé modszerek kozott. Rdadasul az
interpoldcids pontok megvalasztdsa is az egyik 1j feladatunk. Szerencsére, minden
egyes gyakori bazis fiiggvény rendszerhez tartozik egy természetes eloszldsa az in-
terpolacios pontoknak. Ezek az interpoléacios pontok, a Galerkin mddszerben szerep-
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16 integralok Gauss-kvadratiira pontjai. A pszeudo-spektral modszer ekvivalens a
spektral modszerrel, ha az integralast numerikusan a Gauss kvadratarak segitségével
kozelitjitk az N +1 db interpolacids pontban, ezért nevezziik az interpolaciés mod-
szert gyakran pszeudd spektral mdédszernek is.

Annak ellenére, hogy az interpolacids mddszerek joval egyszertibbek programozas
szempontjabol, valamint nagyobb a szamitasi hatékonysag, vannak azonban olyan
teriiletek, ahol mégis a Galerkin modszer az elényosebb. A Galerkin mddszert nehe-
zebb programozni, mint a pszeudod-spektral algoritmusokat. Ennek egyszerii a ma-
gyarazata, a pszeudo spektral modszernél a kvadraturak segitségével becsiiljiik az
integralt, ami matrixszorzasra vezethetd vissza, ezt numerikusan konny elvégezni.
Galerkin modszernél integralnunk kell, ami nehézkesebb. A Galerkin modszerrel N -
ed foku kozelitéssel ugyanolyan pontossag érhetd el, mint pszeudo-spektral modsze-
rek esetén N +1, vagy N +2 foku kozelitd fliggvénysor altal. Ha az N fokszam
nagy, a kiilonbség elhanyagolhato, viszont kis fokszdm esetén az extra egy — két sza-
badsagfok jelentds lehet.

Kis fokszdm esetén papirt és ceruzat ragadva, egyszer(i problémak szamitogép
nélkiil is megoldhatok, ha a matrix elemei analitikusan integralhatéak. Ezért a klasz-
szikus spektral modszer nem csak numerikus, hanem elméleti eszkoz is lehet.
Galerkin mddszert alkalmaznak a szférikus harmonikus id6jaras elSrejelzésekhez és
a klima modellekben, mivel az ilyen problémakhoz gyorsabb, mint a pszeudod
spektral modszer. A kvantum kémia teriiletén is széles korben a Galerkin modszer az
elterjedt. Az Osszetett molekuldk olyan nagyszamu szabadsagfokot igényelnek, hogy
a szamitasok csak szamitogéppel végezhetdk. Ra vagyunk kényszeritve, hogy kevés
bazisfiggvényt hasznaljunk elektrononként, ezért a szimuldcio is alacsonyrendd,
még akkor is, ha a szabadsdgfokok szama DoF = 400! Ezért a Galerkin mddszer extra
pontossaga nagyon fontos ilyen esetekben. Nagy felbontast, numerikus szamitasok-
hoz viszont a pszeudd spektral mddszer hatékonyabb.

Egy fontos kérdés még tisztdzatlan: Milyen ¢, (x) bazisfliggvény rendszert valasz-

szunk? Azt szeretnénk, hogy a bazisfliggvényeink: konnyen szamithatoak legyenek,
gyorsan konvergaljanak, és a bazisfliggvény rendszer teljes legyen, ami azt jelenti,
hogy barmely megoldds abrazolhato tetszdlegesen nagy pontossaggal N fokszamot
elegend6en nagynak valasztva.

Azt, hogy milyen bazisfliggvényeket haszndljunk, a geometria hatdrozza meg.
Térben periodikus problémak esetén a kozonséges Fourier sor a legjobb valasztas.
Nem periodikus problémak megoldasahoz pedig az esetek 95%-ban Chebyshev poli-
nomok alkalmazasa a legcélravezetébb. A Chebyshev polinomokat T,(x) gyakran

onallé bazisfiiggvény rendszerként kezeljiik, mivel X -ben polinom, viszont az aldbbi
rekurzids Osszefiiggés alapjan (lasd: Boyd(2001):

T,(cos @) = cos(n@), 2.2)
lathato, hogy a Chebyshev rendszer valdjaban egy koszinusz Fourier sor valtozdcse-
rével.
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Léteznek azonban kivételek: egy gombfelszinen sokkal hatékonyabbak a szférikus
harmonikus fliggvények, fél végtelen terek esetén Laguerre fliggvények, végtelen
tereken pedig Hermite, Rational Chebyshev vagy Sinc fiiggvényeket célszert alkal-
mazni.

A dolgozat tovabbi részében részletesen attekintjiik a pszeudd spektralis modsze-
rek matematikai hatterét és az alkalmazasi mddjat, kiilénb6z6 1 dimenzios problé-
mak esetében. A legaltalanosabban hasznalatos bazisokra a Chebyshev polinomra
illetve a Fourier sorra koncentralunk.

2.1. Interpoldcio, pszeudo spektral modszer

A pszeudo spektral modszerek és a klasszikus spektral Galerkin modszer szorosan
Osszefliggenek egymassal. Azért, hogy ezt beldssuk és megértsiik a pszeudo spektral
algoritmusok mutikodését, at kell tekintiink néhdny klasszikus numerikus modszert a
megértés érdekében: a polinomidlis interpolaciot, a legkisebb négyzetek modszerét
diszkrét esetben, a Gauss integralast, és az ortogonalis bazisok fogalmat.

2.1.1. POLINOMIALIS INTERPOLACIO

Az interpoléci6 egy olyan kozelité modszer, ahol a keresett f(X) fiiggvény nem
ismert értékei az ismert értékek (interpolacios pontokban vett fliiggvényérték) f(x;)
alapjan becstilhet6k. Ez az interpolacids pontokra illesztett polinom fliggvény segit-
ségével torténik. N +1 db pontra, pontosan egy db N foku polinom illeszthetd. Az
illesztett fliggvénynek definicié szerint at kell haladnia az interpolaciés pontokon,
ezért az illesztett polinom és a keresett fiiggvény értékei az interpolacios pontokban
megegyeznek:

f(x)=P,(x) i=01.N. 2.3)

A pszeudd spektrdl mddszerek célja az ismert (kezdeti idpillanatban), vagy isme-

retlen f(X) fiiggvény, és a fliggvény derivaltjainak minél pontosabb kozelitése az
interpolaciés pontokra illesztett Py, (X) polinom segitségével:

F(x)= Py (x) = Y2, (4),

n=0
N
fx(x); PN,X(X)= Zan¢n,x (X)/ (24:)
n=0
N
fxx (X) = PN,XX (X) = Zan¢n,xx (X)
n=0
ahol: ¢,(x), bazisfiiggvény, legegyszertibb esetben n-ed foka polinom ¢,(x)=x" és

a, az n-dik bazisfliggvény egytitthatoja, az alsé index az X szerinti derivalast jeloli.
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Az i-dik interpolacios pontban vett fliggvényérték az alabbi formaban irhato:

N
f(x)=Py(x)= > a., (%) (2.5)
n=0
A fenti Osszefliggést az Gsszes pontra felirva az alabbi matrix egyenletet kapjuk:
T=¢-a (2.6)

Matrix alakban:

N : | (2.7)
f(XN) ¢N(Xo) ¢N(X1) ¢N(XN) ay

innen az egytitthatdk kifejezhetdek:
a=¢ " -f. (2.8)

Az egyiitthatokat a (2.4) egyenletekbe helyettesitve az interpolacidos pontokra illesz-
tett polinomot (és derivaltjait) meghataroztuk. Igy a kizelitd polinom ismert.

2.1.2. DISZKRET LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE

A legkisebb négyzetek modszere diszkrét esetben a folytonoshoz analog mdédon
vezethetd le. Ahogy mar a Galerkin mddszer bemutatdsanadl is ismertettiik, folytonos
esetben a belsé szorzat az aldbbi mddon definialhato:

(0 00), I p(x n (X)dx, 2.9)

ahol: p(X) a sulyfiiggvény, ¢,(x) és ¢, (x) az [a, b] intervallumon folytonos két tetsz6-

leges bazisfliggvény. Diszkrét esetben a belsd szorzat definicid szerint a két vektor
skalaris szorzataként értelmezheto:

(B )y EiZNO]Wi 4% )-8 (%), (2.10)

ahol: W, az i-dik pontban vett suly, melyet mi hatarozunk meg a késébbiekben,
¢r-1r = [¢n (XO)l ¢n (Xl)"'¢n (XN )] és ¢; = [¢m (XO)! ¢m (Xl)"'¢m (XN )] a béZISfuggVények Xi 05z-
taspontjaiban vett értékeit tartalmazo vektorok, ahol nm=01,...N .

A feladatunk most is az egyiitthatok meghatdrozasa, tigy hogy ekozben a
reziduum minimalizalasara toreksziink:

ROG)=f(x)-Py(x) i=0L1.,N. 2.11)

A reziduumot skaldrisan szorozzuk egy sulyfiiggvénnyel, mely a Galerkin modszer-
hez hasonldan most is megegyezik a bazisfiiggvénnyel. Az igy kapott bels6 szorza-
tokat egyenlové tessziik nulldval, azaz ortogonalis projekciét alkalmazunk. (A leve-
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zetések matematikai hatterét (belsd szorzat, ortogonalitds ortogonalis projekcid) lasd
az Appendix A.1.1, A.1.2, és A.1.3 fejezetében.):

(#,,R(x;))=0 m=01.,N. (2.12)
Igy az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:
(i F)o = (. Pl (2.13)
A behelyettesités utan:
N
(B T =Zoan<¢n,¢m>0, (2.14)

ami felirhaté matrixegyenletként az alabbi formaban:

f =0 -a, (2.15)

mely matrix alakban irva:

_<¢o’f>D_ <¢o'¢o>D <¢1’¢0>D <¢n’¢O>D <¢N’¢O>D_ a,
<¢1’.f>o <¢0’f’51>o <¢1’f¢1>o <¢n’.¢l>D <¢N’.¢1>D a.l

(2.16)

<¢m’:f>D <¢0’%m>o <¢l'%m>D <¢n’¢:5m>o <¢N’}¢m>o | a:n

0o | (d)y Bed)y — Gnd)e ~ Gode)s ] Lo

innen az egytitthatok meghatarozhatdak:
-1
a=90,-1,. (2.17)
Ez a levezetés csupan annyiban kiilonbozik a Galerkin modszert6l, hogy az f  vek-
tor és a @ matrix elemeit integralas helyett, két vektor sulyozott skalaris szorzata-

ként hatadrozzuk meg.

A legkisebb négyzetek modszere diszkrét esetben ekvivalens a polinom interpola-
cids modszer, azaz (2.8) és (2.17) egyenlet altal leirtak azonosak, az altaluk meghata-
rozott egytitthatok megegyeznek. Ez belathato, ha a (2.7) matrixegyenlet minden so-
rat megszorozzuk W, - @, (Xi )—vel:

Wo'¢m(xo)'f(xo) ¢0(Xo) ¢0(X1) ¢0(XN) ao'Wo'¢m(X0)'
W1'¢m(x.l)'f(xl) _ ¢1(Xo) ¢1(.X1) ¢1(XN) al'Wl'.¢m(Xl)'

(2.18)

Wy ¢m(XN) f(XN) ¢N (Xo) ¢N (Xl) ¢N (XN) ay - Wy :¢m(XN)'

A szorzas utan kapott matrix egy sora egyszer(ibb alakban az aldbbi forméban irhato:

W, - g (%) f(Xi)=ian W, - ¢, (%) 6 (%) (2.19)
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A matrix sorait 0sszegezziik:
ZWi P (X)) f (Xi )= Zan '(Zwi '¢n(xi ) Dn (Xi )] . (2.20)

A (2.20) egyenlet bal oldala és a zardjelen beliil 1év6 tag az <¢m, f>D ésa <¢n P, >D bel-
sO szorzatnak felel meg. Ezzel visszakaptuk a (2.14) egyenletet. Mivel m=0,1...N

ezért a teljes (2.15) matrixegyenlet felirhato. Ezzel bizonyitottuk, hogy a polinom in-
terpolacio és a diszkrét legkisebb négyzetek modszere ekvivalens egymassal.

2.1.3. STABILITASI PROBLEMAK

Az interpolacids pontok megvalasztasa nem trividlis. Azt gondolhatnank, hogy az
osztaspontokat egyenkoziien felvéve az [a,b] intervallumon, a hiba csokken, ha az
interpoldcios pontok szama novekszik, barmilyen sima f(x) fliggvény esetén. Ez
azonban nem teljesen igaz. Instabilitasi problémak fordulhatnak el6 az osztépontok
egyenkozii eloszlasa esetén. Léteznek olyan fliggvények, ahol a tartomany szélein az
interpolalt fliggvény oszcillalni kezd magas fokszamu polinommal torténd kozelités
esetén, ezt a matematikdban Runge - jelenségnek hivjak.

15 . . 15 . -
! i ’ /
T 05 A — T 05 >/\¢
ot S f 00— :
05 0.5
-1 A - : q-B : - :
-5 25 0 25 5 -5 2.5 0 25 5
0.5 xl : 1 xl
N\

0.25 0 N et
v~/ \ A \
-0.25 -2
C D,
-0.5 ' ' -3 ' ; ;
-5 -2.5 0 2.5 5 -5 -2.5 0 2.5 5
x[-] x[-]
2.1. abra: A Runge — jelenség személtetése a (2.21) egyenlet alapjan kiilénb6z6 rendli polinomokkal
torténd kozelités esetén. Az A, és B diagramon az ismert fiiggvény f(x) (fekete) és az interpolécios
fiiggvény Py (x) (kék) lathatd. A piros pontok az interpolacids pontokat jeldljiik. A, esetben 6db (N=5),
B, esetben 11 db (N=10) osztépontra illesztett interpolacids fliggvényt abrazoltuk. A C, és D, diagra-
mon az ismert és az interpolacids fliggvény kozotti eltérés, reziduum lathato.

R ) []
R &) [-]

Az osztaspontok szamanak novelésével a tartomdny belsé részén csokken a hiba,
viszont a tartomdny szélein a hiba rohamosan né. Ez egy fontos megallapitas abbdl a
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szempontbdl, hogy a pontossag novelése érdekében nem elegendd csupan a pontok
szamat novelni. A jelenséget az alabbi példa alapjan szemléltetjiik:

F(X) =

1+x
Az f(x) fiiggvényt és a kozelité polinomot szemlélteti a 2.1. dbra, ami alapjan latha-

_ _5<x<5. (2.21)

td, hogy a pontok szamdnak novelésével a tartomany kozepén javult a kozelités pon-
tossaga, viszont a széleken nétt a hiba. A helyzet azonban nem reménytelen, ha meg-
fontoljuk a nem egyenkoz(i halo hasznalatat. Azt latjuk, hogy a tartomany kozepével
nincs gond, a nagy hibak a széleken vannak. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy ko-
zépen a pontokat viszonylag tavol is elhelyezhetjiik egymastol, a tartomany szélein
pedig striteni kell. Egy fontos megvalaszolando kérdés, hogy milyen a pontok opti-
malis eloszlasa? Erre a Gauss integralas segit valaszt adni, ahogy ezt a 2.2. fejezetben
fogjuk részletesen bemutatni.

A polinomidlis interpolacié masik héatranya, hogy nagy felbontds esetén az x"
nagy foku hatvdnyai szerepelnek az interpolécios fliggvényben. A nagy fokszamu
bazisokhoz nagyon kis egyiitthato értékek tartoznak, ahogy ez a 2.2. dbran is lathato.
Az egyiitthatok abszolut értékei széles nagysagrendben valtoznak, ezt a numerikus
szamabrazolasi pontatlansagot okoz, igy nagy fokszam esetén a klasszikus interpola-
cios mddszer alkalmazdsa nem célravezetd.

0
10 sses :

a,
“u

107" ™~

0 20 40 60 80 100
N[

2.2. abra: Az N-dik bazisfiiggvényhez tartozo egyiitthatok abszolut értékei a (2.21) egyenlet
polinomialis kozelitése esetén.

A tovabbiakban arra keressiik a valaszt, hogy milyen az interpolacids (kollokacids)
pontok optimalis eloszldsa, amivel el tudjuk kertilni a vizsgalt tartomany szélein je-
lentkezd oszcillacié miatti hibat, illetve hogyan tudjuk csokkenteni a nagy szabadsag-
fokt problémadk sordn a szdmabrazolasi pontossagbol adodo hibat alkalmasan meg-
valasztott bazisfiiggvényekkel.
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2.2. Galerkin modszer numerikus integraldssal

A kollokacids (interpolacids) modszereket azért nevezik pszeudd spektral mod-
szernek is, mert az interpoldcids pontok optimalis megvalasztasa a kollokacios mdd-
szert egyenérték(ivé teszi a Galerkin modszerrel. A belsd szorzatot Gauss féle nume-
rikus integralassal szamoljuk és ortogonalis bazisfliggvény rendszert hasznalunk.

2.2.1. NUMERIKUS INTEGRALAS

A numerikus integralas és a polinom interpolacié szorosan Osszefiigg, hiszen egy
kézenfekvé modszer az integralasra, hogy az integraland6 f(x) fiiggvényt poli-
nommal kozelitiink, majd a polinomot Py (X) integraljuk. Az illesztett polinom a

Lagrange féle bazisfliggvényekkel is felirhato:
N
Py () =2 f(x)-Ci(x). (2.22)
i=0

Fontos megjegyezni, hogy ugyanarra az N +1 db pontra pontosan egy darab poli-
nom illeszthetd, igy a (2.22) egyenletben felirt Py (X) ugyanaz az illesztett fliggvény,

mint az el6z6 két esetben, csak egy specidlis bazisfliggvény rendszer segitségével
felirva. Az egyenletben szerepl$ C,(x) a Lagrange féle karakterisztikus bazisfiigg-

vény, amely az aldbbi formdban irhato:

N X— Xj
C:(x=T1 : (2.23)
j=0; =i Xi — X

]

Az i-dik interpoldcids pontban a fliggvény 1-et ad eredményiil, a tobbi pontban pe-

dig nullat 0-at:
0 i#]
C(x,)= {1 T (2.24)

C, 00 [

-1 -0.5 0 0.5 1
x[-]
2.3.4bra: Az x; = [-1; —0.5; 0; 0.5; 1] interpolacids pontokra illesztett Lagrange féle bazisfiiggvények
szemléltetése: x, = —1 a kék, x; = —0.5 a z6ld x, = 0 lila, x3 = 0.5 piros, x, = 1 a barna fiiggvény tar-
tozik. Feketével az interpol4ci6s pontokat jeldltiik C;(x;) = 1; i = j.

43



Ezt szemlélteti a 2.3. dbra, melyen a [-1, 1] intervallumon 5 db egyenkdzilien felvett

osztopontra illesztett Lagrange fiiggvények lathatoak. Az integral értékét tehat ugy
kapjuk, hogy az illesztett polinomot integréljuk'

j X)dx ~I Py (X)dx = f > 1(x)-C, (xhix= iZ:lWi f(x). (2.25)

a i=0

Ahol w; akvadrattra stulyok:

w, = [C, (x)dx. (2.26)

Mivel polinomot pontosan tudunk integralni, az integralas hibaja az interpolacio hi-
bajaval aranyos. Az interpolacié hibajat a Cauchy féle interpolacids hiba tétel alapjan
az alabbi formaban irhatjuk fel (lasd: Boyd (2001)):

Tétel: Legyen f(x)-nek legaldibb N +1 db derivdltja az [a,b] intervallumon és legyen
Py (X) az N fokii Lagrange féle interpolilt fiigguény, akkor:
1 (N+l)
f(x)- Py (x)= Tk (cf)H X—X;) (2.27)

valamennyi & € [a,b]-re.

Az interpolécié hibajat szeretnénk minimalizdlni. Belathato a (2.27) egyenlet alap-
jan, hogy az f ™™ (&) tagot nem tudjuk befolyasolni, mivel ez csak a kozelitett fiigg-
N
vénytol fliggé tényezd, viszont a polinomialis tényezé [ [(x—-x;) nagysaga az osz-
i=0
taspontok szamatol és azok eloszlasatdl fiigg, melyet mi valaszthatunk meg. A kér-
dés tehat az, hogy az osztaspontok milyen eloszlasa esetén lesz a legkisebb ez a tag.
Azért, hogy meghatdrozzuk az osztdspontok optimadlis eloszlasat, el6bb be kell ve-
zetnilink az ortogonalis bazisrendszer fogalmat.

2.2.1.1. Ortogonalitds

Egy bazistiiggvény rendszer ortogonalis [a,b] intervallumon, ha a belsd szorzata-
ikra (folytonos és diszkrét esetben egyarant) igaz hogy:
0 nzm

(B0 &) = { , (2.28)

v, N=m

Tekintsiik Gjra a legkisebb négyzetek modszerével levezetett matrix egyenletet. Or-
togondlis bazisok esetén csak a matrix f6atldjaban maradnak elemek, a tobbi elem
nulla.

44



(4o, )] [(d0.0) O 0 0 |[a]

(4, F) 0 (¢.4) 0 0 a,

(60, T) 0 0 (60,6 o ||a| ©&#
_<¢N i >_ L 0 0 0 <¢N ’¢N >_ _aN N

Az ortogonalitds legnagyobb elénye, hogy a spektralis egyiitthatok egyszer(ibben a
matrix kiszdmitasa nélkiil meghatarozhatok:

a = (@) n=01.,N.

" {4 4,)

Az ortogonalitads részletesebb magyarazatat 1dsd az Appendix A.1.2. és A.1.3. fejeze-
tében.

(2.30)

A (2.30) egyenlet folytonos és diszkrét esetben is érvényes, ha a bazisrendszer or-

<¢n’¢”>FE<¢n’¢n>D és

togonalis. A numerikus integraldssal célunk az

(¢,. f>F = (4., f>D minél pontosabb kozelitése.

2.2.1.2. Pszeudo spektrdl halo

Minden bazisfiiggvény rendszerhez két optimalis hal¢ tartozik, név szerint: ,Roots
grid” (Gauss pontok), és a ,,Endpoints — plus — Extrema grid” (Lobatto pontok).

Roots Grid (Gauss pontok): Az N +1 db interpolacids pont (abszcissza) X; a @y.;(X)
polinom gyokei. A ¢,(X) bazisfiggvények ortogonalis bazisrendszert alkotnak az

[a,b] intervallumon, a W, pedig az N +1 db suly. A Gauss féle integralas sulyfligg-

vénnyel:
b N+1
[ p(9)- £ (x)dx =D w, f(x;). (2.31)
3 i=1
A W, kvadratara sulyok:
b
w, = [ p(x)-C, (x)dx. (2.32)

a
Ha megengedjiik, hogy az interpoldcids pontok abszcisszaja X; és a sulyok W, is isme-
retlenek legyenek, akkor kétszer annyi szabadsagfok van, amit megvalaszthatunk,

hogy maximalizaljuk a modszer pontossagat, ezért ez 2N +1 fokt polinomra (akar
trigonometrikusra is) pontos.

Endpoints plus Extrema Grid (Lobatto pontok): Lobatto megallapitotta, hogy a Ga-
uss kvadrattira minden jo tulajdonsagaval rendelkez6 numerikus integraldsi formu-
lat érhetiink el, ha az osztaspontoknak a ¢, (X) polinom els6 derivaltjanak zérus he-
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lyeit, elsd és utolso elemnek pedig a két végpontot valasztjuk, igy az N +1 db absz-
cissza az alabbi:

x =[a; d(fXN =0; b]. (2.33)
Az integralds:
'T p(x)- f(x)dx :iZl: w, f(x;). (2.34)
A W, kvadrattra salyok:
w, = i p(x)-C; (x)dx. (2.35)

Az igy kapott integral pontos 2N —1 fokt polinomra, ami kicsit pontatlanabb, mint
a Roots grid-el kapott integral, de még igy is elég pontos és peremérték problémak-
hoz elényodsebb, mint a Roots hald. Ennek oka, hogy a peremfeltételekbdl azonnal
meghatarozhato a két széls osztépontban az ismeretlen u(x) fliggvény értéke.
Roots halé akkor elénydsebb, amikor a differencidlegyenlet szingularis a végpontjai-
ban — példaul henger koordindta rendszer esetén altaldban r =0-ban szingularitas
van, még akkor is, ha a megoldds tokéletesen sima az origdban.

A kovetkezo fejezetekben bemutatjuk periodikus €s nem periodikus peremfeltéte-
lek esetén az optimdlis haldkat, illetve a keletkezett kollokacids pontokra illeszthetd
Lagrange féle karakterisztikus bazisfliggvényeket.

2.2.2. NEM PERIODIKUS PEREM

Nem periodikus perem esetén a bazisfliggvényeknek célszerti Chebyshev polino-
mokat haszndlni, mivel konnyt banni vele, és az osztopontok X; analitikusan megha-

tarozhatoak. A Chebyshev polinomok az aldbbi formdban irhatdak (lasd: Boyd
(2001)):
To(X)E]-’ T,(x)=x,
Toa(¥)=2x-T,(x)-T,4(x) n>1, (2.36)
[Ty Tp Ty J e [-11].

A Chebyshev polinomok ortogonalis bazisrendszert alkotnak [-1, 1] intervallumon:

. 7  n=m=0
<Tn,Tm>F=flp(X)-Tn(X)-Tm(X)dX= % n=m=0. (2.37)
0O n#m
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Ahol, a sulyfiiggvény p(X) szerepe, hogy biztositsa az ortogonalitast, mely az alabbi

formaban irhato fel:
1

px)= :
Ji-x* (2.38)
Példaul N =4-re az alabbi5x5-6s @ egyiitthaté matrix (lasd: (1.45), (2.16) és (2.29)

egyenletek) irhatd fel a bazisfiiggvények bels6 szorzataibol:

(wTy), 0 0 0 0 0 0 0 0
0 (1), O 0 0 072 0 0 0
o = 0 0 (T,T,), 0 0 |=/0 0 z/2 0 0 (2.39)
0 0 0 (T,T,). 0 00 0 72 0
0 0 0 0 (T,T). ] [0 0 0 0 =2

Az als¢ indexbe irt F jeloli, hogy a matrix elemeit folytonos fiiggvények integralasa-
val hatdrozzuk meg, ahogyan ez a Galerkin modszernél szokas. Ezt az egyiitthato
matrixot fogjuk kozeliteni az elemek numerikus integraldsaval.

2.2.2.1. Roots Grid

~Roots Grid” esetén az x; osztépontok a Ty ,;(X) Chebyshev polinom gydkei, me-
lyek kifejezhetdek az alabbi mddon:

2j+1
2-(N+1)

Lagrange féle karakterisztikus fliggvényeket C,(x) illesztiink az igy meghatarozott

X; =cos(7r } j=01.N. (2.40)

x; abszcisszakra, melyekre sziikség lesz a kvadratira sulyok meghatarozasahoz. Mi-
vel x; osztépontok a Ty, (X) polinom zérus helyei, az N +1-ed fokti Chebyshev poli-
nomTy,,(X) nagyon hasonl6 ahhoz a fliggvényhez, amit keresiink, azzal a kiilonb-

séggel, hogy X helyen nulla helyett egyet szeretnénk kapni.

15«
C,(x
A NN
~ 05
z
UM 0
-0.5 R
e\
-1l d d d
x1 xz x3 x4 x5

2.4. dbra: Lagrange féle bazis és Chebyshev polinom kozotti hasonlosag szemléltetés N=4 estén. A
fekete gorbe a Chebyshev polinomot, a kék gorbe a Lagrange féle bazist jeloli. A piros pontok a Lag-
range féle bazis xj abszcisszaiban vett értékei i=j=2-ben Cz(x2)=1, az 9sszes tobbiben Cz(x;j)=0.
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A 24. dbran latunk példat a Lagrange féle karakterisztikus bazisfliggvény és a
Chebysev polinom kapcsolatara. A masodik Lagrange féle bazis C,(x) (kék) csak a

I=2 pontban ad egyet eredményiil, az Osszes tobbi osztaspontban nulladt, mint a
Chebysev polinom (fekete). Mivel a Chebyshev polinom 6tod rendd (N +1=5), ezért
ot db zérus helyet (kvadratura pontot) kapunk, igy a numerikus integralassal kapott
egyttthato martix 0sszehasonlithato lesz a folytonos (2.39) matrixszal.

A Lagrange féle bazis meghatarozasahoz el6szor irjuk fel Ty,,(X) Taylor sorat az X;
hely kozelében a masodrendii tagtol elhagyva:
TN+1(X) = TN+1(Xi )+TN+l,x (Xi ) (X =X )+ O[(x - X; )2]/
%,_/

0

(2.41)

ahol az alsé index az X szerinti derivaltat jelol. Mivel X; a T,;(X) polinom egyik zé-

rus helye, ezért az egyenlet jobb oldaldanak elsé tagja nulla. Az egyenletet rendezve

TN+1(X) ~ 2
TN+1,x(Xi)'(X_Xi) :1+O[(X_Xi) ], (2'42)

Osszefliggést kapjuk. Ha X=X, az egyenlet pontosan egyet ad, tehat az egyenlet bal
oldala a Lagrange féle bazis felirasa Chebyshev polinommal Roots grid halén:

_ TN+1(X)
Ci (X) - TN+1,X (Xi) ) (X - Xi) . (2'43)

Az 5 elemi Roots halo interpolédcids pontjaira illesztett Lagrange féle karakterisztikus
bazisok a 2.5. abran lathatoak.
1.5t

-1 -0.5 0 0.5 1

x[-]
2.5. abra: Chebyshev polinombol képzett Lagrange féle bazisfiiggvények Roots Grid halén, ahol az
interpolacids pontok a Ts(x) polinom gyokei. A kiilonb6z6 szinek a Ci(x) fiiggvényeket jelolik, =1,..5. A
fekete pontok az osztaspontban vett Ci(xi)=1 fliggvényértékeket

Igy a kvadrattra stlyok mar meghatarozhatéak (2.32) alapjan:

W, = j.p(x).ci (x)dx; w.=z/(N+1) i=012..N (2.44)
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A kvadrattra sulyokat ismerve a numerikus integralds mar elvégezhetd:
N
(T Ty =>"w T, (x)T,(x) n=0L2.N. (2.45)
i=0

Ha N =4, akkor a kvadratura pontok a T,(x) Chebyshev polinom gydkei, ahogy a
2.5. dbran latni. A kvadratura sulyokra pedigWw, =7/5 adddik. Elvégezve a numeri-

kus integralast (2.45) egyenlet alapjan a kapott egyiitthaté matrix:

(T To), 0 0 0 0 z 0 0 0 0
0 (T T,), 0 0 0 0z2 0 0 0
=l 0 0 (T,.T,) 0 0 [=|0 0 #/2 0 0
=D D
0 0 0 (T, T, 0 0 0 0 /2 0 (2.46)
0 0 0 0 (TT),] [0 0 0 0 =2

Ha Osszevetjiik a folytonos (2.39) és a numerikus (2.46) integralassal kapott egytittha-
t6 matrixokat, lathatjuk, hogy minden elem megegyezik (T,,T,)_ =(T,,T,),. Mivel a
matrixok utols6 elemei (T, T )is megegyeznek, ez a hald legalabb 2N -ed foku po-

linomra pontos megoldast ad. (Szakirodalom alapjan Canuto et al. (2006) 2N +1-re is
pontos). Mivel a bazisok ortogondlisak az egyiitthatokat (2.30) alapjan hatdrozzuk
meg. A numerikus integraldssal és a Galerkin modszerrel meghatarozott szamlald
ekvivalens, igy a diszkrét modszer pontatlansagat csak a nevezd kozelitése okozza:

(T, f) =(T,. ).

2.2.2.2. Extrema plus Endpoints Grid

Az x; osztopontok a T (x) Chebyshev polinom x szerinti derivaltjanak gyokei és
a tartomany két széle X, =-1 és X, =1. Az interpolacids pontok az aldbbi Osszefiig-

géssel is kifejezhetdek:
X; = cos(%]j j=01.N. (2.47)

A Roots halondl mar bemutatott médon szeretnénk a pontokra illesztett Lagrange
féle bazisfiiggvényeket levezetni. Az interpolacidos pontokra az aldbbi polinom il-
leszthetd:

(1=x*) Ty, (%). (2.48)
A belsd pontokon athalad T, ,(x) Chebyshev polinom, a két széls6 ponton tortend

athaladds érdekében ezt szoroztuk (1—x*)-el. Lagrange féle bazist az el6z6hoz ha-

sonldan kapjuk, felirjuk a (2.48) polinom Taylor sorat a masodrendi tagtdl elhagyva
X; hely kozelében:

L-%*) Ty, (X)= @=x7) Ty (% ) +IA=%7) - Ty (% ) - (=%, )+ OL(x = x,)?].

0

(2.49)
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Az egyenlet jobb oldaldnak elsé tagja X; helyen nulla. Rendezés utan az aldbbi egyen-
letet kapjuk:
(1-x%)-Ty ()
[d- Xi2) 'TN,x(Xi )]x ’ (X =X )

Mivel az Osszefliggés X, helyen pontosan egyet ad eredményiil, a Lagrange féle ba-

=1+O0[(x—x,)?]. (2.50)

zisfiiggvény az egyenlet bal oldalan 1évé taggal egyezik meg:
1-x%)-T

e T

(CPRIMCY RICSSY

A 2.6. dbran latunk példat az 6t elemt Extrema halora, és a kollokacios pontokra il-

(2.51)

lesztett Lagrange féle bazisokra.
15¢

VA

-1 -0.5 0 0.5 1

x[-]
2.6. dbra: Chebyshev polinombdl képzett Lagrange féle bazisfiiggvények Extrema Grid halén, az osz-
taspontok: [-1, Tex(x) =0; 1]. A kiilonbo6z6 szinek a Ci(x) fliggvényeket jeldlik, i=1,..5. A fekete pontok az
osztaspontban vett Ci(xi)=1 fliggvényértékeket

A (2.35) alapjan kvadratura sulyok meghatdrozhatdk:

Wi:Jl‘,D(X)'Ci(X)dX; w,=z/(2N) i=0; i=N

w =x/N 1<i<N-1 (2.52)

Tekintsiik tjra a példat N =4 esetén. Ekkor (2.47)-nek megfeleléen 6t db kvadratura
pont adddik, melyekhez tartozo kvadratara sulyok:

1 1|
== 11 1$ 1; ~ |
w [2 2} . (2.53)

gy a (2.45) egyenlethez hasonldan a numerikus integralas elvégezhetd. Az alabbi
5x5egytitthatd matrix adodik:

(T T), O 0 0 0 |~ 0 0 0 0]
o (T.T), 0 0 0 #z2 0 0 0
o = 0 0 (T,T,), 0 [=10 0 #/2 0 0| (254)
0 0 0 (T,T,), 0 0 0 0 720
0 0 0 0 (T,T),] [0 0 0 0 =]




A folytonos (2.39) és a diszkrét (2.54) integralassal kapott egyiitthaté matrixokat 6sz-

szevetve lathatjuk, hogy az utolso elemet kivéve <T4,T4>F #(T,.T,), az egyiitthato

D
matrix megegyezik. Ebbdl latszik, hogy az integralas legalabb 2N —2 foku polinom-
ra pontos, viszont irodalom alapjan (melynek bizonyitasat lasd: Canuto et al. (2006))
2N —1-re is. Az egyiitthatd matrix kicsit rosszabbul van kozelitve, mint az el6zd
esetben, viszont még igy is nagyon jo kozelités.

2.2.3. PERIODIKUS PEREM

Periodikus peremfeltétel esetén harmonikus fiiggvényeket hasznalunk bazisként,
mivel automatikusan kielégitik a peremfeltételeket:

F®=Ji paratlan F = COS(% ' XJ ’ (2.55)
i paros F = sin(%- Xj

ahol i=01,..N —-1. A (2.55) kifejezésben paros és paratlan tagok forditva is felirhato-
ak:

i=0 Fo =1
F®@ =<1 paratlan F :sin(%-xj : (2.56)
i paros F = cos(%xj

A harmonikus fiiggvények mindkét felirds (F® és F®) esetén ortogonalis bazis-

rendszert alkotnak a [0, 2] intervallumon:

. 2r i=j=0
(F.Fy),. = [p(0)-F()F (X)dx =17 i=i=0 (2.57)
° 0 i#]
ahol a sulyfiiggvény:
p(x)=1. (2.58)

Példaul N =4-re az aldbbi4x4-es egyiitthatomatrix irhat6 fel a bazisfliggvények
belsd szorzataibol:

(FhF). 0 0 0 27 0 0 0
0 (RF). O 0 0 7 00

== o o (FRE), 0 |Jo 0oz of &
0 0 0 (Fs Fy), 0 0 0 «



Az igy kapott matrix ®_ gyakorlatilag a Galerkin modszer egyiitthatd matrixaval

egyezik meg. Most is ezt szeretnénk kozeliteni a Gauss féle numerikus integralas se-
gitségével. Szakirodalom alapjan most is két optimalis halo létezik, és mint azt latni
fogjuk nem tetszoleges, hogy a bazisok (2.55) és (2.56) felirasi mddja koziil, mikor
melyiket hasznalhatjuk.

2.2.3.1. Extrema Grid

Az interpolacios pontok a sin(x- N/2) fliggvény zérus helyei, amik analitikusan ki-

fejezhetdek:
27 .

X =" ] j=o01..N-1. (2.60)
Fontos, hogy N pdros szadm legyen, mert ekkor kapunk 27 szerint periodikus Lag-
range bazisfliggvényt, ahogy ez a 2.7. abrabdl is latszik. Az A, és C, diagramon az N
paros, az abszcisszdkra illesztett harmonikus fiiggvény periodikus 27 szerint, vi-
szont a B, diagramon, N =3 esetén, az interpolacios pontokon athalad6 harmonikus
fiiggvény nem 27 szerint periodikus.

1 1 1
g
20 0 0
kS
1)
-1 '"A/ L -1 B/ L L -1 C/ L
0 T 2 0 T 2 0 n 27

2.7. dbra: Az xj interpolacios pontra illeszthet harmonikus fiiggvények, A) diagramon N=2; B) diag-
ramon N=3; C) diagramon N=4 esetében.

A el6zbekhez hasonloan, most is egy Lagrange féle bazisfiiggvényt szeretnénk be-
vezetni, amely athalad az interpoldciés pontokon, és csak X;-ben ad nulla helyett

egyet eredményiil. A sin((x—x)-N/2) kiindulasnak alkalmas. Ezt kell szoroznunk
egy olyan periodikus fliggvénnyel, amely X;-ben a végtelenbe tart, és a két fliggvény

szorzata korlatos. Egy ilyen fliggvény lehet a kotangens:

£(X) = cot(x_zxi j 2.61)

A két fiiggvény szorzatdnak hatarértéke X;-ben a L’Hospital szabdly alkalmazasa-

val kiszamithato.
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1

cos(N (x= X‘)]~N
L 2 2

lim sin(MJ-cot(x_xij -
X% 2 2 1 Z(X—xij

=N.

(2.62)

—Sec
2

0 o« 2
%/—/
1

A hatarértékkel normadlva a két fliggvény szorzatat, megkapjuk a Lagrange féle ba-

zisfliggvényt:
Ci(x):isin NOEX) ) o X220
N 2 2

Mivel periodikus fliggvényeket szorzunk egymassal C,(X) is periodikus fiiggvény.

(2.63)

Példaul N =4 esetén a Lagrange féle bazisfiiggvények 2.8. dbran lathatoak.
1.5¢ r

C, 00

3In/2 2r

0 /2 V4
x [-]

2.8. dbra: Lagrange féle bazisfiiggvények periodikus peremfeltétel esetén, Extrema halén, akék a0, a
z06ld a m/2, lila 7, piros 37/2 pontra illesztett Lagrange féle bazisfiiggvény

A kvadrattra sulyok:
27
W, = ICi (x)dx;  w, =7 ji=01.N-1 (2.64)
0 2 .
Az integral numerikus kozelitése az elsé felirassal:
2 N-1
[R09-F(-dx=>w; - F® (x,) FO(x)). (2.65)
0 j=0
Példaul 4 pontra felirt matrix diszkrét esetben:
(R FP) 0 0 0 27 0 0 0
® gO
o _ 0 (RO R®) 0 0 0 7 0 0
=0 0 0 (RO RY) 0 0 0 7 0] (266)
O EO 0 0 0 2
0 0 0 (FY,Fy >D_ 2
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Az integralok numerikus kozelitésével kapott egyiitthato matrixot (2.66) Gsszevetve a
folytonos filiggvények integralasaval kapott egytitthato matrixszal (2.59), lathato
hogy, a diszkrét integral a @  csak az egytitthato matrix utolso eleméra nem ad pon-

tos megoldast. Ebbdl lathatd, hogy az , Extrema” halon végzett integral kozelités le-
galabb 2N —2-re (utolsé el6tti elem) pontos eredményt ad, viszont irodalom alapjan
2N —1-re is pontos.

Mivel az elsd felirasi modot (2.55) alkalmaztuk a @  az utolso tagja F® =cos(2x),
az osztdpontok pedig sin(2x) zérus helyei (jz/2) (lasd: 2.7. dbra C, diagram, piros
pontok és 2.8. dbra fekete pontok). Nézziik meg, hogyan alakul az egyiitthatd matrix,
ha a masodik felirdsi mddot (2.56) valasztjuk. Ekkor a matrix utolsd tagja
F.® =sin(2x), az osztépontok pedig tovabbra is sin(2x) zérus helyi. Elvégezve a nu-

merikus integralast (2.65) alapjan az egytitthaté matrix utols6 elemére nulla adddik:
N-1

N-1
>w; - F2(x) F2(x)) :ZE-Sln(w)-sm(m) =0.
) R —7 %6_/

< (2.67)
Az egytitthato matrix ekkor szingularis (nem invertalhato, azaz det® ) lesz:
(R, F®) 0 0 0 27 0 0 0
0 (R®R®) 0 0 0 7 00
=7 9 0 (FOFP) 0 0 0 z of &9
D
@ E® 0 00O
0 0 0 (F2F2), |

A fentiek alapjan megjegyzendd, hogy ha harmonikus fiiggvényeket valasztunk
bazisként és , Extrema” halot alkalmazunk, az elsd felirasi modot kell hasznalnunk.
Az N paros szam kell, hogy legyen, mivel akkor kapunk 2z szerint periodikus Lag-
range féle karakterisztikus bazisfliggvényeket (ldsd: 2.7 dbra és hozza tartoz6 magya-
razat), igy az egytitthatd matrix utolso tagjaban cos(N/2-x) szerepel, ezzel elkeriiltiik

a szingularitast.

2.2.3.2. Roots Grid

,Roots Grid” esetén az , Extrema” halo interpolacids pontjait eltoljuk =/N -el, igy a
kollokacios pontok az alabbi Osszefliggéssel hatarozhatok meg:
W o2 o 22j+])
: N N N
Az igy kapott osztopontok a cos(N/2-x) fiiggvény zérus helyei. Fontos megjegyezni,

j=01.,N-1 (2.69)

hogy N tovabbra is paros szam kell, hogy legyen.
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x [
2.9. abra: Lagrange féle bazisfiiggvények periodikus peremfeltétel esetén, Roots haldn, a kék a /4, a
z06ld a 3/4, lila 57t/4, piros 77t/4 pontra illesztett Lagrange féle bazisfiiggvény

3n/2 2r

A kvadrattra salyok kiszdmitdsdhoz, most is sziikség van a kollokacids pontokra
illesztett Lagrange féle karakterisztikus bazisfiiggvényre. Ez az ,Extrema” hdalondl
mar ismertetettel megegyezik:

C.(x)= %sin(wj : cot(ﬂj.

5 (2.70)

Az interpoldcids pontokra illesztett Lagrange bazisok a 2.9. dbran lathaté. Ez a karak-
terisztikus fiiggvény jo barmilyen eltoldssal kapott haldra, ha az X; osztdspontokat

egyenkoztien vettiik fel. Mivel a karakterisztikus fliggvény megegyezik, a C;(X) in-

tegraldsaval kapott kvadratura sulyok is meg fognak egyezni:

1=01.N-1

2z
w, = [C ()b w, =% 2.71)
0
Ezzel a numerikus integralas mar elvégezhetd. Hasonlitsuk 6ssze a N =4 db osztas-
pontra kapott numerikus integralassal kapott egyiitthato matrixot a (2.59) pontos
megoldassal. Ha az els6 felirdsi modot (2.55) valasztjuk akkor az utolso tag
F® =cos(2x). Az osztaspontok pontok pedig (2.69) alapjan =-j/2+7z/4, azaz
cos(2x) zérus helyei. Ezért az egyiitthatd matrix utols6 elemére nullat kapunk:
N-1

N-1 - .
W FOx)FOx )= Z cos| X+ | cosl X+ X =0
,—Z_;‘ B () R ) ,Z_.;z 2 4 2 4 (2.72)
0 0
Az egytitthato matrix az elsd bazisok elsd felirasi modjaval:

(R R 0 0 0 27 0 0 0

o 0 (RO R®) 0 0 0 00
=" 0 0 (FOEP) 0 0 0 z o] &7

0 0 0 (FROR®) | LO 0 00
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Az egyiitthaté matrix a masodik felirasi moddal:

(F R 0 0 0 21 0 0 0
0 (F®.F®) 0 0 0 7 0 0
=p 0 @ @ (2.74)
0 0 (F2 R 0 0 0z O
0 0 0 (FROF) | L0 0 0 27

A masodik felirasi moddal kapott egytitthatd matrix (2.74) csak az utolso elemben tér
el a folytonos fliggvényintegralassal meghatdrozott egyiitthaté matrixtol (2.59), ebbdl
lathatjuk, hogy ez a mddszer is legalabb 2N —2 -re pontos.

A fentebbiek alapjan lathato, hogy ,Roots Grid” halon az elsd felirasi mdéddal szin-
guldris matrixot kapunk, tehat az nem jo. A masodik felirdsi mdédot kell alkalmazni
paros N esetén ekkor az utolsé tag sin(N/2-x) ezzel elkeriiltiik a matrix szingulari-
tasat.

2.2.3.3. Eltolt halo

Ahogy az el6z6ekben lattuk a ,Roots” hald az ,Extrema” haléhoz képest 1/2 peri-
odusnyival () van eltolva. Most olyan halét készitiink, amin az eltolds 1/4 és 3/4
periodusnyi. Ha 1/4 -es eltolast alkalmazunk akkor az osztaspontok:

2r-) 127 nx(.,. 1) .
=== 2]+ =01.,N-1,
j N 4N N( J 2) J (2.75)
ha 3/4 -es eltolt halot készitiink, akkor pedig;:
2r-) 327 #m(.,. 3) .
Xi=——+——=—|2j+— =01...,N-1.
i N 2N N( J 2) J (2.76)

A Lagrange féle karakterisztikus bazisfiiggvények minden eltolt egyenkozt héldra
megegyezik, ezért a Lagrange féle bazis integraldsaval kapott kvadratara sualyok

C.(x)= %sin(wj : cot(ﬂ].

2 2

megegyeznek:

(2.77)

2z
V2.
w, = |C,(x)dx; w,=— i=01.N-1
. ! (%) ) (2.78)

Elvégezve a numerikus integraldst N =4 esetén, mindkét felirdsi moddal az alabbi
egytitthatd matrixot kapjuk:

(FuR), 0 0 0 27 0 0 0

| o (RFR), O 0 | |0 700
L=l 0o (FRE) 0 ||o o x o @7

0 0 0 (F Fy), 0 0 0 «

amely, minden eleme megegyezik a folytonos fliggvényintegraldssal kapott egyditt-
haté matrixéval. Ebbdl latszik, hogy ez legalabb 2N -re pontos eredményt ad. Fiig-
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getlentil attdl, hogy a matrix utols6 elemében sin(N/2-x) vagy cos(N/2-x) van nem

lesz szingularis. Ezzel a fajta haldeltolassal a szakirodalomban még nem talalkoz-
tunk. Ekkor a matrix kozelitése pontos a numerikus modszer hibdjat csak
(F,. f). =(F,, f)_ kozelitése okozza.

2.2.4. MATRIX SZORZAT TRANSZFORMACIO
Osszefoglalva az eddigieket, célunk az ismert vagy ismeretlen f (x) fiiggvény mi-

nél jobb kozelitése bazisfiiggvények linedris kombindciojaként el6alld polinom segit-
ségével, mely diszkrét esetben:

N
f(x)= Py (x)=> a4, (x), (2.80)
n=0
ahol ¢,(X) ortogonalis bazisrendszert alkot:
< > /0 nzEm
G 0n) = Uk, nem (2.81)

Ortogondlis esetben az egytitthatok az alabbi Osszefliggés segitségével meghataroz-
hatdk:

(4. 1)

a, = =x,(¢,,f) n=01.,N. 2.82
oty ) (252
Mivel interpolaciés mddszerrdl van sz, diszkrét bels6 szorzatokkal szamolunk:
N
(B f)p =2 W, (x)- F(x) n=0L1.,N. (2.83)
i~0
Az el8z0 Osszefliggésbe helyettesitve az egyiitthato az alabbi mddon szamolhato:
N
8, =D KW -4,(%) - f(x) n=0L1.,N. (2.84)
i=0
Az egytitthatokra az aldbbi matrixegyenlet adddik:
a=M-f, (2.85)
Ay | [ o Wo o (Xo) e Ko Wigo (X)) kg Wy gy () ] [ F(Xo) ]
a, |=| &, W, -4, (x e KW, -, (X e Ky Wy -9, (X . in
. 0:¢(0) @, (%;) N:¢(N) (:) (2.86)
Lan | [ KN W By (Xo) Ky W () e Ky Wy '¢N(XN)_ _f(XN)_

=

ahol: M a szorzat transzformdcios matrix, W; az i-dik pontban vett saly. Az egytitt-

hatdk ilyen modszerrel torténd meghatarozasat a szakirodalom ,, Matrix Multiplication
Transform” MMT nevezi.
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2.3. Derivalo matrix

2.3.1. MATRIX SZORZAT TRANSZFORMACION KERESZTUL

Most, hogy meghataroztuk az optimalis eloszlasat az interpolacios pontoknak, a
pontokban meg tudjuk hatdrozni a fiiggvény értékeit, vektorialis alakban irva:

1 =(F0%), F (X)), F(xy)). (2.87)
A célunk a fiiggvény derivalt értékeinek el6allitasa az interpoldcios pontokban:
7= (£ ) £, 00),e B (%)) (2.88)

Ahol az als6 index az X szerinti derivalast jelenti. A fliggvények derivaltjat az el6z6
alak P, derivalasaval kapjuk, (lasd (2.4) egyenletek):

fx = PN,x (X) = Zan ' ¢n,x (X) . (289)

Matrix alakban felirva:

fx(XO) ¢0,X(XO) ¢0,x (Xl) ¢O,X(XN ) a'o
f, (Xl) _ ¢1,x(xo) ¢1‘(X1) ¢1,X(XN ) ) a

: : : : : (2.90)
fx(XN ) ‘ ¢N,x(xo) ¢N,x (Xl) ¢N,X(XN ) ay

¢

=X

f,=¢a (2.91)

Az egylitthatok {a,} a matrix szorzat transzformaci6 segitségével meghatdrozha-
tok:

(<5}

=M-f. (2.92)
Ezt behelyettesitve a (2.91) egyenletbe, a fliggvény derivaltja meghatdrozhato:
f,=¢ M-1=D-T. (2.93)

—X =

Ahol D (N +1)x(N +1)- es derival6 matrix. Ez alapjan a k -adik X szerinti derivaltat

eléallithatjuk, ha az f vektort a derivalé matrix k -adik hatvanyaval szorozzuk.

fO=p“ f. (2.94)

Gondoljunk vissza az 1.4.4. fejezetben feltett 1.) kérdésre, hogy nehezebb-e a
spektral modszert programozni, mint differencia sémat. Lathatjuk, hogy a fentebbi
levezetések eredményeként, most is egy derivaldé matrixot kaptunk eredményiil,
mint kordbban a centrdlis differenciasémandl is (lasd: (1.35) egyenlet). Tehat, a
spektral modszer haszndlata semmivel nem bonyolultabb, mint a differencia séma,
hiszen csak a derivalé matrixot kell cserélniink, és az osztaspontokat mas eloszlassal
telvenni, programkdd felépitése teljesen analog.
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2.3.2. A DERIVALO MATRIX ELEMEINEK ANALITIKUS MEGHATAROZASA

Tekintsiik az el6z6 modon levezetett derivald matrix egy tetszoleges elemét:
N
D.j =D k4, (X;) - 4,(%) (2.95)
=0

Nagy felbontas esetén az ilyen médon szamitott elemek numerikus meghatdrozasa
pontatlan. Példdul Chebyshev bézis esetén |x|<1 és az x" nagy kitev§jii hatvanyai

is szerepelnek a bazisfiiggvényben, ami szamdabrazoldasi pontatlansagot eredményez.
Ezért a derival6 matrix elemei kozvetlenebb mddon, a Lagrange féle karakterisztikus
bazisfiiggvényekbdl is meghatarozhaté. Az N +1 db kollokdcids pontra illesztett
polinom a Lagrange féle karakterisztikus bazisfiiggvénnyel is felirhato:

N
f(x)=Py(x,)=>f(x)-C(x;) j=01..N (2.96)
i=0
A derivalt fliggvény kozelitése az interpolacios pontokban:
N
fx(xj) = PN,X(Xj) :Z f(xi)'ci,x(xj) (297)
i=0
Matrix alakban irva:
fx(Xo) Co,x(xo) Cl,x(xo) CN,X(XO) f (Xo)
fx(xl) _ Co,x (Xl) Cl,x(xl) CN,x(Xl) ) f (Xl)
: : : : (2.98)
fx(XN) , CO,x(XN) Cl,x(XN) CN,X(XN) | f(XN)

D

Az igy meghatarozott D derival6 matrix ekvivalens a (2.94) egyenletben szerepl6

derivald matrixszal. A (2.98) elemeire ezzel a mddszerrel a valasztott bazistol és al-
kalmazott halotol fiiggden egyszer(i analitikus Osszefiiggéseket vezethetiink. Ezek a
levezetések egyszertinek tlinnek, mivel csak polinomot kell derivalnunk és az osz-
taspontokat behelyettesiteni a megfelel§ fliggvényekbe, azonban még sem trivialisak.
A levezetésekre irodalmi hivatkozast sem taldltunk. A dolgozatban alkalmazott bazi-
sokra és haldkra levezettiik a derivald matrixokat, a levezetések az Appendixben,
Fourier bazis esetén B.1, Chebyshev rendszer estén pedig a B.2 fejezetben (B.2.1 Roots
halo, B.2.2 Extrema hal6 esetén) olvashatok.

Boyd (2001) Appendixében szamos kiilonbo6zé bazisfliggvény €s hald esetén meg-
taldlhatok a derivaléd matrixok meghatdrozasara szolgald képletek.

2.4. Derivalo Matrixok szimmetrikus problémdk megoldasihoz

Ha a differencidlegyenlet megolddsa tartalmaz valamilyenfajta szimmetriat, csok-
kentett szamu bazisfiiggvény alkalmazasaval is megoldhaté a probléma, azon bazi-
sok elhagyasaval, amelyek nem tartalmazzdk ugyanezt a szimmetriat. A szimmetri-
kus tulajdonsagokat szdmos helyen kihasznaljdk a fizikdban, szerves és szervetlen
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kémidban, de fontos az aramldstanban és szdmos gépészeti teriileten, mivel jelent6-
sen csokkenthetd a sziikséges szamitasi kapacitas.

A legegyszerlibb ismert szimmetria a paritas. Az f(x) fliggvény paros, ha szim-
metrikus az origd koriil, azaz:

f(x) = f(=x). (2.99)
Az f(x) fliggvény paratlan, vagy antiszimmetrikusnak is nevezik, ha:
f(x)=—1(-x). (2.100)

Egy fliggvény egyszerre csak az egyik szimmetria tulajdonsaggal rendelkezhet, ez
alol egy kivétel van az f(x)=0 fiiggvény. A paritas fontos, mivel a legtobb alkalma-
zott bazisfiiggvény rendszer (Fourier sor, Chebyshev, Legendre és Hermint polino-
mok) rendelkeznek valamelyik szimmetriatulajdonsaggal x=0-ra nézve. Ez aldl ki-
vétel a fél végtelen terek esetén alkalmazott Laguerre és raciondlis Chebyshev poli-
nom. Ha elére meg tudjuk hatarozni a differencidlegyenlet megoldasanak paritasat,
megfelezhetjiik a bazisfiiggvényeink szamat, ha a csak az azonos paritasu bazisokat

alkalmazzuk. Paros f(x) fiiggvény esetén:
N/2

f (X) =R (X) = ZaZn P (X)), (2.101)

ahol ¢,,(X) a paros bazisfiiggvény, a,, pedig a paros bazisok egyiitthatéja. Ha f(X)

paratlan, akkor:
N/2

f(X)=Py () =D 81 - s (X)), (2.102)

ahol ¢,,,,(X) a paratlan bazisfiiggvény, a,,,, pedig a hozza tartozé egytitthatok. Mi-

vel csak fele annyi bazisfliggvénytiink van az egyiitthatokra kapott differencidlegyen-
letek szdma is felezddik. A Fourier sor tagjai nem csak az origéra nézve rendelkeznek
valamelyik szimmetria tulajdonsaggal, hanem x=7x/2 koril is. Ennek eredménye-
képpen néha a differencidlegyenlet megolddsahoz sziikséges bazisfliggvények szama
negyedére is csokkenthetd.

Szimmetrikus (pdros) bazisfliggvények az origd koriil:

- minden pdros kitev6ji ortogondlis polinom (Chebyshev, Legendre,
Hermite...), kivéve Laguerre

- x*" péros kitevéjt hatvanyai

- minden koszinusz fiiggvény

Antiszimmetrikus (paratlan) bazisfiiggvények az origd koriil:

- minden pdratlan kitevdjii ortogonadlis polinom, kivéve Laguerre
x*" paratlan kitevéj hatvanyai

- Minden szinusz fliggvény

A trigonometrikus fliggvények dupla szimmetriajat az 2.1. tablazat foglalja 6ssze.
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Trigonometrikus Paritas x = 0 Paritas x = /2
figgvény koriil koriil
cos(2nx) Paros Paros

cos((2n + Dx) Paros Paratlan
sin(2nx) Paratlan Paratlan
sin((2n + 1)x) Paratlan Paros

2.1. tablazat: A trigonometrikus fliggvények szimmetria tulajdonsagai

Ha egy f(x) fliggvény rendelkezik valamelyik paritassal, akkor a derivaltjanak
d“f(x)/dx" a paritisa megvaltozik, ha k paratlan szam. Ha k paros, akkor a paritas
valtozatlan. Az 4llitds konnyen belathaté: egy paros fiiggvény hatvanysora csak X"
paros kitevéjli hatvanyait tartalmazza. Differencidlva a (2n)x*"" paratlan kitevéiti
barmilyen n esetén, igy pdaratlan fiiggvényt kapunk. A derivalast masodszor is elvé-
gezve Ujra paros fliggvényhez jutunk. A derivald matrixok alkalmazasandl ezt szem
el6tt kell tartani, mivel paros és paratlan fiiggvény derivalasa eltérd derivald matrix
segitségével torténik.

Az eddigiek alapjan klasszikus Galerkin spektrdl modszer esetén mar, tudunk
szimmetrikus megoldokat irni. A parcidlis differencidlegyenlet megoldasaval egyez6
paritasu bazisfiiggvényekkel dolgozunk csak, az eltéréket elhagyjuk. Ezzel fele annyi
egyltthatéra kapunk csak kozonséges differencidlegyenletet, igy csokkentve a szdmi-
tasi igényt. A célunk azonban az, hogy a pszeudo-spektral mddszer esetén is ki tud-
juk hasznalni a szimmetriatulajdonsagokat. A korabbiakhoz hasonlé derivalé matrix-
ra és modositott haldra lesz sziikség.

2.4.1. SZIMMETRIKUS HALO ES DERIVALO MATRIX

A szimmetria kihasznaldsanak lehetdségét az Extrema halon keresztiil mutatjuk be,
mivel az Hiba! A hivatkozasi forrds nem talalhato.. fejezetben ismertetésre keriild
alkalmazasi példaban (buborékmodell) is ezt fogjuk haszndlni a hdmérsékletmezd
kiszamitdsdra. A tobbi hald hasonloképp szimmetrikussa tehetd. Kozelitsiik az isme-
retlen fliggvény a Lagrange féle karakterisztikus bazisok segitségével:

F00 =Ry (0= 2.C,00- 1(x). 2.103)

Ha f(x) paros/paratlan akkor a Lagrange féle bazisoknak C;(X) is paros/paratlannak
kell lennitik. Tekintsiik el8szor a paros esetet, ekkor: f(x) = f(-x). Mivel a hal6 pont-
jai X =0-ra szimmetrikusan helyezkednek el:

fO6) = F(=x) = f(x),
A (2.104) alapjan a (2.103) egyenlet masképp is felirhato:

(2.104)
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(N-1)/2
Py (X)= Z(Ci (%) F(X)+Cy i (¥)- F(Xy)) =
e vz (2.105)
Z(Ci () +Cyi (X)) f(x) = ZCi,S - f(x),

i=0
ahol C;((X)=(C;(x)+C,_,(x)) a szimmetrikus Lagrange féle karakterisztikus bazis.

Fontos, hogy X =0-ba ne kapjunk osztaspontot ezért N +1 paros szam kell, hogy le-
gyen. Ezzel az atalakitassal a szamitasi tartomanyt a felére a [0 1] intervallumra re-

dukaltuk. Ot darab osztaspontra kdzpontositott szimmetrikus Lagrange féle karakte-
risztikus bazistiiggvényre mutat példat a 2.10. dbra. Az igy meghatdrozott Lagrange
bazisokat derivalva meghatarozhato az el6z6ekhez hasonld derivalé matrix.

15«

x[-]
2.10. abra: Példa szimmetrikus Lagrange féle karakterisztikus
bazisfiiggvényekre, Extrema haléon

A keresett paros fliggvény derivaltja a szimmetrikus (paros) Lagrange bazisokkal
felirva az x; osztaspontokban:

N-1)/2
£L06) =Py, () = 241 (6)-Coan(x,) (2.106)
ahol j=01,...(N-1)/2, ezt matrix alakban irva:
f (X)) Cosx(Xo) Crsn(X) == Cingyrzsx (%) f (%)
fx(xl) Co,s,x (Xl) Cl,S,x (Xl) C(N—l)/Z,S,x (Xl) f(Xl)
P : : : 1 (2.107)
f, (X(N—l)lz) | Cosx(Xnia) Crsy(Xyjn) == Cinyrasx (X(N—l)lz) | f(X(N—l)IZ)

DS
ahol D  a szimmetrikus derivalé matrix, melynek elemei az teljes derival6 matrix
elemeibdl konnyen meghatdrozhatoak:
Dsii =Cisx(X;)=(C; . (X;)+C (X)) (2.108)
Ezzel megkaptuk az origéra szimmetrikus (pdaros) fiiggvény derivaldsara alkalmas
matrixot. Mivel péros fiiggvényt derivalva paratlan derivalt fliggvényt kapunk, ezért
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a magasabb rend(i derivaltak meghatarozasahoz sziikség van egy olyan matrixra is
ami antiszimmetrikus (paratlan) fliggvények derivaldsara alkalmas. A levezetés ha-
sonl6 az elébbiekhez. Legyen f(X) most paratlan fiiggvény, ekkor a hald osztaspont-
jaiban vett fliggvényértékekre felirhato, hogy:

f (Xi) =—f (_Xi) =—f (XN—i) . (2-109)
A (2.103) egyenletben szerepld polinomot irjuk fel (2.109) segitségével:
(N-1)/2
Py (x) = ZCi (x)- f (Xi)+CN—i (x)- f (XN—i) =
i=0
(N-D)/2 (N-D)/2 (2.110)

Zci (x)- F(%)=Cp(¥)- (%) = ZCLA(X)‘ f(x)-

ahol C; ,(x) =C;(x)-C,_(X) antiszimmetrikus (paratlan) Lagrange féle karakterisz-
tikus bazisfiiggvény. A 2.11. 4bran 6t pontra illesztett paratlan Lagrange féle karakte-
risztikus bazisfiiggvényre latunk peldat. A Lagrange bazisokat derivalva értékeit az
osztaspontokban meghatarozva, paratlan fliggvények derivalasara alkalmas matrixot
kapunk.

C; A W]

x[-]
2.11. Példa antiszimmetrikus Lagrange féle karakterisztikus
bazisfiiggvényre Extrema halon

[rjuk fel a keresett paratlan fiiggvény derivaltjat az x ; osztaspontokban a paratlan

Lagrange féle karakterisztikus bazisok segitségével:

N-1)/2
fx(xj)EPN,x(X,-)z(2f(xi)-0i,;\,x(xj), (2.111)
ezt matrix alakban felirva:

f (%) Coax(X) Coax(X) - Cnoyyraax(Xo) f(x,)

fx(Xl) _ CO,A,x (Xl) Cl,A,x (Xl) C(N—l)/Z,A,x (Xl) ) f(Xl)
: : : : (2.112)

fx(X(N—l)IZ) Conx(Xyr2) Crax(Xyp2) - Cinnyraax (X(N—l)lz) f(X(N—l)IZ)
D

—A

63



ahol D az antiszimmerikus derival6 matrix, mely paratlan figgvények derivalasara

alkalmas. Elemei a teljes matrix alapjan konnyen szamolhatdk:
Daij =Ciax(X;) =Ci(X;) —Cy (X)) (2.113)
A magasabb rendii derivaltak kiszamitdsahoz a matrixokat megfeleld sorrendben
alkalmazzuk, példdul ha f(x) paros és legalabb kétszer derivalhatd:

f =D,-D.-f, (2.114)
ha paratlan:
A f (2.115)
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3. HOVEZETES (PARABOLIKUS PARCIALIS DIFFERENCIAL EGYEN-
LET)

A hdvezetési egyenlet egy dimenzios alakjat mar az 1.4. Fejezetben bemutattuk. A
matematikai attekintés soran megallapitottuk, hogy peremfeltételtdl fiiggden valasz-
tunk bazisfliggvény rendszert. Periodikus problémak esetén a legjobb valasztas a
Fourier sor, nem periodikus problémadk esetén célszerti Chebyshev polinomokat al-
kalmazni bazisfliggvényként. A kovetkezOkben az egy dimenzids hdvezetési egyen-
leten keresztiil mutatjuk be, hogyan alkalmazhat6 a pszeudo-spektral modszer par-
cialis differenciadlegyenlet megoldasara periodikus és nem periodikus problémak ese-
tén. Majd Osszehasonlitjuk a kiilonb6z6 numerikus technikak konvergencia sebessé-
gét. Pontos megoldasnak az elegendGen sok tagbdl allo analitikus megoldast tekint-
jik. Mivel jelenleg nem valds miszaki probléma megoldasa a célunk, hanem a kii-
16nb6z6 numerikus modszerek, és azok elényeinek és hatranyainak bemutatasa, az
egyszertség kedvéért a szamitasok soran dimenziotlan mennyiségekkel dolgozunk.

3.1. Nem periodikus peremfeltétel

Nem periodikus problémék esetén Boyd (2001) ajanldsa alapjan a legpontosabb
eredményt Chebyshev polinom bazisfliggvények segitségével érhetjiik el. A 2. Feje-
zetben bemutattuk, hogy minden bazisfiiggvény rendszerhez tartozik két optimalis
halo. Ezek kozul célszeri az ,, Extrema” halot valasztani, mivel ekkor az els6 és utolso
kollokacids pont a szadmitasi tartomany két végpontja, igy egyszer(i a peremfeltételek
kezelése.

Elsd 1épésben a megoldando probléma szamitdsi tartomanyat a [0 L] intervallum-

rol atskalazzuk a [-1, 1] intervallumra, ahol L a rad hossza.

A kollokacids pontok az:
X, = cos(%]) j=01..N, (3.1)

Osszefliggéssel meghatarozhatdk, ahol —1<x; <1. A kezdeti idSpillanatban ismert a
hémérséklet eloszlas (kezdeti feltétel, u(x,0) = f(x)), ebbe az X; pontokat behelyette-
sitve a fliggvény interpolacios pontokban vett diszkrét értékeit u; = f(X;) megkap-
juk. u; tovabbra is id6fiiggd, de az explicit idSfiigges jelolést elhagyjuk. Az id6 sze-
rinti derivalt kollokacids pontokban vett értékei egy matrixszorzdssal eléallithatdok:

u =a?-D%-u, (3.2)
ahol D az Appendix B.2.2. fejezetében az Extrema halora levezetett Chebyshev féle
derivalé matrix (B.59). Az U, els6 és utols6 pontjat (u,, €s u,, ) valamint a derivalo

matrix els6 és utolso sorat toriiljiik, igy csak a belsé pontokra kapunk N -1 db ko-
zOnséges differencidlegyenletet. Kezdeti érték megold6 alkalmazasaval (példaul:
Runge — Kutta) a kovetkez6 id6szinten a bels6 pontokban a hdmérséklet értékek mar
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szamolhatok. Mivel a derivalt kiszamitasahoz sziikséges van a teljes U -ra a peremfel-

tételek u, =T, és Uy =T, behelyettesitésével az tjabb iddszinten eldallitjuk a teljes

hémérséklet eloszlast. A kod felépitése teljesen analdg, mint az 1.4.2. fejezetben is-
mertetett masodrendii centralis differencia sémas megoldd kodja.

3.1.1. PELDA NEM PERIODIKUS PEREMRE

A kezdeti h6mérséklet eloszlas legyen f(X)=—(x—-1)-(x+1)-e". Homogén nem pe-
riodikus peremfeltételeket alkalmazunk a rad két végén uy =T(x=-1)=0 és
U, =T(x=1)=0. A rad hossza L=2, a hdmérsékletvezetési tényezd o egységnyi.
Pontos megoldasnak a hdvezetési egyenlet analitikus megoldasat tekintjiik (N =400
tagig véve), ami kiilonb6z6 id6pillanatokban a 3.1. dbran lathato.

0. t=0
) t;01 \K
05 /\ \

/ =05 N
s »

u(x9 [-]

=
p
0 r L T
-1 -0.5 0 0.5 1

x[-]
3.1. abra: A hivezetési egyenlet megoldasa f(x) = —(x — 1)(x + 1)e* kezdeti feltétel és
T(1) = T(—1) = 0 homogén peremfeltétel esetén kiilonb6z6 idSpillanatokban.

A konvergencia sebességét a t = 0.25 id6pillanatban vizsgaljuk. Minden szabadsagi
fok mellett kiszdmoljuk a numerikus sémakkal a differencidlegyenlet megoldasat a
vizsgalt iddpillanatban, majd meghatdrozzuk a numerikus séma egzakt megoldastdl
valo eltérés (reziduum) abszolat maximum értékét. Ezt az eltérést abrazoljuk a sza-
badsagi fok (,Degrees of Freedom”) fliggvényében, mely a 3.2. dbran lathatd. A sza-
badsagi fokot kollokacids és centrdlis differencia séma esetén az osztaspontok sza-
maval jellemezziik, Galerkin modszer esetén pedig az egyiitthatok szamaval. Anali-
tikus megoldas esetén a szabadsagi fokot a tagok szama jeloli.
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3.2. abra: A kiilonb6z6 numerikus mddszerek és az analitikus megoldas konvergencia sebessége a
nem periodikus peremfeltételre megoldott példa kapcsan t=0.1, id6pillanatban

Az abra alapjan lathato a spektrdl mddszer egyik legnagyobb elénye a differencia-
sémakkal szemben. Sima fliggvények esetén mar néhdny szabadsagi fok mellett is
joval nagyobb pontossag érthet6 el, mint ugyannyi szabadsagi fokkal rendelkezé dif-
ferencia sémaval. A diagramon megfigyelhet6 a spektral modszerek konvergencia
sebességére jellemzd exponencidlis gyorsasag. Az dbrabol lathato az is, amit az iro-
dalmi bevezetoben mar emlitettiink, a kollokacios mdédszer N +1 és N +2 szabadsagi
fok esetén éri el azt a pontossagot, amit a Galerkin mar N esetén.

Az Appendix Hiba! A hivatkozasi forras nem talalhato. fejezetében Matlab kod-
részlet taldlhatdo a mely nem periodikus peremfeltétel esetén megoldja a hévezetési
egyenlet kollokacios.

3.2. Periodikus peremfeltétel

Térben periodikus problémdak esetén ( f(x) periodikus fliggvény) a bazisfligg-
vényként célszeri Fourier sort valasztani, és periodikus peremfeltétel T(0) =T (2kx)
alkalmazni, ahol k egész szam. A szamitasi tartomanyt ekkor a [0 27] intervallum-
ra skdldzzuk at. A peremfeltételt Extrema hald alkalmazdsaval konny(i megadni,
ilyenkor a kollokaciés pontok egyenkoziien helyezkednek el és:

X, =% j=01.,N -1, (3.3)
modon szamolhatok, 0<X; <27 és a szamitasi tartomany szélsé pontja X, =0, ahol
eldirjuk a peremfeltételt. A (3.4) Osszefliggés nevezdjében 1évé N csak paros szam
lehet, mivel ekkor kapunk 27 szerint periodikus fliggvényt (lasd: 2.7. dbra). Az
Extrema hald miatt a bazisok elsé felirdsi modjat (2.55) kell alkalmazni.
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A megoldasi modszer analdg a nem periodikus peremfeltételnél mar bemutatottal.
Az ismert kezdeti feltételbe X; pontokat behelyettesitve diszkretizaljuk az u(x,0)
tiggvényt. A hely szerinti derivalas itt is egy matrix — vektorszorzdssa egyszertiso-
dik:

u =a’-D*-u, (3:4)
ahol D az Appendix B.1 fejezetében Extrema halora levezetett Fourier féle differen-
cial6 matrix melynek elemei a (B.8) alapjan szamolhatok. Az u,, elemet és a matrix
els6 sorat toroljiik, ezzel a parcidlis differencidlegyenlet a kollokdcids pontokra felirt
N db kozonséges differencidlegyenletre bontottuk fel, amik kezdeti érték megoldo-
val mar szamolhatoak (ODE45). Az 1j iddszinteken a széls pontbeli fliggvényérték a
peremfeltételbdl hatdarozhatéd megu, =u(x,) =T (2kr).

3.2.1. PELDA PERIODIKUS PEREMFELTETELRE

A kezdeti feltétel az f(x) =1/2-sin(x)-e ® 27z szerint periodikus fiiggvény, me-
lyet a 33. d&brdn dbrdzoltunk. A  peremfeltétel szintén periodikus
T(2kw) k=012..N, amit az 4brdn a piros pontokkal tiintettiink fel.

1 r
Kezdeti feltétel

; m u(x,0)=f(x) /\ /\

-0.5
Peremfeltétel \/ \/ \/

0 /4 2T 3w 47w 5
x[-]

3.3. abra: Példa periodikus kezdeti és peremfeltételre.

A rad hossza L =27, a hOmérsékletvezetési tényezd a egységnyi. Egzakt megol-
dasnak a 400 tagig kiszamitott analitikus megoldast tekintjiik, mely a 3.4. dbran lat-
hatd, kiilonb6z6 idépontokban. A vizsgalt numerikus simak hibajat, ehhez viszo-
nyitva hatdrozzuk meg. A konvergencia sebességek 0sszehasonlitdsat a t =0.25 id6-
pillanatban végezziik.
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3.4. dbra: A hdvezetési egyenlet megoldasa f(x) = 1/2 - sin(x) - e =™ periodikus kezdeti és
T(2km) = 0 periodikus peremfeltétel esetén kiilonbdz6 idépillanatokban.
A reziduum abszolit maximumat dbrazoljuk a szabadsagi fok fliggvényében, mely
a 3.5. dbran lathato.
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10 T T T

4 |
10 .\-\ rrrrrrrrr
-4 \
10 N :
=6
§10
S0l NN
— -1 |
10 §—e—(CDS | X \
.12 || =9 Kollokdcio \\
10 ¢ Galerkin N
10-14 — z:lnalitikus : \ \’_Y_V _
0 5 10 15 20 25
DoF [-]

3.5. dbra: A konvergencia sebességek 0sszehasonlitasa a periodikus peremfeltétel(i példa kapcsan a
t=0.25 iddpillanatban.

Az 4bra alapjan elmondhatd, hogy a leggyorsabban most is az analitikus megoldas
konvergdl, tehat tekinthetd ez a pontos megoldasnak elegendden sok tagot véve. A
numerikus megoldok konvergencidjaban hasonld jellegzetességek figyelhetOk meg,
mint a nem periodikus esetben. A két spektrdl modszer (Galerkin — zold, és
kollokdcios — lila) néhany szabadsagi fok esetén is joval nagyobb pontossagot ered-
ményez, mint a masodrend(i centrdlis véges differencidlséma. A kozonséges diffe-
rencidlegyenleteket Matlab ODE45 megolddval végeztiik, melynek a relativ és abszo-
lat tolerancidjat 10™** nagysagrendiinek 4llitottuk. A spektrdl modszerek mar 16 sza-
badsagi fok koriil elérik a 10™*? nagysdgrend(i hibat, mig a differencia séma estén a
hiba 10 nagyséagrend koriili érték.

Az Appendix Hiba! A hivatkozasi forras nem talalhatd. fejezetében a példa meg-
oldasara szolgalé Matlab kddrészlet olvashato.
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4. HULLAMEGYENLET (HIPERBOLIKUS PARCIALIS DIFFERENCIAL
EGYENLET)

A matematikaban a masodik leggyakrabban el6fordulo parcialis differencidlegyen-
let a hullamegyenlet. A jelenséget, amikor egy folytonos kozegben valamilyen hul-
lamok, példaul akusztikai hulldmok, vizi hulldmok, elektromdgneses hulldmok és
szeizmikus hullamok terjednek, a hullamegyenlettel irjuk le. A legegyszertibben vi-
zualizalhaté hulldm a mechanikai rezgés. Gondoljunk egy vizszintesen kifeszitett L
hosszuisagu radra, mint példaul egy gitarhir. Az X tengely a rad hossza mentén he-
lyezkedjen el. Ha a rudat fiiggllegesen megrantjuk az a fiigglleges sikban rezegni
kezd. A fligglleges irdnyu elmozduldst X helyen t id6épontban jeldlje u(x,t). Ha a
csillapitast, és a légellenallast elhanyagoljuk az aldbbi parcidlis differencidlegyenlet
irhat¢ fel, 1asd: Boyce (2012):

u, =a’u, O0<x<L t>0, (4.1)
amit a hulldamegyenlet egy dimenzios alakjanak neveziink. Az u(x,t) fliggvény x sze-
rinti masodik derivaltjat u,, és t szerinti masodik derivaltjat u, jeloli. Az egyenlet-
ben szerepld konstans a hulldamterjedési sebesség:

T
a = -, (4.2)
P
ahol: T ahuzderd, p ahur anyaganak strtisége. Azért, hogy a hur mozgasat ponto-
san leirjuk, meg kell hatdroznunk a perem- illetve a kezdeti feltételeket. Ha a rad vé-
geit fixen vessziik fel, akkor a peremfeltételek:

u@,t)=0 u(L,t)=0 t=>0. (4.3)
Mivel a (4.1) egyenlet egy masodrendti differencidlegyenlet, ezért két kezdeti feltételt
sziikséges eldirnunk, a rad kezdeti poziciojat:
ux,0)=f(x) 0<x<L, (4.4)
és kezdeti sebességét:
u,(x,00=g(x) 0<x<L, (4.5)
ahol f(x) és g(x) ismert fliggvények. A (4.3) (4.4) és (4.5) egyenletbdl kovetkezik,
hogy:
f(0)=f(L)=0 g(0)=g(L)=0. (4.6)
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4.1. Analitikus megoldds

4.1.1. RUGALMAS RUD NEM NULLA KEZDETI ELMOZDULASSAL

A rudat kitéritjiik az egyensulyi helyzetébdl, majd t =0 iddpillanatban elengedjiik
nulla kezdeti sebességgel és hagyjuk szabadon rezegni. A hullamegyenlet megoldasa
u(x,t) kikell, hogy elégitse a kezdeti- és a peremfeltételeket:

u, =a’u, u(Ot)=u(L,t)=0 u(x,0)=f(x) u,(x0)=g(x)=0. (4.7)

A valtozok szétvalasztasdnak modszerével, Boyce (2012) alapjan az analitikus
megoldas az aldbbi végtelen sor alakban irhato fel:

u(x,t) = il:anun (x,t)= 2an sin(nTﬂXj-cos(mLa 'tj, (4.8)

ahol a, az f(x) fliggvény szinuszos Fourier soranak egytitthatdja:

2" _ (nax
a, :El f(x)-sm(Tde n=12... 4.9)

4.1.2. RUGALMAS RUD NEM NULLA KEZDETI SEBESSEGGEL

Modositsunk az el6z6 eseten gy, hogy a rudat az egyensulyi pozicidjaban egy
kezdeti sebességgel hozzuk mozgasba t =0 id6pillanatban. A megoldandé probléma
a kovetkez6:

u, =a’u, u(Ot)=u(L,t)=0 u(x0)=f(x)=0 u,(x,0) =g(x). (4.10)

Az analitikus megoldast most is a valtozdk szétvalasztasanak modszerével kapjuk
meg, lasd Boyce (2012):

u(xb) :i_lbnun(x,t) :i_lbn sin(”T”Xj.sin(”” 'L‘”j. (4.11)

Azért, hogy meghatdrozzuk a b, egytitthatot a (4.11) egyenletet derivaljuk t szerint,

és t=0 idopillanatban vessziik a helyettesitési értékét, majd felhaszndljuk a sebes-
ségre vonatkozo kezdeti feltételt:

U, (x0) = Z(””L“jb sm[”Lj 9(x). (4.12)

=1

Az (nz-all)-b, mennyiség a g(x) fliggvény szinuszos Fourier sordnak egytitthato-

ja, melybdl a b, mar kifejezheto:

WZ'-O(
L

:—J.g(x) sm[ jdx n=12.. (4.13)
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4.1.3. RUGALMAS RUD ALTALANOS ESET

Altalénos esetben a t=0 idSpillanatban egyik kezdeti feltételre vonatkozé fiigg-
vény sem nulla, ekkor a megoldando probléma az alabbi:
U, =a’Uy, u(0,t)=u(L,t)=0 u(x0)=f(x) u,(x,0)=9g(x). (4.14)
Habar a valtozok szétvalasztasanak moddszerével most is megoldhatd a feladat, a
szuperpozicid elvét kihasznalva egyszer(ibb mddon is eljuthatunk a megoldashoz, ha
az el6z6 két eset megoldasaként kapott fliggvénysorokat dsszegezziik. Legyen v(X,t)
az f(x)#0 és g(x)=0, w(x,t) pedig f(x)=0 és g(x) =0 eset megoldasa. El6bbi a
(4.8) utdbbi a (4.11) egyenlet alapjan szamolhato. Az altalanos megoldas a kettd 6sz-

szegeként irhato fel:
u(x,t) =v(x,t) +w(x,t) (4.15)

4.2. A faziskésés szemléltetése

A hulldmegyenlet megoldasa felirhatd egy jobbra és egy balra halad6 hulldm 6sz-
szegekeént is:

u(x,t) = p(x—at) +q(x+at), (4.16)
ahol p(x—at) balrdl jobbra, q(x+at) jobbrdl balra haladé (hulldm) fiiggvény. Ez az
altalonos megoldas egyenértékii a fentebb bemutatott rezgé harra kapott megoldas-
sal. Ennek igazolasat lasd Boyce (2011). A halad6 hulldmokat a 4.1. dbrdn szemléltet-
tilk. A kezdeti id6pillanatban a fiiggvény alakjat (kezdeti feltétel az elmozdulasra

f(x)) a szaggatott fekete gorbe jeloli az abran. A kezdeti iddpillanatban a sebesség

(masodik kezdeti feltétel g(x)) nulla volt.

1 Fa
! 'oukx0)
0.8 VERNARY o
u(x,t-At) u(x,t)
0.6 Analitikus

Numerikus

| -
Zj q(x-at)7( \\ ':" ‘/\ p(x-at)
AINED B\

x[-]
4.1. dbra: A faziskésés bemutatasa. A hullam alakjat a kezdeti iddpillanatban a fekete szaggatott, a t
idépontbeli analitikus megoldast z6ld, a numerikus megoldas piros szinii gorbe jeldli.

u (xb) [-]

Az abran t idSpontban 4brazoltuk az analitikus és egy numerikus megoldast a
z0ld és piros szinnel. Az abra természetesen eltulzott, de a faziskésés bemutatasa
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szempontjabol jellegre helyes mindkét (mdsodrend(i centrdlis differencia séma,
spektral modszer) vizsgalt numerikus mddszer esetén. A numerikus megoldas , le-
marad” az analitikus (egzakt) megoldashoz képest. A lemaradas mértéke AX leol-
vashato a maximum értékek helyzetébdl. A hulldmterjedési sebesség o egységnyi, a
numerikus megoldasok iddbeli eltolddasa:

_AX
a

At (4.17)

Szakirodalom alapjan a spektral modszerek masik nagy elénye a differenciasé-
makkal szemben a fazistartds, azaz nem tolddnak el idében a pontos megoldashoz
képest, mig a differencia sémak fazistartasa rosszabb. A fazishiba kumulativ, tehat a
periédusonkénti fazishiba osszeadddik, ezért az olyan modszer, ami néhany szaza-
léknyi fazishibat is megenged tobb periddusnyi szamitds utdn hibas végeredmény-
hez vezet. A konvergencia tulajdonsagok mellett a numerikus sémak e jellegzetessé-
gét szemléltetjitk nem periodikus és periodikus peremfeltételek esetén.

A 3. Fejezetben az 0sszehasonlitdsban a Galerkin modszer (klasszikus spektrdl) is szerepelt. A
hullamterjedés kapcsin olyan nagy felbontdst (sok szabadsigi fok) alkalmaztunk, ahol a
Galerkin modszer szamitdsi ideje jelentOsen megnott, a folytonos integrdlokat tartalmazo mat-
rixok miatt. A tovdbbiakban ezt a modszert elhagyjuk, csak a pszeudd spektrdl modszert és a
masodrendii centrdlis differencia sémat vizsgaljuk.

4.3. Nem periodikus peremfeltétel
A megoldasi mddszer hasonl6 a hévezetés kapcsan mar bemutatotthoz. A szamita-
si tartomany a [-1 1] intervallum. Extrema halét alkalmazunk, ekkor a hald els6 és

utolsd eleme a szamitdsi tartomany két széls6 pontja, igy egyszer(i a peremfeltétel
kezelése. A diszkretizalds utdna a hely szerinti derivalds egy matrix szorzassa egy-
szerlisodik, ezért a hullimegyenlet (4.1) az aldbbi formdaban irhato:

Uy :22 u, (4.18)
ahol D az Extrema haldra levezetettti derivalé matrix (B.59). Mivel a két sz€ls6 pont-

ban a hémérsékletet a peremfeltételbdl hatarozzuk meg ezért csak a belsé pontokba
kell N -1 db kozonséges differencidlegyenletet kapnunk. A derivalashoz a teljes U és

u, fiiggvényt ismerntink kell. Az id6 szerinti els6 derivalt:
u =D-u, (4.19)
Az id6 szerinti masodik derivaltat csak az i =1,2...N —1 pontban hatdrozzuk meg:
u," =D" U, =D"-D-u (4.20)

ahol a ** jelzi, hogy az elsd és utols6 elem/sor tordlve van. A belsé pontokra kapott
kozonséges differencidlegyenletet ODE45 alkalmazasaval oldjuk meg, majd az 4j
iddszinten a peremfeltételekbdl szélsé pontokban is meghatdrozzuk az U, és U, érté-

két.
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4.3.1. PELDA NEM PERIODIKUS PEREMRE

Oldjuk meg az egy dimenzids hullimegyenletet a f(x) = (=1)- (x-1)- (x+1)-e 2
és g(x) =0 kezdeti feltétel esetén. A rud végei legyenek fixek (homogén nem perio-
dikus peremfeltétel) tehat u(-1t)=u(t)=0 és u,(-Lt)=u,(L,t)=0. A rad hossza
L=2 a =1 dimenzidtlan mennyiségek. Az analitikus megoldas kiilonb6z6 iddpilla-
natokban a 4.2. dbran lathato. A kezdeti iddpillanatban két fiiggvény indul el a tar-
tomany szélei felé, a peremet elérve a hullam a negativ oldalon visszaverddik majd a
sz€l feldl halad a kozepe felé. 4 idGegység alatt a megoldas visszatért a kiindulo alla-
potba, tehat periodusidd T =4.

1
=0
t=0.25 o t=0.75
0.5 R A S b
z
5, / \_
=15
0.5 : ] : .
-1 -0.5 0 0.5 1

x[-]
4.2. bra: A hulldmegyenlet megoldas homogén nulla nem periodikus peremfeltételek és
FO) =(=1)-(x—1)- (x + 1) - €710 g(x) = 0 kezdeti feltételek esetén.

El6szor vizsgaljuk a konvergencia sebességeket a t=0.25 id6pillanatban. Egzakt
megolddsnak most is a 400 tagig vett analitikus megoldast tekintjiik. Ehhez képest
abrazoljuk a numerikus modszerek eltérését a 4.3. dbran. Az dbrdn az analitikus
megoldas konvergencia sebességét is feltiintettiik.
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10-14 I ] \ b"—’—.—?—._: o—o—0—0
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DoF [-]

4.3. abra: A kiilonb6z6 megoldasi sémak konvergencia sebességeinek dsszehasonlitasa a nem periodi-
kus peremfeltételre bemutatott példa alapjan t=0.25 idépontban.
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Az abra alapjan hasonld dolgokat tapasztalunk, mint a hdvezetés kapcsan. A
spektral kollokacids modszer konvergencia sebessége lényegesen nagyobb, mint a
masodrendi centralis differencia sémaé, habar lényegesen tobb szabadsagi fok sziik-
séges a fliggvény pontos leirdsdhoz, mint a h6vezetési egyenletnél lattuk. Ha a sza-
badsagi fok elérte a 110-et a spektral megold6 pontossaga nem javul tovabb, mivel
elérte az ODE megoldén beallitott 10™* nagysagrendd toleranciat. Az 4brabol lathato
az is, hogy az analitikus megoldas konvergal a leggyorsabban 6nmagahoz képest, igy
tekinthet6 ez a legpontosabbnak.

A masik vizsgalt jelenség a fazistartast, ezt a 4.4. abran szemléltetjitk. 100 szabad-
sagi fok esetén abrazoljuk a két kiilonb6z6 numerikus sémaval kapott megoldast kii-
16nb6z0 iddpillanatokban. A piros a masodrendti centralis differencia sémaval a lila a
spektral kollokacios modszerrel kapott eredmény. Kékkel az analitikus megoldast is
felttintettiik.

0.6

0.4

0.2

u(x,f) [-]

u(x,t) [-]

u(x,t) [-]

"1 0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
x[-] x [-]

4.4. abra: A fazistartas szemléltetése a nem periodikus példa kapcsan, kiilonbdz6 idépontokban. A
szabadsagi fokok szdma mindkét numerikus séma esetén DoF=100. Az analitikus kék, a masodrendii
centrdlis differencia séma piros, a kollokacids modszerrel kapott megoldas lila szinnel jel6lt.

75



Az 4bra alapjan jol lathato, hogy az analitikus (kék) és a kollokacios (lila) modszer-
rel kapott megoldasok vonalvastagsagon beliil fedik egymast mind a hat iddpillanat-
ban, tehat a kollokacios modszer fazistartdsa jonak bizonyul. A centralis differencia
séma (piros) ezzel szemben mar t =1.5 iddpillanatban elcstiszik az egzakt megoldas-
hoz képest, majd az idd elére halad taval a megoldas egyre inkabb elkenddik.

A 4.5. dbran 10 periddus eltelte utan, t =40 iddpillanatban abrazoltuk a megolda-
sokat 100 szabadsagi fok esetén. A diagrambdl jol lathatd, hogy a kollokdcids mod-
szer (lila) még mindig jol illeszkedik az analitikus (kék) megoldasra, viszont a ma-
sodrend(i centralis differencia sémaval kapott megoldas mar hibas, itt mar nincs ér-
telme faziskésésrdl beszélni, mivel a teljes megoldas elkenddott.

T L L T

1 f\ == == = Analitikus ||
—— (CDS
0.8

—— Kollokidcio

I
fo
N

0 ﬁ:'-:;\ - 4/ - 7&
-0.2 N \./ \u'/
-1 -0:8 -0:6 -0:4 -0.2 0 0:2 04 0.6 0:8 1

x[-]
4.5. abra: A hullamegyenlet megoldas a t=40 id6pillanatban

4.4. Periodikus peremfeltétel

Periodikus peremfeltétel esetén Fourier bazist célszer(i hasznalni. Az Extrema ha-
16t alkalmazzuk most is, mivel igy egyszer(i peremfeltétel kezelése. A szamitasi tar-
tomany ekkor a [0 27] intervallum. A belsé pontokra szeretnénk differencidlegyenle-

tet kapni, 0sszesen N —1 darabot, agy, hogy az u, els6 elemét u,, elhagyjuk. A hul-
lamegyenlet (4.1) a nem periodikus peremfeltételes példandl latottakhoz hasonldan
irhato:

u, =D"-D-u, (4.21)

ahol D a Fourier bazisokra levezetett derivald matrix (B.8), és a * az elsé sor torlését

jeloli. A kod a kordbbiakhoz hasonléan miikodik, a belsé pontokban kozonséges dif-
ferencidlegyenlet megoldoval szamitjuk ki a kovetkez6 iddszinten az ismeretlen u
értékeit, majd a széls6 pontban meghatarozzuk U,-t a peremfeltételbdl, igy a teljes u

eldall.
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4.4.1. PELDA NEM PERIODIKUS PEREMFELTETELRE

20 27 szerint periodikus fiiggvény és

Legyen a kezdeti feltétel f(x)=sin(x)-e
g(x) =0. Periodikus peremfeltétel alkalmazunku, =u(2kz)=0 k=012..N. Pontos
megoldasnak a 400 tagig vett analitikus megoldast tekintjiik, melyet néhany kiilon-
bo6zd idopillanatban dbrazoltunk a 4.6. dbran. A megoldas periddusideje T =27, azaz

a hullam ennyi idGegység eltelte utan tér vissza a kiindulasi allapotba.

40 : : :
=157 /\A =0
=0.257T
20 \ t=0.25

/

-20 &/ \/’
=0.757
-40° -

0 T 27 kY4
x[-]
4.6. dbra: A hulldmegyenlet megoldés nulla periodikus peremfeltételek és f(x) = sin(x)e 5™ gs
g(x) = 0 kezdeti feltételek esetén.

u (x,0) [-]
S
|
\

Elészor a t =0.257 iddpillanatban vizsgaljuk a kiilonb6z6é megoldasi sémak kon-
vergencia sebességét, ami a 4.7. dbran lathatd. A mar tobbszor latott jelleget tapasz-
taljuk a centralis differencia séma lassan, mig a kollokaciés mddszer gyorsabban
konvergal. Erdekes megemliteni, hogy az analitikus megold4s konvergencia sebeses-
sége jo kozelitéssel megegyezik a kollokacidés mddszerével.

2
10

10 || —e— CDS ‘
10'12 | —®— Kollokdcid
14 || —— Almlitikus

0 20 40 60 80 100
DoF [-]

4.7. abra: A kiilonb6z6 megoldasi sémak konvergencia sebességeinek 0sszehasonlitasa a periodikus
peremfeltételre bemutatott példa alapjan t=0.257t idépontban

Ez egy szemléletes példa arra, hogy az analitikus megoldas is tekinthetd a spektral
modszer egy specidlis esetének, ahol a bazisfliggvények a Fourier sor szinuszos tag-
jai. Ha megnézziik a kezdeti feltételt belathatd, hogy az f(x) fliggvény X =0-ra és
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X =r/2-re nézve is paratlan. Ha megnézziik a 2.1. tablazatot, lathatjuk, hogy ilyen
szimmetria tulajdonsagokkal csak a sin(2nx) bazisok rendelkeznek, a Fourier bazis-
rendszer tobbi tagjanak egyiitthatdja nulla, igy az analitikus megoldast kapjuk visz-
sza. Ameddig az ODE megoldo tolerancidjat el nem érjiik a spektrdl modszer képes
az analitikus megoldas pontossagat tartani.

A masik vizsgalt jelenség periodikus perem esetén is a faziskésés. Ez szemléltetjiik
a 4.8. abran, mindkét megoldo esetében DoF = 100 szabadsagi fokot alkalmazva. Jol
megfigyelhetd, hogy ahogy 1épiink eldre az iddben, a centralis differenciaséma (pi-
ros) fokozatosan késik az analitikus megoldashoz képest, és egyre inkabb torzul a
megoldas. Ekozben a kollokacios modszerrel (lila) kapott megoldas é€s az analitikus
megoldas (kék) gorbék fedik egymast, még egy késé t=90riddpillanatban is. Az
abra jol szemlélteti a spektral modszer j6 fazistarto tulajdonsagat.
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4.8. abra: A fazistartas szemléltetése a periodikus példa kapcsan, kiilonb6z6 idépontokban. A szabad-
sagi fokok szdma mindkét numerikus séma esetén DoF=100. Az analitikus kék, a masodrendti centra-
lis differencia séma piros, a kollokacios mddszerrel kapott megoldas lila szinnel jel6lt.
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5. BUBOREKMODELL

Az aramlastechnikai gépekben és rendszerekben jol ismert jelenség a kavitacio.
Egy kezdetben nagy atmérdji buborék a folyadék tehetetlenségének kovetkeztében
hirtelen 6sszezsugorodik, ami nagy buborék fal sebességet eredményez. A sebesség
meghaladhatja a folyadékbeli hangsebességet vagy akar annak a tobbszorosét is, mi-
kozben az 4tmérd tobb nagysagrendet is csokkenhet. Ezt a folyamatot buborék 6ssze-
roppanasnak nevezziik. Az §sszeroppanas pillanatdban a maximalis nyomas elérheti
az 1000 bar-t a maximalis hdmérséklet pedig a 8000 K-t (lasd: Brennen (1995)). Az
emlitett extrém koriilmények az dramlastechnikai rendszerek és gépék sulyos roncso-
lodasat eredményezik.

A Kkavitacio folyamatdnak megértéséhez jo segitséget nyujthatnak az egyetlen
gombszimmetrikus buborék numerikus vizsgalata soran kapott eredmények. Hege-
dis et al (2013) két kiilonb6zd buborékmodell (Rayleigh — Plesset, Keller — Miksis)
validaciojat végezte. Az alkalmazott modellek leirjdk a buboréksugar lengését, vala-
mint a hdmérséklet mez6 valtozasat a buborék belsejében és a buborékon kiviil. A
cikkben a hdmérsékletmezdt leird parcidlis differencidlegyenletek (energiaegyenlet)
megoldasahoz masodrendti centralis differencia sémat alkalmaztak.

A dolgozat e fejezetének a célja, a cikkben hasznalt modell mddositasa, a differen-
cia séma helyett spektral kollokaciés modszert alkalmazva. A példa kapcsan bemu-
tatjuk a szimmetridk kihasznalasanak lehetségét és a peremfeltételeket kezelését is.

5.1. Matematikai modell

5.1.1. BUBOREK LENGESET LE[RO EGYENLET

Hegedds et al. (2013) alapjan lathatjuk, hogy az ott szereplé modellek koziil a Kel-
ler — Miksis (Keller és Miksis (1980)) alkalmazdsaval pontosabb eredmények érheték
el, ezért mi is ezzel dolgozunk. A modell figyelembe veszi a folyadék 6sszenyomha-
tosagat, ami a lehetséges nagy buborékfal sebesség kovetkezménye. Az eredeti
egyenletben megjelend idékésés elkeriilése érdekében Lauterborn és Kruz (2010)
nyoman az egyenlet egy modositott formajat alkalmazzuk:

1_E RR + 1_i §R2: 1+B+BE M (5.1)
C, 3, )2 c, C_dt o

ahol: R(t) az id6fiiggd buboréksugar, ¢, a folyadék hangsebessége, p, a folyadék
strtisége, p, pedig a buboréktdl tavoli nyomas a folyadéktérben. A kémiailag tiszta

anyagok Osszes anyagjellemzdje nyomastol és homérséklettd] fiigg. A buborék dina-
mikajat glicerin kozegben vizsgdljuk, melynek anyagjellemzdi csak a hémérséklettdl
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fiiggnek, a nyomasfiiggést elhanyagoljuk. A glicerin anyagjellemzdit Dow Chemical
Company! mérési eredményei alapjan hataroztuk meg.

5.1.2. A BUBOREK BELSEJE (GAZTER)

A buborék modell az 5.1. dbran lathatd. A buborék belsejében lévd gazt idedlisnak
feltételezziik. A buborékban 1évd glicerin g6z mennyisége a gaz komponenshez ké-
pes elhanyagolhato.

T[°C]
T p
folyadék
pc® R() P,
\\ TL Tao
gdz >
hatdrfeliilet
0 s ”’,Ll_.‘.l’.’f:f."."’.N\\ v [mm]
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{ >
\ | !
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5.1. abra: A buborékmodell

A belsé nyomast térben allandonak és a gazt idedlisnak feltételezve a gaz sebes-
ségmezd egy lehetséges kozelitése (lasd: Prosperetti et al. (1988), Kamath és
Prosperetti (1989), Hao és Prosperetti (1999), Heged{s et al. (2013)):

1 oT 1
-D-A S _Zr-p. |,
K- Pg [(K ) Ao or 3r pej (5-2)

ahol r a sugar irdnyu koordinata, « a fajhéviszony, p; a gdznyomads, A; a gaz ho-

Ug =

vezetési tényezGje, T; a gaztéri hdmérséklet mezd. Megjegyzendd, hogy a gaznyo-
mas idében valtozik, de térben allandd. Ha a parolgast és a kondenzaciét a buborék
feliiletén elhanyagoljuk, gaz sebessége a buborékfalnal egyenl6 a buborékfal sebessé-
gével ug(R,t)=R. Ezzel a feltételezéssel (5.2) egyenletet rendezve a gdznyomdsra

egy kozonséges differencidlegyenletet kapunk:

3 oT,
0y = | (k1) 4, 8
Ps R ((K ) Ao or

-—K-pG-RJ- (5.3)

A gaz hémérsékletmez0 az energiaegyenlet megoldasaval hatarozhaté meg.

I www.dow.com
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A fentebbi feltételezések és (5.2) (5.3) egyenletek felhasznaldsaval az energiaegyenlet
az alabbi formaban irhato fel (Iasd: Prosperetti et al. (1988):
K Ps(0Tg oTg , 10 , OTg
— +U =P +——| Asl .
k—=1Tg [ o oo )T P o (54)

(5.2)-(5.4) teljesen leirja a gaz viselkedését a buborék belsejében. Az egyenletekben
megjelend «x fajhdviszony és A; hdvezetési tényezd a buborék belsejében 1év6 gaz

ismeretében hatarozhaté meg. Levegdt feltételezve Kamath és Prosperetti (1989)
alapjan, a fajhoviszony x =1.4. Mivel a hémérséklet néhany ezer Kelvin tartomany-
ban valtozik a hdvezetési tényezd homérséklet fliggését figyelembe kell venni. Linea-
ris fliggvénykapcsolatot irunk el6:

A (Mg, 1) =A-T(r,t)+B, (5.5)
ahol a konstansok: A=5.528-10"W /(mK?), B=1160-10"W /(mK) . Ezzel a h6vezetési
tényez6 200 — 3000 K tartomanyban jol kozelithetd.

5.1.3. A BUBOREKTOL TAVOL (FOLYADEKTER)

A buborék lengése soran keletkezd hd a buborék falon keresztiil a folyadéktérbe
vezetddik (lasd 5.1. dbra qg, g, ). A hdvezetési folyamatot leird energiaegyenlet:

T,  oT.) 1 o(, ,oT,
-C, - +u =——| AT , )
PL e ( ot - arj r2 ar( Yoor (5-6)

ahol T, a hdmérséklet mez6 a folyadéktérben, p, a folyadék strlisége, 4, a folyadék

hovezetési tényezoje, ¢, a folyadék allando nyomason vett fajhdje, u, = R/R/r)? a
folyadéktér 0sszenyomhatatlan sebességmezeje r térkoordindtandl. Az egyenletben
szerepld anyagjellemzdk a T, hdmérséklet fliggvényeként hatarozhatok meg.

5.1.4. PEREMFELTETELEK

Azért, hogy a buborék viselkedését pontosan leirjuk, eld kell irnunk a peremfeltéte-
leket is. A buboréktol tavol, a végtelenben a nyomas p, = P_ konstans. A buborékfal
két oldalan 1évé nyomasok kozotti kapesolatot az aldabbi impulzusegyensuly teremti
meg:

Po = L+ 20+, 57)
ahol o a feliileti fesziiltség, u, a folyadék viszkozitdsa, szintén hdmérsékletfiiggd
mennyiségek. A gdz és folyadék oldali hdmérséklet mezé meghatarozdsdhoz 4db
peremfeltétel sziikséges. A buborék belsejében szimmetrikus hdmérsékletmezdt téte-
leziink fel ezért:

T (0,t)

= 0. (5.8)
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A buboréktdl tavol, a végtelenben a hémérséklet konstans:

T () =T,. (5.9)
A buborék fal feliiletén a belso és kiilsé oldalon 1évé hdmérséklet megegyezik:
Ts(R) =T (R1). (5.10)
Az utolsé peremfeltétel a falon atadott hd mennyiség egyenldségét fejezi ki qg =q :
T (R,t) aT_ (R,1)
Ag——4 =4 ——4 .
¢ o |, Tt o |, (>-11)

5.2. A megoldando kézonséges differencidlegyenlet rendszer

5.2.1. A SZAMITASI TARTOMANY

Annak érdekében, hogy a hémérsékletmezd spektral mddszerrel kiszamithato le-
gyen sziikséges egy olyan koordinata transzformdcio, ami a parcidlis differencidl
egyenletek (energiaegyenletek) szdmitasi tartomanyat a [-1, 1] tartomdnyra skalazza
at.

Mivel a buborék belsejében, r =0 szimmetrikus peremfeltételt alkalmaztunk ele-
gendd csak a [0, 1] intervallumon szdmolnunk és a 2.4.1. fejezetben bemutatott mo-
don felvenni az osztaspontokat, és a szimmetrikus, antiszimmetrikus derivalé matri-
xokat megfelel6 sorrendben alkalmazni. Az y =r/R(t) koordinata transzformacioval
az [0, R(t)] intervallumrol a [0, 1] szamitasi tartomanyra tériink at. A buborék belse-
jébe felirt energiaegyenlet koordinata transzformacidja az Appendix C.1.1. fejezeté-
ben olvashato.

A végtelen és fél-végtelen terek kezelésére Boyd (2001) tobb ajanlast ad. Egyik le-
hetséges modszer a szamitasi tartomany levagasa. A [-oc, o] vagy [0, o] tarto-
many helyett a [-L, L] vagy [0, L] tartomanyon dolgozunk, ahol L elegendden
nagy, hogy végtelennek tekinthessiik. A masik lehetséges mddszer alternativ bazis-
fliggvény valasztds, pl: végtelen térek esetére: sinc, Hermite fiiggvények; félvégtelen
térre: Laguerre polinom. A harmadik lehetséges mddszer egy olyan koordinata
transzformadcio, ami a végtelen teret egy véges térre képezi le. A végtelenben szim-
metriat feltételezve (T, a végtelenben lecseng, a derivalt dT, /dr=0) z=R(t)/r

transzformacioval a szamitasi tartomany [R(t), o«] tartomanyrdl az [1, 0] interval-

lumra valtozik. A folyadéktérre felirt energiaegyenlet koordinata transzformacidja az
Appendix 0. fejezetében talalhato.
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5.2.2. A DIMENZIOTLAN EGYENLETRENDSZER

A modell valtozoéit alkalmasan megvalasztott referencia mennyiségekkel

dimenziétlanitjuk: t=7-t,, R=%-Ry, R=% Ry, Ps =X Porr To=Tc Trei~

T, ='FL ‘T, - Az (5.1) Keller — Miksis egyenlet felirhatd, két elsérendti kozonséges

differencidlegyenletként, a referencia mennyiségeket felhaszndlva a differencial-
egyenlet dimenzdtlan alakja (ldsd: Heged{s et al. (2013)):

Xl = Xgr (512)
. N
X, = D’ (5.13)
ahol:
N =1+ Rref ﬁ trzef i_ tr2ef i 20__'_4':ULX2(Rred /tref) _
ter €L )R AL Ri AL X;
, (5.14)
Rref X2 3X22 tref 1 pG ref
1_ + 2 XS - poc 4
B C ) 2% Rig o€ Ly
R
Doq_—ver Xe M (5.15)
tref CL CLRref Xl
A (5.3) gadznyomasra felirt kozonséges differencidlegyenlet dimenziotlan alakja:
. te T 3(x—1DAg OT X, X
Xy = — — o —3x =2 (5.16)
pG ref ' Rref Xl ay ‘y:l Xl
A koordinata transzformalt energiaegyenlet a buborékon beliil a dimenzdétlan meny-
nyiségekkel felirva:
ot , X 10T Trertre 1 0 ot
_G:C1X3+(y_2_uG _j S+ f fz C1 2 2_(A“Gy2 _G]/ (517)
T Xl Xl ay pG ref Rref Xl y ay ay
ahol:
Kk—1T
C,=—--%
LT T X (5.18)
Tetlir (=D Ag OT, yX, X
Ug = —"—5 c-o._ 13 (5.19)
Porer Rrer K- XgX Oy 3K-X,
Ugyanez a buborékon kiviil, a folyadéktérre:
oT, , 1 X, |OT, z* 0 oT,
=luz-—-z—= +C,——| 4 , )
or ( “Tox, xlj oz txtar\'" oz (5-20)
ahol:
tref 1
C, = ,
’ Rrer PLCL (:21)
u,_=x,2°. (5.22)
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5.2.3. A PEREMFELTETELEK KEZELESE

A hémérsékletmezOket diszkretizaljuk, azaz az osztaspontokkal vett értékeivel
dolgozunk: T, =[Tg o, To - Tonel €8 T =[T o, T ;.. T ]- Annak érdekében, hogy a
peremfeltételek konnyen kezelhetdk legyenek az Extrema halot (2.47) alkalmazzuk,
de csak a [0, 1] tartomanyba esé pontokkal dolgozunk. Fontos, hogy a pontokat gy
vegylik fel, hogy y =0 és z=0 pontba ne kapjunk osztadspontot. A paros és paratlan
derivald matrixok a (2.108) és (2.113) alapjan meghatarozhatdk.

Megjegyzendd, hogy az Extrema halo osztaspontjait kifejez6 0sszefiiggés indexelé-
siirdnya: y, =1 y,g — 0. A probléma attekinthetobbé valik és programozas technika
szempontbdl konnyebb dolgunk lesz, ha az osztdspontok indexelését megcseréljiik:
Yo =0, Yye =1. A z helykoordinata indexelést szintén cseréljiik. Ennek megfelelGen
a derival6 matrixok sorait és oszlopait is meg kell cserélniink.

A koordinata transzformacio és a referenciajellemzdk bevezetése utan, a hévezetés
peremfeltételei:

T (z=0)=T,/T, (5.23)

dTs(y=0,1)
————=0, 5.24
Y (5.24)

oT. (y =11t) oT, (z=11)

A G—:—ﬂ/ L—, 5'25
G 5, L Py (5.25)
Ts(y=14t)=T, (z=1t). (5.26)

Mivel szimmetrikus haldkat alkalmazunk az els6 két peremfeltétel (5.23) és (5.24)
automatikusan kielégiil. A feladat a buborékfalon y,; =1 és z,, =1 pontokban az

ismeretlen hémérséklet meghatdrozasa. Az (5.25) egyenletben szerepld derivaltakat a
gaz és folyadék oldali szimmetrikus derivald matrixszal kifejezziik:

NG-1 ) NL-1 _

Ao ( Z Dg%’ ‘TG,j + Dg,cg'NG 'TG,NGJ = _AL(Z DI[\I,IQJ 'TL,j + DI[\‘,;'NL ‘TL,NLJ, (5.27)
j=0 j=0

ahol: Dgg’j a gaz oldali, Dﬂé'j a folyadék oldali szimmetrikus(paros) derivald matrix

elemei. Az (5.26) alapjan utols6 halopontonban vett hémérsékletet értékek egyenldk:

Tone = Tine (5.28)
ezt kihasznalva a hdmérséklet a buborékfalon az (5.27) egyenletbdl kifejezhetd:
—STLN —STGN
Tone =Tine = Ae Dgg,,me A, DSE,NL ’ (5.29)
ahol:
NL-1 ) NG-1 )
STLN=4 > .D/'s'-T_;; STGN=1; > D§S/-Tg ;. (5.30)
j=0 j=0
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Habar a négy peremfeltétel koziil kettben kihasznaltuk a szimmetriat, érdemes
megemliteni, hogy a buborék falon alkalmazott eljaras egy teljesen altaldnos és ro-
bosztus modszer a perem megoldasara. Ezzel a technikaval a legkiilonfélébb perem-
feltételeket kezelhetOk egyszeri fiiggvények segitségével. A peremfeltétel modosita-
sanak nincs hatdsa magara a diszkretizacids folyamatra. Akar nemlinedris algebrai
egyenletek is felirhatok, ekkor iteracioval példaul Newton — Rapson modszer az is-
meretlen valtozok kiszamithatdk.

5.2.4. A KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLET RENDSZER

Az (5.17) és (5.20) egyenletek diszkretizaljuk, majd a T, és T, utolso elemét to-

riljiik, mivel itt a peremfeltételbdl hatdrozzuk meg a hidnyzd hémérsékletértéket
(5.29) egyenlet felhasznalasaval. Igy a belsé pontokra NG és NL db elsérendii ko-
zOnséges differencidlegyenlet adodik. A gaz oldali hdmérsékletmezdre adodo kozon-
séges differencidlegyenletek:

. . « X Treftref 1
To=C X, +|y “2-u,|-D _-Ts+ A-D_ |1.y°D__-T.)
e =L1Xg (X X, _Gj Yes Lo Pors RE, Xlzz*z A =G’A(_Gy Des _G) (5.31)
ahol:
k—1T Tt (k-1 A X Xg
Co="="8 Ua=—""05 D Ta—g -y, (5.32)
K X5 Porer Mrer K7 XX, K Xq

D, ¢s D_,a gaz oldali szimmetrikus és antiszimmetrikus derival6 matrix, a * pe-

dig a vektor/matrix utolsd elemének/soranak torlését jeloli. Az el6z6hoz hasonléan
folyadék oldali hémérsékletmezdre:

. % 1 « X " 1 i i
I, =(HLZ 2= _ g _ZJ.QLS T, +C,—z 4 DY A(i“LQL .'|_'L)' (5.33)
Xl Xl ! Xl ,
ahol:
b 1
5% P UL =x2 5.34
eref pLCpL - 2 ( )
D . és D _,afolyadék oldali szimmetrikus €s antiszimmetrikus derivalé matrix. A *

tovabbra is sor/elem torlését jeloli. Az (5.31) és (5.33) egyenletekben tigyelni kell a
derivalé matrixok sorrendjére, mivel paros (szimmetrikus) fiiggvényt derivalva, pa-
ratlan (antiszimmetrikus) fiiggvényt kapunk. A péros és paratlan fiiggvények deriva-
lasara pedig eltérd derivald matrixot kell alkalmazni (lasd: 2.4.1. fejezet).

A buborék lengését leird (5.12), (5.13) két elsérendti differencidlegyenlet, a gaz-
nyomasra kapott (5.16), valamint a hémérséklet mezdk felbontdsabdl a belsé pontok-
ra adodo kozonséges differencidlegyenleteket vektorba rendezziik:

KT:[Xl Xz Xs TG,O TG,NG—l TL,O TL,NLfl]' (5'35)
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Ez mar egy kozonséges differencidlegyenlet megold¢ algoritmussal megoldhato. Mi-
vel a T, és T, kiszamitdsdhoz sziikség van a teljes hdmérsékletmezdre, miutan a
bels6é pontokkal 1éptiink a kovetkez6 iddszintre, a peremfeltétel behelyettesitésével a
teljes T 5 és T, homérsékletmezdt eldallitjuk az 4j idészinten.

5.3. A megoldadsi modszerek dsszehasonlitdsa

A numerikus szimuldci6 eredménye az 5.2. dbran lathato. A hémérséklet mezd
meghatarozdsara a piros gorbék esetén masodrend(i centralis differencia sémat, zold
gorbe esetén pedig szimmetrikus spektral kollokacids mddszert alkalmaztunk. Min-
den esetben 50 elemti halon végeztiik a szamitasokat.
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5.2. dbra: A masodrendi differencia sémaval (piros) és a spektral kollokacios modszerrel (z6ld) kapott
eredmények Osszehasonlitasa. A fels§ diagramon a buboréksugar — id6é gorbe lathat6. Az als6 diagra-
mon a buborék kézéppontjahoz legkdzelebb esé pontban abrazoltuk a hdmérséklet valtozasat az id6
figgvényében

A szimuldcié paramétereinek olyan értékeket valasztottunk Hegedts et al. (2013)
mérési eredményei alapjan, ahol a buborék lengése sordn Osszeroppan:
p.. =549mbar nyomas és T, =61°C hémérséklet. A szamitast a buboréksugar maxi-

mumabdl R, =0,87mm inditottuk. Az 9sszeroppanas soran a buborék sugara na-
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gyon rovid id¢ alatt jelentdsen csokken, ami extrém magas nyomasokat és hémérsék-
letet eredményez. Az alsé diagramon a buborék kozéppontjahoz kozel (hald elsé
eleme, a nulldadik maga a kozéppont lenne, de az a peremfeltételbdl szamolodik)
abrazoltuk a homérséklet valtozasat az idében. Az Gsszeroppanas pillanataban a
hémérséklet meghaladja a 8000 K hdmérsékletet. A buborék lengése fokozatosan csil-
lapodik, majd bedll az egyensulyi helyzetbe.

Harom kiilonb6z6 iddpillanatban mutatjuk be a gaztér és a folyadéktér hOmérsék-
let mezejét. Az els6 iddpillanat 0.1228 ms, az elsd Osszeroppanas pillanata, itt tapasz-
taltuk a legmagasabb hOmérsékleteket. A masodik idépont 0.47 ms, a homérséklet
meredeken csokken, és a buboréksugar rohamosan né ebben a pontban. A harmadik
1.2 ms, itt mar a lengések jelentdsen csillapodtak, kozel vagyunk az egyensulyi bubo-
réksugdrhoz. A vizsgalt id6pontokat az 5.2. dbran fiiggdleges vonalakkal jeloltiik.

10000 ¢ : : ; P 600 ¢ F F F
8000 T e 550
‘L 500 R
__ 6000 : Ty S
2 e :
4000 | el 3 7 Sl
...... 400 : ‘- i 3
2000-1 00 e b
000 e 350 “*—‘b;,,'_
| ] | _ _
0° - - - 300¢

0 02 04 06 08 1 1 08 06 04 02 0
y [-] z [-]
5.3. abra: A hémérsékletmezd alakulasa a buborék belsejében (bal) és a folyadékban (jobb), 0.1228 ms
id6pillanatban. A zold a spektrdl modszerrel torténd szdmitdsok eredménye, a piros a masodrendi
centralis differencia séma alkalmazasaval meghatarozott hdmérsékletmezd. A szaggatott vonal 50, a
pontozott 100, a pont-vonal 200 elemti halon kapott szamitas eredmény. A

Az 5.3. dbran a buborék belsejében és a buboréktol tavol a folyadékban 1évé ho-
mérsékletmezd alakulasat lathatjuk. A zdld a spektrdl, a piros a differencia sémaval
kapott megoldds. A szamitdsok 50 (szaggatott), 100 (pontozott) és 200 (pontvonal)
elem( halon tortént. Az dbra alapjan lathatjuk, hogy a folyadéktérben a hodmérséklet
fokozatosan lecseng. A differencia séma és a spektral sémas megoldo a tavolban jol
illeszkedik. A hémérséklet a buborék falhoz kozel, rohamosan novekszik. A nagyitott
abran jol megfigyelhetd, hogyan alakul a hémérséklet mezd a felbontds novelésével a
kiilonb6z6 sémak esetén. A zold gorbék jo kozelitéssel megegyeznek. A masodrendli
centrdlis differencia séma alkalmazasaval kapott eredmények, az elemszam novelé-
sével egyre jobban megkozelitik a spektral modszerrel kapott zold gorbéket. Az abra
bal oldalan a buborék belsejében 1év6 hémérséklet mezdt latjuk. A spektral modszer-
rel kapott eredmények a kiilonb6z6 elemt halokon jol egyeznek, mig a masodrendii
differencia sémaval kapott megolddsok az elemszdm novelésével fokozatosan kon-
vergalnak a zold gorbék felé.
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A megoldasi modszerek konvergencidjat az 5.4. dbra szemlélteti, a buborék belse-
jében. A halo elemszdmat 10-esével fokozatosan noveljiik, és két egymast kovetd
elemszamu halén kapott eredmény kiilonbségének abszolat maximumat abrazoltuk
az elemszam (szabadsagi fog fliggvényében). Példaul az Ny =50 elemszamhoz leol-
vasott AT; = 20K, az jelenti, hogy a 60 és 50 elemi halon végzett szamitasok ered-

meénye kozotti eltérés maximuma 20K .

3
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5.4. abra: Egymast kovet6 novekvd elemszamu halokon végzett szimulaciok eredményeként kapott
gaztéri homérsékletmezdk kiilonbségének abszolit maximum, az dsszeroppanas pillanataban.

Az abra alapjan lathato, hogy a spektral modszerrel kapott gorbe kezdetben mere-
dekebben valtozik, gyorsabban konvergdl, mint a differencia séma. Ny =200 felett,

mar 1-2K nagysagrend( a kiilonbozd elemi spektral halokon kapott megoldasok
kozotti eltérés abszolit maximuma. Itt mar megkozelitjiik a spektral modszerrel el-
érhetd maximalis pontossagot.

Az utolsé két vizsgalt id6pillanatban az 5.5. dbran lathatdk a kapott hdmérséklet
mez0k, 100-100 elemt halon. Mig az 0sszeroppanas pillanatdban a kiilonb6z6 nume-
rikus mddszerekkel kapott megoldasok kozotti eltérés kicsi volt (lasd: 5.3. dbra), ad-
dig a tavolabbi id6épontokban ez az eltérés fokozddik. A buborék belsejére kapott
hémérséklet mezdk (dbra bal oldali diagramjai) jellegre ugyan hasonlitanak, viszont
a tavoltérben a differencia sémaval kapott megoldas (piros) oszcillalni kezd. Spektral
modszer alkalmazasaval ezt a jelenséget nem tapasztaljuk..
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5.5. abra: A hémérséklet mezdk alakulasa a t=0.47 ms (feliil) és t=1.2 ms (alul) id6pontban. A bal oldali
diagramok a buborékon beliil, a jobb oldali diagramok a folyadékban szamitott hémérsékletmezdket
abrazolja. A masodrendii centralis differencia sémaval kapott eredmény piros, a spektral kollokacios
modszerrel kapott pedig z6ld szinnel van jelolve. A szamitas soran hasznalt halé minden esetben 100
elembdl allt.

5.4. Tovabblépési lehetdség

A fejezetben elsésorban a spektral modszer alkalmazhatdsagat és elényeit mutat-
tuk be a szabadlengést végz6 buborék példdjan keresztiil. A modell azonban nem
csak ,iskolapélda” szerepét tolti, mint a korabbi hévezetési- vagy a hulldimegyenlet.
A nyomads peremfeltétre konstans érték helyett, harmonikus gerjesztést megadva, a
modell alkalmassa valik a gadzbuborék nemlinedris dinamikai vizsgalatara.

Szamos olyan alkalmazasi tertilet 1étezik, példaul ultrahangos technologidban, ahol
a buborék Osszeroppandsa sordn keletkezd extrém koriilményeket hasznositjak.
Azért, hogy a technoldgia hatékonysdga megfelel legyen, olyan paramétertarto-
manyban kell tizemeltetni, ahol a buborék ultrahangos gerjesztés hatdsara 9sszerop-
pan. Ezen paramétertartomanyok numerikus feltérképezéséhez nyujthat segitséget
az itt bemutatott modell.
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6. OSSZEFOGLALAS

A dolgozatban a parcialis differencidlegyenletek egy kevésbé ismert numerikus
megoldasi mddszerével a spektral modszerrel foglalkoztunk. Az irodalomkutatas
soran szamos kiilonb6zd alkalmazasi példaval taldlkoztunk, ahol sikerrel alkalmaz-
tak a spektral és pszeudo-spektral modszereket. Az dramlastechnika alkalmazasokon
és az egyszerl példa kapcsan is lathatjuk, milyen eldnyei vannak az elterjedten hasz-
nalt differenciasémakkal szemben: nagyobb konvergencia sebesség, kisebb faziské-
sés, szimmetridk kihaszndldsanak lehet6sége. A dolgozatban nem valdés miiszaki
probléma megoldasa volt a célunk, hanem egyszer(i alkalmazasi példakon keresztiil
ismertiik meg a spektrdl mdédszereket, és mutattuk be annak jellegzetességeit.

Habar a spektrdl mddszer meglehetésen kiforrott numerikus eljards és szamos
szakirodalom 4all rendelkezésre, a modszer matematikai hattere nehezen értheto, az
egyes levezetések nehezen vagy egyaltalan nem taldlhatok meg, ezért kezdetben sok
utdnajarast igényel. A dolgozat masodik fejezetében részletesen Osszefoglaltuk a
modszer matematikdjat, és bemutattuk a nehezen érthetd levezetéseket.

A spektral mddszerek két csoportba oszthatok: nem interpoldcids és interpoldcios
modszerek. Torténelmileg a nem interpolaciés modszert fedezték fel el6szor, ezért
klasszikus spektral mdédszernek is nevezik. Az ismeretlen fiiggvényt a szamitasi tar-
tomanyon globalisan illesztett polinomok vagy harmonikus fliggvények (bazisfiigg-
vények) linedris kombindcidjaval kozelitjiik. A cél az ismeretlen fiiggvény minél pon-
tosabb kozelitése, azaz a reziduum (pontos és kozelitd megoldas kiilonbsége) mini-
malizaldsa. A kiilonboz6 klasszikus spektral mddszerek a minimalizalds modszeré-
ben kiilonboznek. A minimalizalds egy alkalmasan megvalasztott probafiiggvény
segitségével torténik, melyre ortogondlis projekcidt végziink. A dolgozatban a
Galerkin féle klasszikus spektral mddszert ismertettiik, ekkor a probafiiggvény meg-
egyezett a bazisfliggvénnyel. A bazisfliggvények egyiitthatoira egy matrixegyenletet
vezettiink le:

a=@_ - f (6.1)

—F’
ahol a' =[a,,a,...ay] egyiitthatokat tartalmazo vektor, @ =<¢n(x),¢m (X)> egylitthato
matrix, és f. =<f(X),¢n(X)> belsé szorzatokbol képzett vektor, n,m=01..N. Egy
p(X) sulyfiiggvényt bevezetve biztosithatd, hogy a bazisok ortogondlis rendszert

alkossanak, ekkor csak az egyiitthaté matrix féatlojaban nem nulldk az elemek. Ezzel
az egylitthatok a teljes matrix kiszdmitasa nélkiil meghatarozhatok:

o = (109.4,00) n=01..N. (6.2)

" {2, 4,(0)

Interpolaciés modszer esetén a szamitasi tartomanyt felbontjuk osztaspontokra
(spektral modszer esetén kollokdcios pontoknak is nevezik) és a pontokra illesztett
polinom segitségével kozelitjiikk az ismeretlen fiiggvényt. Bizonyithatd, hogy az in-
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terpolacios mddszer megegyezik a Galerkin mddszerrel, ha az egytitthatokra kapott
matrixegyenletben szerepld folytonos integralokat numerikusan kozelitjiik.

Fontos kérdés, hogy milyen bazisfiiggvényt alkalmazzunk, és hogyan valasszuk
meg az kollokdcios pontokat, ugyanis az egyenkozi eloszlds esetén a hald strités
nem minden esetben eredményez pontosabb megoldast. A bazisfiiggvényt a szami-
tasi tartomany hatdrozza, ha a tartomany periodikus a Fourier bazisok alkalmazasa
adja a legjobb eredményt. Nem periodikus peremfeltételek esetén az esetek 95%-ban
a Chebyshev polinomokat ajanlott valasztani (Boyd (2001)).

Az integralok numerikus kozelitésére Gauss kvadratarakat alkalmazva meghata-
rozhaté minden bazisfliggvény rendszer esetére két optimalis hald. Mindkét bazis-
fiiggvény rendszer esetére két optimalis halot (Roots és Extrama grid) mutattunk be.
Levezettiik a halé pontjaira illeszthetd Lagrange féle karakterisztikus bazisfiiggvény
meghatarozdsara szolgalo képletet, és a numerikus integralashoz sziikséges kvadra-
tara sulyokat.

Chebyshev bazis esetén a Roots halo pontosan kozeliti a folytonos integrallal meg-
hatarozott egyiitthatd matrixot, az integral numerikus kozelitése legaldbb 2N foku
polinomra pontos. Extrema halo esetén az utols6 elemben eltérés van ez picivel pon-
tatlanabb, csak 2N -1 foku polinomra pontos, viszont a halé nulldadik és utolso
pontja a szamitasi tartomany két széls6 pontja igy a peremfeltétel egyszertien kezel-
hetd lesz parcidlis differencidlegyenlet megoldasa soran.

Fourier bazis esetén tobb dologra kell figyelniink. A szamitdsi tartomany a [0, 27]

intervallum igy 27 szerint periodikus Lagrange féle karakterisztikus bazisfiiggvé-
nyeket kell kapnunk. Ez akkor teljesiil, ha paros szdmu osztaspontot vesziink fel. A
Fourier bazisok szinuszos és koszinuszos tagjait kétféle indexeléssel is felirhatjuk.
Roots hdld esetén a kollokacids pontok a cos(N/2-x) fliggvény zérus helyei. Mivel
N csak paros szam lehet, ha az els6 felirdsi modot (2.55) valasztjuk az egyiitthato
matrix atléjanak utolsd elemében is cos(N/2-x) szerepel igy szingularis matrixot
kapunk. Azért, hogy a szingularitast elkeriiljiik a masodik felirdsi modot (2.56) kell
valasztanunk, ekkor az utols6 elemben sin(N/2-x) szerepel igy az egyiitthaté matrix
nem szinguldris. Extrema halé esetén forditott a helyzet, a kollokacids pontok
sin(N/2-x) zérus helyei ezért az elsé felirdsi mdédot kell valasztanunk. Fourier bazis
esetén az integral numerikus kozelitése 2N —1 fokra pontos.

A Roots az Extrema halohoz képest 7-vel, azaz fél periodussal van eltolva. Ezen
otlet alapjan megvizsgéltuk az 1/4 és 3/4 periddussal eltolt haldt is. Az eltolt haldén
kapott egytiitthaté matrix a Fourier bazisok mindkét felirdsa mod esetén pontosan
egyezett a Galerkin modszer egytitthatd matrixadval. Az eltolt halon kapott matrix
egyik esetben sem lesz szingularis €s az integral kozelités legalabb 2N fokra pontos.
Ezzel a haloeltolassal irodalomban még nem talalkoztunk.

Az ismeretlen fiiggvény hely szerinti derivaltjait a kozelit6 fliggvénysor derivala-
saval kozelitésével, levezethetd egy D derivalé matrix,
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mely segitségével meghatdrozhatd az f(x) fliggvény hely szerinti derivaltjanak érté-
kei a kollokacios pontokban:
f,=b-f. (6.3)

A derival6o matrix elemeire egyszer(i Osszefiiggések vezethetdk le kozvetlentil a Lag-
range féle karakterisztikus bazistiiggvényekbdl is.

A spektral mdédszer megengedi a szimmetridk kihasznalasat is, ekkor felezni, Fou-
rier bazisok esetén akar negyedelni is lehet a sziikséges pontokat. Az eredeti derivald
matrix elemeibdl konnyen meghatdrozhaté a szimmetriat figyelembe vevd matrixok.
Szimmetridk kihaszndldsara két kiillonb6zd matrix sziikséges: az egyik a paros fiigg-
vény derivalasara, a masik a paratlan fliggvény derivaldsara alkalmas kell, hogy le-
gyen, mivel a fliggvény paritdsa valtozik derivalasnal.

Spektral mddszerrel harom kiilonb6z6 alkalmazasi példat mutattunk be. Az elsé a
hévezetési egyenlet volt, mivel nagy pontossagu analitikus megoldas hatarozhatd
meg. Az analitikus megoldashoz viszonyitva a kiilonb6zd szabadsagi fok mellett ka-
pott numerikus szamitds eredményét a konvergencia sebességek vizsgalhatok. Mind
periodikus és nem periodikus peremfeltétel esetén azt tapasztaltuk, hogy a spektral
modszer konvergencia sebessége lényegesen nagyobb, mint az ugyanannyi szabad-
sagi fokkal rendelkez6 masodrendd differencia sémaé. Az id6lépés tolerancidjat (
107 nagysagrend) a spektral mdodszer mar 10 szabadsagi fok kornyezetében eléri.
Mig a differencia séma hib4ja ekkor csak 107 nagysagrendd. A szabadsagi fok to-
vabbi novelésével a spektrdl modszer hibdja nem csokken az id6lépés tolerancidja
ald. A konvergencia diagramok alapjan megfigyelhet, hogy az N szabadsagi fok
esetén Galerkin moddszerrel elért pontossag kollokacidval durvan N +2 szabadsag-
fokkal érhet6 csak el. Ebbdl lathato, hogy probléma megoldédsa soran ahol nincs lehe-
téség nagy felbontds alkalmazasara a Galerkin modszer ezen eldnye lényeges lehet.
Nagy felbontas esetén a kollokacids mddszert célszeri alkalmazni, mert lényegesen
gyorsabb, hiszen nincs sziikség integralasra.

A kovetkezd alkalmazasi példa a hulldmegyenlet volt. A konvergencia sebességek-
ben hasonl6 dolgot tapasztaltunk, mint a hfvezetési egyenlet soran. A példa kapcsan
vizsgalt tulajdonsdg a numerikus megoldok fazistartdo képessége volt. A spektral
modszer itt is jobbnak bizonyult, még a késdi idopillanatokban is jol illeszkednek az
analitikus megoldasra, mig a masodrendi differencia sémaval kapott megoldds fo-
kozatosan késik, és torzul. A jelenség periodikus és nem periodikus peremfeltétel
esetén is megfigyelhetd.

Az utols6 alkalmazasi példa egy Osszetett buborékmodell. A buboréklengést leird
kozonséges differencidlegyenlethez csatoltuk az energiaegyenletet, ezzel a buborék
belsejében és a buboréktol tavol is meghatdrozhatova valt a hémérsékletmezd. A
példa kapcsan lathattuk, hogyan haszndlhatdk ki a modell szimmetria tulajdonsagai
spektral modszer alkalmazasaval. Koordindta transzformacidé utan a végtelen kezelé-
se is szimmetrikus haldval tortént. Mivel a szimmetrikus Chebyshev Extrema halot
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hasznaltuk, az utolsé pont, a szdmitasi tartomany széle, vagyis a buborékfal. Az
Extrema halén a peremfeltétel egyszertien kezelhetd: a széls6 pontban a valtozo érté-
ke lehet konstans, vagy megadhato fliggvény segitségével, mely tartalmazhat akar
iteraciot igényld nemlinedris algebrai egyenleteket is. A legegzotikusabb peremek is
kezelhetdk, ezen feliil a peremfeltétel modositdsanak nincs hatdsa magara a
diszkretizacids folyamatra, ezzel egy nagyon robosztus peremfeltétel kezelési mod-
szert kapunk.

Az els6 fejezetben feltett kérdések koziil az els6 haromra mar mi magunk is tu-
dunk valaszolni. A hosszas levezetések utan egy hasonld derivalé matrixhoz jutunk,
mint differenciasémak alkalmazdsa esetén. A differenciaséma és a pszeudo-spektral
megoldd kodok kozott csak a pontok eloszlasat kell modositani és a derivald matri-
xot cserélni, minden mas teljesen analog. A nagy pontossag miatt a hosszu tavu sza-
mitasok is stabilak erre példa a hullimegyenlet. A valés mérnoki életben nincs min-
dig sziikség ekkora nagy pontossagra, viszont egy elvart pontossag mar lényegesen
kevesebb szabadsagi fokkal elérhet6, mint differencia sémaval, ezzel csokkenthet6 a
szamitasi kapacitds igény.

Az utols6 kérdésre a dolgozatbdl nem kapunk valaszt. Szakadasos problémakra
(pl: hulldmfront terjedés) léteznek eljarasok, mellyel ezek is megoldhatdk, azonban
ez tovabbi elméleti megfontolast igényel.

7. KITEKINTES

A dolgozatban nem vizsgaltunk olyan eseteket, amikor a kozelitett fliggvényen
szakadas (pl.: dirac delta, négyszog-, firészfogfiiggvény) van. Egy szakadasos fiigg-
vény harmonikus fiiggvényekkel torténd kozelitése soran a kozelitd fiiggvény a
diszkontinuitds kornyezetében erdsen oszcillalni kezd, amit Gibbs jelenségnek neve-
ziink. Az oszcillacié a kozelités fokszamanak novelésével egyre eréssebben jelentke-
zik, erre latunk példat a 7.1. abran, ahol egy flrészfog fliggvény kozelitése lathatd 8
(kék), 16 (zold), és 32 (piros) N esetén. Az oszcillacié miatt romlik a kozelités pontos-
saga. Ha a térbeli kozelités rossz, a spektral modszer nem hasznalhatd nagy pontos-
sag elérésére és hibas megoldast kapunk. Ezt az oszcillacié miatti hibat csokkenteni
kell, erre léteznek simit6 eljarasok, masképpen sztirdk.

Mivel az oszcillaciét a Fourier egyiitthatok lassui csokkenése okozza (lasd: Canuto
et al. (2006)), olyan simitas sziikséges, amely a magasabb rend(i egytitthatok értékét
csokkenti. Igy az oszcillaciét okozé nagyobb modust trigonometrikus tagok csilla-
podnak. Masrészt, az egytitthatok belsd strukturdja hordozza az informaciét a sza-
kadasrol, amit nem szabad elvesziteni. A tul erds szlirés tulsagosan elsimitja a kozeli-
t6 fliggvényt, ami megint csak pontatlan reprezentdcioja a valddi fliggvénynek. Ezért
a simitd modszert alkalmasan kell megvalasztani.
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7.1. abra: Gibbs jelenség, flirészfog fliggvény Fourier sora, kék N=8, zold N=16, piros N=32 tag esetén,
fekete a kozelitett fiiggvény.

A simitdsra egy kézenfekvd megoldds, hogy a Fourier sor egyiitthatdit ¢, megszo-

rozzuk egy o, szorzétényezdvel. A szirt Fourier sor komplex alakban irva:

N/2 )
f)=R, (0= > o,c, e, (7.1)
n=-N/2
ahol a Fourier sor egytitthatdja:
1 7 i
C, =— | f(x)-e"™dx.
"= Iﬂ (x) (7.2)

A o, szorzotényezd valds nem negativ szam, és rendelkezik a kdvetkezd tulajdonsa-
okkal: o, =1, 0. =0 _ és |n| csokkeno fliggvénye. A Fourier sor simitasanak klasz-
0 n n y

szikus mddja a Cesdro szumma. A szorzotényezd ekkor:

o, =1—L, (7.3)
N/2+1

amely |n| novelésével linedrisan csokken. Egy masik egyszer(i sztir6 a Lanczos mod-

szer:
sin(2nz/ N)
Jn e —— 7.4
2nz/ N (7.4)
A harmadik egyszerti modszer az emelt koszinuszos (,, raised cosine”) sziir6:
1+cos(2nz/N)
o, = . (7.5)

n
2
Az emlitett harom sz(ir6 a legegyszertibbek kozé tartozik, az altaluk kapott sziirt Fo-
urier sort a 7.2. abra illusztralja.
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7.2. dbra: Sziirési eljarasok bemutatas N=8 (kék), N=16 (z0ld), N= 32 (piros) esetén. Az A.) diagram a
szlirés nélkiili, B.) Cesaro, C.) Lanczos, D.) emelt koszinuszos sz(ir6é alkalmazasaval kapott Fourier sor.

A bemutatott sztirési eljarasoknal bonyolultabbak is léteznek példaul exponencialis,
vagy Vandeven. Canuto et al. (2006) részletesen targyalja az alkalmazhatd sziirdket.
Mivel a Chebyshev polinomok valtozo cserével egy koszinuszos fliggvénysorra ala-
kithatok, simito eljarasok hasonloképpen alkalmazhatdk rajtuk. A simito eljarasokat
a spektral megoldoban az egyiitthaton alkalmazva jol modellezhetévé valnak a 16-
késhullam problémak is.

Egy masik tovabblépési lehetdség a spektral és fizikai tér kozotti transzformacid
hatékonysaganak novelése. Az egyiitthatok meghatdrozdsa a matrix szorzat transz-
formaciot (MMT) mutattuk be. Egy oszlopvektort, mely az osztdspontonban vett
fiiggvényértéket tartalmazza, szorzunk egy négyzetmatrixszal. A miuveleti igény
~8N? ardnyos. Fourier, és Chebyshev bézisok esetén a spektral egyiitthatok FFT
(,,Fast Fourier Transzform”) is meghatarozhatok melynek mtveleti igénye~ 5N log, N,
ahol N 2 hatvanya. A Chebyshev polinom bazis valtozdcserével koszinuszos Fourier
sorra alakithato. Lathatd, hogy nagy N esetén a szamitasi igény FFT alkalmazasaval
lényegesen kevesebb, mint MMT alkalmazdsaval. Az FFT masik el6nye, hogy szinte
minden programnyelvbe beépitett fliggvény, igy nincs sziikség FFT kod irdsara. A
transzformalt térben elvégezve a derivalast egy inverz Fourier transzforméaciéval a
fizikai térbeli derivalt is el6allithatd az osztaspontokban.

Habar a spektral térben torténd derivaldsra nincs minden esetben sziikség, mivel a
derivalé matrixszal kozvetlen a fizikai térbeli derivaltat kapjuk meg. A korabban em-
litett sz(irOket a spektral térben az egyiitthatokon tudjuk alkalmazni. Ehhez célszer(i
a gyorsabb FFT hasznalta. A sz(ir6k és az FFT egytittes alkalmazasaval megoldhato-
va vélnak olyan problémak, mint példdul nyilt felszini csatornaaramlasok, vagy
nyomashullam terjedése csovekben. Ezzel az eljarassal az elterjedten alkalmazott ka-
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rakterisztikdk mddszerénél gyorsabb, pontosabb és robosztusabb megoldasi mod-
szert kaphatunk.

Az eddigi problémak mindegyike egy térdimenziora vonatkozott, azonban az iro-
dalmi attekintd soran lathattuk, hogy a spektral mddszer tobb dimenzidban is hata-
sos eszkoz, dramlastani szimulaciok megolddsara. A késObbiekben cél lehet a maga-
sabb dimenziok iranyaba el6re lépni.
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8. SUMMARY

The spectral and pseudospectral method is a family of methods for solving differ-
ential and integral equations. The basic idea is to assume that the known f(x) func-
tion can be approximated by a sum of N +1 basis functions ¢,(x) . The difference be-
tween the exact and the approximating function called residual R(x,a,) . Our goal is
to choose the series coefficients a, so that the residual function is minimized. The
different spectral and pseudospectral methods differ mainly in their minimization
strategies.

In present paper we concentrate on to introduce the capabilities of spectral meth-
ods, not for solving real engineering problems. We summarize the mathematical
principles and demonstrate the advantages and disadvantages of the method by
solving simple partial differential equations.

There are two main kingdoms of spectral methods: interpolating and non-
interpolating methods. The non-interpolating methods also called classic spectral
method. The known f(x) function approximated by global basis functions. One can
compute the coefficients of the approximating series, with the idea of orthogonal pro-
jection, by multiplying f(x) by suitable trial functions w,(X) and integrate. If the
#,(X) basic functions already satisfy the boundary conditions, the trial and basic
functions can be equal ¢, (X) =w, (X). This method is one of the early spectral meth-
ods, named as Galerkin spectral method (see: Galerkin (1915)).

The interpolating or pseudospectral methods approximate the know f (x) function
by an expression Py (x) fitted on the interpolation (or named as collocation in spec-
tral terminology) points. The truncated series agree with f(x) at each collocation
points f (x;) =P, (X;). Thus the residuals at the gridponts are zeros; hence the coeffi-
cients can be obtained. The pseudospectral family of algorithms is closely related to
the Galerkin method. To show this and to understand the mechanics of pseudo-
spectral methods, we reviewed some classical numerical analysis: polynomial inter-
polation, trigonometric interpolation, and Gaussian integration.

An important question is , What set of basic functions ¢, (x) will work?”. We found
that the geometry determine the basis set. If the solution is spatially periodic the best
result can be obtained by the simple Fourier series. To solve non-periodic problems
the best choice for 95% of all application is Chebyshev polynomials (see Boyd (2001)).
There are exceptions, if the domain is infinite or semi-infinite, one can use Rational
Chebyshev, Hermit Laguerre polynomial or Sinc functions as basis set. We focused
on the two general basis sets, Fourier series and Chebyshev polynomials.

The other important question is , What distribution of collocation points gives the
best accuracy?” We answered the questions with the usage of Gaussian quadrature
forms to evaluate the integral values in Galerkin method. We observed that, there are

two optimal mesh, named Roots and Extrema grid for the general basis sets.
97



Please note that only even number of grid point can be used with Fourier basis set.
One has to pay attention on the indexing of Fourier terms. If use Fourier Extrema
grid and even index for cosine, odd index for sine terms, the collocation points are
the zeros of sin(N/2x) and the last Fourier term issin(N / 2x), which cause singulari-
ty in the matrix equation. Therefore the index must be reversed. The situation is simi-
lar with Fourier Roots grid and odd index for cosine and even index for Fourier sine
terms. The collocation points are the zeros of cos(N/2x) and the last Fourier term is
cos(N/2x) as well. As a curiosity, if we use shifted grids, with 1/4 or 3/4 periods
offset from Extrema grid, the singularity can be avoided. We can’t find any refer-
ences about these shifted Fourier grids.

As a result of mathematical procedures we derive differential matrices for each op-
timal spectral grid. The elements of these matrices depend on only the gridponts. The
aid of the differential matrix, the spatial derivate of a known function at the inter-
polant points can be calculated by a simple matrix-vector multiplication. This algo-
rithm can be implementing in time dependent boundary value problems. We use this
method for solving the one dimensional heat equation and wave equation.

The spectral methods permit unique exploitation of the symmetries. We demon-
stare, how to modify the spectral mesh to exploit parity, and utilize it for solving the
energy equation coupled to the Keller — Miksis bubble model.

As consequence, we experience that, the spectral method gives high accurate solu-
tion, extremly fast convergence speed, and it has minimal phase error. When the dif-
ference shemes fails, with same degrees of freedom as the spectral method, the spec-
tral solution is still right. With the application of Extrema grid, even the most , exot-
ic” the boudary conditions can be handle easily, however the technique is quite gen-
eral and robust.

Keywords: Spectral Methods; Galerkin-, Collocation Method; Chebyshev Polynomials;
Fourier series; Time-dependent boundary value problems; convergence speed; phase error;
programming techniques;
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APPENDIX A. MATEMATIKAI ALAPOK

A.1. Linearis terek és tulajdonsdgai

A.1.1. LINEARIS TEREK

Definicio: A V halmazt vektortérnek vagy linedris térnek nevezziik, a T test felett,
(@ahol T = Rvagy T = C).
1.) Ha barmely két x,y €V elemhez egyértelmtlien hozza tartozik x+yeV elem,

melyet a kettd 0sszegének neveziink, gy, hogy az dsszeadas rendelkezik a ko-
vetkez6 tulajdonsagokkal barmely X,y,z €V esetén:

- kommutativ: X+Yy=y+X
- asszociativ: (X+y)+z=x+(y+2)
- létezik 0 €V, melyre: X+0=x

- additiv inverzére —x eV igaz:  x+(—X)=0.

2.) Ha barmely xeV és a €T -hez hozza van rendelve az a-XxeV elem, melyet
skalarral valo szorzdsnak neveziink, tugy hogy barmely x,yeV, a,f1eT ese-
tén a szorzat rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

- kétféle modon disztributiv: i)  a(X+Yy)=a-X+a-y
ii.) X(a@+p)=a-x+pF-X

- asszociativ: a(f-x)=(a-p)x

- l-el szorozva: 1-x=xX

AV vektortér elemeit altalanosan vektoroknak, T testet a V skaldrtartomdnydnak,
elemeit skaldroknak nevezziik. Ha T = R valos, ha T = C komplex vektortérrdl beszé-
liink. (lasd Petz (2013)). Egyszeribben megfogalmazva, a szokdsos haromdimenzids
tertink altalanositasa tobb dimenzidra. V linearis teret vektortérnek is nevezzik, vi-
szont nem csak a geometria vektorok (irdnyitott szakasz) alkothatnak vektorteret,
hanem példaul a valds vagy komplex szamok, matrixok, vagy [a,b]intervallumon
folytonos fliggvények, habar ez kicsivel absztraktabb gondolkodast igényel. Ha az
altalanos fogalmaktol idegenkediink, akkor gondolhatunk kdzben a haromdimenzios
tér helyvektoraira is.

A linedris tér tetszbleges elemei: X;,X,..Xy €V, a hozzajuk tartozo skalarok

a,,a,..0y €1, ekkor az:
X +a,X, +..ayXy €V, (A1)

vektort linedris kombindcionak nevezziik. Egy vektortér véges sok elemérdl akkor
mondjuk, hogy linedrisan fiiggetlen, ha linearis kombinaciojuk (A.1) csak ugy lehet
nulla, ha minden skalar egytitthato nulla. Ellenkezd esetben linedrisan fliggdk. Egy
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vektorteret N dimenzidsnak neveziink, ha létezik benne N linedrisan fliggetlen vek-
tor, de az N darabszam folotti vektorrendszer mar linearisan fiiggdé. Az N db fiig-
getlen vektort szokas bazisoknak is nevezni.

A tér metrikus, ha a halmaz elemei kozt a tdvolsigfiigguény (metrika) értelmezve
van. A tavolsagfliggvénynek meg kell felelni az alabbi tulajdonsagnak:
d(x,y)=0; d(x,y)=0 hax=y;,
d(x,y) =d(y,x); (A.2)
d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).
Ahol x,y,zeV, d(x,y) pedig a linedris ter két eleme kozott definidlt tavolsag. A ta-

volsagot tobbféle képen is definidlhatjuk. Erre mutatunk példat x,y € R* vektorok
esetén:

d(x, y) = max|x; —y;|,

A3
d(xy) =[S (5 - ), (A9
vagy f(x),g(x) € C(R) [a,b]-n folytonos fiiggvények esetén:
d(f,g)=max|f —g|,
(A4)

b
d(f,g):'ﬂf —gldx.

Egy linedris teret-normdlt térnek neveziink, ha a tér minden vektoranak meg van
adva a hossza. Tételezziik fel, hogy adott egy ||| : V — R, leképezés a kovetkezd
tulajdonsagokkal:

IX|=0,
|x|=0, ha x=0,
lex - x| = x| -[[x
[x+ vl <X+
d(x,y)=|x-y|.

Ekkor [|-||-t normdnak (vagyis az origotol mért tavolsagnak) nevezziik. Az ||x||-t pedig
az x vektor hosszaként értelmezziik. A normat diszkrét esetben, x € R?:

X = JZ Xt (A.6)

b

|00 =[] £200-dx (A7)

a

, (A.5)

4

folytonos esetben, f(x) € C(R):

hatarozhatjuk meg.
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Egy vektortér két eleméhez hozzarendelt skalart (X,y):V xV —T a két elem skalé-

ris szorzatanak mas néven belsd szorzatnak neveziink. A belsGO szorzat minden
X,¥,2eV,és a T esetén rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

(% y) = (y.%),
(a-x,y)=a-(y,x),
(x+vy,2)=(x,2)+(y,z),
(x,x)>0.

(A.8)

A belsd szorzat értelmezése vektorok esetén x,y € RY az Euklideszi térben ismert
skalaris szorzat:

<X, Y> = 2Xi Vi (A.9)

mely altaldnosithaté barmely linedris vektortében értelmezett: f(x),g(x) € C(R)
[a,b] - folytonos fiiggvényekre:

(f,9)=[1(x)-g()-dx. (A.10)

A.1.2. ORTOGONALITAS

Az ortogonalitis elemi geometridban két térelem merdlegességét jelenti. Ezt a rela-
ciot szemlélteti az A.1. dbra, ahol €, és €, az x és y iranyu egységnyi hosszu bazis-

vektorok, V és W két tetszGleges vektor.

i

1 e
Ly £
1 w 4
o
> 0.5 / """""""" i
€
0 1
-0.5 0 0.5 1
X
A.1. dbra: Példa két vektor ortogonalitasara
Ha V és W ortogonalis akkor skaldris szorzatuk nulla:
N
(vw)=>v,-w, =0 (A.11)
i=1
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Ezt a koordinatageometridban hasznalt definiciot altaldnositja a linedris algebra
ortogonalitds néven és terjeszti ki magasabb dimenzids vektorterekre, ahol a skalar
szorzat értelmezve van. Azaz folytonos fliggvények is lehetnek ortogonalisak, ha
belsd szorzatuk nulla:

(f,9)=]f(x)-g(x)-dx=0 (A.12)

Egy vektortér linearisan fliggetlen bazisai ortogondlis bdzisrendszert alkotnak, ha a
bazisok paronként ortogonalisak, azaz:

o ixi
<¢i,¢j>={ 7 (A.13)

v izj'

ahol ¢, és ¢, két tetszOleges bazis, amik lehetnek vektorok vagy folytonos fliggve-

nyek is. Ha a bdazisok ortogonadlisak és egységnyi hosszuiak, akkor a bazisok
ortonormaltak is, ekkor v, =1.

A.1.3. ORTOGONALIS PROJEKCIO

Egy vektortért tetszOleges eleme felbonthatd a bazisfiiggvények linedris kombina-
cidjara, ha a bazisaira merdlegesen vetitjiik. Ezt a merdleges vetitést a linearis algeb-
raba ortogonalis projekcionak nevezziik. Az ortogonadlis projekcidt szemlélteti az A.2.
dbra. A két dimenzds vektorteret orig6 kozéppontu helyvektorok x € R? alkotjdk, a
bazisok pedig €, és €, egységnyi hosszusaguak.

F
1 A 2
0.5 %2 £ ,,,,,,,,,, ]
— i e
0 P ,,,,,,,,,,,,,, i

i I I I I | I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
A.2. abra: A vektortér egy tetszOleges elemének felbontasa bazisfiiggvények segitségével

A felbontas altalanosithaté magasabb N dimenzids linearis terekre:
N
X=X €. (A.14)
i=1

Az ortogonalis projekcio, nem csak vektorok, hanem tetszdleges fiiggvények ese-
tén is igaz, olyan linedris terekre ahol a bels6 (skaldris) szorzat értelmezve. Legyen
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adott a ¢,,4,,..44, €V N dimenzids ortogonalis bazisrendszer és az f eV vektortér

egy tetszOleges eleme lasd A.3. dbra

A.3. Ortogonalis projekcid, magyarazo abra.

Az A.3. dbra alapjan:

f =c ¢ +C, o, (A.15)
ahol C, és C, a bazisfiiggvények egyiitthatéi. Mivel f — f~ merdleges (ortogonalis) az
¢,, ¢, sikra ezért (A.13) alapjan:

(f-1".¢)=0, (A.16)

(f—1".4,)=0. (A.17)
Az (A.15) egyenletet az (A.16) egyenletbe helyettesitve:

(=g —Coodih) =
(f.¢)=ci(d.d)+C, (4. 0) (A.18)

0

Mivel a bazisok ortogonélisak ezért az (A.18) egyenletben szerepld (¢,,¢;) tag nulla.
Ebbdl C, egyiitthatd kifejezheto:

(f.4)
C, = : A.19
) (A1)
A tovabbi egytitthatok analog mddon szamolhatok:
(f.¢)
Ci=7—- A20
(¢4 (A-20)

Ha a bazisok ortonormaltak is akkor az (A.20) egyenlet nevezdjében szerepld
<¢i'¢i> =1.
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APPENDIX B. DERIVALO MATRIXOK LEVEZETESE

B.1. Fourier rendszer

Ha Fourier rendszerben dolgozunk minden ismertetett haléra ugyanaz a Lagrange
téle karakterisztikus bazis irhato fel:

Ci(x)zﬁsin(N(Xz_ X‘))cot[X_ZX‘J (B.1)

Ennek az X szerinti derivaltja:
1 X — X X — X 1 . X — X X — X
C..(x)==cos| N L . cot L l———sin| N=—= |.¢csc?| =— L
"*()2(2j(2j2|\l[2j (ZJ(B'Z)

Az igy kapott fliggvény értékeit kell meghataroznunk az osztadspontokban. Ha a i# j

a derivald matrix D, ; =C,,(x;) elemeix = x; behelyettesitéssel meghatarozhatok:
2r-) 127 _

T . -
=t _W(2J+¢-2) j=01.,N-1 (B.3)

ahol ¢ az eltolas mértéke, konstans, ,Extrema” halon ¢ =0, ,Roots” halon ¢=1/2
valamint a két bemutatott eltolt hadlon ¢=1/4 és ¢ =3/4. A koszinuszos tag egysze-
riisitheto:

N7z .. 4 L i
COS(?W(ZJ —~ 2|)) =cos((j—i)z)=(-1)"". (B.4)
A szinuszos tag nullat ad eredménytil:
sin(%%(Zj —2i)]=sin((j ~i)z)=0. (B.5)

Igy a derivalé métrix D, ; eleme, ha i = j:

Di i = (_1)j7i 1'COt X % . B.6

Ha i= ja derivalo matrix elemei hatarérték szamitassal (L’"Hospital szabaly) és trigo-
nometrikus atalakitasok felhasznalasaval hatarozhat6 meg.
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|imCix(X)=ECOS NX_Xi . cot XX —isin NX_Xi . csc2 X=X | _
X—>X; ' 2 2 2 2N 2 2

X=X . X=X
cos sin| N
1 X=X 2 1 2 1
lim =cos| N . .
] i . . (X=X
%/—/ -

X% 2 X=X 2N X=X — X
sin sin sin
St S R P I
N (B.7)
f—9%
. [ X=X
1. 2" 2)
=—1lim =0
2% 1 X—=X;
—COS
e
1

A teljes derivalé matrix Fourier bazisra:

0 =]
Di; = {(—1 .0.5- cot[0.5(x; —x;)] i= ] (B8)

Az igy kapott derivalo matrix alkalmazhat6 barmilyen haloeltolas esetén.

B.2. Chebyshev rendszer

A differenciald matrixok levezetéséhez sziikség lesz a Chebyshev polinom trigo-
nometrikus alakban torténd felirasara:

Ty (x) =cos(N6), (B.9)

ahol @=arccos(x), valamint a Chebyshev polinom els6 masodik és harmadik deri-

valtjara:
N sin(N@)
Ty, (X)=————=
nx (X) SN (B.10)
N?cos(N@) Nsin(N6)
Ty (X)=— + cosd, )
v (X) sin? @ sin® @ (B.11)
2 2 H
T ()= 3N -COE(NQ) oS0+ 3N cos_ 6;sm(N9) N
' sin® @ sin® @ B.12
Nsin(N6) N°sin(N6) (B.12)
sin®@ sin*
A derivaltak értékei a szamitasi tartomany szélein:
Ty, () =N*- )", (B.13)
N*—N?
Tu@ = —s (B.14)
N*-N?
TN,xx (_1) = (_1)N . (B15)

3
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A levezetések soran gyakran alkalmazzuk az aldbbi trigonometrikus 0sszefiiggést:

sinarccos(x) =/1—x* . (B.16)

B.2.1. Roots GRID

A Roots gridre levezetett Lagrange féle karakterisztikus bazisra az aldbbi Osszefiig-
gést kaptuk:

_ TN+1(X)
Gl= Thiax (%) - (X=%) ’ (B.17)

ezt X szerint derivaljuk:

X)(X = X;) = T (X
Ci X(X) — 1 N+1x( )( ) N+l( ) (818)
| Thax (X) (x=x)°
A derival6 matrix D,; =C,;,(x;) elemeit, ha i# ] x=x; helyettesitéssel hatarozzuk
meg, ahol
2j+1 .
X; = cos(nﬁj j=01..N. (B.19)

A Ty,,(X) Chebyshev polinom értéke az x; helyen nulla, mivel a Roots hal6 esetén

osztaspontok pontosan az N +1-ed fokti Chebyshev polinom zérus helyei. Ez bizo-
nyithato, ha a trigonometrikus alakba (B.9) behelyettesitjiik az osztadspontokat kifeje-
26 (B.19) egyenletet:

TN+l(xj)=cos[(N +1)- 2j+1 EJ=COS(212+17Z')=O. (B.20)

2(N +1)
Az el8bbihez hasonldan az elsé derivalt is kifejezhetd, (B.10)-be a (B.19) -et helyette-
sitve a felhaszndlva (B.16) trigonometrikus Osszefiiggést:
(N +1)sin{(N +1). (ZZI:IJrll ﬂ
( ) _ (1 N N+1 (B.21)

1-x§ J1-x§

TN+l,x (Xj) =

Természetesen X;-re analdg Osszefliggéseket kapunk. A Ty, (x;) és Ty, (X;) kifejezé-

sekre kapott képleteket a (B.18) egyenletbe helyettesitve a derivaldé matrix

D,; =C; . (x;) eleme:
w/ N+ =X/

Ci, (X)) =(-1)' ~—- ( 1)’ = =(-D™ (B.22)
J1-X ~(xj —xi) X=X
Ha i=j kicsivel bonyolultabb meghatdrozni a matrix elemeit (4tl6), a nevezdben

szerepl6 (x, —x;) miatt, mivel ez nullaval osztast eredményezne. Els6 lépésként irjuk

fel a Ty, (X) Taylor sorat x; kdrnyezetében a masodik tagtdl elhagyva:

109



1
TN+1(X) = TN+1(Xj) +TN+l,x (Xj)(x - Xj) + ETNJrl,xx(Xj )(X - Xj)zl (B.23)
0

ahol az els6 tag T, ,,(x;) =0, ahogy ezt fentebb mar belattuk. A Taylor sort a (B.18)
egyenletbe helyettesitjiik:

1 TN+1,x (X)(X - Xi) _TN+1,x (Xj)(x - Xj) _;TNH,XX (Xj)(x - Xj)2
TN+1,x (Xi) (X - Xi)2

Cix(x) = (B.24)

Ha X — X =X, akkor a (B.24) egyenlet zarojelén beliil 1év6 els6 és masodik tagja ki-

egyszerlsithetd, mivel végtelenbe tartd, egymassal megegyezd ellentétes elSjeli
fiiggvények, k6zos hatarértékiik igy nulla. Az egyszer(sités utan:

1 Ty (X))
C. (x.) == NaxATi/
i (X)) 2 Tonr (X)) (B.25)

adddik. A nevez6t mar (B.21) egyenlettel meghataroztuk. A szamlalé a korabbiakhoz
hasonldan (B.11) egyenletbe a (B.19) és (B.16) 0sszefiiggést helyettesitve meghatéaroz-
hato:

(N+D)- (-

TN+l,xx(Xj) = 1 X_2)3/2 i
j

(B.26)

A nevezlre és szamlaldra kapott Osszefliggéseket behelyettesitve a derivald matrix
D,; =C,,(X;) eleme:

(DU XG(N+D X, 1 % (B.27)

) N D @ T (N D) 2 1K

A teljes derivalé matrix:

0.5-x; /(1—x2)? i =]
D, = O™ Ja-x3) 11— x?) L (B.28)

Xj—Xi
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B.2.2. EXTREMA GRID

Extrema halon az alabbi Lagrange féle karakterisztikus bazist vezettiik le:
(=X Ty, ()

Ci(x)= : B.29
(A7) T, (0L, (¢ %,) (529)
Az osztaspontok:
xj =[L Ty, (=0 -1], (B.30)
melyek az aldbbi trigonometrikus Osszefiiggéssel is kifejezhetdk:
e 20
X; = COS(T) J=01..N. (B.31)

A Ty, (x) értéke fiigg attol, hogy melyik X; osztaspontban vagyunk. Az i=12..N -1
interpolacids pontok a Ty, (X;) zérus helyei itt nullat kapunk eredményiil (bizonyit-
haté (B.20) levezetéshez hasonldan), a két szélsé pontban (X, =1 és X, =-1) pedig
(B.13) alapjan hatarozzuk meg Ty, (X;) helyettesitési értékét:

N? i=0
Ty, (%) = 0 i=1.,N-1. (B.32)
(_1)N+1N2 i= N

Ezt felhasznélva a (B.29) egyenlet nevezdje, ha i=0, X, =1
[A- Xiz) 'TN,x ()1 =—2x 'TN,x(Xi) +(1- Xi2) 'TN,xx (%)=
_2'TN,>((1)+(1_12)‘TN,xx(l):_2N2- (833)
N2 0

Hai=N, x, =-1:
[(1_Xi2) T )] = 2% - Ty (%) +(1_Xi2) Ty (%)=

-2-(-D)- Ty, (-D+ 1-1%) Ty (D) =2- (-D)VN? (B.34)
(-)NHN2 0

Ha i=12..N -1 esetén az elsd tag zérus, viszont a masodik taghoz ki kell fejezniink
Ty (%) -t. A Chebyshev polinom X szerinti masodik derivaltjdba (B.11) az osztas-

pontokat kifejezd Osszefiiggést (B.31) helyettesitjiik, és felhasznaljuk a (B.16) trigo-
nometrikus azonossagot:

2 -
Ty (%) =— N c_os;(Ne) N Ns!ngNe) oSO —
' sin“ @ sin® @
0

f—/%
N2cos| N =] Nsinf N2
( N j [ N (B.35)
— + CcOos arccos Xi =

sin? arccos x. sin® arccos x;

_ N?cos(r-i)
(1_ Xi2)

j+l N 2
B (_l) (1 - Xi2)
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Ezzel a nevezdben szerepl6 konstans tag:
[@-x7) T (T = =2%; - Ty (%) + A - x?) T (X)) =

0

2 N2 o (B.36)
1-x7)-(-D" =(-1)"N-°.
@=X) (" =

A felirt kifejezéseket ((B.33) (B.34) és (B.36)) behelyettesitve a (B.29) egyenletbe, beve-

zetve:

_J1 0<i<N
i =12 i—0=N’ (B.37)
a Lagrange féle karakterisztikus bazisfliggvény az alabbi formaba irhato:
1 (L=x%) Ty (X
C,(x)=(-D" () (B.38)

c,-N? '(X_Xi) .
A Kkarakterisztikus bazis e formdja taldlhatdé meg szakirodalomban: Boyd (2001),
Canuto et al. (2006). A (B.38) fliggvényt X szerint derivaljuk:

(D™ —2x- Ty, () N (1L-X") Ty () @=X") Ty, (%)
Ci -N? (X_Xi) (X_Xi) (X_Xi)2

Cix(x;) = (B.39)

Az el6z6ektdl eltérben itt négy kiilonbozo esetleg lehetséges (mivel a szélsé pontok
nem zérus helyek). Ha j#i, de 0<j<N, akkor X; a Ty, (X) zérus helyei, ezért a
(B.39) zardjelében 1évé tagok koziil az 1) és a IIL) tag nulla. A Ty, (X;) Chebyshev
polinom masodik derivaltja (B.35) kifejezéssel analog felirhatd. Ezzel a derivald mat-
rix D;; =C;,(X;) elemei:

(_1)i+1 . (1_ XJZ) 'TN,xx (Xj) B (_1)i+1 (1_ XJZ) .N 2(_1)j+1 - (_1)j+1

CiYX(Xj):Ci"\I2 (Xj_xi) _Ci'N2 (1_X?)(Xj_xi) _CJ(Xi_Xi)

(B.40)

Ha j#i és j=0 akkor x; =1, igy (B.39) II.) és II.) tagja nulla a szamlaloban szerepld
(1-x*) szorzétényezd miatt. Az 1) tagban szerepld —2x, Ty (X,) =—2N?, ahogy ezt
mar (B.33)-nal is lattuk. A derivalé matrix eleme:

(_1)i+1 - ANE -2 (_1)i+1

Ci’X(XO): G- Nz (Xo _Xi) - Ci(XO_Xi) .

(B.41)

Ehhez hasonléan, ha j#i és j=N, akkor X; =-1igy a IL.) és III.) tagok szintén nul-

14k, az L) tag szamlaldja pedig: — 2x, - Ty (%) =—2- (-)"*N?, ekkora a derivalé mat-
rix eleme:
(_1)i+1 —2. (_1)N+1 N 2 —2. (_1)i+N
C..(xy)= . = .
IYX( N) G - N? (XN - Xi) G (XN - Xi) (B.42)
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A derivalé matrix (B.40), (B.41) és (B.42) elemei most is csak egy ¢; (lasd (B.37)) kons-

tansban kiillonboznek, ezért a j#i elemek a bevezetett konstans segitségével egysze-
ribben is felirhatok:
(-"e,
C (x;))=——-",
ix (X)) o (X, = %) (B.43)

ahol ¢, =cy =2¢és ¢;=c;=1ha 0<i,j<N.

Ha i=j#0#N az elemek behelyettesitése nem vezet megoldasra, hiszen a neve-
zOben nulldval osztdst eredményezne, hatarértékiik pedig végtelenbe tart. Azért,
hogy ezt elkeriiljiik, a tagokat egy kicsit atalakitjuk. Irjuk fel T, (X) Taylor sorat X j

koriil a masodik tagig:

T 00 =Ty, () + Ty () (X = X)) + %Tw,xxx ()0 =x)° (B.44)

Ezt a Taylor sort helyettesitsiik a (B.39) egyenlet harmadik tagjaba. (Csak a szdgletes
zarojelen beliili tagokat irjuk):
—2x-T 1-x3).-T 2
- NYX(X)+( ’ ) N’XX(X)_ (1 . )2 [TN xx(xj)(x_xj)"—lTN xxx(Xj)(X_Xj)zj
(X=x) (X=%) (x=x) | 2

(B.45)

A szorzas elvégzése utdna:
—2x-Ty, (%) N 1-x?) Ty «(X) _@- x?) Th(X) 1
(x=x) (X =) (X =)
A (B.46) egyenlet masodik és harmadik tagja kiegyszerlisodik, mivel ha x — x; =x;, a

(1 X ) TN xxx( J) : (B46)

két tag egyenld egymassal és ellentétes elGjellel szerepelnek, hatarértékben plusz és
minusz végtelenbe tartanak, k6zos hatarértékiik pedig nulla. Csak az elsd és utolso
tag marad:

_ZX'TN,X(X) (1 X ) TNxxx( )
(X_Xi) 2 -

A (B.47) masodik tagja innen mar szdmolhatd, mar csak az elsd tagban szerepld

(B.47)

(x=x;) nevezot kell kiejteni. Ez szintén Taylor sorfejtés segitségével torténik, most
viszont csak az elsé tagig kell venniink az elemeket, mivel a magasabb rendli tagok
1 d"
K! dx*
X=X; helyettesités miatt. Ty (X)-et Taylor sorral kifejezve az egyenlet tovabb egy-

— T, (X)(x=%)“ k>1, nulldit adnanak eredményiil (x—x;)* szorz6 tényezdbe

szerlisodik:

(L= X7) Ty 0 (X))
5 .

Megjegyzendd, hogy az els6 tag (eredeti egyenletben 1.)-el jellt) 0/0 tipusu hatarér-

ték, ezért L'Hospital szabaly alkalmazasaval is ezt az eredményt kapnank, viszont az

—2X Ty (X;) — (B.43)
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eredeti egyenlet III.) tagja esetén, ami szintén 0/0 tipust hatarérték nem teljesiil a
L’Hospital szabaly alkalmazasanak feltétele:

Cf) L F(X) :
!ﬂaﬁ_mgw_Ag@#Q (B.49)

mivel a nevezdben tovabbra is 2-(X—X;), X—>X szerepel, ami szintén nullat ad

eredményiil, mig a II.) tag végtelenbe tartana, igy sziikség volt valamilyen atalakitas,
hogy ezt kikiiszoboljiik. A (B.48) egyenletbe behelyettesitve az osztopontokat mar
meg tudjuk hatdrozni a matrix atlojanak elemeit:

_1)i* L—X*) Ty o (X))
Cj,x(Xj)zc(:__) 2|:_2X'TN,xx(Xj)_ 2N’ J : (850)
A Ty (X;) elem a (B.35) kifejezéssel analog modon felirhato, a Ty, (X;) meghataro-

zasahoz felhaszndljuk a Chebyshev polinom harmadik X szerinti derivaltjara (B.12)
felirt Osszeftiggést. A Ty , (X;) kapcsan mar lattuk, hogy a szinuszos tagok nullak

N, xx
ezért:
3N?cos(jr) 1 3N?

Tuo (X)) =————5 =X, =(-D)" ——5%;. B.51
: @-x3* L-xZ)2 ") (B.51)

Behelyettesités utan a derivalo matrix D;; =C, ,(X;) eleme:

—1)i | (-D)2x, -N?  (1-x3)(-1)'*"*3x,N? X
Culx) = N)z { T o T raa (B52)
(_Xj) ( _Xj) ( _Xj)

Mar csak a matrix atlojanak két szélsé pontjat i=j=0 és i= j=N kell meghata-

roznunk. Tekintsiik Gjra a Lagrange bazis derivaltjat (B.39). A III.) tag nevezdjét Tay-
lor sorba fejtjiik x; koriil a masodik tagtol elhagyva:

1- XZ)TN,x () =@1- ij)TN,x (x;) +[A- XJ'Z)TN,x (X (x=%;) +

%[(1—x,?)TN,x(xj)]xxx—x,-)z.

A Taylor sor els6 eleme nulla, mivel x; osztaspontokat az (1-x*)-T, (X) fliggvény

(B.53)

zérus helyeiként definidltuk (lasd: 2.2.2.2 fejezet, Extrema hald ismertetése). Fejtsiik
ki a Taylor sorban szerepld derivaltakat:

A= x*)Ty 00 = [2X; - Ty, (X)) + @—=X5) - Ty o (XX = X;) +

(2T, %) = 25 Ty (%)~ 25 Ty () + @ 5 Ty (0 1 _zxj) o0
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Tekintsiik a (B.39) egyenlet szogletes zardjelen beliili részét, a II1.) tagjanak nevezdjé-
be helyettesitsiik be a (B.54)Taylor sort:

22X Ty, () | @=x) Ty

(X_Xj) (X_Xj)

_2XJ .TNVX (Xj) n (1_ XJZ) 'TN,xx (Xj)

=Ty, (X ) =X Ty W (X
(x=X;) (x=X,) LS,(_‘), Jgg (B.55)
3 4
(1-x?)
_Xj 'TN,xx(Xj)+ 'TN,xxx(Xj) .
%/—J

Y
8

A korabbi megfontolasok alapjan a (B.55) egyenletben szerepl6 tagok kozt is talalunk
ellentétes elGjelti azonos X — X; esetén plusz és minusz végtelenbe tarto fliggvénye-
ket, amelyek paronként nullat adnak hatarértékiil. Ezek az 1.-3.) és 2.-4.) fliggvény-
parok. Mivel X, =1 és X, =-1 a 8.) tag mindkét esetben nulla. A 6.) és 7.) tag pedig

Osszevonhatd. Ezzel sikeresen kezelhetd formaju alakra hoztuk a (B.39) szogletes za-
rojelében szerepld tagokat:

Ci,x(xj) = é_::-\)ljz [2Xj 'TN,xx(Xj)"'TN,x(Xj)]- (B.56)

Felhasznalva a (B.13) (B.14) és (B.15) Osszefiiggést, ha x; =X, =1:
4 2 2
1 {ZN —2N +N2}:2N +1

Cox(Xo) = ) (B.57)

2-N? 3 6

ha x; = x, =-1:

CN,X(XN) =

(_1)N {(_1)N+l 2N4 _2N2 +(_1)N+1N2} =_2N2 +1

2 A N 2 6 (B.58)

Ezzel a D, ; =C;,(X;) derivalo matrix minden elemét meghataroztuk, 6sszefoglalva:

(2N?+1)/6 i=j=0
D ~(2N?+1)/6 i=j=N
i = —x. 12(1—x?) i=j=0=N ' (B-59)
.J. J
(=D"c; /e (x; — %) i # ]

ahol ¢, =Cy =2és c;=C;=1ha 0<i, j<N.
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APPENDIX C. A BUBOREKMODELLHEZ KAPCSOLODO LEVE-
ZETESEK

C.1. Koordinata transzformdcio

C.1.1. ENERGIAEGYENLET A BUBOREK BELSEJEBEN

A buborék belsejére felirt (5.4) energiaegyenletet a hémérséklet id6 szerinti deri-

valtjara rendezziik at:

g~ . T, 10 , OTg
E_ClpG_UG ?_'_Clr_zg[/ler pl (C.1)
ahol:
k=1T
C,=——--¢,
1 X Pe (C2)
1 T, 1
Ug = ) A= —Zr.p, |
= e pe [(K ) As o 3 pej (C.3)
Az y =r/R(t) koordinata transzformacio elvégzése utana a y = y(r,t) derivaltjai:
o IR R oy 1 &%
=T — =Y = _:0' .
ot R? R or R’ or? (C4)

Ezzel T, (r,t) derivaltjai kifejezhetek:

ot ot & o o 'Ror’ (C5)
M (y(rt)t) _ e (y,) oy _ 1 dTg iy
or & o Ry (C.6)
E(AG(TG’pG)r2—aTG(y(r’t)’t)jZZr/’tG%Q.Frz. %%Q.F
or or oy or oT, oy or
2 2 2
0% P N | T &, 2, O (@j i Do 0V _opy; Tle by
ops; Oy or) oy or oy® \or oy or oy R
(C.7)

Reye( P s 1 0% 6 LNOTs 1 oo, O (1Y poo; o
ol oy R odps oy R)oy R R oy

oT
2y, —G+y2(
.y 0Te &y dps oy

dg 0T, +azG apejaTG Ly 0°T, _ 0 A yzg
oy Syt oyt oy )
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A derivaltakra kapott Osszefiiggéseket felhasznalva (C.1) energia egyenlet felirhato
az alabbi formaban:

T, . R 1)dT, 1 0 Bl
=C,ps—| Y= —Ug = |=2+C —| Agy? =2 |,
ot 1Ps (yR G RJ 5 1R2y2 5 ( cY 5 J (C.8)
ahol:
x=1T
C,=—-=5, C.9
! K Pg (©9)
1 10T, 1
= 1 Zy-R-pg |-
Ug e ((K )- R oy 37 pej (C.10)

C.1.2. ENERGIAEGYENLET A FOLYADEK TERBEN

A folyadéktérre felirt energiaegyenletet (5.6) a hdmérséklet idd szerinti derivaltjara
rendezve:

o, aT, 10(, ,0T,
Loy +c, =2 ar ,
o tor Py ar[ L arj (C11)
ahol:
1
C, = ,
2 PLCo (C.12)
(RY
u :R(?j . (C.13)

Az alabbi koordinata transzformdciot hajtjuk végre: z =R(t)/r. El6sz6r meghatéaroz-
zuk z =z(r,t) derivaltjait.
oz _R__R. & R 1, 92 _2R_
r

2
or TR (€14

ot r R or r2
Fejezziik kiT, (r,t) derivaltjait:
oT, (z(r,t),t) _ aT, (z,1) N oT (zt) oz _ aT, N zE oT,
ot ot oz ot ot R oz
ot (z(r,t),t) 6TL(z,t)Q ——zzlﬂ
or oz or R oz
2 T (2(r, 1)) _ ; aT, g oA, T, oz a
or oz or T, oz or

(a/q GpngaTL§+r2/l o°T, [&j Lp2y T2 R 0T

0
E(ZLGL, pL)r

1
=2—1 —=7°
dp, 0z or | &z or - oz? \or L 6z or? M PR (C.17)

(Ejz oA OT, 1 9 dp, 21 o 1 [sz/i 07T, i2+
z oT_ 6z R op, ez a2 R \z)™a (R
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2
(Ej /1L£Z3£:—22/1L oT, = oA, OT, +8/1L op, 0T, N
z oz R oz or, oz op, oz ) oz
2 2
2’2, 0 -I;L + 221, o _ z* 0, T, +(%L P | +222/1L 0 ZL = z22 ﬁLﬂ .
0z oz o, 6z op, oz ) oz oz oz oz

A derivaltakra kapott Osszefliggéseket felhasznalva az (C.11) energiaegyenlet:

oT, R oT, , 10T, 2>, 0 oT,
=—7— +Uu,z2°— +C,—z"—| 4 )
ot Roz - Réz R o\t ax (C.18)
ahol:
1
C, = ,
= e, (C.19)
u =R-2z*. (C.20)
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APPENDIX D. MATLAB KODRESZLETEK

D.1. Hévezetési egyenlet megolddsa mdsodrendti centralis differencia sémdval

function [CollocationPoints, Solution, Initial, ElapsedTime] =...
SecondOrderCDSHeatDiffusion (InitialFunction, BoundaryConditions, DoF, Time,

Alfa)

syms x

global DifferentiationMatrix Boundary ThermalDiffusivity

NumberofPoints = DoF;

CollocationPoints = linspace(l,-1,NumberofPoints);

DifferentiationMatrix = CDSMatrix (CollocationPoints);

Boundary = BoundaryConditions;

ThermalDiffusivity = Alfa;

Initial = double(subs(InitialFunction, x, CollocationPoints));

odeoptions = odeset ('RelTol', le-12, 'AbsTol', 1le-12);

tic;

[t, u] = oded5(@HeatDiffusionODE, [0 Time], Initial(2:end-1), odeoptions);
ElapsedTime=toc;

Solution = [Boundary(l); u(end,:).'; Boundary(2)];

end

function dudt = HeatDiffusionODE (t,u)
global DifferentiationMatrix Boundary ThermalDiffusivity
u_tot = zeros(length(u)+2,1);

u tot(1l,1) = Boundary(1l);

u_tot(end, 1) = Boundary(2) ;

u tot(2:end-1) = u(:,1);

u xx = ThermalDiffusivity* (DifferentiationMatrix”2)*u tot;
dudt (:,1) = u xx(2:end-1,1);

end
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D.2. Hovezetési egyenlet megoldasa Galerkin spektrdal modszerrel

function [SpectralSolution, ElapsedTime] = GalerkinSpectral (InitialFunction, DoF,
Time)

syms f x PN

f=InitialFunction;

N=DoF+2;

Tn = ChebyshevPolynomial (N) ;
B = BasisFunctionsTn (Tn) ;

H = CoefficientMatrixTn (B) ;
L = DerCoeffMatrixTn (B) ;

global G

G=(H"-1) *L;

F=InnerProductTnf (B, f):;

a0 = double ((H"(-1))*F);

odeoptions = odeset('RelTol', le-12, 'AbsTol', le-12);

ti@g

[t, a] = oded5(@DiffusionEquation, [0 Time], a0O(:,1), odeoptions);
ElapsedTime=toc;

SpectralSolution = a(end, :)*B;

end

function dadt = DiffusionEquation(t,a)
global G

dadt (:,1) = double((G*a));

end
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D.3. Hovezetési példa megoldasa kollokacios modszerrel, nem periodikus perem

function [CollocationPoints, Solution, Initial, FittedPolynomial] =...
CollocationHeatDiffusionExtrema (InitialFunction, BoundaryConditions, DoF,

Time, Alfa)

syms x

global DifferentiationMatrix Boundary ThermalDiffusivity

NumberofPoints = DoF;

[CollocationPoints, ~] = ChebyshevExtramaGrid (NumberofPoints);

DifferentiationMatrix = ChebyshevExtremaDiffMatrix (CollocationPoints);

Boundary = BoundaryConditions;

ThermalDiffusivity = Alfa;

Initial = double(subs(InitialFunction, x, CollocationPoints));

[t, ul] = oded5 (@HeatDiffusionODE, [0 Time], Initial(2:end-1,1));

Solution = [Boundary(l); u(end,:).'; Boundary(2)];

FittedPolynomial = Extremalagrange (CollocationPoints, Solution );

end

function dudt = HeatDiffusionODE (t,u)
global DifferentiationMatrix Boundary ThermalDiffusivity
u_tot = zeros(length(u)+2,1);

u tot(l,1) = Boundary (1) ;

u_tot(end, 1) = Boundary (2) ;

u tot(2:end-1) = u(:,1);

u xx = ThermalDiffusivity* (DifferentiationMatrix”2)*u tot;
dudt (:,1) = u xx(2:end-1,1);

end
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D.4. Hovezetesi példa megoldasa kollokdcids modszerrel, periodikus perem

function [CollocationPoints, Solution, Initial, FittedPolynomial] =...
CollocationHeatDiffusionPeriodicExtrema (InitialFunction, BoundaryConditions,

DoF, Time, Alfa)

sSyms x

global DifferentiationMatrix Boundary ThermalDiffusivity

NumberofPoints = DoF;

[CollocationPoints, ~] = FourierExtremaGrid (NumberofPoints);

DifferentiationMatrix = FourierExtremaDiffMatrix (CollocationPoints);

Boundary = BoundaryConditions;

ThermalDiffusivity = Alfa;

Initial = double(subs(InitialFunction, x, CollocationPoints));

[t, u]l] = oded5(@HeatDiffusionODE, [0 Time], Initial(2:end,1l));

Solution = [Boundary(l); u(end,:)."'];

FittedPolynomial = ExtremalagrangePeriodic(CollocationPoints, Solution );

end

function dudt = HeatDiffusionODE (t,u)

global DifferentiationMatrix Boundary ThermalDiffusivity
u tot = zeros(length(u)+1,1);

u tot(l,1) = Boundary (1) ;

u_tot(2:end) = u(:,1);

u xx = ThermalDiffusivity* (DifferentiationMatrix”2)*u tot;
dudt (:,1) = u xx(2:end,1);

end

122



D.5. Hullamegyenlet megolddsa kollokdcios modszerrel, nem periodikus perem

function [CollocationPoints, Solution, Initial, ElapsedTime] =
CollocationWaveEquationExtrema (InitialFunctions, BoundaryConditions, DoF,

Time, Alfa, Savesolution)

syms x

global DifferentiationMatrix Boundary Wavevelocity

NumberofPoints = DoF;

[CollocationPoints, ~] = ChebyshevExtramaGrid (NumberofPoints) ;

DifferentiationMatrix = ChebyshevExtremaDiffMatrix (CollocationPoints) ;

Boundary = BoundaryConditions;

Wavevelocity = Alfa;

Initial = double(subs(InitialFunctions(l), x, CollocationPoints));

InitialVelocity = double (subs(InitialFunctions(2), x, CollocationPoints));

odeoptions = odeset('RelTol', le-12, 'AbsTol', le-12);

tic;

[t, u] = oded5 (@WaveEquationODE, [0 Time], [Initial(2:end-1,1);

InitialVelocity(2:end-1,1)], odeoptions);

ElapsedTime =toc;

if Savesolution == 1;
dlmwrite (strcat ('Results\Waves\Collocation ', num2str(Time), '.txt'), u)
end

Solution = [Boundary(l,1); u(end,l:end/2).'; Boundary(l,2)];

end

function dudt = WaveEquationODE (t, u)

global DifferentiationMatrix Boundary Wavevelocity
u_tot = zeros(length(u)/2+2,1);

u tot(1,1)

u tot(end, 1)

Boundary(1,1);

Boundary (1,2);

u_tot(2:end-1) = u(l:end/2,1);

u x = u(end/2+1l:end,1);

u xx = (Wavevelocity”2)* (DifferentiationMatrix”2)*u tot;
dudt(:,:) = [u x; u xx(2:end-1,1)];

end
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D.6. Hullamegyenlet megolddsa kollokdcios modszerrel, periodikus perem

function [CollocationPoints, Solution, Initial, ElapsedTime] =
CollocationWaveEquationExtrema (InitialFunctions, BoundaryConditions, DoF,

Time, Alfa, Savesolution)

addpath ('D: \BME\MSc\Diploma\Matlab\Codes\0Source') ;

sSyms x

global DifferentiationMatrix Boundary Wavevelocity

NumberofPoints = DoF;
[CollocationPoints, ~] = FourierExtremaGrid (NumberofPoints):;
DifferentiationMatrix = FourierExtremaDiffMatrix (CollocationPoints);

Boundary = BoundaryConditions;

Wavevelocity = Alfa;

Initial = double(subs(InitialFunctions(l), x, CollocationPoints));
InitialVelocity = double(subs(InitialFunctions(2), x, CollocationPoints));
odeoptions = odeset ('RelTol', le-12, 'AbsTol', le-12);

ti@g

[t, ul] = oded5 (@WaveEquationODE, [0 Time], [Initial(2:end,1);
InitialVelocity(2:end,1l)], odeoptions);

ElapsedTime =toc;

if Savesolution == 1;
dlmwrite (strcat ('Results\Waves\Collocation ', num2str(Time), '.txt'), u)
end

Solution = [Boundary(l); u(end,l:end/2)."'];

end

function dudt = WaveEquationODE (t,u)

global DifferentiationMatrix Boundary Wavevelocity
u_tot = zeros(length(u)/2+1,1);

u tot(l,1) = Boundary (1) ;

u tot(2:end) = u(l:end/2,1);

u x = u(end/2+1l:end,1);

u xx = (Wavevelocity”2)* (DifferentiationMatrix”2)*u tot;
dudt (:,:) = [u x; u xx(2:end,1)];
end
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