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1. FEJEZET

Bevezetés

A technika fejlodésének koszonheten elkezd6dott a mikroszkopikus 1éptéknél is
kisebb ,vilag” alakitasa, ahol a folyamatok karakterisztikus ideje kicsi. Az attosz-
ekundum karakterisztikus ideji 1ézerek [1] kifejlesztése és alkalmazasa (ELI-ALPS
nagyberendezés; példaul az atomi szintli kémiai reakciok kovetésére hasznalhato); a
nanotechnolégia fejlédése nanomérnokoket kovetel. Ismert, hogy az a leird elmélet,
ami makroszkopikus 1éptékii jelenséget megfeleléen ir le, nem feltétlen - sét szin-
te biztosan - nem miikodik molekularis 1éptékii jelenség esetén. Ennek oka, hogy
ilyen kis anyagi 1éptékii vizsgalat esetén nagyon ritkan tételezhetiink fel izotrép tu-
lajdonsagokat, a karakterisztikus hosszak nagyon kicsik. A kiillonb6z6 transzport
folyamatok leirdsa mas megkozelitést igényel.

Ebben a dolgozatban specidlisan a hoterjedésrol, mint transzport mechanizmus-
rél lesz sz6. Nem térgya viszont a kilénbozé héétadasi médozatok (hdsugarzés,
hédtadas) részletezése és az ezekre vald alkalmazasa a kiillonboz6 hévezetési mo-
delleknek. Joéllehet, mar tobb, mint 60 éve kimutattak a mésodik hang létezését
szuperfolyékony' héliumban [2, 3], ezt a hulldmjelenséget eziddig nem sikertilt hét-
koznapi kornyezetben, hétkdznapi anyagok esetén kimutatni. De ami még fontosabb,
azota sincs egy egységes, mindenki altal elfogadott olyan kontinuumelmélet, ami
megfeleléen irna le a kivant jelenségeket. A fononok kinetikus elméletébél szarmaz-
tatott momentum sorfejtés egyenletei — bar a legjobb kontinuum modellt adjak a
ballisztikus hoterjedés leirasara — tobb szempontbdl sem megfeleléek. A legfonto-
sabb hianyossaguk, hogy a kisérletileg megfigyelt terjedési sebességet csak 30 db
novekvo tenzori rendii csatolt egyenlet megolddsaval képesek reprodukélni (tehat a
legmagasabb rendii egyenlet 30-ad rendii tenzorokra vonatkozik).

A Fourier-egyenlet egyik legfébb problémaja az egyenlet parabolikus volta, mely
paradoxonként végtelen sebességii jelterjedéshez vezet [4]. Ennek elsé modositasa a
Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet (MCV) volt [5], elénye az egyenlet hiperboli-
kussaga?, azaz véges jelterjedési sebessége. Barletta, Zanchini, Dedeurwaerdere és
munkatarsai felhivjak ra a figyelmet, hogy az irreverzibilis termodinamika kerete-
in belil a lokdlis egyensulyi leirasban nem kompatibilis, az egyenstlyhoz kozeledve
csokken az entrépia [6, 7, 8], azonban ezt a problémat a kiterjesztett irreverzibilis
termodinamika altaldnositott entrépia alkalmazasaval kikiiszoboli [9, 10]. A méso-
dik hang terjedését bar képes modellezni, de még mindig hidnyzik a longitudinalis
és a transzverzalis ballisztikus jelterjedés leirasa. Guyer és Krumhansl a Boltzmann-
egyenlet linearizalasaval szamaztattak a fononok hidrodinamikai leirasara alkalmas
egyenletet [11], amellyel megjosolhatéva valt a méasodik hang megjelenési homér-
séklet tartomanya, ez az ugynevezett ablakfeltétel. Tzou az egyszeres faziskésésii

1A jelenség rendkiviil alacsony hémérsékleten (1-3 K) jelentkezik, ilyenkor elvben viszkozités
mentes lesz a folyadék. Leirdsira a kvantummechanikat hasznéljak.
2A hiperbolicitas vizsgalatardl és elényeirdl késébb bévebben sz6 lesz.
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1. BEVEZETES iv

modellt javasolta [12], de ez csak az idétartomanyra vonatkozott, mint egyfajta me-
moria hatds, és a ballisztikus terjedéshez sziikséges térbeli nemlokalitas leirasahoz ez
még nem elegendo6. Chen a tranziens Boltzmann-egyenlet kozelitésével szarmaztatta
a ballisztikus-diffuziv modellt; tovabba részletesen vizsgalta a Fourier-, a MCV- és a
Boltzmann-egyenlet viselkedését kiillonboz6 Knudsen-szamok esetén [13]. Ezzel meg-
mutatta, hogy a MCV-egyenlet mesterséges oszcillaciét idéz el6 a héaramban, igy az
nem alkalmas nanostruktirdk modellezésére. Cimmellinek és munkatérsainak mun-
kassaga a nanorendszerekben jellemz6 nemegyensulyi nemlokélis fonon transzportra
koncentralodik [14, 15, 16]. Wang és Guo a hétomeg elmélet alapjan szérmaztat-
tak a sajat nem-Fourier-egyenletiiket [17, 18, 19]. Munkdjukat Tolman &ltaldnos
relativitdaselméleti megfontolasa inspiralta, mely szerint 1étezik a hé - tomeg duali-
tas és a héterjedés szintén rendelkezik tehetetlenséggel [20]. E szdmos modell sem
képes egyértelmiien, tisztan leirni a ballisztikus jelterjedést, mivel ez Osszességében
tekintve rendkiviil osszetett, ennek egyik oka:
e A héterjedést 3 médus (a terjedés ,sajatirdnyai”) irja le, 1 longitudinélis
és 2 transzverzalis, kiillonbozo jelterjedési sebességekkel. Ebbdl kifolydlag a
ballisztikus terjedés anizotrép, azaz iranyfiiggé. Yanbao Ma itt felhivja a
figyelmet arra, hogy sok modellben nem tesznek kiilonbséget ezen modusok
kozott [21].

Landau komplex viszkozitasi elmélete [22] alapjan Rogers egy olyan fonongéz
modellt szarmaztatott [23], amely megtudja magyarazni az els6 és a masodik hang
kozotti természetes atmenetet az alacsony homérsékletii lézerimpulzus kisérletek
kapcsan. Hatranya, hogy nem tesz kiilonbséget a longitudindlis és a transzverza-
lis médusok kozott. Ma egy hibrid modellt alkalmaz, mely felhasznélja a komplex
viszkozitast, de mellé egy 1j fenomenoldgiai leirast is kidolgozott a longitudinélis
fonon terjedésre [21, 24]. Az irreverzibilis termodinamikailag konzisztens elméletek
eddig a MCV-egyenletet tudtédk szarmaztatni [25, 10], illetve a Guyer-Krumhansl-
egyenletet disszipativ kiterjesztéssel [26, 27]. A ballisztikus jelterjedésnek nincs (ed-
dig nem volt) irreverzibilis termodinamikai elmélete.

A célunk egy egységes modellcsalad bevezetése, melyre csak a termodinamika
masodik fGtétele jelent megszoritast, az entrépiaprodukcié pozitivitasa. Az ebbol
szarmaztathat6, a mar eddig ismert modellek 0sszehasonlitasa alapjan kivalasztjuk
azt, amirdl gy gondoljuk, hogy az igazolni kivant jelenségkort kelloképp és hiteles
modon leirja. A megoldasok soran olyan jellegzetes, karakterisztikus, Fourier-jellegli
megoldastol vald eltéréseket keresiink, amelyeket kisérleti szempontbol makroszko-
pikus léptékben is meg lehet talalni és ki lehet mutatni, azaz tdmpontként szolgél
arra nézve, hogy mit és hol keressiink. Az egyenleteket a lézerimpulzus kisérletnek
megfeleld peremfeltételek mellett fogjuk tesztelni. Ez a munka a tavalyi TDK dol-
gozatomban [28] kezd3dott, ez annak egy jelentds tovabbfejlesztése.

A dolgozat két nagyobb részre tagolhatd. Az elsé részben bemutatjuk a leird
keretelméleteket, a modellek szarmaztatasat. A dolgozatban kizarélag parcialis dif-
ferencidlegyenletek megoldasardl lesz szo, igy az elméleti osszefoglalasban réviden a
kiilonboz6 tipusokrdl is szot ejtiink a numerikus problémakra valé tekintettel. A ma-
tematikai jellegi vizsgalatok sziikségesek a gyakorlati problémak megoldasiahoz, a
modellek tulajdonsagainak részletes feltérképezéséhez, ezért részletesen targyaljuk a
rendszerre jellemz0 jelterjedési sebességeket a hiperbolicitas és a diszperzios relaciok
fejezetekben. A dolgozat masodik nagy részében a megoldasokat fogjuk targyalni,
illetve elemezni. Ehhez feltétlen be kell mutatni a kidolgozott numerikus modszert



1. BEVEZETES v

és kulcsfontossagu lesz az algoritmus stabilitdasi kérdése. Emellett bizonyitjuk a sé-
ma konzisztencidjat, mely a konvergencia és a hibabecslés szempontjabol 1ényeges.
Ezutan kisérleteket elemziink, részletesen targyaljuk a NaF kisérleteket és az Ener-
getikai Gépek és Rendszerek Tanszéken végzett méréseket is.

Végezetiil a tovabbi kutatasi lehetoségek Osszegzésével és az eddigi eredmények
osszefoglalasaval zarjuk a dolgozatot.



2. FEJEZET

A hovezetési egyenletek altalanositasa

Az &ltalanositas célja magasabb rendli mennyiségek bevezetése a konstitutiv
egyenletekbe. Hogyan is kell ezt érteni? A konstitutiv egyenletek az anyagra vo-
natkoz6, annak viselkedését leird egyenletek, szigorian anyagi paramétereket és ob-
jektiv mennyiségeket felhasznalva. A fizikai érzékiink is azt stugja, hogy a kozeg
egy pontjanak tulajdonsigai fiiggnek a pont kornyezetétol valamilyen médon, de
ezt még nem ismerjiik. Tovabba joggal feltételezhetjiik azt is, hogy a kozeg eldélete
is szerepet jatszhat. Az el6bb felsorolt tulajdonsagokat nevezziik térbeli és idobeli
nemlokalitasnak. Nézziik ezt kicsit részletesebben.

2.1. Memoria és nemlokalis hatasok

A valésagban egy valamilyen médon — legyen most héaram-impulzus — gerjesz-
tett kozeghen a zavaras, azaz a hémérséklet valtozasa nem végtelen sebességgel ter-
jed. Ezt jol szemlélteti a Fourier-egyenlet példéja. A rendszer! parabolikus volta
(matematikailag kissé pongyolan fogalmazva, egy idéderivalt hidnya) eredménye-
zi a végtelen jelterjedési sebességet. Makroszkopikus skalan, a mérnoki problémak
jelentos hanyadaban viszont jol alkalmazhato elmélet, a rendszer egyszerti, alapo-
san kidolgozott megoldasi modszerek allnak rendelkezésre a megoldasahoz, és ami
a legfontosabb, ilyen 1épték esetén kontinuumokra helyes eredményt szolgaltat, mi-
vel a konstitutiv egyenletekben megjelené magasabb rendii (id6- és térderivaltak)
tagok egyaltalan nem dominalnak és a hovezetés diffuziv jellege lesz a mérvado.

Masik fontos szempont a térbeli nemlokalitds. Ahogy mar emlitettem, az el-
gondolas hasonlo, de itt nem idében, hanem térben terjesztjiik ki a modellt, azaz a
szomszédos pontok allapotait is figyelembe vessziik. Erre tobbféle modszer is 1étezik,
a harom legfontosabb elmélet:

(1) Bels6 valtozok elmélete: 1j valtozok bevezetésén alapul.

(2) Erésen nemlokalis elmélet: memériafunkcionalokon és térintegrélokon ala-
pul. Kevésbé elterjedt, mivel nem kénnyt hasznalni.

(3) Gyengén nemlokélis elmélet: a klasszikusnal magasabb rendii tér és idode-
rivaltak bevezetésén alapul.

Ezek koziil mi az elsé és a harmadik elmélet egyesitését fogjuk alkalmazni. A kovet-
kez§ fejezetet a [9, 25, 29, 30, 31, 27] alapjan foglalom 6ssze.

IRendszer alatt mindig a belsé energia mérlegegyenletét és a konstitutiv egyenlet(ek)et értem.

1



2.2. A HOVEZETESI ELMELET ALTALANOSITASA, A HIERARCHIKUS RENDSZER 2

2.2. A hovezetési elmélet altalanositasa, a hierarchikus rendszer

Az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy az anyag merev és izotrop. A leve-
zetés soran az indexes jelolésmodot alkalmazom az Finstein-féle 0sszegzési konven-
ciéval. A belso energia mérlegegyenletébdl indulunk ki:

pé+ d'q" =0, (1)

ahol p az anyag stirlisége, e jeloli a fajlagos bels6 energiat, konstans fajhd esetén
e = cT, ahol ¢ és T az izokor fajhd és a hémérséklet. A 9% a térderivaltat jelenti,
a ¢' pedig a belsé energia dramsfiriiségének a konduktiv része, azaz a héiram. A
pont jeloli a szubsztancialis idoderivaltat. A kiindulasi feltételiink — miszerint merev
kozeget vizsgalunk — eredményezi, hogy a szubsztancidlis idéderivalt megegyezik a
parcialis idoderivalttal, valamint az dramsiiriségnek nincs konvektiv része.

A klasszikus elmélet kiterjesztéséhez felhasznaltunk egy bels6 valtozét, méghozza
vektorként. De miért pont vektorként? A belsé valtozdk elméletében erre vonatko-
z6lag nincs konkrét kikotés, viszont gondoljuk el, mit is szeretnénk elérni. Kiakarjuk
egésziteni a mar ismert Fourier-egyenletet. Az egyenlet minden tagja vektorialis, a
héaram vektor mennyiség, a hémérséklet gradiense szintén vektoridlis. Célszertivé
valik a kiterjesztést vektorialis rendben feltételezni. A bels6 valtozé tovabbi szere-
pe, hogy egyensulyban eltlinik, vagyis az egyensulytél vald eltérést mutatja, ezért
nevezik még dinamikai szabadsagfoknak is [32]. A kiterjesztésnek egy mésik modja
kertiil most bemutatéasra.

Az entrépia figgvényét masképp definidljuk, mint [27, 33, 28] irodalmakban; az
alabbi megfontolds [34] altal egyszeriibb médon érhetjiik el a kompatibilitast a ki-
netikus elmélettel és a kiterjesztett termodinamikéval [4, 9]. Ebben az esetben nem
hasznalunk vektori bels6 valtozot, helyébe a hoaramot helyettesitettiik és kvadrati-
kus az 1j tagban, azaz a héaram, mint alapvaltoz6 és nem, mint belso valtozo jelenik
meg a modellben

i i A my ;5 M2 i i
s(e,q', Q") = 8(e) — —-d'¢’ — 5 QUQY. (2)
Legyen az entrépia aramstiriisége
J' = B¢l 4 CUFQIF (3)

Az els6 tag mar ismert, a masodik tag most az érdekes; a Q¥ a héaramnal magasabb
tenzoridlis rendii mennyiség, mint belso valtozo vezetjiik be a modellbe. Figyeljiik
meg, hogy az egyensilytol valé eltérés minimalis, de termodinamikailag kompatibilis
[35]. Tovabbé azt is vegyiik észre, hogy mindig egy tenzorialis renddel magasabb
mennyiséggel szorozzuk ezeket az dramokat; a C'“* szerepe is hasonlé a B%-hez,
szintén konstitutiv fiiggvény. Ez a fajta kiterjesztés vezet a hovezetési egyenletek
hierarchikus szerkezetéhez. Helyettesitsiink be az entropia mérlegegyenletébe

ps+0'J =0 >0, (4)
igy megkapjuk az entropiaprodukcio egyenl6tlenségét, azaz
o <B” - T&J) + BIG¢) +¢ (0BT —mug)

n ij (aicijk . m2Qij) + Cijk(az'@jk> > 0. (5)
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Klasszikus | Kiterjesztett | Belsé valtozos 1 | Belso valtozos 11
Aramok | ¢¢ —9'BY | BY — £0% Qik — 9iC*k Ciik
Erék qi aiqj _ Qij ajqk _ ij aszk

1. tablazat. A hierarchikus rendszerre jellemz6 termodinamikai erdk és aramok.

Ekkor mar definialhatjuk a termodinamikai erck és aramok kozotti kapcsolato-
kat, az egyenlGségek bal oldalan az aramok, a jobb oldalan az erok vannak:

mig —0'BY = —lq, (6)
moQik — 'C* =~k Q™F + ki, (7)
BY — ;5’? = —knQ" + k0'¢, (8)
C% = no'Q". 9)
A masodik fététel egyenlotlenségének teljesiilése megkoveteli az
l1, k1, koym >0, (10)
K = kiky — k1oko1 >0 (11)

egyenlStlenségek teljesiilését. Egyszertibb alakot kapunk, ha eliminaljuk a BY és CV*
konstitutiv fiiggvényeket, valamint a Q% tenzoridlis belsé valtozét. Ezzel az aldbbi
egyenlethez jutunk (egy térdimenziéban):

1 41 1
I — — k —_— p—
mgf)xtT na; T + k10, T

mim0uq + (maly +mik1)0q —  (maky + 1) Oparq + (12)
+nkydiq — (K +nl1)0pq + kiliq .
Az alabbi feltevésekkel a teljes rendszer az alabbi konstitutiv egyenletekre redu-
kalhato.

e Fourier-egyenlet: A legegyszeriibb és a mérnoki alkalmazasokban legin-
kabb elterjedt model; n = my = my = ky = 0 és k1o = 0, ezzel kapjuk:

1
lig = 8@,?. (13)
A jobb oldalon 1év6 reciprok homérséklet derivalasat elvégezve és [i-el oszt-
va:
Lo (14)
1= 10T
ahol a Fourier-féle hovezetési egytitthatéra a A = ll% paraméter megfelel-

tetés elvégezheto és a tovabbiakban is alkalmazhato.

e Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: A modell validitasa nagyon ala-
csony homérsékleten — nagysagrendileg 10 K — torténd hdvezetés esetén
helytéllo, mivel képes visszaadni a masodik hang jelenségét, azaz a héveze-
tés hulldimtermészetét. Az erre vonatkozé javaslatot Gyarmati irta meg [9].
Ha n = ky = my = k15 = 0, akkor adodik, hogy

1
mi10iq + liq = 0p =

<. (15)
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Ujabb paraméterként a hédramhoz tartozé relaxdciés idé jelenik meg, azaz

Tg = TTI

e Guyer-Krumhansl-egyenlet: Erdekessége, hogy képes visszaadni a Fourier-
egyenlet és a MCV-egyenlet megoldasait is (és az ezekre hasonlité, de alul-
csillapitott esetet), valamint van a megoldasoknak egy tovabbi tartoméanya
— tulcsillapitott eset — ahol a megoldas jellegzetes; a n = mo = 0 paraméte-
rekkel szarmaztathato:

1

A K egytutthatéra az eddig megismert anyagi paraméterek bevezetése utan
az a = ﬁ megfeleltétést hasznaljuk és disszipacios egytitthatonak fogjuk
nevezni.
e Jeffreys-tipust termodinamikai egyenlet (vagy dudlis faziskésésii mo-
dell): n =my = ky = ki3 = 0, ekkor
1

1
mal10:q + l1k1q = klaxf + mﬂ%tf- (17)

Fontos kiemelni, hogy eltéro jelentéssel bir az itt megjelend relaxacios ido,

mint az el6z0 egyenletek esetén, ugyanisa 7 = 42 megfeleltetés végezheto el,
ami nem azonos 7,-val. A 7 jelentésére a kinetikus elméleti leirast bemutatoé
fejezetben tériink ra és a ballisztikus-diffiziv modellben lesz jelentésége. Mi
ezzel a konstitutiv egyenlettel nem foglalkozunk.

e Green-Naghdi-egyenlet: Két féle valtozata is létezik, az altaldnos és
az egyszerii GN-egyenlet. Ami mindkettore jellemz6, hogy sziikség van a
Casimir-féle reciprocitési relaciéra. A dolgozatban az egyszerii tipust tar-

gyaljuk, a szarmaztatasahoz n = mq = l; = 0 sziikséges,
1

Az eddig bevezetett anyagi paraméterek itt is bevezetheték. Tovabbi érde-

kesség, hogy reverzibilis esetben — azaz amikor nulla az entrépiaprodukcio —

eredményezhet hévezetést a klasszikus J* = q% entropiadaram forma mellett.
e Cahn-Hilliard-egyenlet: n = m; = my = 0 esetén addédik, hogy

1

Ezzel az egyenlettel sem foglalkozunk a tovabbiakban.
e Altalanositott egyenlet: ha n = m; = 0, akkor visszakapjuk [27] szerinti
altalanos egyenletet:

1 1
Mal10yq — Mako0pytq — KOprq + Likiq = klazf + m2axtf- (20)

e Ballisztikus-diffiziv egyenlet: n = ky, = 0 felhasznéldsaval kapjuk. Igy
az egyenletrendszer

migt —0'BY = —liq", (21)
m2Q.jk = —lejk + k?128jqk ) (22)
BY — =67 = —ka QY (23)

T
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valamint a konstitutiv egyenlet

1 1
xt k T
mgatT—F 18 T

mimeOuq + (maly +mik1)0iq — K0yrq + k1liq . (24)

Ekkor az entropiaprodukcié novekedése megkivanja, hogy K = —kisks; > 0
is teljesiiljon, ami csak tgy lehetséges, ha kis és ky; elGjele ellentétes. A
tovabbiakban ezért bevezetjiik a k1o = —ki2 > 0 jelolést. Ennek a modellnek
kozponti szerepe lesz a dolgozatban.

Ezzel megmutattuk, hogy a [27] irodalomban bevezetett altalanositast teljesen
magaba foglal6 keretelméletet &llitottunk fel, de ennél tébbet is kaptunk. A (6)-(9)
rendszer képes a ballisztikus hoterjedési mechanizmus leirasara is.

Erdekesség még, hogy a Fourier-egyenletet 6sszesen 3 médon tartalmazza a rend-
szer (36, 37|

e A 7z0ld jeloli az eredeti Fourier-egyenletet.
e A piros szin jeloli a Fourier-egyenlet idéderivaltjat.
o A kék jeloli a Fourier-egyenlet kétszeri térderivaltjat.

1 1
2Ot — — 3= —
Mo ”tT n ””T+

mimaOuq + (moly +maky)0ig —  (moks + nmy)0pmq + (25)
+nk28§q — (K +nly)0:q +

Fontos megjegyezniink, hogy a megoldasai soran mindig n = ky = 0 paramé-
terekkel fogunk dolgozni a lehet6 legkisebb csillapitas végett. Ez teljesen kizar egy
Fourier-jellegti megoldast (kék szintit). Figyeljiikk meg, hogy a ¢ hédram masodik id6-
derivaltjanak nincs ,,parja”, azaz nem szerepel a homérsékletek oldalan hozza tartozé
tag. Ez azt jelenti, hogy nem tudjuk tisztan a Fourier-egyenletet reprodukalni, csak
kozeliteni azzal, ha valamely paraméterek , kicsik” és ezaltal elhanyagolhatd mérté-
ki lesz a szamitasokban. Erre a megoldasok fejezetben latunk példat. A kovetkezo
fejezet roviden oOsszefoglalja a ballisztikus energiatranszport kinetikus elméleti le-
irasmodjat, valamint 6sszehasonlitjuk a két modellt.

2.3. A hovezetés kinetikus elmélete

Természetesen mas modszerek is 1éteznek a hovezetési jelenség leirasara, ilyenek
példaul a fononok kozotti kolesonhatason alapulé modellek [4, 38]. Ez a fajta leiras-
mod nem koveti a kontinuum szemléletet, a statisztikus fizikara alapozva irja le a
jelenségeket, mint kvézirészecskék? kolesonhatédsa. A hdvezetés lefrasara eldszor egy
rugdkbdl és tomegpontokbdl allé rezgorendszer modellt dolgoztak ki, azonban en-
nek egzakt megolddsa [40, 22] nem disszipativ és végtelen jelterjedési sebességet ad.
Landau [41] Debye és Born munkai alapjén felhivja ra a figyelmet, hogy egy kristaly
racsbeli atomjainak anharmonikus rezgéseinek a jellegét is figyelembe kell venni a
kristaly hovezeto képességének vizsgalatakor. Ez viszont mar nemlinearis rendszer,
és végiil a szolitonok felfedezéséhez vezetett a hovezetés leirdsa helyett. Ashcroft és

2A kvézirészecske nem igazi részecske. A fonon, mint ilyen részecske, fontos szerepet jatszik a
hévezetésben és az elektromos vezet8képesség jelenségének lefrasaban [39].
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Mermin szerint a szigorian harmonikus kristaly végtelen hovezetési tényezovel kel-
lene rendelkezzen és az anharmonikus rezgések azok, melyektdl az energiatranszport
véges sebességli marad [42].

Fononok kozott alapvetéen kétféle® kolesonhaté folyamatot kiilonboztethetiink
meg ([4, 43] alapjan Osszefoglalva).

e Normadl (N) jellegii kolesonhatés: ilyenkor a fononok momentuma megma-
rad6é mennyiség.

e Rezisztiv (R) jellegii kolecsonhatés: az N-folyamat ellenéte, ilyenkor a mo-
mentum nem konzervativ mennyiség.

Mindkét folyamatban koézos, hogy az energia is megmaradd mennyiség. A hovezetési
tényez6 az R-folyamatokhoz kapcsolodik, illetve azok i frekvenciajahoz, azaz

02

K= S CTr, (26)
ahol ¢ a fononok Debye sebessége?, ¢, az dllandé térfogaton mért fajhé, 7 pedig az
R-folyamatok karakterisztikus ideje. Ebben a leirdAsmoédban a Fourier-féle hovezetési
torvény akkor alkalmazhaté, ha lényegesen tobb R-folyamat van jelen a rendszerben,
azaz a diffuzivitas dominal. Ezzel ellentétben — ahogy a homérsékletet csokkentjiik
— egyre inkabb az N-tipusa folyamatok kezdenek dominalni és a hévezetés hullam-
szer(ivé valik (méasodik hang jelensége). Ennek médositdasa a MCV-egyenlet [4]:

2
Wi e Lo Lo, (27)
ot 3 0Oz TR
Viszont még mindig lefedetlen egy harmadik mechanizmus, a ballisztikus fononok
altali energiatranszport. Ezek {6 jellemzdje, hogy a fononok mindenféle interakcio
nélkil jutnak keresztiil a kristalyon. Ezzel kapcsolatos legismertebb kisérletek Jack-
son, Walker és McNelly [44, 45] nevéhez kothetSk (2.1. dbra).

Az emlitett kisérletekben nagyon alacsony, 10-15 K kortili NaF-ot hasznaltak,
ilyenkor mar a disszipaciok nagyon kis mértékben vannak jelen, bemutathatéva valik
a hoterjedés hullamtermészete.

Az 2.1. abran T beti jeloli a transzverzalis ballisztikus fononok észlelésének ide-
jét. Ezt a jelenséget a kinetikus elmélet a fonongaz modellezésével irja le az alabbi
moédon. Kiilon kell definidlni az R- és az N-folyamatokra is a fazisstirtiséget®. A re-
zisztiv folyamatok fr eloszlashoz, mig a normal folyamatok fy eloszlashoz tartanak:

Y

fR - 6:L‘p(,?]§§)—17

(28)

Y
hek 3 cpin; )
eop (i (1 - %)} -1
Tovabba a modell feltételezi, hogy a fononok energiastirtiségét a test T homérséklete
meghatarozza:

I (29)

475 ki
_ 4. _ B
e=al” a= A

(30)

3Létezik egy harmadik tipus is, az Ggynevezett Umklapp-folyamatok, ekkor sem az energia,
sem pedig a momentum nem marad meg [43].

4A transzverzlis és a longitudindlis hangsebességek kozépértéke [4].

5A Callaway-modell kombinalja a két eloszlast a relaxacios id6kkel sulyozott mdédon.
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2.1. dbra. NaF-ban mért fonon terjedés. Bal oldali dbra: tiszta NaF esete [44]. Jobb
oldali dbra: nagyon tiszta NaF esete [45]. Ballisztikus jelterjedés; L a longitudnalis
és T a transzverzalis jel.

ahol h a Planck-allandé, kg a Boltzmann-allandé, k pedig a hulldimszam. Az el-
oszlasfiiggvények momentumait véve vezetiink be tjabb mennyiségeket® az aldbbi
modon

Uliyig..in) — /knm...in)fdk- (31)

Az els6 momentum az energiasiriiség, a masodik az impulzussiriség, a harmadik
az energia aram, a negyedik pedig a nyoméas deviatorikus része, azaz

e = hecu; p; = hu;; Q; = hc*u; Nijy = heugjy. (32)

A momentumok képzésével mindig egyiitt jar a lezaras problémaja [46]. Ez azt je-
lenti, hogy minden momentumképzésnél egy 1j mennyiséget kapunk, mely nem csak,
hogy bonyolultabbé teszi a rendszer leirasat”, de csak a kévetkezé momentum egyen-
let hatdrozna meg az értékét, de abban djra kapunk egy meghatérozatlan mennyisé-
get. Erre a problémara szamos lezarasi eljaras 1étezik, a legegyszeriibb a csonkolésos
eljaras, amelyben a legmagasabb rendi (,,/NV 4 17-k) momentumot nulldnak vesszik.
Ezt alkalmazva jutunk az alabbi egyenletrendszerhez:
0 n=>0
Otin) . SISV RCLTES IR S SV n=1 (33)
ot dn?2 —1  Ox Ox —i+i>u<n> 9<n<N
TR TN

Ez a rendszer csak N = 30 egyenlet esetén adja vissza a ballisztikus fononok
helyes terjedési sebességét. Természetesen egy ekkora rendszer a gyakorlat szamara

6Nem minden momentumhoz kapcsolodik valds fizikai hattér. Példaul a numerikus aramlas-
tanban elterjed6ében 1év6 modszer, a Racs-Boltzmann mddszer is kinetikus megkozelitést alkalmaz.
Abban a leirdsban csak az els6 3 momemntumnak van értelme.

A gyakorlatban nem szoktak 3 momentumnal tobbet alkalmazni.
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joformén kezelhetetlen, de N = 3 mar elegendo a megfelel6 kozelitéshez észben tart-
va, hogy a terjedési sebesség nem megfeleld. Elénye viszont, hogy két paraméterrel
karakterizalhato a rendszer, ez kevesebb, mint amit a ballisztikus-diffiziv egyenlet
tartalmaz. Ezzel megkaptuk a kinetikus szemléleti hévezetési egyenletrendszert az
alabbi formaban:

de  ,0p
ot te or 0,
dOp 10e ON 1
= - _ = 4
ot 30r " on - (34)
ON 4 ,0p 1 1
ot "% 00 T _(TR m>N'

Ha a mi kontinuum megkozelitésiinkbdl elhagyjuk a disszipativ tagokat, azaz n =
ks = 0 (— ballisztikus-diffiziv modell), akkor struktiralisan ezzel egyezé rendszer-
hez jutunk, az alabbi megfeleltetésekkel:

1 1 1
1=y Q=N = ()= =T (35)
T TR ™™N
3\ 4
A\ = —?pé& — = p kiokoy = BTqTQ627 (36)

q

ahol most ¢ jeloli a fajhot, megkiilonboztetve a ¢ hangsebességtol. Ezzel a mi rend-
szeriink:

oT 8q

pe ot 83@ 0
oq T . 00Q
qE)t + )\a + kgl al’ = —q, (37)
oQ
5t ot + km 8x - @

Az egyiitthatok és a valtozok megfeleltetése utan a Q bels6 valtozérol elmondhat-
juk, hogy a hoaram aramat reprezentalja. Az itt bemutatott kinetikus elmélet és a
kontinuum elmélet altal adott rendszerek hiperbolikusak, egzakt terjedési sebesség
jellemzo rajuk, az ehhez kapcsol6dd szamitasokrol késobb lesz sz6.

2.4. Az egyenletek skalafiiggetlensége

Ez alatt azt értjik, hogy az egyenletrendszernek létezik olyan alakja, mely in-
varians a mértékegységekre, azaz egy dimenziotlan, skalafiiggetlen alak. Definidljuk
hét az alabbi dimenzidtlan paramétereket [47, 34]:

. T — Tt
T=——"9" hémérséklet,
Tend - TO
1 tr e
Tona =10+ . / qo(t)dt; egyensilyi hémérséklet,
p-c-L Jo
~_q. 1 .y
g=—; Q=" qo(t)dt; héaram és atlagos héaram,
do t, Jo

(38)
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a-t A . N s R g s g
Fo= T2 = Fourier-szam (id6), hédiffuzivitdsi tényezd,
p-c

x o,
¢ = —; hely koordinata
L? )

-, Q- T,

A~ q. ~ Q. ;e s e m

=73 Q=3 relaxacios idok,
a-ty, A k12 _ : , ) )

A 2p i Q =1/ +—qQ; impulzus hossz és a héaram arama,
N k12ka1 L "
k= 7 keresztcsatolasi tényezo.

Ezeket behelyettesitve az egyenletekbe kapjuk azok dimenzidtlan alakjat. Ennek
elonye, hogy atlathatobb és konnyebben kezelheté a rendszer a kevesebb anyagi pa-
raméter miatt, konnyebb illeszteni kisérleti eredményekhez. Természetesen adott di-
menzidtlan paraméterekbol visszanyerheté minden adat. Az eddig bemutatott egyen-
leteket fogjuk atirni dimenziétlan formaba, viszont a jelolések konnyebb értelmez-
het6sége miatt maradunk anndl, ahogy bevezettiik ezeket az egyenleteket, vagyis
az idot t-vel és nem Fo-val fogjuk jelolni, hasonléan a tér koordinataknal, ott is az
x-et preferdljuk. A relaxacios idok eseténél elhagyjuk a kalapot a 7 foliil. Szem elott
kell tartanunk, hogy innentdl kizarolag dimenzidtlan formakkal foglalkozunk. Alab-
biakban 0sszegzem a ballisztikus-diffiziv modell dimenziétlan forméjat, valamint a
beldle szarmaztathato tovabbi konstitutiv egyenleteket.

e Ballisztikus-diffaziv modell:
T
g TatTag theen = 0, (39)
Q)
TQE
e Fourier-egyenlet: ha K = 7, = 0,

oT

e Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: ha xk = 0,

0 oT
Tqafz—Fq—i-TA%:O- (41)
e Guyer-Krumhansl-egyenlet: ha 79 = 0 és felhaszndljuk, hogy x* = a

disszipacids paraméter,

dq or . 0%

— — —a— =0. 42
Togr T4 T8 T Yo (42)
e Green-Naghdi - egyenlet: specidlis eset, nem kovetelhetjiik meg, hogy

q = 0 legyen, mert akkor minden tag kiesik,

dq orT 0%q
= _a=t 0. 4
Tq8t+m8x a&xQ 0 ( 3)
Ezen egyenletek mindegyikéhez csatolni kell a bels6 energia mérlegegyenletét is:
or o
+ 2, (44)

TAE or
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A megoldésok fejezetben bemutatasra keriil, hogy bizonyos paraméterek egytuttallasa
esetén is reprodukalhatoak tovabbi, 6nhasonldé megoldésok.



3. FEJEZET

Parcialis differencialegyenletek

A leir6 elméletekben gyakorlatilag mindenhol megjelennek a parcialis differenci-
alegyenletek. Ismeretiik nélkiilozhetetlen a modern fizikai és mérnoki tudomanyok
megértéséhez. A kozonséges differencialegyenletekkel szemben itt nem egyvéltozds
fiiggvényekrol van szé és ennek ténye bizonyos esetekben nagyon meg tudja nehezite-
ni a megoldasukat, sét még a megoldasok 1étezésének a bizonyitasa is lényegesen ko-
rillményesebb. Sziikségesnek érezziik, hogy a numerikus megoldasok szempontjabol
roviden szot ejtsiink errol. Ismeretes, hogy a linearis parcialis differencidlegyenletek
osztalyozhatdak az alabbiak szerint:

e Elliptikus egyenletek: a megoldas fiiggvény analitikus®, peremérték prob-
lémakra jellemz6 tipus, allanddsult megoldast ad eredményiil. A megoldas-
fuggvény , globdlis”, azaz a teljes tartomanytol fiigg a megoldas. Tipikus
példa a Laplace, Helmholtz és a Poisson-egyenletek. Numerikus szempont-
bél a megoldasuk nem okoz kiilonos gondot. Ebben a dolgozatban nem
foglalkozunk elliptikus egyenletekkel.

e Hiperbolikus egyenletek: kiilonlegességiik, hogy olyan megoldasokat is
megengednek, melyek nem folytonosak; numerikus szempontbol ez komoly
problémat jelenthet. Tovabbi sajatossaguk, hogy relativisztikus megfoglam-
azés nélkiil is a rendszerre jellemzé jelterjedési sebesség véges?. Rendszerint
a disszipacidomentes hullamegyenletek tartoznak ebbe a csoportba, ilyen pél-
daul a Sommerfeld-féle hullaimegyenlet és a rezgd hur egyenlete, vagy egy
tavolabbi fizikai problémakort tekintve a relativisztikus kvantummechani-
kabdl ismert Klein-Gordon egyenlet is. Ebben a dolgozatban is tobb olyan
egyenletet fogunk vizsgéalni, melyek hiperbolikusak — ezeket bizonyitani is
fogjuk — ilyen a disszipacié mentes GN-egyenlet, a MCV- és a ballisztikus-
diffaziv egyenlet is. Matematikai és fizikai hatteriikkr6l a [48], a numerikus
megoldésaikrdl pedig a [49] irodalmak szolgaltatnak részletes leirast.

e Parabolikus egyenletek: altaldban, hasonléan az elliptikus egyenletekhez,
a megoldasfiiggvény szintén sima, szakaddsmentes. Azonban a rendszerre
jellemzo jelterjedési sebesség végtelen, ez fizikailag ellentmondasos. Diffuziv
és disszipativ rendszerekre jellemzo, ilyen példaul a Fourier-féle hévezetési
egyenlet, vagy a disszipativ GN- és GK-egyenlet.

3.1. Hiperbolicitas

Ebben a fejezetben a bemutatott rendszerekre jellemzo terjedési sebességeket ha-
sonlitjuk ossze, illetve megallapitjuk, hogy mely rendszerek hiperbolikusak, vagy épp

1A végtelenszer differencialhaté fliggvényeket nevezik igy, azaz ha a Taylor-sora barmely tar-
tomanyon eldallitja magat a fiiggvényt.

2A sokat emlegetett Fourier-egyenlet végtelen jelterjedési sebessége relativisztikus atirdssal
megsziintetheto.

11
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parabolikusak. Ehhez definicié szerint [50] egy adott formara kell hoznunk a rend-
szert és az AY egyiitthaté matrix sajatértékeit kell vizsgdlni. Legyen a rendszeriink
az alabbi forméban:

o' + AY9,u' + B! = F. (45)
Amennyiben a rendszer n x n méretii AY egyiitthaté matrixa diagonizalhaté és a
sajatértékei valosak, ugy a rendszer hiperbolikus. Ha az 0sszes sajatérték kiilonbo-
76, akkor a rendszer szigortian hiperbolikus; ha az AY métrix szimmetrikus is, akkor
szimmetrikus hiperbolikus rendszerrél beszéliink. Itt v’ a valtozok vektora, F' pe-
dig tetszoleges szakaszonként folytonos fliggvény. Ennek megfeleloen rendre minden
rendszeriink ilyen alakra kell hozni ahhoz, hogy vizsgalhato legyen. A bels6 ener-
gia mérlegegyenletével nincs gond, viszont egyes konstitutiv egyenletek hianyosak.
Ekkor 1j valtozot fogunk bevezetni és ennek megfelelden fogjuk a rendszert kezelni.

e Fourier-egyenlet: ekkor a valtozéink az uy = T és uy = ¢, azonban az
egyenlet hidanyos, igy a hoéaram iddéderivaltjat egy e paraméterrel egyiitt
vezetjik be,

TAatT + aﬂcq = 0,
edq+q+ A0, T = 0. (46)

1

0o L
Ezzel egytutt irjuk fel az egyttthaté matrixot: A = ( A 76 ) , melynek

)

sajatértékei £—=. Ilyenkor, mivel ¢ csak egy mesterséges paraméter volt,
€

tartassuk nullahoz. Ezzel a sajatértékek tartanak a végtelenhez, ami azt
jelenti, hogy a rendszer parabolikus.

e Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: ezzel konnyt dolgunk van, mi-
vel az el6z6 konstitutiv egyenlet megegyezik a MCV-egyenlettel, ha e = 7;
azaz a sajatértékek végesek és kiilonbozoek, a rendszer hiperbolikus.

¢ Guyer-Krumhansl-egyenlet: ebben az egyenletben egy disszipativ taggal
van tobb, mely egy méasodrendii térderivalt,

TAatT + aa?q = 07
7,000 + ¢ + A0 T — 40,q = 0. (47)

Ahhoz, hogy a megfelel6 alakra hozzuk, be kell vezetni egy tjabb valtozot,
azaz uy = T, us = q,u3 = 0,q. Ezzel a rendszeriink:

1
8tu1—|——(91u2 = O,
TA

1 T, a

atU/Q + —ug + —Aﬁxul — *8IU3 = O,
Tq Tq Tq

5815”3 + ug — GIUQ = 0.

o L 0
. A R
Igy az egyiitthaté matrix a kovetkez6 format olti: A= | = 0 -2 |,
q 1 Oq
0 Y
€

VeE+a

€Ty
sebességeket kapunk, azaz a rendszer parabolikus.

sajatértékei a 0, £ , ahol szintén e-t nullahoz tartva végtelen terjedési
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e Green-Naghdi-egyenlet: az 1j valtozo bevezetése a GK eset példajabol
itt is adédik. Ha az a disszipaciés anyagi paraméter zérus, akkor a rendszer
hiperbolikus lesz, a MCV-egyenletre jellemzo terjedési sebességgel, ellenkez6
esetben pedig parabolikus.

e Ballisztikus-diffaziv modell: a rendszer méar eleve nagyon kényelmes for-
maban van, a valtozok kézenfekvéen u; = T'; us = ¢; uz = (). A konstitutiv

egyenletek:
TAatT + aocq = 07
Tqatq +q+ TAazT + /{atQ = 0, (48)
TQ&Q + Q + /iamq = 0.
0 - 0
A vizsgalt egyiitthaté matrix tehat A = % 0 % , melynek sajat-
0 &= 0
Q
K% + T
értékei a 0 és a +——— . Lathatoan a keresztcsatolasi paramétereknek

VTdTQ
koszonhetoen két terjedési sebesség van a modellben, amennyiben ezt a
csatolast megsziintetjiik, igy a MCV-egyenletre redukalodik a rendszer.

Tovabbi megjegyzés, hogy ha a (45) egyenletben szereplé B¥ egyiitthaté matrix
nulla, akkor a rendszer homogén. A rendszer linearis marad ha a BY linearisan fiigg
u® valtozdoktol [50].

3.2. Diszperzios relacio

A fizika szdmos teriiletén elébukkané fogalom, hasznaljak minden olyan tertile-
ten, ahol hullamokrol, illetve azok viselkedésérol van szd; fobb teriiletek az optika,
kvantummechanika?®, elektrodinamika. A diszperziés relacié* leirja a hullam frekven-
cidja és a hullamszama kozotti kapcsolatot.

Tételezziik fel egy egyenlet megoldasat sikhullam formajaban, azaz

Y = Aei(kx—w(k)t)’ (49)

— 27

ahol A a hulldm amplitiddja, k = <F a hulldmszdm és w(k) a hullam frekvencidja,

ami fiigg a hullimszamtél. A hulldm fazissebességét a v, = %, a csoportsebességet

%
pedig a v, = ‘;—‘l: relaciok fejezik ki. Ez a két fogalom nem tévesztendd Ossze. A

fazissebesség a hullam azonos fazisi pontjainak haladasi sebességére vonatkozik. A
csoportsebesség tobb hullam szuperpozicidjara érvényes fogalom; az egyes hullamok
kiillonbozo fazissebességgel rendelkeznek, ezaltal maga a hullimcsomag is mozog a
térben, ennek sebessége a csoportsebesség [52]. A két sebesség nemlinedris w(k)
fiiggvény esetén nem azonos, azaz ha a terjedési sebesség is fiigg a hullaimszamtol.

3A diszperzids reléci6 fontos szerepet jatszott a fény részecske- és hullimtermészetének a vizsgé-
lataban, illetve az 1924-ben de Broglie altal feldlitott hipotézisben is, hogy minden anyagi részecske
rendelkezik ezzel a dualitéssal.

Matematikai értelemben vett diszperziés reléciénak nevezziik azokat a komplex fiiggvényeket,
melyek képzetes és valos részei kozott 1étezik egy integrél kapcsolat, az igynevezett Kramers-Kronig
reldcié. A fény esetében a refrakcids index diszerperziv (valds) és az abszorptiv (képzetes) részei
kozott teremt kapcsolatot [51].
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Tovabbi fontos megjegyzés, hogy a rendszerek stabilitasanak vizsgalatdhoz is haté-
kony eszkozt nytjt. Az exponencialis fliiggvény akkor konvergal egy véges szamhoz,
ha a kitevijének valés része negativ.

Energiaszempontt megkozelités esetén elmondhato, hogy amennyiben a rendszer
konzervativ, Uigy a csoportsebesség megegyezik az energiatranszport sebességével,
azaz Vg = Ve = %, ahol F az 4tlagos energia dram és E az atlagos mechanikai
energia. Viszont ha a vizsgalt kozeg elnyel6 tulajdonsidgui, ugy a csoportsebesség
és az energiatranszport sebessége nem egyezik meg és a csoportsebesség komplex
értéki lesz; altalaban véve a hullamcsoport centralis hullaimszama sem allando és az
energia szempontti megkozelités nem ad egyértelmi vélaszt a kérdésre [53].

Ebben a fejezetben a bemutatott hovezetési modellekre jellemzo diszperzids re-
laciokat vizsgaljuk, azzal a céllal, hogy a paraméterek szerepérol tobbet megtud-
junk. Fontos megemliteni, hogy a dimenziétlan paraméterek miatt a frekvencia és a
hullamszam, valamint az ebbdl eredd fazissebesség és csoportsebesség esetén nincs
értelme dimenziokrol beszélni.

3.2.1. Fourier-egyenlet: Az egyenletrendszer az alabbi alakot 6lti:
AT +0,q = 0, (50)
g+ a0, T = 0. (51)

Helyettesitsiik be a (49) egyenletet mindkét mezére vonatkozolag, ezzel egy algebrai
egyenletrendszert kapunk. Ennek az egyenletrendszernek az M egytitthatd matrixat

kell vizsgalnunk.
. —WTA k
M = < ikTA 1 )

det M =0 — k* = iw (52)
Ebbdl az kovetkezik, hogy a fazissebesség tisztan képzetes, de ennek valds fizikai
jelentése nincs, igy ezzel nem foglalkozunk tovabb.

3.2.2. Guyer-Krumhansl-egyenlet: Adott az alabbi egyenletrendszer
TAOTT +0,q = 0, (53)
7,00 + ¢ + A0, T — 40yq = 0. (54)

Jarjunk el hasonloképp, helyettesités utan szintén egy algebrai rendszerhez jutunk,
ennek az egyiitthatdé matrixa:

. —WTA k
M= ( ikta 1 —idwT, + ak? )

52
@UWZO%kZH‘J%EiE (55)
wa —+1

Viszont a komplex értékek miatt ebben a formaban nagyon nehézkes elvégezni a
gyokvonast, igy tegyiik meg az alabbi atalakitast

1
w?a? +1

Legyen a k? egy z = x + iy komplex szdmmal egyenld, ahol

k? = (wQ(Tq —a) +i(wr,a + w)) : (56)

r = M; y = M. (57)
w?a? 4+ 1 w2a?2 +1
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Ekkor a z komplex szamot irhatjuk a z = re® alakban is, ahol r = /2% + ¢/2
és ¢ = arctan (y/x). A gyokvonds miivelete igy konnyen elvégezhetd, ugyanis y/z =

\/7_”61%, azaz elég az argumentumot kettével osztani, igy megkaptuk a k(w) fiiggvényt,
melynek valds része az exponencialis tag felbontasa utan

4/w47'2 + w? 1 wlar, + 1
Re{k(td)} = m COS (2 arctan (u](qu—&) . (58)

Komplex diszperzids relaci6 esetén a csoportsebességet az w(k) fliggvény valds-
részének a derivaltja hatarozza meg, azaz

dRe{w}
Vg = ———.
g dk
De az w(k) fiiggvény ismeretlen; ezzel ellentétben a k(w) fiiggvényt mar ismerjik,

-1
dRegZ(k)} = (dReL{iZ(M)}) osszefuiggés felhaszna-

(59)

igy ennek a derivaltja is megfelel6 a
lasdval. A csoportsebesség igy

W(1 4 120%(2 + @%w?)) cos( arctan ()

Aw—Tqw

vy =1/ w2+r2wt 3 +
(1 + a2w2)2( 1+a2w2 )
L9
(= + 7g)w?(—1 + arw?) sin(2 arctan(%))
N q q a , (60)

w24r2wh ) 3
1+a2w?

2(1 + a2w?)2(

A formula meglehetésen bonyolult, de nézziik mit tudunk kiolvasni beldle.

e Fourier eset: ha a = 7, = 0, akkor a diszperzids relaciéra a Fourier esetet
kapjuk vissza, ez nem kozvetit fizikai informaciét szamunkra.

e MCV eset: ha a = 0, akkor a MCV-egyenletre redukalédik a rendszer,
mellyel a diszperziés relaciora

k= wir, +iw (61)

adddik. Ekkor a k(w) fiiggvény valds része az (58) egyenldséget felhasznalva

1 1
Re{k(w)} = Jw*r2 +w?cos | zarctan [ — | | . 62
(b)) = fg + o cos arean (1)) (62
Nézziink most kétféle kozelitést.
(1) Legyen a 7, paramétere kicsi, azaz 7, << 1. Ekkor mondhatjuk, hogy
TqQ ~ 0 és az arctan fiiggvény tart a 7-hoz, mely altal a cos-os tag tart
az \%—hbz. A frekvencia szigortan pozitiv, igy a gyok alatti kifejezés

Vw? — y/w médon egyszertisodik. Ezt felhasznélva

Re{k(w)} = \/g (63)

Egyszerti szdmolds megmutatja, hogy amig 7, < 0.001, addig 100 Hz-
es gerjesztd frekvencidig a hiba 5 % alatt marad. Ezzel az egyszeriibb
relaciéval a fazissebesség v, = 2k, a csoportsebesség pedig v, = 4k,
azaz jo kozelitéssel a hullamszam valos részével egyenesen aranyosak.
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(2) Legyen most a 7, nagy paraméter, azaz 7'(12 >> 1 és w > 1, mellyel

wt >> w? Az eléz8 esethez hasonléan eljarva a k(w) fiiggvény az
alabbira egyszertisodik:

Re{k(w)} = w/7,. (64)

A hullamszam és a frekvencia kozotti kapcsolat linearis, igy a fazis-
sebesség és a csoportsebesség megegyezik, azaz v, = vy = \/%T], mely
azonos a hiperbolicitas vizsgalatanal is levezetett eredménnyel. Ez azt
jelenti, hogy a csoportsebesség forditottan ardnyos a 7, paraméterrel,
azaz nagyobb paraméter mellett lassabb jelterjedés tapasztalhato.

e GK eset: ilyenkor egyik paramétert sem tekintjiik nullinak, tovabba a
fazissebesség és a csoportsebesség Osszefliggései sem linearisak, csak spe-
ciglis kozelitések sorozatdval mondhatndnk réla tébbet. Erdekesebb meg-
nézni az a és a 7, paraméterek egyiittallasat. Ekkor a diszperzids relacié a
Fourier-egyenlethez tartozo relaciora egyszertisodik, amibol a csoportsebes-

ségre kapjuk, hogy v, = v8w.

Fontos észrevenni, hogy a GK-egyenlet esetén a csoportsebesség nem tud komplex
értéket felvenni, mivel a konstansok pozitiv definitek a masodik fGtétel teljesiilése
miatt. Figyeljiilk meg, hogy a csoportsebesség az a paraméter novelésével szintén
novekszik, azaz a jelatvitel sebessége nd (3.2. dbra), erre példiat a megolddsokndl
fogunk még latni.

W
1.0 //—“'“
08//_\
: ’f :f(,:I.5
0.6

04

0.2

0.0
0 | Z 3 4

Frekvencia

Csoportsebesség

3.1. dbra. A GK-egyenletre jellemz6 csoportsebesség kiilonboz6 7, paraméterek mel-
letti abrazolasa a frekvencia fiiggvényében, a = 0.001 disszipacios paraméter allando.

A 3.1. abran lathaté a csoportsebesség frekvencia tartomanyon vald abrazolasa.
Kis frekvencidk esetén megfigyelheté a nemlinearis jelleg, valamint a fiiggvény szél-
soértékkel rendelkezik. A nemlinearitas a magasabb frekvencidk iranydban teljesen
elhal és egy konstans értékhez konvergal a csoportsebesség.
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3.2. dbra. A GK-egyenletre jellemz6 csoportsebesség kiilonb6z6 7, paraméterek mel-
letti abrazolasa az a dimenziétlan disszipacios egyttthato fliggvényében, allandé
frekvencia mellett.

3.2.3. Green-Naghdi-egyenlet: A szituacié hasonlé a GK esethez, de abbdl
ezt nem tudjuk egyszerii paraméter helyettesitéssel visszakapni a konstitutiv egyen-
letbdl hidanyzo héaram miatt:

TAatT + axq = 07 (65)
7,00 + A0, T — 00rrq = 0. (66)

A mar bevett eljarassal szamoljunk tovabb.

i —WTA k
M= ( ikTa  —iwT, + ak? )

;2
W,

det M =0 — k2 = (67)

wa 1
e Disszipacié mentes eset: ekkor a = 0 igy a hdmérsékletre nézve egy
masodrend hulldmegyenletet eredményez, melyre a MCV-egyenletre is jel-

lemzo % fazissebesség és csoportsebesség adodik.

q
e GN eset: a k(w) fliggvény valos része

) wiAT? 1
Re{k(w)} = Wj—l cos <2 arctan(&w)) : (68)
Figyeljik meg, hogy a GK esettel 6sszhangban itt is csokken a hullam amp-
litidéja az a paraméter novelésével. A csoportsebesség pedig
2(w + a’w?
v, = (w+aw) . (69)

Y %((2 + G%w?) cos( arctan(aw)) — aw sin(3 arctan(aw)))

A GK esethez hasonldan a disszipacios egytitthaté névekedése szintén néveli
a csoportsebességet. A megoldasok fejezetben arra is mutatunk példat, hogy
a Fourier-egyenlet megoldasa ezzel az egyenlettel is kozelithet6, méghozza
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nagy 7, és a paraméterekkel ugy, hogy 7, = a is teljesiiljon. A csoport-
sebesség Osszefliggésében is elvégezve ezeket a kozelitéseket kapjuk, hogy
vy = /8w, ami pontosan a Fourier-egyenletre jellemz6 csoportsebesség.

14 =0

1.2
L0
0.8
0.6
0.4
0.2

Csoportsebesség

0. .
8.0 0. L0 i 2.0

Frekvencia

3.3. dbra. A GN-egyenletre jellemz6 csoportsebesség kiilonb6z6 7, paraméterek mel-
letti abrazolasa a frekvencia fiiggvényében, a = 0.001 disszipaciés paraméter allando.
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3.4. dbra. A GN-egyenletre jellemz6 csoportsebesség kiilonb6z6 7, paraméterek mel-
letti abrazolasa az a dimenziétlan disszipacios egytitthato fiiggvényében, allandé
frekvencia mellett.

Figyeljiik meg, hogy a csoportsebesség allando értéket fesz fel a frekvencia tar-
toményon a relaxacios id6t6l fiiggéen (3.3. dbra). A disszipécids egytitthaté noveke-
désével meredeken névekszik a csoportsebesség, tovabba a GK-egyenlettel azonosan
fiigg a disszipacids egyiitthat6tol (3.4. dbra).
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3.2.4. Ballisztikus-diffuziv modell: Eldszor nézzik a mar bemutatott hie-
rarchikus egyenletrendszert:

TadT +0,q = 0, (70)
Tqatq + q + TAaxT + KlaarQ = 07 (71)
100,Q + Q + kOyq = 0. (72)

A sikhullam megoldas behelyettesitésével kapjuk az aldbbi egyttthaté méatrixot és
diszperzios relaciot.

—WTA k 0
M = kta —wry —1 kr
0 kr —wTQ — 1
2 .
det M =0 — 2 = LTt (73)
1 + wf’Q‘ii

A valos és képzetes részeket elkiilonitve kapjuk, hogy
1

k* =
w(mo + K22 +1

(w4(7'é7'q + TQqui2> + wz(Tq — k) + i[wS(Té + 7'Q/£2 + Tq/<a2) + w]) )

(74)
Vegyiik sorra az egyes aleseteket.

e MCYV eset: a legszembetinobb eset, ha megsziintetjiik a konstitticiés egyen-
letek kozotti csatolast, akkor azonnal a MCV-egyenletre redukalodik a rend-
szer a diszperzids relacidval egytitt.

e Fourier eset: az el6z6 gondolatot folytatva, ha 7, zérus, akkor tovabb redu-
kaljuk a rendszeriink és a Fourier-egyenlethez jutunk. Masik lehetéség, hogy
ha egyik paraméter sem zérus, akkor a x és a 7, legyenek , kis” paraméterek,
ekkor a Fourier-hez nagyon hasonlé megoldast fogunk kapni.

e GK eset: legyen r? = a és 7g = 0, ugy a GK-egyenletre jellemz diszperzios
relaciét kapjuk vissza, ami az egyenletrendszerbol is jol lathato.

e Ballisztikus-diffiziv eset: a k(w) fiiggvény valds része

14 72w?)(1 4 15w?)
1 4 w?(7g + K?)?

1+ w2(7'22 + K2(1, + 7Q))
X cos | —arctan
2 w(ry — K2) + w3t o (T0 + K?)

A fenti alak csak a csoportsebesség meghatarozasara lesz hasznunkra. Ha
még azonnal a determinans képzésekor elhagyjuk a képzetes tagokat, akkor
abbol a fazissebességre visszakapjuk a hiperbolicitas vizsgalatanak soran
meghatarozott jelterjedési sebességet, azaz

2
v, = K t+To (76)
Tq7Q

Vegyiik észre, hogy amig 7, és 7¢ kicsi paraméterek, x > 1, valamint igaz

még, hogy T,w = Tow = 1, akkor az egész Re{k(w)} Gsszefuiggés kozelithetd
1

~-val, a fazissebesség pedig xw-val. A csoportsebességre kapott Gsszefliggés

tul hosszi, kozlésétol eltekintiink. Ebben az esetben sem lehet komplex

Re{k(w)} = ﬂ“ﬂ(
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értékli a csoportsebesség. A paraméterektdl vald fliggést szemléletesen a
csoportsebesség fiiggvényének képével mutathatjuk be (3.5. és 3.7. abrak).
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3.5. dbra. A ballisztikus-diffuziv egyenletre jellemzé csoportsebesség kiilonbo6z6 7, és
7o paraméterek melletti dbrazoldsa a frekvencia fiiggvényében, x = 0.001 paraméter
allando. A GK-egyenlettel megegyezd karakterisztikat lathatunk.

b
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3.6. abra. A ballisztikus-diffiziv egyenletre jellemzdé csoportsebesség kiilonbozé 7,
és 1o paraméterek melletti dbrdzoldsa a x dimenzidtlan paraméter fliggvényében,
allandé frekvencia mellett.

Fontos észrevenniink a 3.5. abran, hogy a v,(w) fuggvénynek széls6ér-
téke van, mely a mar emlitett ablakfeltételre utalhat. Azonban ennek je-
lentése tovabbi vizsgalatokat igényel. A csoportsebesség minden esetben a
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GN-egyenlet altali értékekhez konvergdl és szintén konstans marad a frek-
vencia tartomanyban. Erdekes tulajdonsiga, hogy a x paraméter névelé-
sével novekszik a csoportsebesség (3.7. bra), de mésképp, mint a GK- és
GN-egyenleteknél.

A ballisztikus tartomanyban® szemléltetett paraméterck esetén az alab-
biak szerint alakul a csoportsebesség frekvencia fiiggése. Figyeljik meg,
hogy ebben az esetben két maximum hellyel is rendelkezik a fiiggvény.
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3.7. dbra. A ballisztikus-diffiziv egyenletre jellemz6 csoportsebesség kiillonbozé
7, = 1.9, 79 = 0.07 és k = 0.2 paraméterek melletti abrazolasa a frekvencia fliggvé-
nyében.

Ezzel a fejezettel pontosabb képet kaphattunk arrél, hogy milyen médon modo-
sitjak az egyes paraméterek a kapott megoldasokat a terjedési sebességekre fékusz-
alva. Lathattuk, hogy a legtobb diszperzios relacioban jelen vannak a frekvencia
magasabb rendi hatvanyai is, ami disszipaciora és diszperziora utal. A numerikus
megoldasok pontossagaban ennek a két jelenségnek nagy szerepe van. A disszipacio
a hullam ellapulasat okozza, mig a diszperzié egy allando érték koriili oszcillacioként
jelentkezik. Egy numerikus séma stabilitasanak vizsgalata soran olyan feltételeket
hatarozunk meg, melyek nem engedik, hogy ezek a mesterséges oszcillaciok az id6-
ben elérehaladva névekedjenek. A lézerimpulzus kisérlet bemutatasa utan részletesen
targyaljuk a konvergencia bizonyitasat, mely szoros kapcsolatban all a stabilitassal.

"Megoldasok fejezet, 6.22. abra



4. FEJEZET

A lézerimpulzus kisérlet

A bemutatott hévezetési modelleket a széles kérben elterjedt lézerimpulzus ki-
sérleten ,teszteljuk”. Ezt a médszert az anyagok hofizikai paramétereinek (héfokve-
zetési és hovezetési tényez6) mérésére hasznéljak. Tobb oka van annak, hogy ezt a
kisérletet valasztottuk:

e A mébdszert tobb, mint 50 éve hasznéljak, jol kidolgozott, a technikai fejlo-
désének hala folyamatos fejlesztés alatt van.

e A mérnoki gyakorlat szamara jol ismert, a mérés egyszerii és konnyen repro-
dukalhaté, széles korben alkalmazott mérési eljaras az anyagok hévezetési
tényezojének mérésére.

e Ami a szdmunkra legfontosabb, a Fourier-féle hovezetésen tuli jelenségek
kimutatasara a legalkalmasabb moddszer lehet a kis karakterisztikus idejl
hoéimpulzus miatt.

A mérés soran a minta hatfalan mérik a hémérséklet idébeli valtozasat és abbdl
vissza szamolhatoak a kivant hofizikai paraméterek, igy foként mi is ezt a fajta
karakterisztikat fogjuk figyelemmel kisérni. A mérés vazlata a 4.1. abran lathatoé.

A lézer > Hétso oldal
A
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B N
Lézerimpulzus ————»| (:I == x AT
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4.1. abra. A lézerimpulzus mérési modszer sematikus vazlata.

4.1. Kezdeti és peremfeltételek

A kezdeti feltételek megadasakor homogén mezdket tételeziink fel a dimenzidt-
lan egyenletekben, egyforman zérus kiindulasi értékkel. A peremfeltételek nem ilyen
egyszeriek. A legtobb modell esetén a hémérséklet és a héaram mezovel dolgozunk,
a ballisztikus-diffiziv modell esetén viszont egy harmadik mennyiség is fellép, a
héaram arama. Induljunk ki abbél, hogy a lézerimpulzus egy héaram, ennek megfe-
leléen a héaram mezére adunk meg peremfeltételt. Nem foglalkozunk a minta lehii-
lésével, igy a h6dram impulzus utdn a minta mindkét oldalan 4dlland6 nulla héaramot
definidlunk.

22
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Ha az egyenletrendszereinket csak a hémérsékletet tartalmazo forméara hoznank,
azaz kikiiszobolnénk a hédramot (és esetleg a hédram aramat), akkor tgy gondol-
hatjuk, hogy az egyenlet térbeli rendjébdl egyértelmiien meghatéarozhaté a sziiksé-
ges peremfeltételek szama. Ez altalaban véve igaz is, viszont magat a peremfeltételt
megadni kozel sem egyszerti. Mivel ilyenkor nem szerepel explicit médon a héaram
az egyenleteinkben, igy elkeriilhetetlen a konstitutiv egyenletek alkalmazasa. A tér-
ben nemlokalis egyenleteknél (példaul a GK- és GN-egyenletek) mindenképp sziik-
ség van a héaram mezore, egészen pontosan annak ,féloldalas” derivaltjara. A [28]
dolgozatban lathattuk, hogy ennek hidnya a megoldasok egy bizonyos paraméter
tartomanyan ,fizikatlan” eredményre vezet, negativ hémérséklet alakul ki.

A ballisztikus-diffiziv modell esetén a helyzet még bonyolultabb, mivel a hémér-
séklet harmadik derivaltjat is ismerniink kéne a peremeken. Igy lényegesen egysze-
riibb - és a lézerimpulzus kisérletben kézenfekvobb is - a héaramot megadni a pe-
remen. A rendszereink ilyen szemponti megoldasa vezetett minket egy olyan diszk-
retizalasi eljarashoz, ahol a peremfeltételeket kiilonleges médon kezelhetjiik, errél
részletesen a kovetkezo fejezetben lesz sz6, most csak a héaram mezére vonatkozo
peremfeltételek targyaljuk.

A lézerimpulzust definialjuk az alabbi médon [47]:

B 1—cos(27r-é) ha 0 <t <t,
a0 = 0 ha t > t,
Ennek abrazolasa lathato a 4.2. dbran.
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g(Fo)

qol0)

0.5

2] tor Fo
t,or Fo,

4.2. abra. Lézerimpulzus peremfeltétel.

Fontos észrevenni, hogy a fliggvény ,siman” indul, azaz a derivaltja a kezdeti
idopontban nulla, valamint a hullam kifutasa is ilyen. Ez numerikus szempontbdl
fontos. A nem nulla derivalt mesterséges numerikus perturbéaciét idéz elé. Ez jol
érzékeltetheto az egységugras fiiggvény példajan. A kiindulasi idépontban 1évé hir-
telen ugrds (a derivalt itt végtelen) lehetetlenné teszi a véges differencidval torténé
»sima” megoldast, barmilyen finom is a diszkretizacio, teljesen nem fognak eltiinni
a kéretlen numerikus hibak.

Természetesen a valésagban a kisérletek soran nem ilyen jelalak jelenik meg. Mi a
jelalaktol valo fiiggést nem vizsgaljuk, az egyenletek kvalitativ viselkedésének tanul-
manyozasahoz ez is elegendd. Viszont az impulzus hossza a kisérlet idétartamahoz
képest kicsi, ezért varhatéan a pontos jelalak nem jatszik 1ényeges szerepet.
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Numerikus modszer

Az egyenletek megoldasahoz a véges differencia médszert hasznaltuk. Ennek van-
nak elényei és hatranyai is:
e Konnytl a diszkretizalas, jol kovetheté a séma pontossaga, peremfeltételtdl
fiiggetleniil hasznalhato, egyszeri leprogramozni.
e Mesterséges numerikus jelenségek, oszcillaciok és fazishiba lehetésége. A
hirtelen valtozé megoldasokat koriilményes kezelni.

Célunk volt egy konnyen kezelhetd explicit sémat irni, mely hasonl6 szerkezetli
egyenletrendszerekre konnyen kiterjesztheto. Mivel a vizsgalt hovezetési modellek
rendre hasonlé strukturaval birnak, igy ez egy fontos szempont, viszont a stabilitas
vizsgdlata elengedhetetlen. A séma konzisztencidjanak a vizsgdlatara is sziikség van,
melynek igazoldsaval a Lax-Richtmyer tétel' [54] alapjan a séma konvergencidja’
is biztositotta valik. A konzisztencia vizsgalattal egyiitt a séma hibdjara is becslést
tudunk majd adni.

5.1. Diszkretizalas

A sémank sajatossaga, hogy egymashoz képest eltolt mezoket alkalmaz, melyet
az alabbi 5.1. abra is szemléltet.

Az egyik mezé a minta teljes tértartomanyat lefedi (a fenti szélesebb), addig a
masik %—Vel el van tolva. Képzeljiik el magunk el6tt, hogy a mintat kis darabok-
ra bontjuk, kontinuumok kolcsonhatésat szamoljuk. Ezzel a fajta diszkretizaldssal
megkiilonboztetiink feliilet jellegii és térfogat jellegii mennyiségeket, azaz ami a tel-
jes tartomanyt lefedi, ott a cellak hatéaraira irjuk fel az egyenleteket, az eltolt mezo
esetén pedig a cellak kozéppontjara, mint egyfajta atlagként kezelve az adott cel-
lara vonatkozélag. Tovabbi tualjdonsaga, hogy igy a térfogati mennyiségekre nem
szitkséges peremfeltételeket definialnunk. Ezzel a megfontolassal tehat elegend6 lesz
szamunkra a hoaram, mint peremfeltétel, a tobbi mennyiséget eltoltnak tekintjiik.
Ez a valasztés viszont 6énkényes, ha hémérsékletet szeretnénk definidlni a peremen,
akkor a tobbi mennyiséget fogjuk eltolni. Vegyes peremfeltétel esetén viszont meg-
fontolandé a vélasztas.

A bels6 energia mérlegegyenlete minden modellhez sziikséges és egységes, ennek
diszkretizalt formaja a homérsékletre rendezve:

At "
<Qj+1 — g )- (77)

Tt =qn - —
J J TA Az
Nézziik most modellenként a konstitutiv egyenleteket:
IMssnéven Lax ekvivalencia tétele.
2Liu [55] is felhivja r4 a figyelmet, hogy a kiilonbozé diszkretizacids eljarasoknak eltérd a
pontossaga, konvergencidjanak sebessége és a rendszerre jellemz0 fazissebessége, melynek vizsgalata
kevéssé terjedt el.

24



5.2. KONZISZTENCIA 25
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5.1. dbra. Diszkretizalasi eljaras.

e Fourier-egyenlet:

q; = E(T] - Tj—l)' (78)
e Guyer-Krumhansl-egyenlet:
At TAAL aAt
n+1l __ n n n n n
G =q) - 7% AT (T} = T7) + W(%ﬂ —2q7 +4q;,).  (79)

Ebbdl az Maxwell-Cattaneo-Vernotte modell visszakaphat6 az a = 0 para-
méter mellett.
e Green-Naghdi-egyenlet:

n n TAAt n &At n n n
d; = =dq; — (T T 1)+ 7, A2 (Qj+1 - 2(1]' + q]'—l)' (80)

T,Ax

e Ballisztikus-diffuziv egyenlet:

At TAAt
ntl _ on " —T" " ” 81
q q; q] Tqm( T=T) — (Q 1) (81)
n n n At n n
Qj+l Q - Q 7_ Al’ <QJ+1 q] ) (82)

A ballisztikus-diffiziv modellben nem csak a homérséklet, de a hdéaram arama is
eltolt mennyiség a diszkretizacié szempontjabol. A séma roppant egyszerii, idoben
elorelépo, térben pedig visszalépd. Ez persze csak a séma szempontjabdl igaz, fizi-
kailag a diszkretizacié miatt centralis. A sémank f6 hatranya a pontossaga, mivel a
kozelités mindenhol elsérendii; de elénye a roppant egyszert felépitése és kis szami-
tasigénye.

5.2. Konzisztencia

Egy numerikus séma konzisztens, ha Az, At tart a nullahoz, igy a numerikus
megoldés is tart a pontos megoldashoz. Ennek bizonyitasdéhoz nem kell mast tenni,
mint a séma egyes elemeit Taylor-sorba fejteni, majd visszahelyettesiteni a sémaba.
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Ezzel megkapjuk az egyes hofizikai mennyiségekre haté numerikus (,,diszkrét”) ope-
ratort. Ezt kivonva az eredeti egyenlet folytonos értékkészletli operatorabdl nullat
kell kapjunk.

Nézziik eloszor a belsd energia mérlegegyenletét; irjuk fel az eredeti egyenletet
és a sémat az alabbi formakban:

TAOT + 0,q = 0, (83)
0 0
P1=TA§; P2=%7

ahol P; és P, a homérséklet és a hoaram operatorai.

n+1 n n n
L =1 Gy

=0 84
A At Ax (84)
Fejtsiik sorba a Tf“ és qj,, tagokat az alabbi médon:
n+1 n AtQ 3
n n Alﬂ 3

és (84) egyenletbe helyettesitve:

1 1
- (&T + AT + O(M)) + (c%q + ATy + O(Ax2)> — P, T+Py, .0

(87)
ahol Py, », ¢s Pay, 5, diszkrét operatorok. Ezutén tartassuk nulldhoz a differencia
tagokat, majd vonjuk ki az eredeti egyenletbol; az eredmény nulla. A séma a lépté-
kek csokkentésével a valés megoldashoz tart. A séma konzisztencia rendje 1, igy a
konvergencia rendje is 1.

Az 6sszes modell koziil csak a GK esetre fejtjiik ki a levezetést, mivel egyrészt a
szerkezete megegyezik az Osszes tobbivel, illetve egyértelmiien lehet bel6le szarmaz-
tatni is a Fourier és MCV modelleket, valamint a GN egyenlettel is nagy hasonlésédgot
mutat. Masrészt a ballisztikus modell esetén a diszkretizalas szerkezete teljesen meg-
egyez6, ugyanolyan konzisztencia és konvergencia rend jellemz6 az 0sszes sémara.

Ebben az esetben az alabbi tagok sorfejtésére van sziikség:

T, = T — Az, T + ;Aq,zamT — O(Az?), (88)
Gy = - detg s o0~ A0a - B0k o). ()
G = @+ Axdyq+ Afﬁmq + %0@ + Agfﬁiq +O(Az%),  (90)
@ = g+ Atdg + ;AtQaﬁq + O(AP). (91)

A héaram két tagjat magasabb rendig kellett sorbafejteni a sémaban szereplé ma-
sodrendii derivalt miatt. Visszahelyettesitve (79) egyenletbe:

1 1
- (atq + At + O(At2)> + ot (@T — S A0,T ~ O(Ax2)> +

1
~ (3mq + AR + 0(Ax4)) | (92)
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Ebbol lathato, hogy a masodrendii centrdlis derivalt masodrendben pontos, de a
séma legalacsonyabb rendje szamit, igy ennek is a konzisztencia rendje 1.
Néhany fontos megjegyzés a konzisztenciaval kapcsolatban:

e Az el6bbiekben bemutatott levezetés a séméank gyenge (,,w-consistent”) kon-
zisztenciat bizonyitja. Konvencionalis értelemben ezt szoktak egy séma kon-
zisztenciaja alatt érteni. Viszont ez azzal jar, hogy a differenciaegyenleteink
nem biztos, hogy 6rokolnek minden tulajdonsagot ami a differencidlegyen-
letekre vonatkozik [56]. Az erds konzisztencia (,s-consistent”) bizonyitdsa
lényegesen koriilményesebb. Szamunkra jelenleg a gyenge konzisztencia is
elegendo.

e A mar emlitett Lax-Richtmyer ekvivalencia elv pontosabb megfogalmazasa:
egy kezdetiérték problémara vonatkozo linearis parcidlis differencialegyenlet
vele konzisztens véges differenciakkal valo kozelitése konvergens, ha a séma
stabil. A kezdetiérték probléma korrekt kitiizottségil kell legyen, azaz

(1) létezik megoldas,

(2) ez a megoldés egyértelmii,

(3) a megoldas folytonosan fiiggjon a kezdeti és peremfeltételektél,

ahol az els6 két pont, a megoldas 1étezése és unicitdsa magaban foglalja a
peremfeltételek ellenorzését is.

Azaz a konvergencia biztositasdhoz a sémank stabilitdsat még bizonyitani kell. Szim-
metrikus hiperbolikus rendszerekre konnyen tudunk korrekt kitlizottségli problémat
megadni [43]. Ennek tovabbi vizsgalatat, a sziikséges tételek bizonyitasat és ponto-
sabb matematikai megfogalmazasat [57] részletezi.

5.3. Stabilitasvizsgalat

A numerikus séma akkor marad stabil, ha a kozelités hibaja véges marad. En-
nek ellendrzésére a Neumann- és Jury-modszereket alkalmazzuk. Eloszor nézzik
a Neumann-féle eljarast kozelebbrol. Tételezziik fel az egyenleteink megoldasat az
alabbi formaban:

(ZST'L — f?téiij:p) (93)

j
ahol i a képzetes egység, k a hullamszam, jAzx a ,,j"-edik térlépés, n pedig az id6lépés
indexe. A séma stabil, ha a £ novekményi faktorra igaz, hogy || < 1. Ha |£] = 1,
akkor a sémat konzervativnak nevezziik. Helyettesitsiink vissza a sémakba, kezdjiik
a belso energia mérlegegyenletével:

At
n+1 n n n
—T T - m(%ﬂ —dq;) = 0, (94)
€= DTy + At (e*4"—1) g = 0 (95)
0T A Az 0 ’

Mivel két mennyiséggel, a homérséklettel és a héarammal dolgozunk, ezért egy linea-
ris algebrai egyenletrendszerre fogunk jutni. A legegyszertibbel, a Fourier-egyenlettel
kezdjiik,

TA
Ax

Igy a rendszer az aldbbi format 6lti

Eho+ 4 (1—e ™) T =0, (96)
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5_1 %(eikAm_l) T B
(@(l—ei’“m) e )'<q§>—o'

A rendszernek akkor van trivialistél kilénbo6z6 megoldasa, amikor az egyiitthato
matrix determindnsa zérus. Ezédltal a rendszer F'(£) karakterisztikus polinomja a
kovetkezo:
Fe) =& —¢— 2L 9cos(kan) — 2) =0 (97)
N Ax? -
Fontos észrevétel, hogy a polinomot tgy kell rendezni, hogy a legmagasabb fokt tag
egyutthatdja pozitiv legyen. A hévezetési modellek vizsgalatakor amig a rendszer
masodrendi marad, nem okoz gondot. Egyediil a ballisztikus modell harmadrendi,
ott ezt feltétlen figyelembe kell venni, mivel a Jury-kritériumok alkalmazésakor rela-
ciot valtoztat. Tovabba megjegyzendd, hogy a Jury-kritériumok diszkrét rendszerek
vizsgalatara alkalmasak, mig a kézismertebb Routh-Hurwitz kritériumok folytonos
rendszerekre, illetve biliniearis transzformacioval diszkrét rendszerre is alkalmazhat6
[58]. A stabilitasi kritériumok szerepe, hogy a karakterisztikus polinom egyiitthatoi-
bol kovetkeztethetiink a gyokeire. Amig a gyokok a komplex szamsikon elhelyezked6
egységkoron belil vannak, addig a differenciaegyenlet egyenstlya aszimptotikusan
stabil. Altaldnos szabaly, hogy ,n”-ed rendii polinomhoz n+1 szam feltétel tartozik.
Most nézziik az altalanos Jury feltételeket:
(1) F(=1)=0
(2) F(§£ = —1) >0 ha n péaros és F({ = —1) < 0 ha n paratlan
(3) |ao| < a,, azaz ha a legmagasabb foku tag egyiitthatéja 1, ugy a trividlis
megoldés esetén is biztositja, hogy a konstans nulladrend(i tag ne legyen
nagyobb egynél.

Ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor a séma stabil és a névekményi faktorra igaz
lesz, hogy |£] < 1. A tovdabbiakban csak a karakterisztikus polinomot irjuk fel és a
kritérium szamara utalunk.

e Fourier-egyenlet: a polinomot mér levezettiik, nézziik a kritériumokat:

(1) 48L > 0; ez minden esetben teljesiil.

(2) 1+ Z—éé > 0; szintén minden paraméter kielégiti.

(3) At < AT”"Q; a harmadik Jury-kritérium feltételt szab az idélépésre néz-
ve.
¢ Guyer-Krumhansl-egyenlet: tekintsiik a polinomot az a2&2+a,E+ag = 0
alakban, ahol

ag = 1,
At aAt
= = _2- 2 cos(kAz) — 2
ay - AL (2 cos(kAx) ),
At alt At?
aog = 1——+ ¢ 5 (2cos(kAzx) —2) — 5 (2cos(kAz) —2).
T, TAx T,Ax
A cos(kAx) = —1 érték jelenti a szélséértéket, minden esetben ezt vessziik

alapul. Ezt figyelembe véve a kritériumokra kapjuk, hogy:
(1) 225 > 0;

q

12 2T, A
(2) &2 (B -1)+ 4 >a

(3) Az abszolut érték miatt két feltételt kapunk; At — ATQEQ < a.




a3

a2

ai

Qo
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A masik kritérium pedig AT“’CQ (% — ) + At > a, mely gyengébb, mint

a 2. pontban leirt, mivel % < At.
A MCV-egyenletre vonatkozo feltételt @ = 0 mellett kapjuk meg.
e Green-Naghdi-egyenlet: a konstitutiv egyenletbdl a GK esethez képest
hidanyzik a héaram nulladrendd derivaltja, igy nem meglepd, hogy a é—;

paraméter fog hianyozni a polinom egytitthat6ibdl, azaz:

a9 = ]_,
aA
a = —2- TjA:ZQ (2cos(kAx) —2),
aA At?
ag = 1+ Tj ;2 (2cos(kAzx) —2) — - txz (2cos(kAzx) —2).

Igy a stabilitds feltételei:

(1) éﬁt; > 0; vagyis ez egyezik a GK esettel.
7'qu2 A N
() %5 +5 >8 o ,
(3) Az abszolit érték miatt most is két feltételt kapunk; At < a feltétel
kizarja az a = 0 esetet, ami 6sszhangban all a termodinamikai feltéte-
lekkel is. ,
A mésik kritérium pedig Tqﬁf + At > a; most is ez a gyengébb, mivel
At > £t

e Ballisztikus-diffuziv egyenlet: a rendszer 3 egyenletbdl all, igy a polinom
is harmadfoku, egytitthatoi a kovetkezok.

= 1
At At
= = 4+=_3
Tq TQ
At? 2At  2At 2A? At?
= +3 - — . 5+ (2 cos(kAx) — 2)
T,TQ T, 70 T,TQAT T,Az2

At At At? KZAL? A2 [ At
= - -1 — = 1 2 EAz) — 2
+ + (TqTQAx2 T,Az? (TQ )) (2 cos(kAz) )

Az eddig szokésos kovetelményeken kiviil szitkség van még egy negyedik
kovetelményre is, mégpedig:

|bo| > [ba|, ahol by = ‘ o
as

Tq TQ  TQTq

Qg Q1
ap as  Qaz
Jol lathatéan nagyon gyorsan elbonyolédnak a kritériumok, ennél az
esetnél a numerikus kiértékelés javallott. Az els6 3 kritériumot még le lehet
vezetni analitikusan, de a formuldk nem olyan atlathatéak ahogy eddig,
nem szolgéaltatnak tobblet informaciot, ezért ezek kozlésétol eltekintiink.

és b2:

Ezzel a stabilitasvizsgalat végére értiink, a sémak konvergencidja biztositott.



6. FEJEZET

Megoldasok és osszehasonlitasok

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy az egyenletekben szereplo paraméterek mi-
lyen hatast gyakorolnak a megoldasokra. A rendszerek fontos tulajdonsaga, hogy a
paraméterek bizonyos egyiittallasakor vagy akar a koztiik 1évo nagységrendi kiilonb-
ség hatasara visszakapjuk a Fourier-egyenlet megoldasat. Olyan kvalitativ analizist
folytatunk, melyre kisérletet lehet tervezni, vagyis olyan kiilonbségeket keresiink,
mely kisérletileg is megfoghat. A megoldasok elemzését a Fourier-egyenlettel kezd-
jik, ez egy standard karakterisztikat fog jelenteni, az ettol valo eltéréseket fogjuk
keresni.

6.1. A Fourier-egyenlet megoldasai

Ha a dimenzidtlan, hémérsékletre rendezett (98) Fourier-egyenletet vizsgéljuk,
akkor lathatéan az egyenlet nem tartalmaz paramétert. Kizarolag a peremfeltétel-
ben jelenik meg a rendszer egyetlen idoparamétere amitél a megoldas fiigg: a 7a
impulzushossz. Az egyenlet:

o.T = 0,,T. (98)

Felhivjuk ra a figyelmet, hogy ezzel a dimenzidtlanitassal maga 7o tartalmazza a
sziikséges anyagi paramétereket, amibol mindent vissza lehet szamolni egy esetleges
illesztés soran. A legtobb megoldéas esetén a 7o = 0.04 értékkel fogunk dolgozni
Czél és munkatarsai [47] alapjan, ez aldl csak a ballisztikus modell lesz kivétel. Itt
emeljiik ki, hogy egyetlen hémérsékletre rendezett egyenlet sem tartalmazza ilyen
formaban a 7o paramétert. A megoldasokat a 6.1. és 6.2. abrak mutatjak.

A hémérsékletmezd 3D reprezentacidja

BTN

- [N 6

Homérséklet

6.1. dbra. A hémérsékletmezd 3D reprezentacioja a Fourier-egyenlet megoldasanal.
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Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hdmérséklet
i o

Homérséklet

1d6 ’ - " 1ds

6.2. abra. Fourier-egyenlet megoldasa 7o = 0.04 paraméterrel. A tobbi egyenlet
megoldéasat ezzel hasonlitjuk ossze.

6.2. A Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet megoldasai

A Fourier-egyenlet kiegésziil egy idoderivalttal, ennek megfeleléen a hovezetést
csillapitott hullamterjedés formajaban irja le:

TqattT ‘I— 8tT = @mT (99)

A 7, ha tart a nulldhoz, akkor tartunk a Fourier-egyenlet megolddsdhoz. Ha vi-
szont egyre nagyobb a 7, paraméter, anndl inkdbb erésodik a megoldas hullamjellege
(6.3., 6.4., 6.5. abrék) és egy méasodrendii hullamegyenlet megoldasahoz (disszipéacid
mentes GN-egyenlet) tart. Megfigyelheté még, hogy a 7, paraméter novelésével a
jelterjedési sebesség csokken.

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hmérséklet

T

[~}
n

4

£y

Homérséklet

-

°<

1d6 ’ ’ T 1d6

6.3. dbra. MCV-egyenlet megoldasa 7o = 0.04 és 7, = 0.02 paraméterekkel. A
jobboldali dbran mar jol megfigyelheté a hullamszerii terjedés, valamint helyesen

visszakaptuk a rendszer karakterisztikus \/% jelterjedési sebességét.
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6.4. abra. MCV-egyenlet megoldasa 7a = 0.04 és 7, = 0.06 paraméterekkel.

A hémérsékletmezd szintvonalas képe
T T T T T

6.5. abra. MCV-egyenlet megoldésa szintvonalas abrazolasban 7o = 0.04 és 7, = 0.06
paraméterekkel. A héimpulzus visszaverddik, majd kisimul.

6.3. A Guyer-Krumhansl-egyenlet megoldasai

Ahogy eddig is lattuk, a = 0 paraméter visszaadja a MCV-egyenletet, igy ezzel
itt mar nem foglalkozunk. Ahogy ezt a paramétert noveljiik, igy egyre disszipati-
vabb a rendszer, n6 a csillapitas (6.6. dbra). Az aldbbi, (100) hémérsékletre rendezett
egyenletben érdemes észrevenniink, hogy nem csak az eredeti Fourier-egyenlet, ha-
nem annak az idoderivaltja is benne van:

TqattT + 8tT = 8w$T + aathT (100)

Ebbdl kévetkezéen, ha 7, = a, akkor olyan egyenlethez jutunk, mely pontosan a
Fourier-egyenlet megoldésat adja vissza (6.7. abra).

Ha tovabb ndéveljiik a disszipacios paramétert, akkor a rendszer tulesillapitotta
valik, melynek érdekessége, hogy megné a jelterjedési sebesség (6.8. abra). Figyel-
jik meg, hogy ez a tapasztalatunk 6sszhangban all a diszperzids relaciébdl szamolt
csoportsebességgel.



6.4. A GREEN-NAGHDI-EGYENLET MEGOLDASAI 33

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hdmérséklet
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6.6. abra. GK-egyenlet alulcsillapitott (MCV-jellegli) megoldéasa 7o = 0.04;
7, = 0.02;a = 0.001 paraméterekkel. A jobboldali 4brén a hulldmszert terjedés még
kiveheto.

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hdmérséklet
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6.7. abra. GK-egyenlet Fourier-jellegli megoldasa 7o = 0.04; 7, = a@ = 0.02 paramé-
terekkel. Ekkor pontosan a 6.2. 4bran lathaté megoldast kapjuk vissza.

6.4. A Green-Naghdi-egyenlet megoldasai

Bar a konstitutiv egyenletbél nem latszik, a hémérsékletre rendezett (101) for-
mabol lathatéan csillapitott hullaimegyenlettel van dolgunk. Amennyiben a = 0,
ugy a rendszer disszipacidmentes, azonban ezt az esetet a termodinamikai feltételek
kizarjak. A homérsékletre rendezett GN-egyenlet:

TqattT = &mT + d@tmT (101)

A 6.9. dbra egy gyengén csillapitott megoldast mutat. A hémérsékletcsiicsok a
hulldm visszaver6dését szemléltetik, melyet a szintvonalas (6.10. dbra) reprezenta-
ciéval jobban meg lehet érteni.
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6.8. abra. GK-egyenlet ttlcsillapitott megoldasa 7o = 0.04; 7, = 0.02; a = 0.04
paraméterekkel. A homérséklet hamarabb kezd emelkedni, mint a Fourier-egyenlet
esetében (6.2. és 6.7. abrak).

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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6.9. dbra. GN-egyenlet megoldasa 7o = 0.04; 7, = 0.02; @ = 10~* paraméterekkel.
Jol kivehet6 a hullam visszaver6dése és gyengiilése.

Lathatéan a hullam kezd kiszélesedni, vagyis a hullam energiaja eloszlik a térben
az 1d6 mulasaval. Kis mértéki csillapitas esetén az eddigi megoldasok karakteriszti-
kus idejéhez! mérten elég sokiig tart.

A 6.11. és 6.12. abrdk egy olyan megoldast mutatnak, ahol a csillapitds mértéke
az elozoénél joval nagyobb, a hullam gyorsan disszipalodik a térben.

Ha parhuzamosan noveljilk a 7, és @ paramétereket, melyeknek ugyanolyan érté-
ket adunk, akkor kezdjiik kozeliteni a Fourier-egyenlet megoldasat, ezek eredményét
a 6.13. és 6.14. abrak szemléltetik.

Ha a 7, paramétert valtozatlanul hagyjuk és csak az a paramétert noveljik, gy
egy tulesillapitott hullaimot kapunk, mely gyorsan eléri az allandésult allapotat és
gyorsan terjed (6.15. abra).

1Az eddig tapasztalt megoldésoknél az idéintervallum 0-t6l 1-ig tartott, ekkorra mar a rendszer
majdnem minden esetben elérte a stacionarius allapotat. Ebben az esetben pedig egy nagysdgrend-
del tobb idére van sziikség.
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A homérsékletmezd szintvonalas képe
T T pe——

6.10. dbra. GN-egyenlet megoldasa szintvonalas abrazolasban 7o = 0.04;
7, = 0.02; a = 10~* paraméterekkel.

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali h6mérséklet
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6.11. dbra. GN-egyenlet megoldasa 7o = 0.04; 7, = 0.02; a = 0.02 paraméterekkel.

6.5. A ballisztikus-difftiziv egyenlet megoldasai

Fontos felhivni ré a figyelmet, hogy a hierarchikus rendszer tovabbiakban rész-
letezett vizsgalatakor nem vettiink szamitasba minden paramétert, azaz leegysze-
risitettiik a rendszert. Az itt bemutatott ballisztikus-diffiziv modell homérsékletre
rendezett alakja a kévetkezo:

TQTqatttT + (TQ —+ Tq>attT + @tT = @mT -+ (TQ -+ Hz)atme. (102)

Mint lathato, tartalmazza a Fourier-egyenletet, de felfoghaté a GK-egyenlet egy me-
moria kiterjesztéseként is. A 7o idé paraméter nem csak a harmadrendii idéderivalt
egyttthatojaként jelenik meg, hanem masik két tagnal is szerepel. Tovabba érdemes
észrevenni, hogy a csatolasi paraméterek az a paraméterhez hasonléan a disszipaciot
erositik. Ebbol lathatoan reprodukalni lehet az eddig targyalt modellek megoldéasa-
it, viszont nem csak egyszeri paraméter beallitasok mellett, nem elég egyszertien
egyenlévé tenni két paramétert a 7o miatt.

6.5.1. Fourier-tipusii megoldasok
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A hémérsékletmezé 3D reprezentacidja
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6.12. dbra. A hémérsékletmezd 3D reprezentacidja a GN-egyenlet 7o = 0.04;
7, = 0.02; a = 0.02 paraméterekkel valé megoldasanal.

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hmérséklet
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6.13. dbra. GN-egyenlet megoldasa 7o = 0.04; 7, = 0.8; a = 0.8 paraméterekkel.

o Kicsinek” vélasztva a 7g; 7,; k paramétereket, példaként legyen 7o =
7, = k = 0.001, 4gy az egyenletiink az eredeti Fourier-egyenlethez tart
(6.16. abra).

o Az el6z0 esettdl eltéréen legyen most a 7 lényegesen nagyobb. Ekkor a GK-
megoldés altal is reprodukalt, az eredeti Fourier-egyenlet idoderivaltjanak
a megoldasa is szerepet jatszik és szintén Fourier-tipusu lefutast tapasztal-
hatunk (6.17. dbra).

e A ballisztikus-diffiziv modell bevezetésekor? targyalt okok miatt a harma-
dik Fourier-féle megoldas nem reprodukalhaté.

6.5.2. MCV-tipusi megoldasok Ha az egyenlet rendszerben megsziintetjiik
a csatolast a héaram és a héaram arama kozott, vagyis k = 0, akkor a két mennyiség
teljesen fiiggetlen lesz egymastol, a jelterjedés {gy fiiggetlen lesz a 7o paramétertsl®
is, és tisztan MCV megolddsokat tudunk reprodukélni (6.18. abra).

2Lasd: A hévezetési elmélet sltaldnositésa, a hierarchikus rendszer cimii fejezetet.
3L4sd a hiperbolicités fejezetet.
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Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hdmérséklet
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6.14. abra. GN-egyenlet Fourier-jellegli megoldasa 7o = 0.04; 7, = 10; a = 10
paraméterekkel.

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali h6mérséklet
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6.15. abra. GN-egyenlet megolddsa 7o = 0.04; 7, = 0.02; @ = 0.06 paraméterekkel.

6.5.3. GK-tipusi megoldasok Legyen 7o << 7,, ekkor a harmadrendi id6-
derivalt egyiitthatoja is kicsi marad, a vegyes derivalt tag egyiitthatoinal pedig le-
gyen k = 0.25, {gy igaz lesz, hogy x* >> 7. Mivel a keresztcsatoldsi paraméte-
rek szerepe hasonlé a GK-egyenletben latott a disszipacids paraméterhez, igy ezzel
kozelitjik ezt a fajta karakterisztikat. Ebben az esetben egy tilcsillapitott esetet
szemléltetiink a 6.19. abran.

Hasonl6 elgondoléssal egyéb GK-tipust megoldasokat is reprodukalni lehet.

6.5.4. GN-tipusi megoldas Hasonlo jellegii hullamterjedés is reprodukélha-
t6 ahhoz, amit a GN-egyenlet megoldasaindl is lattunk a 7, = 0.7; 79 = 15;
k =19; 7o = 0.04 paramétereket mellett, melyeket a 6.20. és 6.21. dbrédk szemléltet-
nek.

6.5.5. Ballisztikus megoldasok Ezalatt az 2.1. abran lathaté karakteriszti-
kat értjiik, azaz tipikusan olyan megoldasokat kerestink, ahol a két homérsékletcsucs
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Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hdmérséklet
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6.16. abra. A ballisztikus egyenlet Fourier-jellegli megoldasa 7g = 7, = k = 0.001
paraméterekkel.

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali h6mérséklet
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6.17. dbra. A ballisztikus egyenlet Fourier-jellegli megoldasa 7 = 1;7, = k = 0.001
paraméterekkel.

jelen van. Itt fontos szerepet jatszik a lézerimpulzus hossza, mivel jelentosen befo-

lyasolja a ballisztikus jel meglétét, erre példat a kovetkezo két dbra, a 6.22. és a 6.23.
mutatnak.
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6.18. abra. A ballisztikus egyenlet MCV-jellegli megoldasa 7, = 0.02;x = 0.001

paraméterekkel.

Pontonkénti hdmérséklet lefutas Hatoldali hdmérséklet
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6.19. dbra. A ballisztikus egyenlet GK-jellegli megoldasa 7, = 0.02; 7o = 0.001;
k = 0.25 paraméterekkel.

Pontonkénti hdmérséklet lefutas
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6.20. dbra. A ballisztikus egyenlet GN-jellegli megoldasa 7, = 0.7; 7o = 15;
k =19; 7o = 0.04 paraméterekkel.
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6.21. dbra. A hémérsékletmezd 3D reprezentéacioja a ballisztikus egyenlet
7, = 0.7, 79 = 15; K =9; 7a = 0.04 paraméterekkel valé GN-jellegli megoldasandl.

Pontonkénti hbmérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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6.22. abra. A ballisztikus egyenlet ballisztikus-diffaziv megoldéasa 7, = 1.9;
7o = 0.07; kK =0.28; 7o = 0.065 paraméterekkel.

Pontonkénti hmérséklet lefutas Hatoldali hmérséklet
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6.23. abra. A ballisztikus egyenlet ballisztikus-diffaziv megoldéasa 7, = 1.9;
17 = 0.07; kK =0.2; 7ao = 0.12 paraméterekkel.



7. FEJEZET

Kisérletek

7.1. Ballisztikus modellek 0sszehasonlitasa a kisérletekkel

Ebben az alfejezetben a NakF kisérletet vetjiik 6ssze 3 elmélettel:

(1) Dreyer és Struchtrup kinetikus elméleti modellje [4],

(2) Yanbao Ma altal hasznalt komplex viszkozitas modell [21, 24/,

(3) Kontinuum termodinamikai titon szarmaztatott ballisztikus-diffiziv modell

(34].

A fenti modellekben kozos, hogy mind a NaF kisérletek alapjan mérik a modell ,,jésa-
gat”, azonban kiillonb6z0 részletekre helyezik a hangsilyt. Amig Dreyer és Struchtrup
a kvalitativ reprezentaciora helyezi a hangsilyt, addig Ma méar kvantitativ egyezést
kap. A dimenzidtlanitast a NaF 13 K hémérsékleten jellemz6 anyagi paramétereire
[59] végezziik el, melyek az aldbbiak:

kg 44
—=; ¢=2.T714 ——; A = 20500 — 103
m3 ) c k:gK I mK Y ( )
ahol p a stliriiség, ¢ a fajhd és \ a hdévezetési tényezd. Dreyer és Struchtrup mas
lézerimpulzus szélesség (At;) és minta szélesség(L;) paramétereket hasznal, mint Ma
(Aty és Ly) a Jackson - Walker kisérletek reprodukéldséra, pont az elébb emlitett
eltérés miatt, de nagysagrendileg megegyeznek.

p = 2866

Aty =107"s; Ly = 6.26mm; Aty =2.4-10""s; Ly = 7.9mm (104)

Ezek alapjan a teljes dimenziotlanitas elvégezhetd. A cikkekben adottak a relaxacios
idék, a x paramétert pedig a megfeleld jelterjedési sebességhez kell allitanit. El6szor
nézziik a Dreyer - Struchtrup kinetikus modelljével valé Osszevetést. A karakterisz-
tika aminek a reprodukaldsa a célunk, a 7.1. abran lathato.

A 7.2. dbra mutatja a mi eredménytinket. A kinetikus elmélettel vald dsszevetés
megmutatja, hogy a kozegre jellemz6é hangsebességet az alabbi 6sszefiiggés adja meg
dimenzidés és dimenzidtlan formaban:

= [22, :f (105)
Tq Tq

ahol ¢ a dimenzids, ¢ a dimenziétlan hangsebesség, o a hodiffuzivitas, mely az anya-
gi paraméterek alapjan szintén adott, 7, pedig a hdaramhoz tartozo6 relaxacios idé.
Ezt felhasznalva a hangsebesség értéke ¢ = 2724.3™. Ezaltal a x paramétert be
lehet allitani oly médon, hogy visszakapjuk a hangsebességet. Fontos tijra megem-
liteni, hogy a kinetikus elmélet csak N = 30 egyenlet mellett adja vissza helyesen
a terjedési sebességet, nekiink is ehhez kell igazodni ha Dreyer és Struchtrup ered-
ményét szeretnénk reprodukélni. A k paramétert az alapjan allitottuk be, hogy a

1Ebbé] a szempontbdl a hiperbolicitds vizsgalata alapvetd jelentdségii.

41
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7.1. abra. Dreyer és Struchtrup altal megoldott kinetikus modell a 7z = 10.4At;
T = 2.1At dimenzids paraméterekkel, ahol At az impulzus szélessége [4].

Hatoldali homérséklet
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7.2. dbra. A mi modelliink megoldéasa a 7, = 0.068; 79 = 0.0137; x = 0.102;
7a = 0.0065 dimenziétlan paraméterekkel.

megfelel6 dimenziétlan idopontban érzékeljiik a ballisztikus jelet, ebben az esetben
ez Fo = 0.196. Osszegezve a paramétereinket:

7, = 0.068; 7o = 0.0137; & = 0.102; 74 = 0.0065. (106)

A modelliink reprodukalja Dreyer és Struchtrup jelterjedési sebességeit [4].
Nézziik most Yanbao Ma adatait [24]. Megadja a relaxaciés id6 adatokat, vala-
mint a hangsebességet is amivel szamol:

Tr = 0.937us; 7v = 0.338us; — 7¢ = 0.248us; c = 3187%. (107)



7.1. BALLISZTIKUS MODELLEK OSSZEHASONLITASA A KISERLETEKKEL 43

(c) @
MK 11.0 °K

Pulse Height
; o
@
e
Pulse Height

1 1 1 i R | | A FERES FRuws Feww i
1 2 3 4 5 6 7 1 2 5 6 7
i ime (L SEC) Arrival Time (|

=
Z
0

N

7.3. dbra. Yanbao Ma illesztése; baloldali képen a mért eredmények, a jobboldali
képen pedig az illesztett gorbéi lathatoak [24]. Ezek kozil szamunkra a kék szinnel
jelzett, 13 K-hez tartozé gorbe a relevans.
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7.4. abra. A ballisztikus-diffiziv modell illesztése a 7, = 0.039, 7o = 0.007,
A = 0.01, k = 0.04 paraméterekkel. A gorbe karakterisztikaja helyes, de a balliszti-
kus terjedési sebesség nem egyezik, F'o = 0.12-nél kellene kezdodjon a felfutas.

A 7.3. abra Ma eredményeit mutatja, melyek koziil a 13 K-hez tartozo gorbét kell
tampontnak venntink. A ballisztikus-diffiziv modellel torténd illesztés eredményét
a 7.4. abra mutatja. A gorbe karakterisztikaja egyezik a mért adatokkal, ellenben a
terjedési sebességet nem helyesen adta vissza. A dimenzids paramétereink:

7, = 0.937us; 7 = 0.168s; ¢ = 1849%. (108)

Sem a Dreyer-Struchtrup modellben, sem Ma modelljében nem egyértelmii a
hatoldali peremfeltétel. Az altalunk hasznalt adiabatikus peremfeltétel helyett nem
vildgos, hogy a kisérleti feltételeknek mi felelne meg jobban.
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7.2. Tovabbi alkalmazasok

e A ballisztikus-diffuziv modellek alkalmazasa nem korlatozédik az alacsony
hoémérsékletit hévezetési jelenségek leirdsara. Fontos alkalmazasi teriiletet
képviselnek a nanométer méretii elektromos eszkozok is. A hdelektromos
hatas egytitt jar a hovezetési tényezd valtozasaval is, ami nagyban befolya-
solhatja az eszkoz hatasfokat, miikodoképességét [60).

e A kinetikus modellel valé Gsszevetés megmutatta, hogy a kozegre jellemz6
hangsebesség a hovezetési tényezovel is kapcsolatban all. Mechanikai alak-
valtozasok figyelembevételével a helyzet tovabb bonyolddik, a viszkozités is
szerepet, fog jatszani [61].

e Figyelmet érdemel a Knudsen-szam fiiggé hovezetési egyiitthatéval valo le-
irasmod. Amikor a minta karakterisztikus hossza egy nagysagrendbe esik
a kozepes szabad uthosszal?, akkor a ballisztikus terjedés jatszik szere-
pet. Alvarez és Jou megmutattdk [62], hogy a Knudsen-szdm hévezetési
egyltthatoban torténo figyelembevétele a MCV-egyenletben jobb kozeli-
tést eredményez, mint a szokasos megoldasai a MCV-egyenletnek. Ekkor
Chen [13] cikkében emlitett héaramoszcillacié megszintethetd, tovabba a
Fourier-egyenlet helyett a ballisztikus-diffiziv modellhez fog konvergalni a
hoéaram nagy idéintervallumot tekintve.

7.3. Az EGR-kisérlet kiértékelése

Elozetes mérések alapjan 2014. junius 3-an az Energetikai Gépek és Rendsze-
rek Tanszéken Both Soma (mérés), Gréf Gyula (kalibracid) és Van Péter (minta
el6készités és mérés) végeztek kisérleteket makroszképikus nem-Fourier hévezetés
észlelése céljabol.

Fourier-jellegti hoterjedéstol varhatéan nem csak akkor tapasztalhatunk eltérést,
ha alacsony, néhany K hémérsékleten vizsgaljuk az anyag tulajdonsagait, hanem in-
homogén Osszetételli anyagok esetén is [63, 64, 65]. A modelljeink effektivek, vagyis
az egyenletekben szereplé anyagi paramétereink Osszességében jellemzik az anyag
inhomogenitasat is. A kisérletekhez elsésorban réteges szerkezet mintak késziiltek,
mivel ezeket konnyebb legyartani és a komponensek is ismertek. Tobb kisérlet ké-
sziilt, ezek kozil most csak egyet néziink meg részletesebben.

Ez a minta 16 rétegbdl all, dsszesen 8 réteg, 180 g-os papir és 8 réteg aluminium
folia koveti egymast felvaltva, a minta teljes vastagsaga 3,35 mm. A kisérlet felépitése
megfelel az eddig targyalt numerikus szimuldcidknak. Az aldbbi, 7.5. abran lathato
az impulzus alakja, mely bar eltér a szimulacidkban alkalmazottol, a peremfeltételek
targyalasanal emlitett okok miatt alkalmazhatd. A 7.6. dbran a mért homérséklet
lathaté az ido fiiggvényében. Mivel ez a gorbe a trigger jeltdl indul, igy a szimu-
lacidval vald Osszevetéshez az origoba kell tolni. Kévetkezo 1épésként az egyenstlyi
homérsékletre kell normalni, azaz tgy kell leosztani a gérbe minden pontjat, hogy
az egyensulyi hémérséklet egynél legyen.

Ez a mérési eredmény azért érdekes, mert egyrészt nagyon gyors a hémérsék-
let felfutds, masrészt azonnal az elején mintha lathato lenne egy kiugrd ,piap”. A
gyors, azonnali homérséklet emelkedés tobb mas mintanél is megfigyelhetd volt. Az

2Egy részecske dltal két iitkozés kozott dtlagosan megtett it. A Knudsen-szdm a kdzepes szabad
uthossz és a minta karakterisztikus hoszzanak az aranya.
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7.5. abra. A kisérletben hasznalt jelalak.

Hatoldali homérséklet

Hémeérséklet [°C]

7.6. 4bra. A minta hatfalan mért homérséklet értékek.

illesztést el6szor a Fourier-egyenlettel kezdjitk a hédiffizivitas megéllapitasara, mi-
vel ebben az esetben ez az egyetlen illesztend6 paraméter. A t6bbi modell ennek
értékét orokolni fogja. Az illesztést masik két modellel is elvégzem, az egyik a GK-
egyenlet lesz a masik pedig a ballisztikus-diffiziv rendszer. Ezzel a két modellel
befolyasolhato a jelterjedés sebessége, ugyanez a Fourier-egyenletrél nem mondhaté
el. A MCV- és a GN-egyenletekkel itt nem foglalkozunk. Az illesztések josdgat az
abszolut hibaval szemléltetjiik és a négyzetes eltéréssel jellemezziik:

X = ﬁ (109)

ahol x jeloli a négyzetes eltérést, Ax a szamitott és a mért értékek kozotti eltérést,
az 1 index pedig a mérési pontokra vonatkozik. Az Osszegzés az 6sszes mérési pontra
vonatkozik.
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7.3.1. Fourier-egyenlet illesztése A hddiffuzivitas paraméterét allitva eld-
szor dimenzidtlanitottuk a mért értékeket, majd szamoltuk a hémérsékleteloszlast.

Ebben az esetben )

a=159-10""" (110)
s
bizonyult a legjobb értéknek, ezt a tobbi modell is 6rokolni fogja.

Hatoldali homérséklet

Hémérséklet

7.7. 4bra. A minta hatfaldn a mért és szamolt hémérsékleteloszlas dimenzidtlan
formaban. A piros gorbe mutatja a szamitott értékeket.

A 7.7. dbra mutatja az illesztés eredményét, a piros gorbe a szamitott értékeket.
Lényeges eltérés a mérés elején mért értékekhez képest tapasztalhatd, a Fourier-
egyenlet szerint a jelfelfutds késébb indulhat meg, mint ahogy azt a mérés mutatja.
Ez jol latszik a 7.8. abran is.

b
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. “J“ /MM\ W’r“t’flﬂ‘“ﬁ jAHﬂ' i |

| AR

7.8. dbra. Az abszolit hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az atlagos
abszolit hibat jeloli (£ = 0.054). A négyzetes eltérés pedig x = 2.254.
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7.3.2. Guyer-Krumhansl-egyenlet illesztése Ebben az esetben befolyasolni
tudjuk a jelterjedés sebességét a disszipacios paraméterrel. Ekkor olyan megoldas is
eléallithatd, melyben a hatoldali hémérséklet felfutds szinte azonnal megindul (7.9.
abra). A felhaszndlt paraméterek:

2
a=159-10""""; 7, = 0.141s; a = 2.244 - 10""m?, (111)
S

Hatoldali homérséklet

Hoémérséklet
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7.9. abra. A minta hatfalan a mért és szamolt homérséklet eloszlas dimenzidtlan
formaban. A piros gorbe mutatja a szamitott értékeket.

Abszolit eltérés
0257 -emmeee [ [ e [ [

e s e o
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Hoémeérséklet

7.10. dbra. Az abszolit hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az atlagos
abszolut hibat jeloli (E' = 0.0442). A négyzetes eltérés pedig x = 1.75.

Figyeljiikk meg, hogy ilyen paraméterbedllitas mellett a megoldasban nem jelent-
kezik a GK-tartomany egy masik jellegzetessége, a ,sarkosodas”, azaz a hémérsék-
letfelfutds nem meredeken indul [34]. A gyors jelterjedésnek koszonhetéen a mérés
elején 1év6 hirtelen hdmérséklet emelkedéshez jobban illeszkedik (7.10. dbra), ebbdl
eredGen jobb illesztés érhet6 el a GK-egyenlettel, mint a Fourier-egyenlettel.



7.3. AZ EGR-KISERLET KIERTEKELESE 48

7.3.3. Ballisztikus-difftiziv modell A célunk a mérés elején lathato ,pup”
reprodukalasa volt, erre a masik két modell nem képes. A paraméterek:
2

a=159-10"""—; 7, = 0.21s; 7o = 0.28s; K = 0.155. (112)
S

Hatoldali homérséklet

Hoémeérséklet
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7.11. 4bra. A minta hatfaldn a mért és szdmolt hdmérséklet eloszlas dimenzidtlan
formaban. A piros gorbe mutatja a szamitott értékeket.
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7.12. abra. Az abszolit hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az atlagos
abszolit hibat jeloli (E = 0.0459). A négyzetes eltérés pedig x = 2.035.

A 7.11. dbran lathaté megoldasban bar sikeriilt a mérés elején tapasztalhatd
,pupot” reprodukalni, a keskeny impulzus szélesség numerikus hibat okozott, ezért
tapasztalhatd az oszcillacié. Ebbdl kifolydlag a hibaeloszlas (7.12. dbra) ebben a
tartomanyban nem fedi a modell valos illeszthetéségét. Ennek ellenére kozel azo-
nos az atlagos hiba mértéke, mint a GK-egyenlet esetében. Az utébbi két modell
kedvezobb karakterisztikat tudott reprodukalni, amik 6sszességében jobb illesztést
eredményeztek.



8. FEJEZET

Osszefoglalas

A dolgozat els6 felében részletesen ismertettiik a hierarchikus rendszer szarmaz-
tatasat és kapcsolatat a kinetikus elmélettel. Ellenoriztiik az egyes rendszerek hi-
perbolicitasat, a jelterjedési sebességeket is megallapitottuk. Tovabbi vizsgalatokat
végeztlink a diszperzids relacidkon keresztiil az egyes paraméterek szerepének feltér-
képezésére, szintén a jelterjedési sebességre fokuszalva. A megallapitott tulajdonsa-
gokat is felhasznaltuk a megoldasok elemzésében. Lattuk, hogy a ballisztikus-diffuziv
modell képes reprodukalni a Fourier-, a MCV-, a GK- és a GN-egyenletek megolda-
sait. Ezen feliil tartalmazza a ballisztikus hovezetési jelenséget is, melynek kiilonleges
jelentOsége van nanorendszerek esetén.

Részletesen elemeztiik a modellek megoldasara alkalmazott numerikus eljarast,
bizonyitottuk a stabilitdsat és a konvergencidjat. Tovabbi lehetOség a séma fejleszté-
se, a mesterséges numerikus diszperzié csokkentése lehet. Ezzel csokkenne a sziiksé-
ges térlépések szama, azaz csokkenne a séma szamitasigénye. Ezzel szorosan 0ssze-
fiigg a séma pontossaga, illetve a pontos megoldashoz valé konvergencia sebessége.

Az alkalmazasi tertileteken beliil részletesen elemeztiik a NaF-on alacsony hémér-
sékleten végzett mérési eredményeket. Dreyer és Struchtrup altal szamolt eredményt
pontosan visszakaptuk, azonban lattuk, hogy Yanbao Ma paramétereit felhasznalva
a terjedési sebességet nem ugyanugy adja meg. Ez tovabbi vizsgalatokat igényel,
ugyanis Ma mas modellt hasznal, nem feltétleniil lehet egyenesen megfeleltetni egy-
méasnak az anyagi paramétereket.

Az EGR-kisérlet kiértékelése alapjan elmondhaté, hogy a GK-egyenlet redlis mo-
dell lehet inhomogén anyagok modellezésére. A jelterjedési sebesség jol kezelhetd és
realisabb eredményt kaptunk, mint a Fourier-egyenlet megoldasaval. A ballisztikus-
diffuziv egyenlettel a megfigyelt (de nem tilsdgosan kiugrd) ,pupot” is modellezni
tudjuk. Ez a jelenség a makroszképikus ballisztikus terjedés elsé megfigyelése lehet.
Oka nem lehet a masodik hang. Természetesen tovabbi kisérleti és elméleti vizsga-
latokra van sziikség ebben az iranyban. A mesterséges oszcillaciok miatt az illesztés
josdgara nem mondhatunk biztosat, pontosabb sémaval az éles ugrasoknal jelentkezo
hibédkat elobb meg kell sziintetni.

A ballisztikus-diffiiziv modellnek {6 alkalmazasi teriilete azonban a nanoeszko-
z0k megfelel6 modellezése. A héelektromos hatéds, a mechanikai deformaci6, mind
hatassal vannak a hovezetésre, a ballisztikus jelterjedésre. Tovabbi kutatasi leheto-
ség a mechanikai modellekkel valé kapcsolatanak részletes feltérképezése, példaul a
deformaciokkal valé csatolt modell létrehozéasa, melyben az akusztikai és relaxacios,
reologiai jelenségek foszerepet kapnanak. Ezzel parhuzamosan valtozna a hofesziilt-
ségek lefrasdnak modja is [66, 36, 67].
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9. FEJEZET
Koszonetnyilvanitas

Nagyon halas vagyok Van Péternek, aki jo meglatasaival, tiirelmével és rengeteg
munkéval jarult hozza a dolgozat elkésziiltéhez.

Koszonet illeti Fiilop Tamast a IfTEXprogram hasznalatahoz nytdjtott segitségé-
ért és a numerikus séma alapotletének felvetéséért.

Ko6szonom még Czél Balazsnak és Grof Gyulanak az értékes észrevételeiket és
tanacsaikat.

Edesanydmnak és Edesapamnak is szeretnék koszonetet mondani, amiért 4ldo-
zatot hoznak a tanulmanyaim érdekében és megteremtik szamomra a sziikséges ko-
riillményeket ehhez.
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