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A statikus fazorok

A fazor olyan vektor, ami o sebességgel forog egy ugynevezett komplex sikon.
Ugyanazon a sikon egyszerre két eltérd tipusu elektromos mennyiség fazorja is
abrazolhato. Ily modon beszélhetiink fesziiltség €s dramfazorokrol. Az id6ben egyenletesen
valtozo AC jelalaknak tehat egy forgo fazor felel meg, ami a komplex sik valds tengelyére
vetitve €s idovel ardnyosan, horizontalisan eltolva egy szinusz hullamot fog eredményezni.
(1.4bra)

A fazorokat jellemezi:

A nagysag (abszolut értek)

A forgasi sebesség, korfrekvencia ()
A megfigyelés nulla idSpillanataban a fesziiltségfazor fazishelyzete (3)

A fesziiltség és dramfazor egymashoz képesti fazishelyzete. (¢)
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1. abra

Komplex sikon forgo fesziiltség és aramvektorok, és vetiiletei a valos tengelyre t=0

idopillanatban



A fazor nagysaga
A vektor nagysaga a vektor abszolut értékébdl Pitagorasz-tételével szamithato ki, ami a
vektor x €s y irdnyu komponenseinek atldja. A fazor nagysaga a vektor V2 -vel képzett

hanyadosaval egyenlo.

A vektorok forgési sebessége

Egy adott mennyiséghez tartozo6 fazor 1 periddus alatt o korfrekvenciaval 1-t fordul. Egy
tobb felharmonikusbol allé periodikus jel esetében az n. felharmonikus 1 periddus alatt n-t
fordul tehat szogsebesség nw. Ha ezeket a kiilonb6zd sebességgel forgd vektorokat
Osszeadjuk az eredd csucsvektor altal leirt gorbe valos tengelyre mért vetiilete a periodikus
nem szinuszos gorbét adja. A fazorokat a korabban elmondottak szerint a csticsvektorok
V2 -vel képzett hanyadosaval kapjuk meg. Az elmondottakat illusztralja 2. dbran lathaté

négy felharmonikusbol 4llo dsszetett vektorpar.
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2. abra
Négy felharmonikust tartalmazo daram és fesziiltségvektor, és vetiiletei a valos

tengelyre t=nt idopillanatban

A fesziiltségfazorok fazishelyzete



A fesziiltségtazorok fazishelyzete a 0 idépillanatban a fazorvektornak a valds tengellyel

bezart szogét jelenti.

A fesziiltség és dramfazor fazisszoge.

Energiat tarolod elemeket tartalmazo halozatokra idében allanddan valtozo AC jelet adva, a
fizikai val6sag azt mutatja, hogy a két 6 elektromos tényez0, a fesziiltség €s dramerdsség,
nincsenek egymassal fazisban. A ¢ fazisszOg nagysaga a fesziiltég és dram fazorvektorok
egymassal bezart szoge komplex sikon. Az idétartomanyban dbrazolt szinuszos jel
esetében a fesziiltég és aram egymashoz képest idoben el van tolva, tobb felharmonikust
tartalmazo Osszetett jel esetében onnan lehet latni hogy a fesziiltség és d&ram egymashoz

képesti nincs fazisban, hogy a fesziiltség és aramgorbe egymassal nem aranyos.

Statikus fazorokrol akkor beszéliink, ha a fazort jellemzd, elobb ismertetett négy tényezo
idében allando6 vagy relative lassan valtozik egy masodpercenként 50-t forgo rendszerhez

képest.
AC szinuszos mennyiségek ido alapu abrazolasa és kiszamitasanak modjai

Kiindulasul az AC fesziiltség és aram altalanos leirdsa:
u(t)=+/2 U(t)[cos(wt+5(t)]
i(H)=/2 I(t)[cos(ot+3(t)—d()]

ahol U és I a fesziiltség €s aram effektiv értéke, V2Ués V21 pedig fesziiltség és aram
csucsértekei. Statikus fazorok esetén U(t)=U, I(t)=I, o6(t)=0, ¢(t)= ¢. Statikus esetben az
egyediili idében valtoz6 tényez6 az wt. A fesziiltség és aram amplitudé idobeli lefolyasa

egy S0Hz szinuszoid jelet mutat.
Pillanatnyi teljesitmény

Egy A-A" keresztmetszeten fellépd pillanatnyi teljesitmény a pillanatnyi aram és fesziiltség

szorzata:

P(ty=u(®)i(t)



A pillanatnyi teljesitmény ortogonalis felbontassal két részre bonthatd, valos és reaktiv

pillanatnyi teljesitménykomponensekre:

PO=p®)+q(®)

Pil—
piti—
it —

3. abra

A pillanatnyi teljesitmény felbontasa valos és reaktiv

pillanatnyi teljesitmény-isszetevékre (¢=45")

Ahol
p(t)=UI cos ¢[1+cos 2(mt+0)]=a(t)UI cos ¢
és

q(t)= UI sin ¢[sin 2(wt+3)]=L(t)UI sin ¢

Ahol a és B szinusz fliggvény frekvenciaja az alapfrekvencia kétszerese. (4.4bra)
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4a. abra 4.b abra

Valos és reaktiv szinuszos teljesitmény kiilonbozo fazishelyzetek esetében
Ha integralunk egy periddusnyi pillanatnyi teljesitményt, akkor az atlagteljesitményt

kapjuk

1 T
P ! P, dt

azaz

1 T
P:?J.l/l(t)l.(t)dt

0

p(t) pillanatnyi valos teljesitmény periddus-integralja P

q(t) pillanatnyi reaktiv teljesitmény periodus-integralja nulla.
Teljesitménykomponensek energiaatvitele

Az 1d6 fiiggvényében torténd energiaatvitel valos és reaktiv teljesitménykomponensek

esetében:



wp(t)= j p(t)dt =UlI cos ¢ (t + Lsin 2(wt + 5)] -wp(0)
0 20

wq(t)= jq(t)dt = -LUI sin ¢ cos 2(wt+3)-wq(0)
7 20

A két fliggvény idObeli lefolydsa a 5. dbran lathato

6 1
1-fazis
4
3-fazis
2
-1| walt)
U=t =1 ¢=0° U=1 I=1 $=90"
Sa.abra Sb. abra

Idoben torténd valos energiaaramlas, és a reaktiv energia oszcillacio egy fazisu és

haromfazisu esetben.

A valos wp(t) és reaktiv wq(t) energiakomponensek [akarcsak p(t) és q(t)] meglehetdsen
eltérd természetiiek.

A wp(t) egy egyiranyu energiadramlast jelképez, ami egy A-A" keresztmetszeten balrol
jobbra halad p(t) mennyiséggel. Ezt aztan felhasznaljak, (pl. vilagitds mechanikai energia)
ez vissza nem alakithato energia. A 4a. dbran lathat6 hogy p(t) mindig pozitiv, jelezve az
egyiranyu energiadramlast, a 5a. abran lathat6 az idében folyamatosan gyiilekezo
energiamennyiseég.

A wq viszont egy olyan energia, (4b dbra besatirozott teriilet) ami a 5b. dbran latato
nagysagu energiamennyiségeket képez az A-A" keresztmetszeten elfoglalt a megfigyelési

pontunkhoz viszonyitva. Ennek az energidnak az atlaghozama peridédusonként nulla. Az A-

-8-



A’ kereszetmetszettdl balra képz0do kapacitiv jellegii tarolt energia negativ eldjellel,
ataramlik az A-A" keresztmetszettdl jobbra ahol méagneses pozitiv eldjelii tarolt energiava
alakul, majd visszafolyik és ezt a hintazast félciklusonként ismétli. Ez tehat egy

visszaalakulo energiafajta.

Valos vagy aktiv teljesitmény (P)

Mint azt lathattuk a 4a abran, p(t) értéke mindig pozitiv ha
o<=m/2 ¢s igy fluktual 0 és 2UI cos (¢) csticsérték kozott 100 Hz-1, minden 50 Hz-es

ciklusban

P=UI cos ¢

id6atlaggal ahol cos(¢) a teljesitménytényezd. A p(t) altal okozott energiagytijtés

monoton, Iépésenként ismétlodd ahogy az lathato a Sa dbran.)

Megallapithat6 hogy a P egy valos fizikai allando atlaga teljesitmény, amely valos,

tarolt energiat tovabbit A-A" jobboldalara. Ezért P-t helyesen nevezhet6 valds
teljesitménynek.

Mivel a legtobb energetikai eszkdz nem fog reagélni észrevehetéen 50 vagy 100Hz
tempodban, ezért allandosult allapotban az egyediili fizikailag értelmezheté mennyiség, a
konstans atlagteljesitmény.

A teljesitményéaramlds iranyat +-P-vel definialjuk, egy jellemz6é dnkényesen megvalasztott,

A-A’-hoz rendelt irdnyhoz képest.

Meddd, vagy reaktiv teljesitmény (Q)

A q(t) reaktiv teljesitmény egy szinusz hullam, ami 100Hz-1 leng, de nulla atlagt, ezért
nem kozvetit energidt (n-szer 50 Hz-s idéegységeket véve alapul) A-A" keresztmetszeten
at. Ennek ellenére ezt a komponenst nem lehet ignoralni, mivel ez meghataroz egy
pillanatnyi idében nem nulla mennyiséget, aminek csucsértéke UI sin(¢). igy q(t)-t az

energiatovabbitds soran figyelembe kell venni reaktiv teljesitményként,

Q=UTI sin(¢)



amplitadoval. A P-hez viszonyitott Q-t meghatarozza a teljesitménytényezd ¢ szog a [2.16]
¢s [2.17] alapjan.

El6jele, amit a sin(¢) eldjele hatdroz meg, azt jelenti, hogy A-A" melyik oldala nett6
induktiv (Q<0) és melyik nett6 kapacitiv (Q>0) az A-A’-ban elfoglalt poziciobol nézve.
Megjegyzendd, hogy a barmilyen keresztmetszet két oldala eredendéen mindig egyenld
nagysagban fog nett6 induktivnak és netté kapacitivnak latszani. igy a Q-hoz kapcsolodo
energia oszcillal a kapacitiv és induktiv tarolt energia kozott. A legfontosabb kiilonbség
tehat, hogy P folyik, a Q oszcillal.

Lehet, hogy helyes reaktiv teljesitményfolyamrol beszEélni, amig van egy megallapodas a
teljesitménytényezd ¢ szog jelentésének szempontjabodl, figyelembe véve a referenciairanyt
A-A'-n keresztiil, és Q alapvetd oszcillacios természetét nem felejtjiik el. Igy P és Q két
eltéro jelenség, ami definidlja a p(t) €s q(t) pillanatnyi aramlast, amik viszont a P(t)
pillanatnyi értékeit teszik ki, €s viszont. Ez az allapot hatarozza meg az u(t) és i(t)

pillanatnyi értékeit.

Fazor-definialas szinuszos jelekre

Legyen z egy altalanos mennyiség, ami kifejezi u(t)-t és i(t)-t.
Ekkor z id6tartomany szerinti kifejezve:

7(t) = z cos(wt+C)

z fazordefinicioja:

Plz(t)] =ze’* =z

A fazor inverz transzformaltja

P!z =Re(ze’™)=Re(ze’ /) = z(t)

A definici6 szerint z tehat egy fix vektor 0-hoz viszonyitott C fazisszoggel, ami

e’ sebességgel forog a komplex sikon.

A pillanatnyi fesziiltséget és aramot kifejezhetjiik ebbdl a sémabol:

u(t)=Re(v/2 U e’ ) =Re(+/2 Ue”’ /) = \/2 U cos(wt+d)

-10 -



=2U (=5
i(t)=Re(2 T e’™)=Re(v2 Ie” e’ ) = 2 1 cos(wt+5—p)
=21 £=5—0

Ha t=0 akkor ot=0 azaz e’“ =1 akkor a vektor helyzetét kapjuk 0 idépillanatban
P [u(t)] = Ue’’=U,
P'U, = Re(U, ) =Re(Ue”)

u(t)= Re(+/2 Ue”* ) =4/2 U cos(wt+8)

Pli(h] =le”*=1,
P 1, = Re(I,)=Re(le” ™)

i(t)= Re(v/2 Ie ® ) =42 T cos(mt+5—¢)

Az U és I effektiv értéket, a v/2 U és +/2 I csucsértéket jeldl.

C kapacitasba befolyod dram fazorral kifejezve:

. du(t)Y — U,

Plic(t)] =P | =2 |=1. = =<

[ic(t)] ( dt] c T X,
— 1
ahol X, = ——
joC

L induktivitason mért fesziiltség fazorral kifejezve

of,diO)_— _
Pluc(t)] P(L dt] U,

~

LXL

ahol ATLZj(oL

A teljesitmény fazorral torténé értelmezése

Definaljuk a komplex teljesitményt az alabbi médon:

] Q=Im[U I °]
ahol a * jelzi a konjugalt komplex valtozot.

-11 -



A komplex teljesitmény koncepcioja egy szerencseés véletlen eredménye.

P-nek és Q-nak fizikai jelentése van, miszerint P teljesitmény folyik keresztiil egy A-A"
keresztmetszeten, Q amplitidoji az A-A" keresztmetszet két oldala kozotti energiacsere
mértéke. Egyik oldala az A-A" keresztmetszetnek eredendden induktiv, a masik kapacitiv.
Berakva egy kitalalt S vektorba a komplex sikon, P és Q kényelmesen kiszamithatoak.

A komplex teljesitményvektorhoz hiba volna valamiféle fizikai mértékegységet tarsitani.
Matematikai transzformacional nincs minden kifejezésnek automatikusan fizikai jelentése.
A latszolagos teljesitmény hibrid médjara tartalmazza a fizikai jelentéssel bir6 de

egymasto6l fliggetlen P és Q transzformaltakat, amit a komplex sikon vald szorzas

szerencs€s modon tdmogat. Tovabba, az U, I * kivalasztasa teljesen dnkényes, U*és I
ugyanugy elfogadott. Ez azon mulik hogy a reaktiv teljesitmény kapacitiv vagy induktiv
tagjat vessziik e negativ eldjellel. Mindkét valasztas egyforman elfogadhatd, mivel nincs

fizikai tény, amely megszabna a valasztast.

A komplex S teljesitményvektor nagysaga a latszdlagos teljesitmény:

S=,P+0°’

A latszolagos teljesitményhez rendelt mértékegység MVA. Mivel a komplex S vektornak

nincs fizikai jelentése ezért az S nagysagat jelentd latszolagos teljesitmény esetében is ez
a helyzet. Mégis gyakran hasznaljak a gyakorlatban szemléletes mértékként a fesziiltség és
aram kombinacidjaként, megadott névleges fesziiltségszintli késziilék esetében.

Nem-szinuszos periodikus jelek id6 alapu abrazolasa és kiszamitasanak modjai

Az n darab felharmonikust tartalmaz6 pillanatnyi fesziiltség €s aram definicidja:

u(t)=k§:\/§Uk cos(kot+5 ) = kf‘:uk(t)

i(t)zkfﬁlk cos(kot+8 , -4, ) = kf‘:ik (t)

Ez nem mas, mint a fesziiltség ¢és aram idofiiggvény kiterjesztése tobb frekvencias jelre.

-12-



Ahogy el6zdleg is, a pillanatnyi teljesitmény ataramlik egy A-A’ keresztmetszeten:

PO=u®)i(t) =p(t)+q(t)

A pillanatnyi teljesitményt tobb felharmonikus fesziiltség és dramszorzat 6sszege alkotja,
amik egymasra kolcsonhatassal vannak. Szét lehet valasztani az egymassal azonos
frekvencaju fesziiltség és aramkomponensek kdlcsonhatasainak 6sszegét az egymastol
eltérd frekvenciaju fesziiltség €s aramkomponensek kdlcsonhatasainak 6sszegétol, és az

egyes komponenseken beliil azokat tovabb lehet bontani valds és reaktiv komponensekre:

PO =Py () + P, (0 + P, (0

Pu®=pu®+q,® =

:Z U,I,cosp, [l +cos2(kot+ 6,)]+U,I, sing, sin2(kwt+ 5,)
k

Pl (=D, O +q, O =

:Z Z U, I, cose, cos[(ko+mo)t+ (5, +35,)]+
k

m,m#k

+U, 1, sing, sinf(ko+mo)t + (5, + 5,)]

P, =p,, 0 tq,, 1 =

=Y D U, 1, cos,cos[(ko - mo)t+ (5, - 5,)]+
k

m,m#k

+U, 1, sing, sinf(ko - mo)t+ (8, - 5,)]

Eszrevehet6, hogy a kifejezés bonyolultsaga ellenére P(t) pillanatnyi teljesitmény P

atlagértéke csak egy PZZU 1, cosp, tényez6tdl fligg. Az sszes tobbi tényez6 atlaga
k

nullat eredményez, kifejezik a pillanatnyi teljesitmény azon komponenseit, amelyek nem
vesznek részt a teljesitményaramlasban az 1/50 iddegység egész szamu tobbszordseire vett
egységekre vonatkozolag. Ezt a harom egyenletet a felharmonikusok egymassal valo

kolesonhatasaként lehet értelmezni.
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A P,, (t) a szummajel alatt 6sszegezve jelenti az egyes felharmonikusok hozzajarulasat a
pillanatnyi teljesitményhez, mintha fliggetlenitve lennének a tobbi felharmonikustol. A

P, (t) és P, (t) a dulpa szummajel alatt az egyes felharmonikusok egymas kozott
kolcsonhatasat jelenti. P, (t) és P, (t) szétbonthatd tovabbi komponensekre, p,, (t) -re
ami frekvencianként az egyedi frekvenciak kolcsonhatasainak osszege, €s p, (t)-re amely
frekvencianként az egyes frekvencidk kolcsonhatasainak kiilonbsége. Tovabba P (t) és
P, (t) tagokban észre lehet venniap (t) ésp,, (t) tagokat, amik cos(¢)-vel szorzoédnak

valamint a q,, (t) és q,,, (t) tagokat, amik sin(¢)-vel szorzoédnak.

A nem-szinuszos periodikus jelek P valds atlagteljesitménye a felharmonikusok dsszesitett
teljesitményaramlasat jelenti. Létrehozasdban csak az azonos frekvencidju fesziiltéség és

aramkomponensek vesznek részt.
P:ZUk L, cosp, = ZPk
k k

Ha egy adott aramkor nemlinearis jellege miatt k felharmonikusnal ¢, > /2 akkor P, <0

ami azt jelenti, hogy anndl a felharmonikusnal a f6 irannyal ellentétes lesz a

teljesitményaramlas.

A nem-szinuszos periodikus jel Q reaktiv teljesitménye a szinuszoid, z&r6 egyiranyu

energiafolyamu energiaoszcillaciok amplitidoinak matrixaként definidlhato:
[Q1=[Qu1+[Qs,]1+[Q4]

ahol[Q, ]1+[Q,,]+[Q,,] matrixok elemei a pillanatnyi teljesitmény definalasanal

kiszamolt q,, (t), q,, (1), q,,(t) elemek.

Szinuszoid, egy felharmonikust tartalmazo jellel kapcsolatban mar lathat6 volt, hogy
P és Q két kiilon jelenség amely a definicio szerint 6sszeadodva képezi a pillanatnyi

teljesitményt, azaz
PO=p(t)+q(®).
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Felharmonikus feszilts égek (%) Felharmonikus dramaok (%) Felharmonikus ok fazisszigei (%) Felharmonikus ok fazishelyzetei (%)

% 100 0 12 0 % 100 12 45 45 a0 a0
100 100 w2 «
a0 a0
. I . I 0 I I O I I
40 40
zg - zg - w2 o
@1 [} 92 @4 Y1 Yz W3 g

U1 Uz Us Us i 12 Ia 14 12

6. abra
Nem-szinuszos periodikus pillanatnyi teljesitmény felbontdsa valos és reaktiv pillanatnyi

teljesitmény-osszetevokre

p(t) hordozza az 6sszes egyiranyu teljesitményaramlast, €s valéjaban a monotdnikusan
valtakozé fliggvény, ami pillanatnyi teljesitmény P(t)-t egyik részét részét alkotja. P(t)
tobbi része a q(t), egy 100Hz teljesitményoszcillacio, aminek

az atlaga nulla (egy 1/50 masodperc idGtartam tetszéleges n szdmu tobbszordseére
vonatkoztatva), és ezért nincs nettd energiaatvitele.

Bar P és Q ugyanazon fliggvény két komponenese, de eltérd természetliek. P az atlagos
teljesitménydramlas egy A-A' keresztmetszeten

Q egy sor szinuszoid oszcillacié amplituddja ugyanezen keresztmetszeten. Ez lathat6 a 6.
abran, amely egy multiharmonikus jelet dbrazol komponenseire szétbontva.
Multiharmonikus jeleknél a korabbi definicié alapjan a valds P teljesitmény egyszeriien az
0sszes felharmonikus valds teljesitményfolyamanak 6sszege.

Ez a szerencsés eredmény a P(t) linearis és additiv jellegének a kdvetkezménye, ez

indokolja az egyedi harmonikusok integraljanak szuperpoziciojat.
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Nem ennyire szerencsés a helyzet a q, (t), q,,,(t), q,, oszcillaciok esetében. Az atlagos

teljesitményfolyam az el6zdvel azonos feltételek mellett nulla, ami nem ad hasznos
informaciot. Az oszcillaciés amplitidok definidlva vannak, de ezek csak egy

matrix bejegyzései. Egy lehetséges megoldds a matrix valamilyen féle normalizalasa, ebbdl
kapnank egy az az energiaoszcillaciora jellemz0 értéket, de nem a teljes

0sszegét. Ez a kérdés el6jon fazorkoncepcid tobb felharmonikust tartalmazé jelekre valod

kiterjesztésénél is.
A fazorok alkalmazasa nem-szinuszos periodikus jelekre

Hasonl6an a korabbi egy frekvenciakomponenst tartalmazé jelhez, definidljunk a tobb
frekvencias esetre vonatkozé altalanos z valtoz6 idofliggvényét ami egyszerre jelentheti u-t

€s i-t:

z(t) = ZZk cos(w t+C,)
k=1

Ennek a fazor-definicioja:

P(z(t)) =Zn:zke14k =z

ahol z a z(t) fazor-transzformaltja

z -t visszaalakitva az idGtartomanyra:

Z()=P"z = Re(szejg" ej“""]
=l

ahol fesziiltség esetén: =2 U =%

aram esetén: =21 C=0—¢

Komplex fazorvektorok matrixba rendezése

Az egyes felharmonikusokat fazorvektorokkal irjuk le, amely vektort jellemez a nagysaga,

fazishelyzete, €s a forgasi sebessége, ami az alapfrekvencia felharmonikus sorszdmanak a
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szamszorosa. Egy periodikus jel tobb felharmonikus 6sszege, ami a fazorok vektoros
Osszegét jelenti. Egy periodikus jel fazorjait be lehet rakni egy vektorba (egy dimenzios
matrix), ahol a vektor egymast kdveto elemei n. felharmonikus fazordefinicidjat jelentik.
Fesziiltségre, dramra kifejezve:

v=[U0,0,..0,1"

=[U, e U,e’ ..U, e/’

:[(Uc] +jUs])(Uc2+jUs2 )(Ucn +jUsn )]T

=[1,1,...1,1"

n

~iI

:[[] e.f51 — [2 e.i5z—¢z ] e.i5,,—¢,, ]T

= [(Ic]+jls] )(ICZ +j[s2)"'(1cn+j1sn)]T

Az egyik polarkoordinata-jellegli, a masik derékszogli koordinata-jellegli abrazolasmod.
Ezzel egyiitt egy fliggvénymatrixot is definidlunk, amiben a komplex fazorokhoz tartozo

forgasi sebességeket definialo elemeket taroljuk.

Ez az alabbi m6don néz ki:

O=[®, ®,...®, 1" =[e/ & ..e"]"

(=]

A nem-szinuszos periodikus jel idofliggvényén végzett fazormiivelet tehat egy komplex
vektor-matrixot eredményezett:

Puw)=U =10,0,..0,1"

PGy =1 =[], 1,..,T"

n

A fazormiivelet inverze pedig pedig a komplex vektorelemeket tartalmazo matrixbol

periddikus idéfliggveényt allit eld:

PI(T) = Re{iﬁUke‘s“ ej“""] ~Re[20 @ ()= V2 U, cos(kat+3,) = u(t)

(T = Re{iﬁlkeﬁk-@ ej“’"'] ~Re[2I'® (1)) = V2 S 1, cos(kat+ 5, -4, ) = (1)
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A fazorvektorok valds értékii tartomanyban valé abrazolasa

A komplex fazorokat a valds értékii tartomanyban is dbrazolhatjuk:
Q = [Uc] Us] Uc2 Us2 Ucn Usn]T

L=01,1

c sl

I, 1,...1,

n ISVI ] !
Ekkor a valos értékli elemeket tartalmazo matrixhoz tartozo fliggvénymatrixot az alabbi
modon definialjuk:

@ (t)=[cos ot sinmt cos2mt sin2ot ... cosnot  sinnot]’

Valos tartomanyban kifejezve az inverz fazormiivelet:

P (T) =Re[\2U" 0()) = 2 kf‘:(Uck cos kot + U, sin ket) = u(t)

Pi(I)= Re(ﬁgT@(t)) =2 kf(lck cos kot + 7, sin kot) = i(t)

Multiharmonikus jelek effektiv értékei

Az idében valtozo jelet szeretnénk kifejezni egy jellemzd szammal.

Az effektiv érték empirikusan kifejezve az a valtakozé fesziiltség vagy aramérték, amit egy
ellenallas sarkaira kapcsolva (fesziiltség) vagy azon atfolyatva (aram) akkora teljesitmény
disszipalodik az ellenéllason, mintha az effektiv értéknek megfeleld egyenfesziiltséget
vagy egyenaramot alkalmaztunk volna.

Az effektiv értéket a kétutas modon egyeniranyitott AC (abszolut) érték altal leirt gorbe

alatti teriilet adja meg, amit négyzetes kozépértéknek neveznek (root mean square, rms).

lT
_ 2
U= ?ju (t)dt

0

T

1= %jiz(t)dt

0

A multiharmonikus jel effektiv értékéhez az egyes felharmonikusok csak dnmagukban

jarulnak hozza az effektiv értékhez, nincs kdlcsonhatas az eltéré harmonikusok kozott.
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(Ez a ®(¢) ortonormalis jellegének a kovetkezménye)
U=\U.-U = JUI+U}+..+U;

1= E = \/Uf +U; +..+U;

S = Uer Lea= U] 1] = U U 1"

P=U"I

Ahol U I konstans vektorok, S egy nem negativ skalar, P egy eldjeles skalar mennyiség.
Impedanciamatrix

Vegyiik egy aramkor A-A" metszetét amitdl jobbra linedris RLC elemek talalhatok.

A keresztmetszeten mért fesziiltség €s dram az alabbi kapcsolatban van:

ahol Z egy n x n méretli, komplex értékeket tartalmazo diagonal-matrix, amelynek a

diagonalis elemei az A-A" keresztmetszet bemeneti impedanciai az egyes

felharmonikusokra.

A valds értéki tartomanyban abrazolt fazorok esetén az Gsszefliggés felirdsa a
kovetkezdképpen alakul:

v=21

1=2'U

ahol Z egy 2n x 2n kiterjedésii blokk-diagonalis matrix, 2 x 2 nem-nulla értékii

blokkokkal.

Példa:

Adott egy két-frekvencids hullaimforma, ahol a fesziiltségforras

u(t)= V2 cos ot + +/2 0.2 cos 3ot

-19-



csatlakoztatva van egy RL elemet tartalmazo halézathoz.

A komplex vektoros megjelenités alapjan a fesziiltségforras

-1

U=[1e/° 02¢°]"

I~
[N
I<|

A figgvénymatrix

§ (t):[ ejwt eSjwt ] T

Az impedanciamatrix

7o R+ joL 0
0 R+3joL

Ugyanez val6s értékli vektortérrel megjelenitve:

U=[10020]" I1=2"U

A fiiggvénymatrix ebben a formaban:

D()=[cos ot sinot cos3mt sin3w]"

A blokk-diagonal impedanciamatrix ebben a formaban:

R oL 0 0
—-wlL R 0 0

0 0 R R10)A

0 0 -3wL R

Z:

Ezt ugy is ki lehet fejezni hogy
Z =diag(R) + LJ

ahol
0O 1 0 0
-1 0 0 O
J=w
0O 0 0 3
0O 0 -3 0
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A teljesitmény multiharmonikus fazorral torténo értelmezése

Tobb felharmonikust tartalmazo jel esetében az 6sszes valos teljesitmény a fesziiltség és

aramvektorok skalar szorzatanak valos része:

P=Re(U" I )=Re(S)

Komplex vektorok helyett valos értékli vektorokkal kifejezve:

P=U"I

A reaktiv teljesitmény pedig Q matrixszal fejezhetd ki, ahol Q elemei az egyes frekvencidk
kolesonhatasat jelképezik mas frekvenciakkal és az egyes matrixelemek nagysaga az egyes

fesziiltség és aramvektorok vektoros szorzatanak képzetes része:

[Q1=Im[U x "]

Annak érdekében, hogy a reaktiv teljesitményt egy szammal ki lehessen fejezni, a reaktiv

teljesitménymatrix normalizaltja hasznalhat6 erre a célra:

Q=4[0]’
A reaktiv teljesitmény geometriai abrazolasa

A teljesitménymatrix egyes elemeit az egyes fesziiltség és aramkombinaciok vektorialis
szorzatai alkotjak:
A vektoros szorzas 0sszefliggése szerint:

axb=absin(a) =Q

A vektorok nagysaga a két vektor szorzata és a kozrezart szog szinusza iranya pedig egy
tetszOlegesen valasztott szabaly szerint (pl. jobbkéz-szabaly) hatarozhat6 meg, a vektor

iranya fligg a tényezdk sorrend;jétol.
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7. abra

O nagysagat az U és 1 és az altaluk kozrezart szog szinusza hatdrozza meg

j Q=Ui IJ- UJ'I

Cl

li Ui i

8. abra

O nagysaganak meghatarozasa a aram- és fesziiltségvektorok vetiileteivel

Reaktiv teljesitménymatrix

Q-t ilyen médon felirva minden matrixelemre megkapjuk a reaktiv teljesitmény matrixot,

ami egy két felharmonikus komponenst tartalmazoé jel esetében az alabbi moédon néz ki:

Ulclle-Ulclle  Ulcells —Ulsllc Ulcl2c—-U2cllc  Ulcel2s -U2sl1c
| Ulslle=Ulells  Ulslls=Ulslls  Ulsi2c¢-UZ2clls Ulsl2s —=U2slls
|\ U2elle-Ulel2e U2ells —UlsI2e U2el2c—U2¢cl2¢ U2cl2s —U2sI2c¢

U2sllc-Ulcl2s U2slls—Ulsi2s U2sl2c—-U2cl2s U2sl2s -U2sl2s

azaz

R=(U I -

I~

IS
—

~
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A matrix egyes elemei az energia oszcillaciok kdlesonhatdsait mutatjak a felharmonikus
frekvenciadk kozott. A matrix atléjaban 1€vo elemek értéke nulla. Az 4tlo feletti

matrixteriilet (felsd haromszog) 6sszértéke az 4tlo alattinak a minusz egyszerese. A Q

atlagértékének a meghatarozasahoz a matrix Frobenius-normaltjat el kell osztani V2 -vel.
Egyszeriség kedveéeért a felsd részmatrix-hdromszog elemeit sorba lehet rakni egy vektorba
(reaktiv teljesitményvektor). Q értékét ez esetben R-vektor két-normaltja szerint kapjuk

meg. Az R-vektor elemszama m=n(n-1)/2.

Q a reaktiv teljesitménymatrixszal kifejezve:

QU '®) 11"

Q-t U ¢és I tényezdi szerint felirva:

Q(Z Y1, —ka,-f}

Jj=1 k=j+1

Specialis esetben ha csak egy felharmonikus van, n=2, m=1 ¢€s a vektoros szorzatnak egy
eldjeles komponense van. Csak ekkor lehet Q eldjeles, mas esetben, ha felharmonikusok

vannak jelen, akkor Q egy eldjel nélkiili mennyiség.

Q-t ilyen médon meghatarozva igaz lesz az S = /P> + O* dsszefiiggés tobbfrekvencias jel

esetében is. A Q-t alkotd R vektor elemei nem a pillanatnyi teljesitménnyel, hanem az S
latszolagos teljesitménnyel vannak 6sszefliggésben: Q az S latszolagos teljesitmény P
nélkiili részét jelenti.

A megmaradasi szabaly

A teljesitményre vonatkozd megmaradasi szabaly kimondja hogy a teljesitmény 6sszege a

halézat minden elemére vonatkozdlag nulla:

2.p'=0
k

Ahol p* a halozat k-adik elemének a teljesitménye.
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A megmaradasi szabaly Q-ra €s S-re nem vonatkozik mivel ezek a definicio szerint mindig

pozitivak, ezért nem lehetnek nulla, hacsak az 6sszes komponens nem nulla.

Bar Q egy normalizalt érték, amire nem érvényes a megmaradasi szabaly, de a reaktiv
teljesitményvektor elemei vektoros szorzatok formdjaban tartalmaznak minden elemet, ami
leirja a vizsgalt halozatban a fesziiltség és aram felharmonikusok egymassal valo

viszonyat, ezaltal vonatkozik ra a megmaradasi szabaly. Tehat:

>R =0
k

ahol 0 egy m nullvektor. A reaktiv teljesitményvektort a halozat minden elemére felirva

kiszamithato, hogy milyen linedris reaktans elem beiktatdsaval lehet elérni a bemeneten

mérhetd Q minél nagyobb mértékli elnyomasat.
Tobbfazisu halézat vektoros abrazolasa

Tobbfazisu periodikus hullamformakat szintén lehet dbrdzolni vektorokkal, a hozzéajuk
rendelt megfeleléen modositott alapfiiggvény készlettel. A fesziiltség €s dramvektorok
konstans U [ vektorok, amiket kollektiv vektorokkal kombinalnak. A megoldas altalanos,
de a haromfazisu esetet vizsgaljuk meg kozelebbrol.

A fazisok fesziiltség ¢s aramfiiggvényeit berakva egy sorvektorba ¢€s kifejezve U I és az

alapfliggvények szerint:
[w(®) w®) w®]= U O@)

[i() i(t) BOI= 1" O@)

Itt U hossza 3n, és O(t) egy 3n x 3 alapfliggvény matrix.

o#Hn 0 0
oH=| 0 @0) 0
0 0 20

ahol 0 egy n vektor, nullakkal feltdltve.
A teljes pillanatnyi teljesitmény az minden fazis pillanatnyi teljesitményének az 6sszege

P(t)=[w(t) w(t) w®] [L(t) @) i(t)]
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® ortonormalis jellege miatt az teljesitmény 1d6 szerinti 4tlaga hasonlé lesz mint az

egyfazisu esetben:

T
P=_JUulo@e  ()ld = U "1
0

N -

A latszolagos teljesitmény tovabbra is S=UI, az effektiv értékek U [ vektorok 2-s

[ Q2 2
normaltja. Q = S™—P" ¢ ugyanugy értelmezhetd, mint R vektorialis szorzatvektor

normaltja.

Osszefoglalas
A dolgozatban &t lett tekintve a pillanatnyi, a valos €¢s meddo teljesitmény, mint fizikai

jelenség. Be lett mutatva a fesziiltség aram teljesitmény fazoros értelmezése, a komplex és

valos vektormatrixok és az impedanciamatrix és a reaktiv teljesitménymatrix.
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