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1. Bevezetés

A leszamlaldé kombinatorikdban alapvetd jelentGségliek az tgynevezett
Stirling-szamok. Az [n] elséfaja Stirling-szam azon S,-beli permutaciok
szaméat adja meg, amelyek £ darab paronként idegen ciklus szorzataként &ll-
nak el6. Az {n} maéasodfaji Stirling-szam pedig egy n elemti halmaz k darab
osztalyba valo osztélyozasainak a szamat adja meg.

Ha az utobbi problémaéat gy modositjuk, hogy az osztalyokon beliil szamit-
son az elemek sorrendje, azaz az osztalyok rendezettek legyenek, akkor az

{ZJ modon jelolt Lah-szamokhoz jutunk. A Lah-szamok egy szlovén mate-

matikusrol, Ivo Lahrol [8], [9] kaptak a neviiket, ugyanis 6 vizsgalta elszor
ezeket a szamokat. A Lah-szamokat néha harmadfaju Stirling-szamoknak is
szokas nevezni.

A Stirling-szamoknak sokféle véaltozata és altalanositasa ismert, példaul az
Andrei Z. Broder [4] altal definialt és Russell Merris [10] altal tjra felfedezett
r-Stirling-szamok. Az r-Stirling-szamok esetében az els§ r elemnek kiilon-

boz6 ciklusba, illetve osztalyba kell keriilnie. Pontosabban, az [n} els6faju

r-Stirling-szam azon S,,.,-beli permutaciok szamét adja meg, amelryek k+r
darab paronként idegen ciklus szorzataként allnak el§ gy, hogy az 1,...,r

szamok kiilonb6z6 ciklusba kertilnek. Az { " } mésodfaji r-Stirling-szam pe-
dig egy n+r elemt halmaz olyan osztalyozésarinak a szama, ahol az osztalyok

szama k + r, és az els6 r elem kiilonbozé osztalyba keriil.

Hasonldan definidlhatéak az r-Lah-szamok. Megjegyezziik, hogy ezek a
szamok emlités szintjén megjelennek Gi-Sang Cheon és Ji-Hwan Jung [5]
munkajaban, a Miloud Mihoubi és Mourad Rahmani [15] altal értelmezett
tobbhatéarozatlanu r-Bell-polinomok specialis helyettesitési értékeiként, vala-
mint jabban Hacéne Belbachir, Amine Belkhir [1| és Hacéne Belbachir, Imad
Eddine Bousbaa 2| foglalkoztak veliik. Ugyanakkor az eredményeink fiigget-
lenek és kiilonboznek az elébb felsoroltaktol, tovabba az r-Lah-szamok elsé
szisztematikus vizsgalatat adjak.

A 2. fejezetben definiéljuk az r-Lah-szamokat, majd megvizsgaljuk kiilon-
féle tulajdonséigaikat, tobbek kozott rekurzidjukat, a siillyedd és emelkedd
faktorialisokkal valdé kapcsolatukat, fiiggSleges rekurzidjukat, kifejezésiiket
az (r — s)-Lah-szamok segitségével, binomialis konvoluciojukat, explicit for-
muléjukat, exponenciélis generatorfiiggvényiiket, ortogonalitasukat, az r-Lah-



szamok és az r-Stirling-szdmok kozotti Osszefiiggéseket, illetve belatjuk, hogy
rogzitett n esetén az r-Lah-szamok sorozata szigortian log-konkav és unimo-
dalis, és meghatarozzuk a sorozat maximumbhelyeit.

A masodfaju Stirling-szamok 0Osszegzésével a Bell-szdmokat kapjuk. Az
n-edik Bell-szdm, B,, egy n elemd halmaz 0sszes osztalyozésainak a szamat

" (n
adja meg. Ezek szerint B,, = { }
ja meg ; L

Ha a Bell-szamok problémajanak azt a valtozatéat tekintjiik, ahol szamit
az osztalyok sorrendje, azaz az elemeket rendezett moédon osztalyozzuk, akkor
az F, Fubini-szdmokhoz jutunk, amelyekre tehat teljesiil, hogy

= n
Fo=>m{"}
2 R
k=0
A méasodfaju r-Stirling-szamok 0sszegzésével a Mez6 Istvan [12] altal defi-
nialt és vizsgélt B, , r-Bell-szamokat kapjuk, amelyek egy n+r elem( halmaz

Osszes olyan osztalyozasainak a szamat adjak meg, ahol az els6 r elem kiilon-
b6z6 osztalyba keriil.

A Fubini-szdmok hasonlo6 altalanositésat, az r-Fubini-szamokat Mezd Ist-
van és Nyul Gabor [14] vezettek be. Az F,,, r-Fubini-szam egy n + r elemd
halmaz 0sszes olyan rendezett osztalyozasainak a szama, ahol az elsé r elem
kiilénbo6z6 osztalyba keriil.

A Lah-szamok 0Osszegzésével hasonldéan értelmezheték az L, = Z{ZJ
=0
osszegzett Lah-szamok. Ezek megjelennek ugyan a szakirodalomban [6], [16],
[18], [19], de ismereteink szerint nem létezik alapos vizsgalatuk.

A dolgozat 3. fejezetében az r-Bell- és az r-Fubini-szdmokhoz hasonlé
modon definidljuk az Osszegzett r-Lah-szamokat. Megadjuk tobbek kozott,
hogyan lehet az Osszegzett r-Lah-szamokat Osszegzett (r — s)-Lah-szamokkal
kifejezni, bizonyitunk Spivey- és Dobinski-tipusii formulakat, valamint meg-
hatarozzuk az 0sszegzett r-Lah-szamok sorozatdanak exponencialis generator-
fiiggvényét. Speciélis esetként eredményeink magukba foglaljak az 6sszegzett
Lah-szamok tulajdonséagait is.

A Bell-szamokhoz és a Fubini-szamokhoz kapcsoléddan szoktak értel-
mezni a Bell- és Fubini-polinomokat. Az 0Osszegzett r-Lah-szamok mellett



definialni fogjuk az r-Lah-polinomokat, és a fent felsorolt tulajdonsagokat
az r-Lah-polinomokra is belatjuk. Azt is meg fogjuk tovibba mutatni, hogy
az r-Lah-polinomok minden gyoke valos, ezzel j bizonyitédsat adva annak,
hogy rogzitett n esetén az r-Lah-szamok sorozata szigortian log-konkav és
unimodalis.

Habar a dolgozatban szerepls formulak egy részét teljes indukcidval vagy
hosszabb-révidebb szamoléssal is be lehetne latni, ahol csak lehetett, arra to-
rekedtiink, hogy koézvetlen kombinatorikus bizonyitast adjunk. Megjegyezziik
még, hogy az r-Lah-szdmokra, az Osszegzett r-Lah-szamokra és az
r-Lah-polinomokra vonatkozé eredményeket nem egyszertien a hagyoméanyos
esetbeli bizonyitasok &atvitelével igazoltuk, tobb esetben, mint példaul az
r-Lah-szamokra vonatkozo6 explicit formula bizonyitasanal teljesen 4j gon-
dolatmenetre volt sziikségiink, vagy az r-Lah-polinomok tulajdonsagainak
kombinatorikus bizonyitasa is 4 otletnek latszik.

Ki kell emelniink, hogy az r-Lah-szamok, az 0sszegzett r-Lah-szamok és
az r-Lah-polinomok vizsgalata sordn alkalmazott modszerekkel az r-Stirling-
szamokra, az r-Bell-szamokra és az r-Bell-polinomokra is sikeriilt néhany j
tulajdonségot nyerniink.



2. r-Lah-szamok

Ebben a fejezetben definidljuk az r-Lah-szamokat, majd bizonyitjuk azo-
nossagaikat, és vizsgaljuk tovabbi tulajdonségaikat. A fejezet eredményei a
[17] publikicion alapulnak.

Definicié Legyen n,k,r € NU {0}, & < n. Ha n,r nem mindketts 0,
akkor jelolje LZJ egy n + r elemi halmaz olyan rendezett osztalyokba valo

'
osztalyozasainak a szamat, ahol a rendezett osztalyok szama k+r, és az elsé

0
r elem kiilonbozd rendezett osztalyba keriil. Legyen tovabba LOJ =1. Az
0
{ZJ szamokat r-Lah-szamoknak nevezziik.

Ha r = 0 vagy 1, akkor a rendezett osztalyokba val6 osztalyozasra nincs
megszoritéas, ezért a klasszikus Lah-szamokat kapjuk.

Tétel Legyen n,k € NU{0}, k < n. Ekkor
t = L
" lkdo LY
9 LRJ _|n +1 '
k11 k+1
Bizonyitas

1. Ha n = 0, akkor {OJ 1= LOJ
01, 0

n
Ha pedig n € N, akkor {kJ azt adja meg, hogy héanyféleképpen le-
0
het egy n elemi halmazt k£ darab rendezett osztalyba osztalyozni, ami
n

éppen .
PP L{

2. LZJ azt adja meg, hogy hanyféleképpen lehet egy n+ 1 elemti halmazt
1
n—+ 1J

k + 1 darab rendezett osztalyba osztalyozni, ami éppen { b



Kicsi és nagy k értékekre az r-Lah-szdmok értékei kombinatorikus gon-
dolatmenettel meghatarozhatok.

Tétel Legyen n,r € NU{0}. Ekkor

n _

1. J — (2r)",

o], =)
n _ _
2 |7 =er+)T= @) (2 1),
| " (n—1)+2nr (n>1)
: =n(n— nr (n

n—1], -7

2 M =1
LN dr

Bizonyitas
0 0
1. Han =r =0, akkor =1=0".
0o

Ha n,r nem mindketts 0, akkor egy n+r elemt halmazt osztalyozunk r
darab rendezett osztalyba tgy, hogy az els6 r elem kiilonbo6z6 rendezett
osztalyba keriiljon. ElGszor az elsé r elemet elhelyezziik r darab kiilon-
boz6 rendezett osztélyba. Ezutan az (r+1)-edik elem 2r, az (r+2)-edik
elem 2r +1,.. ., az (n+r)-edik elem 2r + (n — 1) helyre keriilhet, ugya-
nis mindegyik keriilhet barmelyik addig elhelyezett elem elé, illetve a
rendezett osztalyok végére. Igy az osztalyozasok széama (2r).

2. Egy n+r elemd halmazt osztalyozunk r + 1 darab rendezett osztalyba

ugy, hogy az elsé r elem kiilonbo6z6 rendezett osztalyba keriiljon. ElGszor
az els6 r elemet elhelyezziik r darab kiilonb6z6 rendezett osztalyba.
Majd az (r + 1)-edik elemet 2r + 1, az (r + 2)-edik elemet 21 + 2... .,
az (n + r)-edik elemet 2r + n helyre tehetjiik, hiszen mindegyik tehetd
az addig elhelyezett elemek elé vagy az r + 1 darab rendezett osztély
utolso helyére. Ez Osszesen (2r + 1)™ lehetGség, de ebbsl még le kell
vonnunk azon esetek szamat, amelyekben az utolsé rendezett osztaly
tires, azaz (2r)"-t.



3. Ha egy n+r elemi halmazt osztalyozunk n+r —1 darab rendezett osz-
talyba gy, hogy az elsé r elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba kertiljon,
akkor 1 darab kételemi és n 4+ r — 2 darab egyelemd rendezett osztély
keletkezik. A kételemid rendezett osztély elemeit az alabbi mddokon
valaszthatjuk: Mindkett6t az utolsé n elem kozil n(n — 1)-féleképpen
valaszthatjuk. Ha pedig az els6 r elembdl egyet és a tobbi n elembdl is
egyet valasztunk, akkor ez 2nr-féleképpen lehetséges. Ezutan a tobbi
n +r — 2 elem egyelemi rendezett osztalyokba keriil.

4. Han =r =0, akkor {OJ = 1.
0o

Ha n,r nem mindketts 0, akkor egy n + r elemd halmaznak egyetlen

olyan rendezett osztalyokba val6é osztalyozasa van, ahol a rendezett

osztalyok szama n + r és az els6 r elem kiilonbo6z6 rendezett osztalyba

keriil, mégpedig amikor minden elem egyelemi rendezett osztalyt alkot.

0

Az r-Lah-szamok teljesitik a kovetkezs rekurziot.

Tétel Legyenn,k € N, k <n,r € NU{0}. Ekkor

V;:lJT: {kﬁlJr+(n+k+2r){ZJT.

Bizonyitas Egy n + r + 1 elemd halmaz k + r darab rendezett osztalyba
valo olyan osztalyozasa, ahol az elsé r elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba
keriil, kétféle lehet:

Ha az (n + r + 1)-edik elem egyelemii rendezett osztalyt alkot, akkor

a tobbi n 4+ r elemet kell £ 4+ r — 1 darab rendezett osztalyba osztalyozni

ugy, hogy az els§ r elem kiilonb6zd rendezett osztalyba keriiljon. Az ilyen
n

osztéalyozasok szama L i 1J .

A masik lehetdség, hogy az (n + r + 1)-edik elem egy legalabb kételem
rendezett osztaly eleme. Ekkor az (n + r + 1)-edik elem elhagyaséaval a tobbi
n+r elem k+ r darab rendezett osztalyba van osztalyozva tgy, hogy az elsé

n
r elem kiilonb6z6 rendezett osztalyban van. Ez { f -féleképpen tehetd meg.

Egy ilyen osztalyozas esetén az (n+r+1)-edik elemet n+k+2r helyre tehetjiik

6



vissza, méghozza mindegyik elem elé, illetve minden rendezett osztéaly utolso

helyére. Igy ezen osztalyozésok szama (n + k + 2r) {ZJ . O

Az eltolt emelked§ és siillyeds faktorialisok kozotti kapcsolat az r-Lah-
szamok segitségével irhato le.

Tétel Legyen n,r € NU{0}. Ekkor

1. (x4 2r)" = Zn: LZJT:EE,

k=0
n

2 (z—2r)m =Y (-1 mgﬁ

k=0

Bizonyitas A tétel elsg allitasat kombinatorikusan bizonyitjuk.

= 0
Ha n = r = 0, akkor teljesiil az allitas, hiszen 2° = 1 = LOJ z2.
0

Ha n, r nem mindketts 0, akkor legyen X egy n+r elemt halmaz, és legyen
m € N, m > n. Osszeszamoljuk, hogy hanyféleképpen lehet X-et rendezett
osztalyokba osztalyozni, és m + r szinnel szinezni Ggy, hogy az elsé r elem
kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, tovabba az egy rendezett osztalyban
lévs elemek azonos szintek, a kiilonb6zd rendezett osztalyba tartozo elemek
pedig kiilonbozo szintek. Ezt kétféleképpen végezziik el:

El6szor X elemeit rendezett osztalyokba osztalyozzuk gy, hogy az elsé r
elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, majd ezutan szinezziik az eleme-
ket. Tegyiik fel, hogy a rendezett osztalyok szama k+r (k= 0,...,n). Ekkor
X elemeinek k + r rendezett osztalyba vald osztalyozasainak szama, ahol az

n
elsé r elem kiilonbo6zé rendezett osztalyba keriil L l{;J . Ezutan az elemeket
T
osztélyonként szinezziik. Az elsé rendezett osztaly elemeinek szine (m + r)-

féle, a méasodik rendezett osztaly elemeinek szine (m+r—1)-féle,..., a (k+r)-
edik rendezett osztaly elemeinek szine (m — k + 1)-féle lehet. Tehat adott k

n
n
esetén a lehetéségek szdma (m + r)MT Gsszesen pedig Z Lk;J (m + )k,
e r

Maésodszor pedig X elemeinek szinezésével kezdiink, és azzal egyiitt so-
roljuk be 6ket rendezett osztalyokba.

Az els6 r elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, ezért sziniik kiilon-
boz6. Igy az 1. elem szine (m + r)-féle, a 2. elem szine (m + r — 1)-féle,. . .,

7



az r-edik elem szine (m + 1)-féle lehet. Az els6 r elem esetén tehat (m + r)-
lehetdségilink van.

Az (r 4 1)-edik elem szinezésére és besorolasara a kévetkezd lehetGségek
vannak: Ha az els6 r elem valamelyikével keriil egy rendezett osztalyba és igy
azzal az elemmel megegyez§ lesz a szine, akkor ez 2r-féleképpen torténhet,
mivel az els6 r elem valamelyike elé vagy mdgé keriil. Ha az els6 r elemtdl
kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, akkor m-féleképpen szinezhets. Tehat
az (r + 1)-edik elem esetén m + 2r lehetGség van.

Hasonloan folytatva, az (n + r)-edik elem szinezésére és besorolasara az
alabbi lehetGségeink vannak (feltéve, hogy az els6 n+r — 1 elem [ + r darab
rendezett osztalyt alkot): Ha az els6 n +r — 1 elem valamelyikével keriil egy
rendezett osztalyba és annak a rendezett osztalynak megfelel6en kap szint,
akkor ez (n+2r—1+1)-féleképpen valosulhat meg, ugyanis keriilhet barmelyik
elem elé, illetve a rendezett osztalyok végére. Ha pedig az els6 n+r—1 elemtsl
kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, akkor (m —[)-féleképpen szinezhets. Az
(n+7)-edik elem esetén tehat m +n + 2r — 1 lehetSségiink van. Igy az utolso
n elem szinezése és besorolasa (m + 2r)"-féleképpen torténhet.

Osszefoglalva, a lehetGségek szama (m -+ r)=(m + 2r)".

A kétféleképpen kiszamolt érték egyenldsége alapjan (m+r)=(m+2r)" =

Z {ZJ (m + 7)™ mindkét oldalt (m + r)"-nel osztva pedig (m + 2r)" =

k=0

n
Z { k;J m¥ adodik minden m > n természetes szam esetén. Ebbsl mar ko-
k=0 "
_ n
vetkezik, hogy (x + 2r)" = { J zE.
gy ( ) kz% il
A maésodik allitas igazolasahoz az elsg allitdsban x helyére (—z)-et irva

(—x+2r)" = kz:; LZJT(—m)E, azaz (—1)"(x — 2r)% = kz:; LZJT(—l)kxﬁ ado-
dik. Ezutan mindkét oldalt megszorozva (—1)"-nel megkapjuk az &llitast.

OJ



A kovetkez§ azonosségot az r-Lah-szamokra vonatkozé fiiggsleges rekur-
zibnak nevezziik.

Tétel Legyen n,k,r € NU{0}, k < n. Ekkor

LZIH —Zn:(n+k+2r+1)”jqu.

r =k

Bizonyitas Egy n + r + 1 elemd halmazt osztalyozunk k + r + 1 darab
rendezett osztalyba tgy, hogy az elsG r elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba
keriiljon. Legyen a rendezett osztalyok legkisebb sorszamiu elemei koziil a
legnagyobb sorszam j+r+1 (j = k,...,n).
Ekkor elGszor az els6 j + r elemet kell k£ + r darab rendezett osztalyba
osztéalyozni gy, hogy az elsé r elem kiilénb6z6 rendezett osztalyba kertl-
il
k: T
k+j7+2r+2,a(j+r+3)-adik elemet k+j+2r+3,..., az (n+r+ 1)-edik
elemet pedig n + k + 2r 4+ 1 helyre tehetjiik, hiszen mindegyik elem keril-
het barmelyik addigi elem elé, illetve a rendezett osztalyok végére. Tehat az
utolsé n — j darab elem elhelyezésére (n + k + 2r + 1)2=Z lehetdségiink van.

jon, ez féleképpen tehetd meg. Ezt kovetSen a (5 + r + 2)-edik elemet

A fentiek szerint adott j esetén (n + k + 2r + 1)2=2 liJ , Osszesen pedig
Z(n +k+2r 4+ 1) léJ a lehetdségek szama. O

=k
A kovetkezd két tételben az r-Lah-szamokat két kiillonbozé modon fejez-
ziik ki az (r — s)-Lah-szamok segitségével.

Tétel Legyen n,k,r,s € NU{0}, k <n, s <r. Ekkor
= 25)7 .
L{;J ; <]) L{;J_( ?)

Megjegyzés Specidlisan az s = 1 esetben

HE6)] G



valamint az s = r esetben

-2 Gl e
adodik.

0 0\|0]| &
Bizonyitas Ha n = r = 0, akkor =1= 0°.
01, 0/)10],

Ha n,r nem mindketts 0, akkor egy n + r elemid halmazt osztalyozunk
k+r darab rendezett osztalyba tigy, hogy az elsé r elem kiilénb6z6 rendezett
osztalyba keriiljon. El6szor az els§ s elemet elhelyezziik s darab kiilonb6z6
rendezett osztalyba. Legyen j azon elemek szama az utolsé n elem koziil, ame-
lyek az els6 s elemtd] kiilonb6zs rendezett osztélyba kertilnek (j = k, ..., n).

Ezt a j elemet (@)—féleképpen valaszthatjuk ki és H;J -féle modon
J r—s

sorolhatjuk az (s+1)-edik,. . ., r-edik elemmel egyiitt k+r— s darab rendezett
osztalyba ugy, hogy az (s + 1)-edik,. . ., r-edik elem kiilonb6z6 rendezett osz-
talyba keriiljon. Ezutan az utolsé n elem koziil kimaradé n — j elem az elsé s
elem rendezett osztalyaiba keriil. Ezek koziil az els6 elem 2s, a masodik elem
2s+1,. .., az (n—j)-edik elem pedig 2s+n—j—1 helyre keriilhet, hiszen min-
degyik elem tehet6 barmelyik addig elhelyezett elem elé, illetve a rendezett
osztalyok végére. Tehat a kimaradé n — j elem elhelyezése (2s)"/-féleképpen
lehetséges.

J
k

e S :

Tétel Legyen n,k,r,s € NU{0}, k <n, s <r. Ekkor

HE AL

- n —_—
Igy a lehetSségek szama rogzitett j esetén ( ) { J (25)"77, Gsszesen
J r—s

Megjegyzés Specidlisan az s = 1 esetben a k < n — 2 feltétel mellett

1], = L] om0

10

+(k+1)(k+2) Lk + 2Jr_1’
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valamint az s = r esetben

adodik.

Bizonyitas A tételt n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.

Ha n = 0, akkor BJT =1= {SJH@) (25)2.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas.
1
Ezutéan bizonyitsuk az allitast (n+ 1)-re. Ha k = 0, akkor az VL;— J =

En Y — |n+1 J : . . .
(2r) = Z . 0 (2s)L  egyenlGség  teljesiil, hiszen
: J _
=0 r—s
n+1
=T 1 , 1
(x+2r—23)”+122{n—1.— J xL. Ha k = n + 1, akkor LTH_ J =
§=0 J r—s n+1 r

1 1
1 — n—+ n+ (23)9.
n+1] _\n+1

Ha pedig 1 < k < n, akkor felhasznalva az r-Lah-szamokra vonatkozo
rekurzios formulét, az indukcios feltételt és a binomialis egyiitthatokra vo-
natkozo rekurziot, azt kapjuk, hogy

{nzlJT: {kﬁlJT+(n+k+2r){ZJT:

= 1] e[ (Do

J=k

LB () e

zn:(n 4+ 2r — 25) BJ_ (i) (25)1=% —

=k
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. " BJ s (j i 1) (2s)=55 4 Zn:(n +j+2r —2s) BJ 3 <i:) (25)17F —

i=k

wesennf] ) (e

21 (e

i=k

Most az r-Lah-szamokra vonatkozd binomialis konvoltcios formulat iga-
zoljuk.

Tétel Legyen n,k,l,r,s € NU{0}, k+1 < n. Ekkor

k+1 n _n7 n\|j7| [n—7

k k+1],,., “=\Jj/Llk],L U ],
Bizonyitas Ha n =1r = s =0, akkor (8> {SJO =1= (8) BJO{SJO.

Ha n,r;s nem mind 0, akkor legyen X egy n + r + s elemd halmaz.
Osszeszamoljuk, hogy hanyféleképpen lehet X-et k + [ + r + s darab ren-
dezett osztalyba osztalyozni, valamint zold és piros szinekkel szinezni gy,
hogy az els6 r + s elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, az egy rendezett
osztalyban 1év6 elemek azonos szintiek, az elsé r elem zold, az utanuk koévet-
kez6 s elem pedig piros, tovabba a zold szini elemeket tartalmazé rendezett
osztalyok szama k + r, a pirosaké | + s. Ezt kétféleképpen végezziik el:

—

<
Il
o

Elgszor X elemeit rendezett osztalyokba osztalyozzuk tugy, hogy az elsé
r + s elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, majd ezutdn szinezziik az

elemeket. X elemeit { k:i lJ -féleképpen lehet k£ + [ + r + s darab ren-
r+s

dezett osztilyba osztélyozni, hogy az els6 r + s elem kiilonb6z6 rendezett
osztalyba keriil. Ezutan az elemeket osztalyonként szinezziik. Az els6 r + s

12



elem osztalyanak szine a feltételekbsl adodik. A tébbi k + [ darab rendezett
osztaly koziil k olyan van, melyben levé elemek zold szintiek. Ezek a ren-

k+1
dezett osztalyok ( ]—: )—féleképpen valaszthatok ki, a ki nem valasztott [

darab rendezett osztaly elemei piros szint kapnak. Tehét a lehetGségek szama

(kZl) MLL

Maéasodszor X elemeinek szinezésével kezdiink, és azutan végezziik el az
osztalyozast. Az els6 r + s elem szine adott. Legyen j a zold szind elemek

szdma az utolsé n elembdl (j = k,...,n—1). Ezt a j elemet n,>—féleképpen

véalaszthatjuk ki. A 7 + r darab zdld elemet k + r darab rendezett osztélyba
osztéalyozni ugy, hogy az elsé r elem kiilonb6z6 rendezett osztélyba keriiljon,
il ‘
k], s
osztalyozhatjuk [ + s darab rendezett osztalyba tgy, hogy az els§ s elem
kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriiljon. Adott j esetén tehéat a lehetGségek

. . n—I . .
o (7 e ST

j=k

féleképpen lehet. Az n — j 4+ s darab piros elemet Ln l_ jJ -féleképpen

Az r-Lah-szamokra érvényes az alabbi explicit formula.

Tétel Legyen n,k,r € NU{0}, k <n. Ha k,r nem mindketts 0, akkor
LnJ ol fn+2r—1
klr  KI\k+2r—1)

Bizonyitas Egy n + r elemd halmazt osztalyozunk k 4 r darab rendezett
osztalyba 1igy, hogy az els6 r elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil. Ezt
az alabbi modon is megtehetjiik:

El6szor elhelyezziik az els6 r elemet r darab kiillonb6z6 rendezett osz-
talyba, majd sorbarendezziik a tobbi n elemet. Ezt n!-féleképpen tehetjiik
meg.

Ezutan meghatarozzuk, hogy hany elem keriil ezen r darab rendezett
osztalyba a mar bent 1évS elem elé és mogé, illetve hogy hény elem keriil a
tobbi rendezett osztalyba az utolsé n darab elem koziil, és ennek megfelelGen
bontjuk szét az el6bb kapott permutéciot (k + 2r)-felé.
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Ehhez meg kell nézniink, hanyféleképpen lehet az n-et k+2r darab nemne-
gativ egész szam Osszegére bontani ugy, hogy az utolsé k tag nem lehet 0 és a
tagok sorrendje szamit. Ez felfoghato tgy, hogy n darab egyforma elemet kell
(k + 2r)-felé szétosztani, hogy az utolsé k helyre keriiljon legalabb egy elem.
Ehhez elGszor az utolsé k helyre tesziink egy elemet, majd a tobbi n—k elemet

o ) n—kism _ (n+2r—1\ (n+2r—1
kell (k+ 2r)-felé szétosztani. Bz C) ™" = ( - ) = (k: Lo 1)—
féeleképpen tehetd meg.

Ezzel viszont még szamitana a rendezett osztalyok sorrendje, ezért az
eddig kapott lehetGségek szamat osztanunk kell k!-sal, hiszen ennyiféleképpen
lehet az utolsé k darab rendezett osztalyt sorbarendezni.

Igy a k + r darab rendezett osztalyba valé olyan osztalyozasok szama,

! 2r — 1

ahol az els6 r elem kiilonb6z8 rendezett osztalyba kertil nefner .
E'\k+2r—1

O

Az explicit formula segitségével igazolhatd, hogy rogzitett n esetén az
r-Lah-szamok sorozata szigortian log-konkav és unimodalis.

n

Tétel Legyenn € N, r € NU{0}. Ekkor az (LZJ ) sorozat szigorian
r/ k=0
log-konkav és igy unimodalis.

2
Bizonyitas Azt kell belatnunk, hogy Lf " 1J Li’j-lJ < LZJ teljestil

minden 1 < k < n — 1 esetén. Ez n = 1 esetén nyilvanvalo, ezért feltessziik,
hogy n > 2.

2
Ha k=16 =0, akkor || |7] —0<@?=|"].
0JolL2Jo 1o

Egyébként az r-Lah-szamokra vonatkozo explicit formula szerint a kovet-
kez6 egyenlGtlenséget kell belétni:

n! n+2r—1 n! n+2r—1 - nl (n+2r—1\\"
k—DI\E+2r—2)Er DI\ k+2r M\k+2r—1)) "
Neémi szamolas utan azt kapjuk, hogy ez ekvivalens a k(k+2r—1)(n—k) <

(k+1)(k+2r)(n—k+ 1) egyenl6tlenséggel, amely nyilvanvaloan teljestil.
0
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n

A szigoru log-konkavitasbol kovetkezik, hogy az ( {ZJ ) sorozatnak
r/ k=0
egy vagy két maximumbhelye van. A kévetkez§ tételben meghatarozzuk ezeket

a maximumbhelyeket.

Tétel Legyenn € N, r € NU{0}.

n

1. Ha n+ r? + 1 nem négyzetszam, akkor az ({ZJ ) sorozatnak egy
r/ k=0
maximumhelye van: k = L n+r?+ IJ —r.

n n
2. Han+ r?+ 1 négyzetszam, akkor az q J > sorozatnak két maxi-
r/ k=0

mumbhelye van: ky =vVn+r2+1—r—1ésko=vVn+r2+1—r.

Bizonyitas Mivel VSJ = 0, egyébként {ZJ pozitiv, igy a maximumkeresés

szempontjabol elég az utdbbival foglalkozni.

n
[lyenkor az r-Lah-szamokra vonatkozo explicit formula miatt { 1J

<
>
n+2r—1) < nl <n+27‘—1)
= k!
Rovid szamolas utan az adodik, hogy ez ekvivalens a k% 4+ 2kr —n — 1 i 0,
azaz a (k + r)? § n + 1?2 + 1 egyenlStlenséggel, ami akkor és csak akkor &ll
fenn, hakém—r. O
A kovetkezd tételben megadjuk rogzitett k esetén az r-Lah-szamok soro-
zatanak exponenciélis generatorfiiggvényét.

n i n!
L{J ) pontosan akkor teljesiil, ha m (k tor—9) >\ paor 1

Tétel Legyen k,r € NU{0}. Ekkor az ({ZJ )oo sorozat exponencialis
r/ n=k

generatorfiiggvénye

iilJTJ;: (1fm)k(1ix>%'

n==k

Bizonyitas Ha k = r = 0, akkor teljesiil az allitas, ugyanis

iLnJ " |0 xo_l_l z \' /7 1Y)’
=Llodon! —[Of,00 0 \l—z) \1—-z)
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Ha k,r nem mindketts 0, akkor az r-Lah-szamokra vonatkozo explicit for-
mulat, valamint a binomialis sort alkalmazva azt kapjuk, hogy

n| 2" =nln+2r—1\az" FSnA+2r—1\ ,
IDIFEED SF- (R e Ol (IR E
PN (ntk+2r—1\ , PSS —k—2r "
2 ( )= (=

n=0

n=0

k r
x_k(l_x>—k—2r:l T 1 ?
k! K\l—-z 1—2)
O

Az alabbi tétel és kovetkezménye az r-Lah-szamok onortogonalitasat és
altalanositott onortogonalitasat irja le, valamint kapcsolatokat ad meg az
r-Lah-szamok és az r-Stirling-szamok kozott.

Tétel Legyen n,k,r,s € NU{0}, k < n. Ekkor

S| 2] - Qe

R E R AR
s = (T e e
IS R T SR

Bizonyitas
1.
— n n . n n J . y _
(x4 2r —2s)" = LJ (z —2s)] = { J > (=1 mJ b =
r J r s



>[5 [

Osszehasonlitva az emelnked(’)’ faktoridlisokra vonatkozd binomialis tételbdl

adodo (z+2r —2s)" = Z (Z) 2" (2r — 25)"* képlettel, kivetkezik az allitas.

k=0
2.
7 n n ' n n 7 ' j
(x+2r—s)" = LJ (x —s)L = {J (—1)]_k[ } =
i—o LJdr i—o LI 1r 5 k1,
gL
k=0 j=k 31, Lk ],
Ezt Osszevetve az (z + 2r — s)" = [Z} z* képlettel, megkapjuk az
2r—s
k=0
allitast.
3.
"N ni M PN AN N F A
(x—r+2s)" =) (—1) (428 =) (—1) Y | =
Jj=0 J )y j=0 J T k=0 s

e {5L L

" (n
Ezt Osszevetve az (x —r + 2s)" = E { k:} 2E keéplettel, adodik az allitas.
2s5—r
k=0

Ha ezt Osszevetjik az (v + 7 + s)" = LZJ . 2k képlettel, megkapjuk az

k=0 2
allitéast. 0
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Kovetkezmény Legyen n,k,r € NU {0}, k£ < n. Ekkor

e 35 3] =0
2 (1], =sev 3] [
s (i =2 1)

Bizonyitas Az Gsszefliggések azonnal addédnak az el6zé tételbdl s = r he-
lyettesitéssel.

Az utolso allitast kombinatorikusan is bebizonyitjuk.

Ha n =r =0, akkor {OJ :1:[0} {0}
010 0]oL0J)g

Ha n,r nem mindketts 0, akkor egy n + r elemd halmaz k + r darab
rendezett osztalyba vald olyan osztéalyozasait, ahol az els6 r elem kiilonb6z6
rendezett osztalyba keriil, megkaphatjuk az aldbbi médon is: Az n+r elemet
elszor j + r darab paronként idegen ciklusba rendezziik (j = k,...,n) agy,
hogy az els6 r elem kiilonb6z6 ciklusba kertiljon. Majd a j + r darab ciklust
k+r darab osztalyba osztalyozzuk tgy, hogy az els6 r ciklus (amelyek az elss
r elemet tartalmazzak) kiilonbo6z6 osztalyba kertiljenek. Az egy osztalyban
szerepld paronként idegen ciklusok a benniik 1évS elemek egy permutaciojat
hatarozzak meg, ha Osszeszorozzuk ezeket a ciklusokat.

Igy n + r elem k + r darab rendezett osztalyba valé olyan osztéalyo-
zésainak szama, ahol az els6 r elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba kertil

216 :
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Végiil megmutatjuk, hogy sorozatok r-Lah-transzformaltjara és inverz
r-Lah-transzformaltjara igaz a kovetkezd megforditési tétel.

Tétel Legyenek (ay,),—, (by),—, komplex szdmsorozatok, legyen tovabba

r € NU {0}. Ekkor b, = ZLZJ ar (n € NU{0}) akkor és csak akkor

k=0
n

teljestil, ha a,, = Z(—l)”_k{
k=0

n

kJTbk (n € NU{0}).

Bizonyitas 1. Tegyiik fel, hogy b, = ZLZJ ar (n € NU{0}). Ekkor az

r-Lah-szamok onortogonalitdsanak alkalmazaséaval

n

I1. Tegyiik most fel, hogy a, = Z(—l)"fﬂk

J by (n € NU{0}), azaz
k=0 "

(—1)™nel val6 szorzas utéan (—1)"a, = Z LZJ (—1)*b, (n € NU{0}).
k=0 "

Alkalmazva a tétel mar belatott iranyat a ((—1)"by,) —, és a ((—1)"an),—,
sorozatokra az adodik, hogy

n n

(=17 =D (1" 7] (Dra =Y |
k=0 " k=0 "
Mindkét oldalt (—1)"-nel szorozva kapjuk, hogy b, = i m . 0

k=0
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3. Osszegzett r-Lah-szamok, r-Lah-polinomok

Ebben a fejezetben az r-Lah-szamok Osszegzéseivel foglalkozunk, melyhez
kapcsolodoan értelmezziik az r-Lah-polinomokat. A tulajdonsagaikat megfo-
galmazzuk az r-Lah-polinomok és az Osszegzett r-Lah-szamok esetére is, a
bizonyitasokat azonban elsGsorban a polinomokra végezziik el, ugyanis ab-
bol altalaban x = 1 helyettesitéssel konnyen adoédik a szamokra vonatkozo
valtozat is.

Definicié Legyenek n,r € N U {0}. Ha n,r nem mindketté 0, akkor je-
lolje Ly, egy n + r elemi halmaz dsszes olyan rendezett osztalyokba valé
osztalyozasainak a szamat, ahol az els6 r elem kiilonb6zo rendezett osztalyba
kertil. Legyen tovabba Lo = 1. Ekkor L,, ,-et az n-edik 6sszegzett r-Lah-
szamnak nevezziik.

A definiciokbol azonnal adédik a kovetkezd tétel, mely indokolja a név-
valasztast.

Tétel Legyen n,r € NU{0}. Ekkor

Ebbdl az 6sszefiiggésbdl az r-Lah-transzforméciora vonatkozo megforditasi
tétel segitségével kovetkezik az alabbi azonosség.

Ko6vetkezmény Legyen n,r € NU{0}. Ekkor

1= i(—nnﬂ' VJTL“'

=0 J

Definici6 Legyen n,r € NU{0}. Ekkor az L, ,(z) = \‘HJ 27 polinomot
4 J
J=0 T
az n-edik r-Lah-polinomnak nevezziik.
Megjegyzés Specidlisan Ly, (1) = L,,,. Tovabba L, .(z) n-edfokt polinom,
ugyanis {nJ =1.
n

T

20



Megjegyzés Ha n,r € NU {0} nem mindketts 0 és ¢ € N, akkor L, ,(c)
megadja, hogy egy n-+r elemi halmazt hanyféleképpen lehet rendezett oszta-
lyokba osztalyozni és a rendezett osztalyokat ¢ darab szinnel kiszinezni ugy,
hogy az elsé r elem kiilénb6z6 rendezett osztalyba keriiljon és az elsé r elemet
tartalmazo rendezett osztalyok ne legyenek kiszinezve.

Ha r = 0 vagy 1, akkor a rendezett osztalyokba vald osztalyozasokra
ismét nincs megszorités, ezért a kdzonséges Osszegzett Lah-szamokat és Lah-
polinomokat kapjuk.

Tétel Legyen n € NU{0}. Ekkor

1. Lyo(x) = Ly(x) és Lo = L,
2. $Ln71($) = Ln+1($) és Ln,l == Ln+1.

Bizonyitas

1. Han =0, akkor Log(z) =1 = Ly(x).

Ha pedig n € N, akkor legyen ¢ € N. Ekkor L, o(c) egy n elemi hal-
maz Osszes rendezett osztalyokba vald osztélyozasainak és a rendezett
osztalyok ¢ darab szinnel val6 szinezéseinek a szama, ami megegyezik
L, (c)-vel. Tehéat L, o(c) = L, (c) minden ¢ természetes szam esetén, igy
L,o(x) = L,(x).

2. Legyen ¢ € N. Ekkor L, ;(c) azt adja meg, hogy hanyféleképpen lehet
egy n + 1 elemid halmazt rendezett osztalyokba osztalyozni és a ren-
dezett osztalyokat ¢ szinnel szinezni gy, hogy az elsé elem rendezett
osztalyat nem szinezziik. Ha az els6 elem rendezett osztalyat is szinez-
nénk a c darab szin valamelyikével, akkor a lehetségek szama L, (c)
lenne. Tehat cL,, ;(¢) = Ly41(c) minden ¢ természetes szam esetén, igy
xLp1(z) = Ly ().

O
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Az n =0 ésn =1 esetben egyszertien megadhaté az r-Lah-polinom és az
Osszegzett r-Lah-szam értéke.

Tétel Legyenr € NU{0}. Ekkor
1. LO’T((L’) =1és LO,T = 1,

2. Ly, (x)=x+2rés Ly, =2r+1.

Bizonyitas

1. Har =0, akkor Lgo(z) = 1.

Ha r € N, akkor legyen ¢ € N. Ekkor Lg,(c) azt adja meg, hogy
egy r elemd halmazt hanyféleképpen lehet rendezett osztalyokba oszté-
lyozni és a rendezett osztalyokat c¢ szinnel szinezni gy, hogy az elsé r
elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriiljon és az els6 r elem rendezett
osztéalya ne legyen szinezve. Masfeldl ez csak egyféleképpen lehetséges:
minden elem kiilonb6z6 rendezett osztéalyba keriil, tovabbé egyik ren-
dezett osztaly sem kap szint. Igy Ly, (c) = 1 minden ¢ természetes szam
esetén, amibdl Lo, (x) = 1 kovetkezik.

2. Legyen ¢ € N. Ekkor L, ,(c) Osszeszamolja, hogy egy r + 1 elemi hal-
mazt hanyféleképpen lehet rendezett osztalyokba osztélyozni és a ren-
dezett osztalyokat ¢ szinnel szinezni Ggy, hogy az els6 r elem kiilonb6z6
rendezett osztalyba keriiljon és az els6 r elem rendezett osztélya ne
kapjon szint. Masképpen szamolva, elGszor az elsé r elemet elhelyezziik
r darab kiilénb6z6 rendezett osztalyba. Az (r + 1)-edik elem esetén két
lehetGség van: Egyrészt keriilhet 4j rendezett osztalyba, ekkor ezt az
egyelemii rendezett osztalyt c-féleképpen szinezhetjiik. Mésrészt keriil-
het az els6 r elem rendezett osztalyainak valamelyikébe, az elemek elé
vagy mogé, ami 2r lehetdség. Igy Ly ,(c) = c+2r barmely c természetes
szam esetén, amibdl Ly . (x) = x + 2r adodik.

O
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Az r-Lah-szamokhoz hasonléan az r-Lah-polinomok és az Osszegzett
r-Lah-szamok is kifejezhetSk (r —s)-Lah-polinomok és dsszegzett (r —s)-Lah-
szamok segitségével.

Tétel Legyen n,r,s € NU{0}, s <r. Ekkor

(?) Lj,—s(28)"7.

valamint s = r esetén

adodik.

0
Bizonyitas Han =r =0, akkor Lyo(z) =1 = (O)LO’O(JC)OO'

Ha n,r nem mindketts 0, akkor legyen ¢ € N. Ekkor L, ,(c) azt adja meg,
hogy hanyféleképpen lehet egy n + r elemd halmazt rendezett osztalyokba
osztéalyozni és a rendezett osztalyokat ¢ darab szinnel szinezni tugy, hogy az
els6 r elem kiilénbo6z6 rendezett osztalyba keriiljon, valamint az elsé r elemet
tartalmazo rendezett osztalyok ne legyenek szinezve.
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Ugyanezt mashogyan is Osszeszamolhatjuk. ElGszor helyezziik el az elsd
s elemet kiilonbo6z6 rendezett osztalyokba. Jeldlje j azon elemek szamat az
utolsé n elembdl, melyek nem az els6 s elemmel keriilnek egy rendezett osz-

talyba (j = 0,...,n). Ezt a j elemet (ﬁ)—féleképpen valaszthatjuk ki, majd
J

az (s + 1)-edik, ..., r-edik elemmel egyiitt L,,_s(c)-féleképpen osztéalyoz-
hatjuk rendezett osztalyokba és szinezhetjiik ezeket a rendezett osztalyokat
¢ szinnel 1gy, hogy az (s + 1)-edik, ..., r-edik elem kiilonb6z6 rendezett
osztalyba keriiljon, valamint az ezeket tartalmazo rendezett osztalyokat ne
szinezziik. A kimarado n — j elem az els6 s elem rendezett osztalyaiba kertil.
Ezek koziil az els§ 2s helyre, a mésodik 2s + 1,..., az (n — j)-edik elem
pedig 2s +n — j — 1 helyre keriilhet, hiszen minden elem tehets a mar bent-
16v5 elemek elé, valamint a rendezett osztalyok végére. Igy rogzitett j esetén

(n) Lj,,n_s(c)(Qs)nfj’ Osszesen pedig Z (n) Ljvr_s(c)(Qs)nfj a lehet&ségek
J - J

7=0
Szama.

Tehat L, ,(c) = Z (n) Lw_s(c)(Qs)”fj minden ¢ természetes szam ese-
. J
7=0
tén, igy Lo, (z) =Y (”) Ljpes(@)(25)"7. O
~ J
7=0
A kovetkezd tételben Spivey-tipusi formulat igazolunk r-Lah-polinomokra
és Osszegzett r-Lah-szédmokra. Az elnevezés onnan ered, hogy Bell-szamokra
Michael Z. Spivey [20] adta meg a megfelel§ formulat (Bell-polinomokra
Henry W. Gould, Jocelyn Quaintance |7| és Hacéne Belbachir, Miloud Mihoubi
[3], m-Bell-szamokra pedig Mez6 Istvan [13]| bizonyitott hasonlé formulat).

Tétel Legyen m,n,r € NU{0}. Ekkor

L ZZ[ J() @) (m + i+ 2r)" I

=0 75=0

Lenr = 25 ] () s 4 2077

=0 5=0

24



0 0 7
Bizonyitas Ha m =n =1 =0, akkor Lyo(z) =1 = {OJ (0) Lo(2)0%2°.
0

Ha m,n, r nem mind 0, akkor legyen ¢ € N. Ekkor L,, 1, ,(c) azt adja meg,
hogy hanyféleképpen lehet egy m—+n+r elemt halmazt rendezett osztalyokba
osztéalyozni és a rendezett osztalyokat ¢ darab szinnel szinezni gy, hogy az
els6 r elem kiilénb6z6 rendezett osztalyba keriiljon, valamint az els6 r elemet
tartalmazo rendezett osztalyok ne legyenek szinezve.

Ugyanezt mashogyan is 6sszeszamolhatjuk. ElGszor az els6 m + r elemet
1+ r darab rendezett osztalyba osztalyozzuk tgy, hogy az els6 r elem kiilon-

m

b6z6 rendezett osztalyba keriiljon (i = 0,...,m), ezt L ) J -féleképpen tehet-
1 dr

jiik meg. Tovabbé az els6 r elemet nem tartalmazoé ¢ darab rendezett osztalyt

ci-féleképpen szinezhetjiik. Jeldlje j azon elemek szamét az utolsé n elembdl,
melyek nem ebbe az i + r darab rendezett osztalyba keriilnek (j = 0,...,n).

Ezt a j elemet (ﬁ)—féleképpen valaszthatjuk ki, L;(c)-féleképpen osztalyoz-
J

hatjuk rendezett osztalyokba és szinezhetjiik a rendezett osztélyokat ¢ szin-
nel. A kimarad6 n — j darab elem az eredeti i + r darab rendezett osztalyba
keriil. Ezek koziil az els6 m + ¢ 4 2r helyre, a masodik m+1+2r+1,..., az
(n — j)-edik elem pedig m + i+ 2r +mn — j — 1 helyre keriilhet, hiszen minden
elem tehet§ a mar bentlévs elemek elé, valamint a rendezett osztélyok végére.

Igy rogzitett i és j esetén VnJ (@)Lj(c) (m+1i+ Qr)nfjcia osszesen pedig
v dr\( ]

Z Z LmJ (n) Li(e)(m+1i+ 27“)”?%2' a lehetGségek szama.
7 1dr\ ']

i=0 j=0

Tehat Ly inr(c) = Z {mJ (
T dr
— “

T%)Lj(c)(m—i—i—i—%)”jci minden ¢ € N
3 7=0

J

n

esetén, 1gy Lyin.(2) ,)Lj(x)(m i 2r)" O

Il
[
s
-
= 3
| I
5
A~
<

Megjegyzés A tételbeli Gsszefiiggés m = 0 esetén az r-Lah- és a Lah-
polinomok, illetve az Osszegzett r-Lah- és az Osszegzett Lah-szamok kozotti
kapcsolatot, n = 0 esetén pedig a definiciot kovets egyszert formulat, vala-

s,
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Az r-Lah-polinomokra és az 6sszegzett r-Lah-szamokra érvényes az alabbi
Dobinski-tipusi formula.

Tétel Legyen n,r € NU{0}. Ekkor

Bizonyitas I. El6szor a polinomokra vonatkozé allitast bizonyitjuk.

A bizonyitas soran legyen VLJ = 0, ha ¢ > n. Az eltolt emelkedd és
i

siillyedd faktorialisok r-Lah-szamokkal megadhato kapcsolatat felhasznélva
azt kapjuk, hogy

= Z M i M Z Hi

1= 1= 1=

Mindkét oldalt j!-sal osztva az adodik, hogy

SELIS DM

. 2\ oo 0 1 00
azaz a (M) sorozat az ({nJ ) és az (—') sorozatok kon-
J: =0 J 1/ j=o J:/ j=0

volicidja. Ezért a generatorfliiggvényeikre teljesiil, hogy

Z wgﬂ = L, (x) exp(x).

.

II. Most az 6sszegzett r-Lah-szamokra vonatkozo formulat igazoljuk.

Legyen A > 0 és £ egy A paraméterd Poisson-eloszlasi valészintiségi val-
toz6. Ekkor

E(&+2r)" §]+27‘ —j_ _’\Z ZLJ

1=
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=0 j*O‘j! =0
AN ”inmA—j:nmx_L A
DI S M HEELINY

- = 1
Specidlisan A = 1 esetén L, = L, (1) = E({+2r)" = Z (j+2r)" ﬁe’l.
0

Most megadjuk az r-Lah-polinomok és az 6sszegzett r-Lah-szamok soro-
zatainak exponencialis generatorfiiggvényét.

Tétel Legyen r € N U {0}. Ekkor az (L, ,(x)),_, sorozat exponenciélis
generatorfiiggvénye

i Ly, (z) . ( Ty ) 1
7 = ex ,
n! y P l—y) (1- y)2r

n=0

az (Ly,) ", sorozat exponenciélis generatorfiiggvénye pedig

f:L’””—ex ( y > 1
TP =y

n=0

1. Bizonyitas Felhasznalva az r-Lah-szamok exponencialis generatorfiigg-
vényét, az adodik, hogy

OoLm«(x)n | n jln_oo ]OO n| 1,
e SO MV SED S MY
n=0 n=0 j=0 r 7=0 n=j r
= 1 y ' 1 1 =1/ xy \’
_ny_'<1_ ) __ 2r27(1_ ) _
= 7 vy, =y)" (A-y)" = y
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2. Bizonyitas Az 6sszegzett r-Lah-szamokra vonatkozé allitdst mas modon
is bizonyithatjuk.
El6szor az 6sszegzett Lah-szamok exponencialis generatorfiiggvényét hata-

rozzuk meg. Legyen l( ) az (L ) sorozat exponencialis generatorfiigg-

vénye, azaz [(y) = Z ' y" Zlny
n!

n=0

Az 6sszegzett 1—Lah—szamok és az Osszegzett Lah-szamok kozotti Osszefiig-

gés alapjan L, = L, = Z <T,L)Lj (n —j +1)!, amibdl kovetkezik, hogy
- J
7=0
az (Ln1),o sorozat az (Ly) -, és az ((n + 1)!)7", sorozatok binomiélis kon-
volucidja. Az (Ly41),., sorozat exponencialis generatorfiiggvénye I'(y), az

1 1
((n+ 1)1),2, sorozaté pedig T Mindezekbdl I'(y) = I(y) ! 5. En-

nek a differencialegyenletnek keressiik a megoldasat a formalis hatvanysorok

kérében az [y = O—? — 1 feltétel mellett.

A differencidlegyenlet két oldalan y™ egylitthatoja (n + 1)1 =

> lk(n—k+1). Ebbél kvetkezik, hogy lo = 1-bél kiindulva, Iy, .. ., I, isme-

k=0
retében [, egyértelmtien meghatarozhato, tehat a differencidlegyenletnek

az lp = 1 feltétel mellett egyértelmien létezik megoldasa.

Megmutatjuk, hogy ez a megoldas exp (IL) Egyszerd derivalassal
-y

ellendrizhetd, hogy ez a formaélis hatvanysor teljesiti a differencidlegyenletet,
o0

k
1
a konstans tagja pedig exp (L> = E — (L) alapjan 1.
1—y prd E'\1—y

Ezt felhasznélva adjuk meg az 6sszegzett r-Lah-szamok exponencialis ge-
neratorfiiggvényét. Legyen l,(y) az (L, )., sorozat exponencialis generéator-
o
. 4 Ln,'r n
fiiggvénye, azaz [.(y) = Z;Wy .
n—=
Az (L,,);", sorozat az Osszegzett r-Lah-szamok és az Gsszegzett Lah-
szamok kozotti kapesolat miatt az (L)~ és a ((2r)"),—, sorozatok bino-
mialis konvolucidja. Az (L) ., sorozat exponencilis generatorfiiggvénye a

bizonyités elsé felében latottak szerint exp 1L>, a ((2r)"),", sorozaté
)
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1
pedig ————-, ugyanis a binomialis sort felhasznélva

(1-y)

I (R L S e I

n=0

: y Y 1
A fentiek alapjan [,.(y) = exp ( > = U

Végiil belatjuk, hogy az r-Lah-polinomok minden gyoke valds, ami New-
ton tételével egyiitt Gjabb bizonyitasat adja annak, hogy rogzitett fels6 pa-
raméter mellett az r-Lah-szédmok sorozata szigortan log-konkav és unimodéa-
lis.

Tétel Legyenn € N ésr € NU{0}. Ekkor L, ,(x) minden gyike valos és
egyszeres, r = 0 esetén az egyik gyok 0, a tobbi negativ, r € N esetén pedig
minden gyok negativ.

Bizonyitas Az egyszertiség kedvéért a tételt csak az r € N esetre bizonyit-
juk, r = 0 esetén ugyanezzel a gondolatmenettel igazolhato az allitas.

A tétel bizonyitésa n szerinti teljes indukciéval torténik.

Ha n = 1, akkor L;,(x) = x + 2r, amelynek egyetlen gyoke —2r, ami
negativ, erre tehét teljesiil az allitds. Az n = 2 esetben pedig Ly, (z) = 2% +
(47 +2)x+4r2+2r, amelynek gyokei —2r—1—+/2r + 1 és —2r—1++/2r + 1,

mindkett§ negativ, tehat ekkor is igaz a tétel allitasa.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n-re.

Ekkor alkalmazva az r-Lah-szamok rekurzidjat és nevezetes értékeit,
(n + 1)-re a kévetkezot kapjuk:

n+1 n
_Z n+1l| ., |n+l Z n+l| . |n+1| .
Ln+1’r(l‘) a \; k er a \; 0 Jr_l_ \‘ k er +\;n+1Jr$ B

k=0 k=1

_(QT)W+§(\\kﬁlJr‘i‘(n—i—k—'—Qr){ZJr) b+ 2"t =
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=aL,.(x)+ (n+ 27")Ln7r(as) + L, (r).

Ebbol e®2"+?~1nel szorozva e* 2™t 1L, 1 (2) = (e*2" " L,y . (2)) ado-
dik.

Az indukcios feltétel szerint L,, .(x)-nek n darab valés gydke van, minden
gyok egyszeres és negativ. Ekkor 2"** L, .(x)-nek n + 1 darab kiilonbozs
valos gyoke van, a nulla (n + 2r)-szeres gyok, a tobbi egyszeres és negativ.
Mivel e* > 0 (z € R), igy e*2""" L, ,(z)-nek n + 1 darab zérushelye van,
az egyik 0, a tobbi negativ, valamint lim e“2""*" L, .(z) = 0. Ebbél Rolle

tétele alapjan kovetkezik, hogy (e*a"t? L, (x)) = e*a"t¥ 1L, ,(r)-nek
van n + 1 darab zérushelye, amelyek mind negativak. Mivel e* > 0 (z € R),
ezért x" ¥ 1L, 1 . (z)-nek van n+1 darab kiilonbozs valos gyoke, melyek ne-
gativak, igy L, 1, (z)-nek van n+1 darab kiilonb6z6 negativ gyoke. Tovabba
mivel deg (L,11,(z)) = n+ 1, méas gyoke nincs. O

n n

Kovetkezmény Legyen n,r € N. Ekkor az (L J ) sorozat szigoriian
J r/ j=0

log-konkav, és igy unimodalis.
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1. Fluggelék

Az els6faju és a masodfaju Stirling-szamok, valamint a Bell-szamok fontos
szerepet jatszanak a leszamlald kombinatorikaban, véges sok elem paronként
idegen ciklusokba vald sorolasait vagy osztalyozasait szamoljak Gssze. Ezek-
nek a szamoknak tobbféle valtozatéat és altaldnositasat definidltak, koztik az
r-Stirling-szamokat (egymastol fiiggetlentil A. Z. Broder és R. Merris) illetve
az r-Bell-szamokat (Mez6 1.), ahol az els6 r elemnek kiilonb6z6 ciklusba vagy
osztéalyba kell keriilnie.

Az elmilt években tanulményozott és a TDK dolgozatomban részletesen
bemutatott kutatasi téméam a hasonlé probléma vizsgalata abban az esetben,
amikor az osztalyokon beliil szamit az elemek sorrendje, azaz az elemeket ren-
dezett osztalyokba osztalyozzuk. Megszoritas nélkiil az ilyen rendezett osz-
talyokba vald osztalyozasokat a Lah-szamok szamoljak 6ssze, a feladatom és
célom tehét az r-Lah-szamok, az 0sszegzett r-Lah-szamok, valamint ezekhez
kapcsolodoan az r-Lah-polinomok értelmezése és tulajdonsagainak vizsgalata
volt.

Az eredményeink bizonyitasanal torekedtiink arra, hogy ahol csak lehe-
tett, tisztan kombinatorikus gondolatmenettel lassuk be azokat. Ehhez to6bb
esetben teljesen 1ij, de azonossagonként mas-maés tletre volt sziikségiink. Kie-
meljik példaul, hogy az r-Lah-polinomok tulajdonsagait is kombinatorikus
aton vizsgaltuk tgy, hogy pozitiv egész szam helyettesitésekor kombinatori-
kus jelentését adtuk, nevezetesen az osztalyozas mellett a rendezett oszté-
lyokat ki is szineztiik. A kombinatorikus eszk6zokon til, mas bizonyitasaink-
ban valoszintiségszamitési eszkozoket hasznaltunk fel, differencidlegyenletet
oldottunk meg a formalis hatvanysorok korében, vagy a polinomok gyockeinek
vizsgalatahoz alkalmasan megvélasztott fiiggvényre alkalmaztuk a Rolle-féle
kozépértéktételt.



