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1. Bevezetés

Legyen F' n > 3 foku egész egyiitthatos, egy fGegyiitthatoji, homogén,
irreducibilis polinom, m # 0 egész szam. Az

Fz,y)=m wzy€eZ

egyenletet Thue egyenletnek nevezziik Axel Thue norvég matematikus emlé-
kére, aki 1909-ben bebizonyitotta, hogy az ilyen tipusi egyenleteknek csak
véges sok megoldasa van [26]. Ez az eredmény nagy hatést gyakorolt a dio-
fantikus egyenletek elméletének XX. és XXI. szézadi fejlédésére. Minden di-
ofantikus egyenletekkel kapcsolatos jelentés modszer elsé formajaban a Thue
egyenletekre vonatkozo alkalmazasként jelent meg. A hatvanas években Alan
Baker [1] effektiv fels§ korlatot adott a megoldasok abszolut értékére. A Ba-
ker mddszer néven ismertté valt (és Fields medallal elismert) modszernek
széamos altalanositasa sziiletett, 1d. pl. |2].

Ezen korldtok azonban még a legegyszertibb esetekben is exp(10*°) nagy-
sagrendiiek, énmagukban nem alkalmasak a megoldasok megkeresésére. A
megoldasok tényleges kiszamitasahoz sziikséges volt az F'(z,1) polinom gyo-
ke altal generalt algebrai szamtest alapegységeinek, egész béazisanak és m
norméju elemeinek kiszamitasa, mely kiilonb6z6 algebrai szamelméleti prog-
ramcsomagok felhasznalasaval lehetévé valt [6]. Ezen adatok és a Lenstra-
Lenstra-Lovasz-féle (LLL) bazis redukcios eljaras [20] alkalmas felhasznala-
saval sikeriilt a Baker modszerrel nyert korlatokat numerikus uton redukalni.
A redukcio6 tobb széz, gyakran ezer-kétezer jegyti nagy pontossagu szamokkal
végzett numerikus eljaras, mely tobbszori iteracioval szazas vagy ezres nagy-
sagrendi redukalt korlatokat eredményez az x, y megoldasokra. Ilyen moédon
sikeriilt Thue egyenletek teljes megoldésat kiszamitani tobb szerzének, pl.
B. de Weger 27|, Pethé Attila és R.Schulenberg 23], N.Smart [24], Y.Bilu
és G.Hanrot [5], Id. még Gaal Istvan [8].

A Thue egyenletek teljes megoldasa egy rendkiviil szamitasigényes elja-
rés, ugyanakkor a nagyszami megoldott példa azt mutatja, hogy ilyen tipusta
egyenleteknek altalaban csak nagyon kicsi, egy-két, maximum haromjegyt
megoldéasai vannak. Ezért volt fontos Pethd Attila [22] modszere, mely a
lanctort algoritmus felhasznalasaval egyszertien és nagyon gyorsan alkalmaz-
hato eljarast adott a Thue egyenletek kis megoldasainak kiszamitasara. Mivel
ez a modszer még a 10°°0 korlat alatti "kis" megoldasokat is hatékonyan ki-
szamitja (és kideriil, hogy tényleg csak egy-két jegyid megoldésok vannak),
ezért nagy valoszintiséggel az Gsszes megoldast szolgéltatja.



A Thue egyenletek jol ismert és sokat vizsgalt specidlis tipusa a binom
Thue egyenletek, azaz az

" —my" =41, x,yeZl

tipusi egyenletek, ahol m adott egész szam, tugy, hogy a bal oldali polinom
irreducibilis. Ilyen tipust egyenletekre M.Bennett [4], Bazs6é Andras, Bérczes
Attila, Gyéry Kalman, Pintér Akos [3], Gyéry Kalméan és Pintér Akos [18]
értek el tobbek kozott eredményeket.

A dolgozat egyik {6 eleme a Pethd Attila féle [22] modszer alkalmazéasa
binom Thue egyenletekre. A binom Thue egyenletek specialis tulajdonsa-
gait kihasznélva a modszert élesiteni tudjuk, ami alkalmassa teszi rendkiviil
nagy szami binom Thue egyenlet megoldaséra, ez a 2.1 fejezetben talélhato.
Szuperszamitogép felhasznalasaval n = 3,4,5,7,11,13,17, 19, 23, 29 kitevk-
re 2 < m < 107 mellett kiszamitjuk az Osszes x,y megoldast, mely kisebb,
mint 105%°. A megoldasok listait az 5.1 fejezet tartalmazza.

Az algebrai szamelmélet klasszikus problémaja annak vizsgéilata, hogy
egy K algebrai szamtest monogén-e, azaz az egészek Zy gytrtije eldall-e Z[a]
egyszeri gytribdovitésként 1d. Gydéry Kalmén [17], W.Narkiewicz [21], Gaal
Istvan [8]. Ebben az esetben K egész bazisa 1,q,...,a" ! alakia hatvdny
egész bazis. A hatvany egész bazisok kiszamitasa diofantikus egyenletek, un.
index forma egyenletek megoldéasara vezethetd vissza (1d. [8]).

A K = Q(i/m) tipust negyedfoku gyokbovitések esetén kideriil, hogy az
index forma egyenlet negyedfokt binom Thue egyenletre redukalhaté. Ilyen
moédon az 5.1. fejezetbeli szamitasi eredményeket felhasznalva a 2.3. feje-
zetben (bizonyos feltételek mellett) 2 < m < 107-re megadjuk a negyedfoku
gyokbévitések hatvany egész béazisainak dsszes, 101°°-nél kisebb koordinata-
jua generatorat. Ezen listdk nagy valoszintiséggel az 0sszes megoldast tartal-
mazzak.

Legyen v az F(X,1) polinom gyoke, K = Q(«). Ekkor a fenti Thue
egyenlet
Ngjo(x —ay) =m
alakba ifrhato. Ha ezen Thue egyenletet nem az egész szémok Z gytirtje

folott, hanem valamely algebrai szamtest egészeinek gytirtje f0lott tekintjiik,
akkor relativ Thue egyenletnek nevezziik.



Legyen L algebrai szamtest, jelolje Z; az L egészeinek gytrijét. Legyen
« legalabb harmadfoku algebrai egész L folott, K = L(«a), legyen p # 0
algebrai egész L-ben. A

NK/L<x_ay> = K, I:yGZL (1)

relativ Thue egyenlet teljes megoldasara Gaal Istvan és M.Pohst [13] dolgo-
zott ki algoritmust a Baker modszeren és az LLL-en alapul6 redukcios eljaras
felhasznalasaval. Pethd Attila modszerét Gaal Istvan |9] terjesztette ki relativ
Thue egyenletek "kis" megoldéasainak kiszamitasara. Ez a modszer kifejtésre
keriil a 3.1 fejezetben.

A 3.2 fejezet specidlis masodfoki algebrai szamtestek feletti negyedfoku
relativ binom Thue egyenletek megoldasait tartalmazza 0 < m < 5000-re.

A 3.3 fejezetben masodfoku szamtestek feletti relativ negyedfoka gyok-
bévitések hatvany egész bazisainak kiszamitasa taldlhato. Hasonléan, mint
az abszolit esetben, a probléma visszavezetheté a mésodfoku testek feletti
negyedfoki binom Thue egyenletekre, igy a 3.2 fejezet eredményeinek felhasz-
néalasaval megadhatoak bizonyos masodfoki testek feletti negyedfoki gyok-
bévitések relativ hatvany egész bazisai.

A dolgozat 2.1, 2.2, 2.3, 3.2, 3.3 fejezetei sajat eredmények, melyek meg-
jelentek illetve megjelenés alatt allnak a [14], [15], [16] dolgozatokban.



2. Binom Thue egyenletek Z felett

Ebben a fejezetben
2 —my" =+1, =x,yel (2)

tipust binom Thue egyenletek "kis" megoldésainak kiszamitésaval és a meg-
oldasok negyedfoki gyokbdévitések hatvany egész béazisaira vald alkalmazasa-
ival foglalkozunk.

2.1. Gyors algoritmus binom Thue egyenletek "kis" meg-
oldasainak kiszamitasara

Ebben a részben Peths Attila [22] cikkének modszerét alkalmazzuk bi-
nom Thue egyenletekre. A binom Thue egyenletek specialis tulajdonsagait
kihasznalva élesebb becsléseket vezetiink le, ami az algoritmust hatékonyab-
bé teszi.

Legyen n egy tetszoleges paratlan prim (az n = 4 esetet késébb vizsgal-
juk). Tegyiik fel, hogy m olyan, hogy a (2) egyenlet bal oldala irreducibilis.
A cél megtalélni az 6sszes olyan x,y € Z megoldésat a (2) egyenletnek, amire
max(|z|, |y|) < C. Numerikus szdmitésainkat C' = 105 vélasztaséval végez-
tiik.

Legyen ¢ = exp(27mi/n) n-edik egységgyok, és x,y egy tetszbleges megol-
désa (2)-nek, tovabba legyen

Bi=x—¢ Wmy
minden j = 1,...,n esetén. Ekkor a (2) egyenlet a kovetkezs alakban irhato:
Bre--Bp==1 (3)

Feltehetd, hogy y > 0, hiszen a (2)-nek (x, y) és (—z, —y) egyarant megoldasa,
csupan a jobb oldal lesz +1 helyett —1 vagy forditva. Méasrészt ha y = 0,
akkor a trividlis x = +1 megoldést kapjuk.

Mivel n paratlan, ezért (s,...[, mind komplex szdmok, melyeknek a

képzetes része (¢ m y # 0, gy
1Bl = o — 7 /m oyl > (T [my >0
barmely 7 = 2,...,n esetén. Ez azt jelenti, hogy

1 1
S 1
B2 Bul T 1y

1] = |z — V/my| <



és ebbdl kovetkez8en
x

1
gL
y ¢ y"
ahol ¢; = (/m)" " - ¢y és e = [, [S(Z7H)].
Nyilvanvalo, hogy (z,y) = 1, igy ha a (4) egyenletben talalhato jobb
oldali felsé becslésre teljesiil, hogy

<

(4)

vagyis

akkor (4)-bdl kovetkezik, hogy

és ekkor a Legendre tétel garantalja, hogy § az /m egy kozelité tortje lesz.
h,
.
tortekre jol ismert Osszefiiggés alapjan:

Legyen ez a j-edik ldnctortjegy pedig a;. Ekkor a fentiekbdl, és a lanc-

1 1
= <
(aji1+2)y2  (ajp1 +2)kF

-
kj

vm— 2.
Yy

Legyen A = max;<;<s a;, ahol k, az els6 kozelitd tort nevezs, ami nagyobb,
mint C. A fenti becsléseket kombinalva, kapjuk, hogy

1
(A+2)y?

1

c1 Yy

m— =

Y

<A+2)52
y<cg= .
C1

Ezek alapjan a C-nél kisebb megoldasok meghatarozasahoz ki kell szamita-
nunk A-t, majd a c3 korlatot, és a cs-nal kisebb nevez6ji kozelits torteket
behelyettesitéssel ellendrizni. Még kiilon meg kell vizsgalnunk azon y értéke-
ket melyek nem elégitik ki az (5) feltételt.

<

<

amibdl, pedig




2.2. Specialis esetek

1. Legyen n € {3,5,7,11,13,17,19,23,29}. Egyszerii szamolas mutatja,
hogy az (5) feltétel egyenértéki az alabbival:

2 ﬁ __n—1
v (2)7 ot (6)

Amennyiben m elég nagy, a (6) feltétel teljestil minden y > 1-re. Adott
n esetén ez a feltétel a kovetkezd m-ekre nem teljesiil:

n

3 2<m <4
) 2<m <10
7 2<m <29
11 2<m <314

13| 2<m <1078

171 2<m < 13489
19 | 2 <m < 48699
23 | 2 <m < 652798
29 | 2 <m < 796021

Ezen m-ek esetén tesztelni kell az Osszes olyan y-t, melyek nem nem
elégitik ki a (6) feltételt. Konnyt szamolas utan kidertil, hogy ez csupan
az y = 1 eset vizsgalatat jelenti, ami igen gyorsan megy.

2. Ha n = 4 akkor a negyedik hatvanyra emelés miatt lényegtelen, hogy x
és y elGjele milyen, igy feltehetd, hogy most z is pozitiv. Jelen esetben
(2) a kovetkezSképpen bomlik fel:

(z = Vmy)(z+ Vmy)(@ —ivm y)(z +ivVm y) = £1

Mivel most =,y > 0, ezért |z 4+ /m y| > /m y, méasrészt az el6z6
részhez hasonloan, itt is teljestl, hogy |z £ iy/m y| > ¥/m vy, igy a
becslés a kovetkezSképpen alakul:

. T 1 1
_ < —_— < —
vm y| — (Vm)®yt o 2

ahol az utolsd egyenlStlenség nyilvanvaloan teljesiil minden y > 1 ese-
tén. Innentdl, pedig alkalmazhaté az ismertetett lanctortes eljaras.



A fenti binom Thue egyenletek megoldéasait n szerint csoportositva az 5.1
rész tartalmazza. A tablazatokban csupén azok a megoldasok szerepelnek,
amelyeknél y > 0 (valamint n = 4 esetén z,y > 0), igy az Osszes megol-
dast valojaban az (x,y); (—z, —y) parok szolgaltatjak (értelemszertien n = 4
esetén az (x,y); (—x,y); (x, —y); (—x, —y) parok). Ezen rész eredményei meg-
jelenés alatt allnak [15]-ben.

2.3. Alkalmazas a Q(v/m) hatvany egész bazisaira

A hatvany egész bazisok generatorainak keresése az index forma egyenlet
megoldasaval ekvivalens, ami negyedfoku szamtestek esetében hatodfoku és
haromvaltozos. Gaal Istvan, Pethd Attila és M.Pohst [10] (1d. még Gaal Ist-
van [8]) tételét felhasznélva ez harmad, illetve negyedfokt Thue egyenletekké
redukilhato, amik mar jol kezelhetGek ismert eszkozokkel. Legyen ugyanis
K = Q(¢), ahol ¢ minimalpolinomja f(x) = x+a23+asx* +azz+ay € Z[z].
Ekkor egy tetszbleges ¥ € Zg elemet a kovetkez§ alakban reprezentalhatunk:

9= S(at 7+ & + 26) (7)

ahol az a, x, y, z egyiitthatok egészek, és d alkalmas régzitett nevezs. Legyen
n=1(&)=(Z}:Z[¢]"), a  indexe, valamint

F(u,v) = u® — aguv + (ayaz — das)uv? + (4asay — a3 — aiay)v®
egy Z feletti kétvaltozos harmadfokt forma, és

Qi (x,y,2) = 952—xyal*l-yQaQ—l-xz(a%—?@z)+Z/2(a3—a1&2)+22(—ala3+ag+a4)>

Qa(z,y, 2) = ?JQ — Tz —a1yz + Z*a

haromvaltozés masodfoku formak 7 felett.
A [10] {6 tétele szerint:

1. Lemma. Ha a (7)-beli ¥ hatvdiny egész bdzist generdl K -ban, akkor létezik
olyan (u,v) € Z* megolddsa az

d6
Flu,v) =+ (5)
egyenletnek, hogy
u= Ql(xvya Z) (9)
v = Q2(x7y7 Z) (10)



Alkalmazzuk ezt a lemmat negyedfoku gyokbdévitésekre, azaz a K = Q(«)
testre, ahol a = /m. Ebben az esetben az F(u,v),Q1, Q2 formak jelents-
sen egyszertisodnek. A.Hameed, T.Nakahara, S.M.Husnine és S.Ahmad [19]
tétele szerint ha m # —1 és m = 2,3 (mod 4), akkor {1,a,a? o} egész
béazisa K-nak, ami azt is jelenti, hogy n = I(«) = 1 és barmely 9 € Zg elem
(7) formaban tgy reprezentalhaté, hogy d = 1. Igy tehat (8),(9) és (10) a
kovetkez6 alakban irhato:

u(u® + 4mo?) = +1 (11)
v —mz* =u (12)
v —xz=0 (13)

Ahhoz, hogy meghatéarozzuk a K test hatvany egész bazisait, meg kell olda-
nunk ezt az egyenletrendszert. Ekkor (11)-bgl kovetkezik, hogy u = +1 és
u? + 4mv? = £1, amibdl pedig vilagos, hogy v = 0.

Ha most m < 0, akkor (12)-bdl adoéddan csak x = +1 és z = 0 lehetséges,
és ekkor (13)-bol y = 0 eredményt kapjuk, igy ebben az esetben csak a ¥ = «
lesz a hatvany egész bazisok egyetlen generatora (természetesen csak ekviva-
lencia erejéig, mert az a € Z szam (7)-ben tetszblegesen megvalaszthato).

Amennyiben m > 1, a (12) egyenletbdl kévetkezik, hogy x és z legnagyobb
kozos osztoja 1, tovabba (13) y* = xz alakban irhato, vagyis két relativ prim
szam szorzata négyzetszam. KEz csak gy lehetséges, ha x és y maguk is
négyzetszamok (megjegyzends, hogy (13) miatt, = és z elGjele megegyezik,
és ha (z,y, z) megoldas, akkor (—x,y, —z) is megoldas, tehat feltehets, hogy
x és z pozitivak).

Legyen x = a® és z = b%, ahol a,b € Z. Ekkor a (12) egy szép binom Thue
egyenletté alakul:
a* —mb* = £1 (14)

Most az el6z6 fejezetben szerepld megoldasokat felhasznélva a megfelels m
értékeknél, elvégezve az x = a®,y = +ab,z = b? helyettesitéseket (7)-ben,
megkapjuk az Osszes 101°9°-nél kisebb koordinataju generatorat a hatvany
egész béazisoknak (el6jeltdl eltekintve). Ezen rész eredményei megjelenés alatt
allnak [14]-ben.
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3. Relativ eset

Ebben a fejezetben (1) tipusu relativ Thue egyenleteket vizsgalunk.

3.1. Relativ Thue egyenletek "kis" megoldasainak kere-
sése

A kis megoldasok kiszamitésara vonatkozo Pethd Attila-féle modszer sza-
mos alkalmazassal rendelkezik. A relativ esetre alkalmazhat6é hasonlé mod-
szert a kozelmultban Gaal Istvan adott [9] cikkében. Az eljaras a lanctort
algoritmus helyett az LLL bazis redukcion alapul. A "kis" megoldésokra
adott (kb 10°%) korlatot tobb lépésben redukéaljuk. Tekintettel arra, hogy a
modszert a 3.2 fejezetben felhasznéljuk, a kdvetkezs részben roviden ismer-
tetem.

3.1.1. Elemi becslések relativ Thue egyenletekre

Jelolje Zy az L algebrai szamtest egészeinek gytrijét. Legyen a egy
algebrai egész L folott, és K = L(a). Legyen 0 # p € Zj, és tekintsiik a
kovetkezd relativ Thue egyenletet

NK/L(X - CYY) = U X,Y € ZL- (15)

Legyen m = [L : Q] és (1,wa, ..., wy) az L egészeinek egy bézisa, valamint
jeloljiik egy v € L elem konjugaltjait v\-vel ( = 1,...,m).
Az « elem foka az L folott legyen n, a relativ definialé polinomja pedig f(z).
Ekkor aU%) | (k= 1,...,n) jeldlje az a relativ konjugaltjait L) f5lott, vagyis
az f(x) j-edik konjugéltjanak gyokeit. Ugyanigy yU®)-val jeléljiik egy tetszo-
leges v € K elem aY®)-nak megfelels konjugaltjait is.

Feltessziik, hogy n > 2m ha K teljesen valos, és n > m, ha nem az. Ez a
feltétel fogja biztositani a redukcios eljaras hatékonysagat.
A cél, meghatérozni a (15) 6sszes megoldéasat, amelyekre teljesiil, hogy |Y] <
C, ahol C egy adott konstans pl. 109 vagy 10°%°. (Egy ¢ algebrai szam ese-
tén 9] jeloli a ¥ méretét, azaz konjugaltjai abszolit értékeinek maximumét.)
Tetszoleges X és Y elemet a kovetkezs alakban irhatunk:

X =21 +wTo+ ... +WnTm, Y =y +woys+ ...+ wWnYm,

ahol z;,y; € Z (1 <i <m). Legyen ekkor A = max(max |z;|, max |y;|).
Az algoritmus azon a jol ismert tényen alapul, hogy a (15) egy tetszSleges

11



X,Y € Z;, megoldéasa esetén, a f§ = X — aY valamelyik konjugaltja nagyon
kicsi feltéve, hogy Y nem tul kicsi.
Sziikségiink lesz a kovetkezd jelolésekre:

1 . .
eri = 5 (@ — ™) (1< h<m, 1<ij<n, i#])

||
Chi = ) (1§h§m71§1§n)
ITi<jcn jzi Chii
VA
€1 = max ,

ahol a maximumot 1 < h <m, 1<1,j <n, 1 # j értékekre vessziik.

Legyen S az az m xm-es matrix, amelynek a j-edik soraban 1, wéj ), e ,wg)
szerepel. Jeloljiik co-vel az S~! sornorméjat, vagyis a maximaélis Osszegét egy

sorban 1évS elemek abszolut értékeinek.

Legyen
Al
C3 = —,
||
¢y = max(cy, c3),
Cy = 2CQE
és

dpi = cpict™, (1<h<m, 1<i<n).
Végiil legyen C egy adott konstans. Ekkor a kiévetkezd tételek érvényesek
(1d. 19]).

1. Tétel. Ha (X,Y) € Z2%, egy olyan megolddsa (15)-nek, amelyre m > c3,
akkor

A<es-Y. (16)

2. Tétel. Ha (X,Y) € Z3, egy olyan megolddsa (15)-nek, amelyre m > ¢y,
akkor létezik h,i (1 < h <m, 1<i<mn), dgy, hogy

18| < dp A (17)

12



3.1.2. A korlat redukalasa

A kovetkezSkben réviden ismertetem azt az eljarast, amely a megoldasok
méretére adott C korlatot a A.K.Lenstra, H.W.Lenstra Jr. és Lovasz Lészlo
[20] altal kidolgozott LLL algoritmus felhasznéalasaval redukalja.

Legyen h,i (1 < h <m, 1 < i < n) olyan indexek, melyekre teljesiil
a (17) egyenl6tlenség, vagyis

|21 —|—w§h)x2 o Fwg, — oMy, — a(hi)wgh)yg — =oM< d AT

(18)
Tekintsiink most egy L racsot, amelyet a kovetkezd méatrix oszlopai generél-
nak:

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
H HRWM) . HRWY) | HRQ®) HR@MWM) . HR(@MWD)
H H%(wgh)) . H%(wq(j;)) HS(aM) H%(a(hi)wgh)) . H%(a(h")wn}f))

ahol H egy meghatarozott konstans.

A teljesen valos esetben az utolso sort elhagyhatjuk. Alkalmazzuk az LLL-
algoritmust az L-re, és a redukalt racs elsé vektorat jeloljiik b-el. Legyen
tovabba Ag egy adott pozitiv szam.

3. Tétel. (/9]) Tegyiik fel, hogy 1, ..., ZTm, Y1, .., Ym olyan egészek, me-
lyekre teljesil (18). Ha valamely A < Ag konstans esetén by-re igaz, hogy

[ba] = /(2m + 1)22m=1 - Ay,

dp H\ 7
A< | —— 1
_<A0> (19)

akkor

A tétel els6 alkalmazasakor Ay = C-t valasztunk. Alkalmas H esetén a (3)-
ban szerepl6 A kisebb lesz, mint Ag. A redukcids 1épést altaldban 5-6 al-
kalommal megismételjiik, amig a redukalt korlat lényegesen kisebb, mint az
el6z6.
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Ha H-t elég nagynak valasztjuk, akkor a by hosszara tett feltétel teljesiilni
fog. Tapasztalatok szerint H-ra alkalmas valasztas a komplex esetben Af’, a
teljesen valos esetben A2™. A redukalt korlat az el6bbi tétel szerint a komplex

m—1

esetben (a numerikus példak erre az esetre vonatkoznak) Ay ' nagysagrendsi.

3.2. Relativ binom Thue egyenlet

A dolgozat ezen fejezetében a relativ Thue egyenletek "kis" megoldasai-
nak kiszdmitaséara szolgalo el6bbi eljarast relativ binom Thue egyenletek meg-
oldasara hasznaljuk. A késébbi (3.3 fejezetbeli) alkalmazéasok miatt az alap-
test olyan képzetes masodfoki szamtestet lesz, mely egészeinek gytirtjében
érvényes az egyértelmd primfaktorizacio tétele. Ezen szamtestek L = Q(Z\/C_l)
alaktak, ahol d € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}. (1d. H.M.Stark [25]; A.Baker
[1]).

Az el6z6 fejezetbeli modszer alkalmazasaval a fenti d értékekre, minden
¢ € L egység esetén, 1 < m < 5000 mellett kiszamitottuk az

Xt—mY'=¢(, X, Yez,

egyenlet 6sszes olyan megoldasat, melyre max(|X], [Y]) < 10%%,

Mivel a megoldasok L-beliek, ezért célszerd bevezetni az w = #, ha
—d =1 (mod 4) és w = iV/d, ha —d = 2,3 (mod 4) jeloléseket, hiszen jol
ismert tény, hogy Zj, egészeinek egy bézisa ilyen valasztéssal {1,w} lesz.

A megoldésok listait az 5.2 rész tartalmazza. Ezen eredmények megjelenés
alatt allnak a [16] cikkben.

3.3. Alkalmazas relativ hatvany egész bazis keresésére
negyedfokt relativ bévitésben

A abszolut (Z f6l6tti) esethez hasonloan a relativ binom Thue egyenletek
megoldasa alkalmazhat6 negyedfokiu gyokbdévitésekben relativ hatvany egész
bazisok kiszamitésara.

Legyen K n-edfokii bévitése az L algebrai szamtestnek. Ha Zjy minden
eleme 8 = Xo+X1a+...+X,,_1a" ! alakban frhato, ahol Xo, Xi,..., X,_1 €
Zp,, akkor azt mondjuk, hogy « relativ hatvany egész béazist generdl K-ban
L folott.
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3.3.1. Hatvany egész bazisok relativ negyedfokii bévitésekben

Ahhoz, hogy alkalmas egész bazisban végezhessiik szamitasainkat, téte-
lezziik fel, hogy d > 1 egy négyzetmentes egész, amelyre —d = 1 (mod 4).
Ekkor ugyanis, az L = Q(l\/g) test diszkriminansa —d, és az egészek gytiri-
jének egy bazisa {1,w}, ahol w = (1 +iV/d)/2.

Legyen m egy pozitiv egész, & = /m, és M = Q(&). Tegyiik fel, hogy
m négyzetmentes, és m = 2,3 (mod 4). Ismét A.Hameed, T.Nakahara,
S.M.Husnine és S.Ahmad [19] eredményét hasznalva, {1, ¢, &2, &3} egész bazis
lesz M-ben, valamint Dj; = —256m3.

Ismert (|21], [7]), hogy ha (Dr, D) = 1, akkor

{]'7 67 527 537 w? w€7 w§27 wfg}

a K = LM = Q(ivd,*\/m) egészeinek egy bézisa lesz.

Vagyis Osszességében feltessziik, hogy —d = 1 (mod 4), 1 < m = 2,3 (mod 4)
és (d,m) = 1. Emellett a szamitasainkban kihasznaljuk, hogy Z;-ben érvé-
nyes az egyértelmd primfaktorizacio, igy még azt is feltessziik, hogy d €
{1,2,3,7,11,19,43,67,163}.

Ekkor egy tetszbleges o € Zy elemet a kdvetkezs alakban irhatunk:

a=H+XE+YE+ 26 (20)

ahol H, XY, Z € Zj;. A kovetkezGekben felhasznaljuk Gaal Istvan, Pethd
Attila és M.Pohst [12] eredményét a K /L relativ negyedfokt bévitésre vo-
natkozoan:

2. Lemma. Legyen
FU,V)=UU?-4mV?), Q,=X*-mZ? Q,=Y>-XZ.

Ha a (20)-beli «v relativ hatvdany egész bazist generdl K-ban az L felett, akkor
létezik U,V € Zy és v € Uy eqység gy, hogy

NK/L(F(U, V)) =V

QI(X; Y, Z) = U
Q:(X,Y, Z)=V.
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3.3.2. Kapcsolat a relativ binom Thue egyenletekkel

Ebben a részben azt fogjuk megmutatni, hogy a 2. Lemma segitségével,
a relativ hatvany egész bazisok meghatarozasa L folott egyenértéki egy ne-
gyedfoku relativ binom Thue egyenlet megoldasaval. A kovetkezs tétel a [14]
cikkben megjelent.

4. Tétel. Ho oo = H + XE+YE2 + Z€3 hatvdny egész bdzist generdl K -ban
L folott, akkor létezik (Xo,Yy) € Z3 megolddsa a

Xg —mYy =¢
relativ Thue egyenletnek (ahol { € L egység), gy hogy
X = XZeo, Y ==+XoYoeo, Z=Yeo. (21)

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy o = H + X£ 4+ YE? + Z&€3 hatvany egész bazist
general K-ban L f6l6tt. Ekkor a lemma elsé egyenletébdl kovetkezGen:

UU? —4mV?) =v
ahol v € L egység. Ebbdl adodik, hogy U = 7 szintén egység L-ben, valamint

V2 — n’ —v/n
dm

ami pedig mutatja, hogy V értéke kizarolag 0 lehet.
Mivel feltettiik, hogy Z-ben érvényes az egyértelmii primfaktorizacio, ezért
aQ1(X,Y,Z) = X? —mZ? = U = n 6sszefiiggésbdl azt olvashatjuk le, hogy
X és Y relativ primek Zp-ben. Ekkor a Qo(X,Y,Z) =Y? - XZ =V =0
egyenletet atrendezve: Y? = X 7. Itt kihasznalva, hogy X és Y relativ
primek, kapjuk, hogy X = A%,, Z = B?c, megfelels A, B € Z;, szamokkal,
és ., 8, € L1, egységekkel, melyekre teljesiil, hogy e,e, = 2.
Ezt behelyettesitve (Q1-be:

4.2 42 _
A%e, —mB'e, =1

vagyis
(Ae,)* —mB'elel = nel

és végiil £,6, = €? miatt:
(Ae,)* — m(Be)* = ne?

T*
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Igy Xo = Ae, és Yy = Be valasztéssal elérkeztiink a relativ binom Thue
egyenletiinkho6z:
Xg—mYy =¢ Xo,Yo€7Zg (22)

Osszesitve az eredményeket X, Y, Z-re:
X = A%, = Xje, ',

2
Yo
52

2. _y2.-1
Z =B, = —¢,=Yje,

és veégiil
Y = VX7 = +£XYoe, .

Tetszbleges €,-hez nyilvanvaléan tudunk keresni olyan e,-t, hogy a szorzatuk
négyzetszam legyen., igy innen gy = ¢, valasztassal adodik a tétel.

O

Hasznalva a relativ binom Thue egyenlet megoldasait, megkonstrualhato a
K test L folotti hatvany egész bazisainak 0sszes generatora.

5. Tétel. Legyen d € {3,7,11,19,43,67,163}, L = Q(ivd), w = (1 +
ivd)/2. Ekkor 1 < m < 5000, m = 2,3 (mod 4), (d,m) = 1 esetén az
dsszes o = H + XE+YE2 + Z€3 elem, amely hatvdny egész bdzist generdl K

-ban L foldtt, és max(|X|,|Y],]Z]|) < 10°%, a kévetkezd mddon adott:
HcZy,, X=Xje, Y ==xXoYoeo, Z=7Yse
ahol H tetszbleges, ey egység L-ben, és (Xo,Yy) pedig az X§ — mYy = ¢

(C egység L-ben) relativ binom Thue egyenlet megolddsa, azaz (Xo,Yo) -at
tartalmazza az 5.2-ben taldlhato lista.

Ez a 4. Tétel kozvetlen kévetkezménye.
A fejezet eredményei megjelenés alatt allnak a [16] cikkben.
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4. A szamitasok tapasztalatai

A programokat Linux alatt Maple-ben implementaltuk és futtattuk.

Z folotti binom Thue egyenletek megoldasa soran 1200 jegy pontossagot
hasznaltunk. Minden kitevs esetén a kb. 107 egyenlet megoldésa a Debrecen-
Szeged-Pécs-Budapest szuperszamitogép rendszeren futott, a futési id6 egy
node-ra szamitva 150 6ra volt, ami azt jelenti, hogy egyenletenként 0.05 mp
volt a futési idé6.

A komplex mdsodfoku szdmtestek feletti relativ binom Thue egyenletek
megoldéasa soran a programokat idGtakarékossag céljabol tobb részre osztot-
tuk.

Els6ként megkerestiik az Osszes olyan egyenletet amelynek létezik 200-
nal kisebb koordinatakkal rendelkezé megoldasa. Ennek érdekében xq,y,-et
[0,200] ko6z6tt, xo, yo-t [-200,200] kozott futtatuk (a 4-es kitevs miatt feltehe-
t6, hogy 1,y nem negativ).

Adott z1, y1, T2, Y2 esetén a relativ binom Thue egyenletiink mindkét olda-
14t megszoroztuk a konjugaltjaval, és igy a bal oldalon egy egész egyiitthatos,
m-ben masodfoki egyenletet kaptunk, amelynek a gyokeirdl el kellett don-
teni, hogy egész vagy sem. Az egész aritmetika miatt ez a 6 400 000 000
lépéses ciklus rendkiviil gyorsan miikodott, egy atlagos szamitogépen (egy
processzorra szamitva) kb 20 ora alatt futott le.

Ezek utan a redukciét mér elegendd volt addig futtatni, amig a korlat
200 ala nem ért, ugyanis ezeket a megoldasokat méar osszegytjtottiik, és csak
vissza kellett keresni a listabol.

A szamitas ilyen tagolasaval sok id6t nyertiink, figyelembe véve, hogy
nem kellett minden m esetén lefuttatni a redukalt korlat alatti megoldasok
keresését. A redukcié egyenletenként kb. 12 mp-et, a 200 alatti megoldasok
keresése egy egyenletre vetitve 10-15 mp-et vett igénybe (megjegyezve, hogy
a 200 alatti megoldasokhoz tartozo m-ek fentebb leirt keresése rendkiviil sok
olyan eredményt is szolgaltatott, melyek az itteni m < 5000-re vonatkozo
listdkban nem szerepelhetnek).

A kivételes egyenletek azok voltak, amiknél a redukalt korlat 200 folott
maradt. Ezeknél adott m-re direkt modon szamitottuk ki a megoldésokat.
Kevés ilyen egyenlet volt, a kis megoldasok leszamlalésa ezeknél egyenleten-
ként kb. 5-10 mp id6t vett igénybe.

Ezen futési id6k nagysagrendekkel kisebbek, mint a "teljes" megoldast
szolgaltato algoritmusok futéasi ideje, és igy hatalmas mennyiségl egyenlet
esetén sikeriilt nagy valoszintiséggel az 6sszes megoldéast kiszamitani.
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5. Megoldasok tablazatai

5.1. Binom Thue egyenletek megoldasai (az abszolut eset-
ben, 7Z felett)

Megoldasok n = 3 esetén

m T Y m T Yy m T Y m T Y m T Y

2 1 1 3155 44 3 18745 | 1036 | 39 54873 38 1 117650 | 49 | 1

7 2 1 3374 15 1 18963 80 3 57811 116 3 118681 | 344 | 7

9 2 1 3376 15 1 19441 | 242 9 59318 39 1 123506 | 249 | 5

17 18 7 3605 46 3 19682 27 1 59320 39 1 124999 | 50 | 1

19 8 3 3724 31 2 19684 27 1 60853 118 3 125001 | 50 | 1

20 19 7 3907 63 4 19927 | 244 9 61630 79 2 126506 | 251 | 5

26 3 1 4095 16 1 20421 82 3 63999 40 1 130067 | 152 | 3

28 3 1 4097 16 1 20797 55 2 64001 40 1 132650 | 51 | 1

37 10 3 4291 65 4 21951 28 1 66430 81 2 132652 | 51 | 1

43 7 2 4492 33 2 21953 28 1 68920 41 1 135269 | 154 | 3

63 4 1 4912 17 1 23149 57 2 68922 41 1 136591 | 103 | 2

65 4 1 4914 17 1 24388 29 1 72338 125 3 137160 | 361 | 7

91 9 2 5080 | 361 | 21 || 24390 29 1 74087 42 1 138303 | 362 | 7
124 5 1 5514 53 3 26110 89 3 74089 42 1 140607 | 52 | 1
126 5 1 5831 18 1 26999 30 1 75866 127 3 140609 | 52 | 1
182 17 3 5833 18 1 27001 30 1 79506 43 1 144703 | 105 | 2
215 6 1 6162 55 3 27910 91 3 79508 43 1 148876 | 53 | 1
217 6 1 6858 19 1 29790 31 1 82313 87 2 148878 | 53 | 1
254 19 3 6860 19 1 29792 31 1 85183 44 1 154566 | 161 | 3
342 7 1 7415 39 2 31256 63 2 85185 44 1 156494 | 485 | 9
344 7 1 7999 20 1 32006 | 127 4 87866 | 9825 | 221 || 157463 | 54 | 1
422 15 2 8001 20 1 32042 | 667 21 88121 89 2 157465 | 54 | 1
511 8 1 8615 41 2 32767 32 1 89115 134 3 158438 | 487 | 9
513 8 1 8827 62 3 32769 32 1 91124 45 1 160398 | 163 | 3
614 17 2 9260 21 1 33542 | 129 4 91126 45 1 166374 | 55 | 1
635 | 361 | 42 9262 21 1 34328 65 2 93165 136 3 166376 | 55 | 1
651 26 3 9709 64 3 34859 98 3 97335 46 1 170954 | 111 | 2
728 9 1 10647 | 22 1 35936 33 1 97337 46 1 175615 | 56 | 1
730 9 1 10649 | 22 1 35938 33 1 99161 324 7 175617 | 56 | 1
813 28 3 12166 | 23 1 37037 | 100 3 100082 | 325 7 180362 | 113 | 2
999 10 1 12168 | 23 1 39303 34 1 103822 47 1 181963 | 170 | 3
1001 | 10 1 12978 | 47 2 39305 34 1 103824 a7 1 185192 | 57 | 1
1330 | 11 1 13256 | 71 3 42874 35 1 107172 95 2 185194 | 57 | 1
1332 | 11 1 13538 | 143 | 6 42876 35 1 108304 | 143 3 188461 | 172 | 3
1521 | 23 2 13823 | 24 1 44739 71 2 108873 | 191 4 195111 | 58 | 1
1588 | 35 3 13825 | 24 1 45372 | 107 3 109444 | 287 6 195113 | 58 | 1
1657 | 71 6 14114 | 145 | 6 46011 | 215 6 110017 | 575 12 205378 | 59 |1
1727 | 12 1 14408 | 73 3 46655 36 1 110591 48 1 205380 | 59 |1
1729 | 12 1 14706 | 49 2 46657 36 1 110593 48 1 210645 | 119 | 2
1801 | 73 6 15253 | 124 | 5 47307 | 217 6 111169 | 577 12 212420 | 179 | 3
1876 | 37 3 15624 | 25 1 47964 | 109 3 111748 | 289 6 214205 | 359 | 6
1953 | 25 2 15626 | 25 1 48627 73 2 112329 | 193 4 215999 | 60 | 1
2196 | 13 1 16003 | 126 | 5 48949 | 4097 | 112 || 112912 | 145 3 216001 | 60 | 1
2198 | 13 1 17145 | 361 | 14 || 50652 37 1 114084 97 2 217805 | 361 | 6
2743 | 14 1 17575 | 26 1 50654 37 1 116623 | 342 7 219620 | 181 | 3
2745 | 14 1 17577 | 26 1 54871 38 1 117648 49 1 221445 | 121 | 2
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m T Y m T Y m T Y m T Y m T Y
226980 61 1 389018 73 1 592705 84 1 884737 96 1 1225042 | 107 1
226982 61 1 391592 | 4097 | 56 || 596239 | 505 6 887042 | 1153 | 12 || 1225044 | 107 1
238327 62 1 405223 74 1 599788 | 253 3 889352 577 6 1242297 | 215 2
238329 62 1 405225 74 1 603351 | 169 2 891666 385 4 1248084 | 323 3
246099 | 188 3 416275 | 224 3 614124 85 1 893984 289 3 1253889 | 647 6
250046 63 1 418509 | 374 5 614126 85 1 898632 193 2 1255828 | 971 9
250048 63 1 420751 | 1124 | 15 || 636055 86 1 902629 | 1353 | 14 || 1257769 | 1943 | 18
254037 | 190 3 421874 75 1 636057 86 1 912672 97 1 1259711 | 108 1
256048 | 127 2 421876 75 1 650963 | 260 3 912674 97 1 1259713 | 108 1
259084 | 255 4 423001 | 1126 | 15 || 658502 87 1 937082 685 7 1261657 | 1945 | 18
260611 | 511 8 425259 | 376 5 658504 87 1 941191 98 1 1263604 | 973 9
262143 64 1 427525 | 226 3 666101 | 262 3 941193 98 1 1265553 | 649 6
262145 64 1 430369 | 151 2 669922 | 175 2 945314 687 7 1271412 | 325 3
263683 | 513 8 438975 76 1 681471 88 1 960531 296 3 1277289 | 217 2
265228 | 257 4 438977 76 1 681473 88 1 970298 99 1 1295028 | 109 1
268336 | 129 2 447697 | 153 2 693154 | 177 2 970300 99 1 1295030 | 109 1
274624 65 1 456532 7 1 704968 89 1 980133 298 3 1306421 | 9948 | 91
274626 65 1 456534 7 1 704970 89 1 980838 | 1391 | 14 || 1330999 | 110 1
283162 | 197 3 468494 | 233 3 710467 | 1160 | 13 985075 199 2 1331001 | 110 1
287495 66 1 474551 78 1 712306 | 1161 | 13 994012 499 5 1355347 | 332 3
287497 66 1 474553 78 1 720930 | 269 3 997003 999 | 10 (| 1367630 | 111 1
291874 | 199 3 480662 | 235 3 728999 90 1 999999 100 1 1367632 | 111 1
300762 67 1 493038 79 1 729001 90 1 1000001 | 100 1 1379989 | 334 3
300764 67 1 493040 79 1 737130 | 271 3 1003003 | 1001 | 10 || 1386196 | 223 2
307547 | 135 2 502460 | 159 2 753570 91 1 1006012 | 501 5 1395541 | 447 4
314431 68 1 506115 | 1036 | 13 || 753572 91 1 1015075 | 201 2 1404927 | 112 1
314433 68 1 507215 | 319 4 766061 | 183 2 1017241 | 704 7 1404929 | 112 1
321419 | 137 2 507582 | 1037 | 13 || 778687 92 1 1021582 | 705 7 1414357 | 449 4
323771 | 206 3 511999 80 1 778689 92 1 1030300 | 101 1 1423828 | 225 2
328508 69 1 512001 80 1 791453 | 185 2 1030302 | 101 1 1442896 | 113 1
328510 69 1 516815 | 321 4 795739 | 278 3 1050838 | 305 3 1442898 | 113 1
333293 | 208 3 521660 | 161 2 804356 93 1 1061207 | 102 1 1468586 | 341 3
342999 70 1 524907 | 242 3 804358 93 1 1061209 | 102 1 1481543 | 114 1
343001 70 1 529257 | 728 9 813037 | 280 3 1071646 | 307 3 1481545 | 114 1
356057 | 4040 | 57 || 531440 81 1 830583 94 1 1092726 | 103 1 1494578 | 343 3
357910 71 1 531442 81 1 830585 94 1 1092728 | 103 1 1520874 | 115 1
357912 71 1 533631 | 730 9 857374 95 1 1108718 | 207 2 1520876 | 115 1
365526 | 143 2 538029 | 244 3 857376 95 1 1124863 | 104 1 1530341 | 2420 | 21
368088 | 215 3 551367 82 1 865134 | 667 7 1124865 | 104 1 1540799 | 231 2
370662 | 431 6 551369 82 1 869031 | 668 7 1141166 | 209 2 1560895 | 116 1
373247 72 1 571786 83 1 870984 | 191 2 1146635 | 314 3 1560897 | 116 1
373249 72 1 571788 83 1 875552 | 287 3 1157624 | 105 1 1581167 | 233 2
375846 | 433 6 582183 | 167 2 877842 | 383 4 1157626 | 105 1 1587963 | 350 3
378456 | 217 3 585676 | 251 3 880136 | 575 6 1168685 | 316 3 1601612 | 117 1
381078 | 145 2 589183 | 503 6 882434 | 1151 | 12 || 1191015 | 106 1 1601614 | 117 1
389016 73 1 592703 84 1 884735 96 1 1191017 | 106 1 1615341 | 352 3
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m T Y m T Y m T Y m x Y m T Y
1643031 | 118 1 2130091 | 386 3 2823149 | 424 3 3370502 | 2249 | 15 || 4251527 | 162 1
1643033 | 118 1 2146688 | 129 1 2863287 | 142 1 3374999 | 150 1 4251529 | 162 1
1685158 | 119 1 2146690 | 129 1 2863289 | 142 1 3375001 | 150 1 4260282 | 1459 | 9
1685160 | 119 1 2163373 | 388 3 2888177 | 5554 | 39 || 3379502 | 2251 | 15 || 4277826 | 487 3
1695638 | 7751 | 65 || 2187357 | 2726 | 21 || 2924206 | 143 1 3388518 | 751 5 4321265 | 6841 | 42
1706490 | 239 2 2196999 | 130 1 2924208 | 143 1 3397550 | 451 3 4330746 | 163 1
1713640 | 359 3 2197001 | 130 1 2954988 | 287 2 3442950 | 151 1 4330748 | 163 1
1720810 | 719 6 2248090 | 131 1 2965296 | 431 3 3442952 | 151 1 4370723 | 327 2
1727999 | 120 1 2248092 | 131 1 2970459 | 575 4 3477266 | 303 2 4410943 | 164 1
1728001 | 120 1 2273931 | 263 2 2975628 | 863 6 3511807 | 152 1 4410945 | 164 1
1735210 | 721 6 2282588 | 395 3 2980803 | 1727 | 12 || 3511809 | 152 1 4426331 | 3448 | 21
1742440 | 361 3 2291267 | 791 6 2985983 | 144 1 3546578 | 305 2 4451411 | 329 2
1749690 | 241 2 2299967 | 132 1 2985985 | 144 1 3558219 | 458 3 4464955 | 494 3
1767571 | 1330 | 11 || 2299969 | 132 1 2991171 | 1729 | 12 || 3581576 | 153 1 4492124 | 165 1
1771560 | 121 1 2308691 | 793 6 2996364 | 865 6 3581578 | 153 1 4492126 | 165 1
1771562 | 121 1 2317436 | 397 3 3001563 | 577 4 3605037 | 460 3 4519405 | 496 3
1775557 | 1332 | 11 || 2326203 | 265 2 3003793 | 1010 | 7 3652263 | 154 1 4574295 | 166 1
1815847 | 122 1 2352636 | 133 1 3006768 | 433 3 3652265 | 154 1 4574297 | 166 1
1815849 | 122 1 2352638 | 133 1 3012724 | 1011 | 7 3723874 | 155 1 4657462 | 167 1
1845779 | 368 3 2406103 | 134 1 3017196 | 289 2 3723876 | 155 1 4657464 | 167 1
1860866 | 123 1 2406105 | 134 1 3048624 | 145 1 3760029 | 311 2 4699422 | 335 2
1860868 | 123 1 2442195 | 404 3 3048626 | 145 1 3772132 | 467 3 4713464 | 503 3
1876037 | 370 3 2454305 | 1214 | 9 3112135 | 146 1 3784261 | 935 6 4727534 | 1007 | 6
1883653 | 247 2 2460374 | 135 1 3112137 | 146 1 3796415 | 156 1 4741631 | 168 1
1906623 | 124 1 2460376 | 135 1 3132736 | 4097 | 28 || 3796417 | 156 1 4741633 | 168 1
1906625 | 124 1 2466455 | 1216 | 9 3141461 | 5126 | 35 || 3808597 | 937 6 4755758 | 1009 | 6
1922636 | 3233 | 26 || 2478645 | 406 3 3154963 | 440 3 3820804 | 469 3 4769912 | 505 3
1929781 | 249 2 2487814 | 271 2 3167271 | 1028 | 7 3833037 | 313 2 4784094 | 337 2
1943765 | 624 5 2515455 | 136 1 3173437 | 3086 | 21 || 3869892 | 157 1 4820221 | 2196 | 13
1953124 | 125 1 2515457 | 136 1 3176522 | 147 1 3869894 | 157 1 4826808 | 169 1
1953126 | 125 1 2543302 | 273 2 3176524 | 147 1 3944311 | 158 1 4826810 | 169 1
1962515 | 626 5 2571352 | 137 1 3179611 | 3088 | 21 || 3944313 | 158 1 4833403 | 2198 | 13
1984542 | 377 3 2571354 | 137 1 3185793 | 1030 | 7 3994451 | 476 3 4912999 | 170 1
2000375 | 126 1 2609074 | 413 3 3198181 | 442 3 4019678 | 159 1 4913001 | 170 1
2000377 | 126 1 2628071 | 138 1 3209047 | 295 2 4019680 | 159 1 4931602 | 2383 | 14
2016294 | 379 3 2628073 | 138 1 3241791 | 148 1 4045013 | 478 3 4971027 | 512 3
2048382 | 127 1 2647162 | 415 3 3241793 | 148 1 4057720 | 319 2 5000210 | 171 1
2048384 | 127 1 2685618 | 139 1 3266062 | 2819 | 19 || 4076830 | 639 4 5000212 | 171 1
2072672 | 255 2 2685620 | 139 1 3269539 | 2820 | 19 || 4095999 | 160 1 5029509 | 514 3
2084888 | 511 4 2714705 | 279 2 3274759 | 297 2 4096001 | 160 1 5044201 | 343 2
2091014 | 1023 | 8 2743999 | 140 1 3307948 | 149 1 4115230 | 641 4 5088447 | 172 1
2097151 | 128 1 2744001 | 140 1 3307950 | 149 1 4134520 | 321 2 5088449 | 172 1
2097153 | 128 1 2773505 | 281 2 3346154 | 1047 | 7 4173280 | 161 1 5132953 | 345 2
2103302 | 1025 | 8 2783387 | 422 3 3352550 | 449 3 4173282 | 161 1 5177716 | 173 1
2109464 | 513 4 2803220 | 141 1 3355751 | 1048 | 7 4225338 | 485 3 5177718 | 173 1
2121824 | 257 2 2803222 | 141 1 3361518 | 749 5 4242786 | 1457 | 9 5237806 | 521 3
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m T Y m T Y m T Y
5268023 | 174 1 6434855 | 186 1 7513084 | 1371 7
5268025 | 174 1 6434857 | 186 1 7521307 | 2743 14
5298358 | 523 3 6469514 | 559 3 7529535 196 1
5341021 | 874 5 6539202 | 187 1 7529537 196 1
5359374 | 175 1 6539204 | 187 1 7537771 | 2745 14 m T Y
5359376 | 175 1 6591797 | 375 2 7546012 | 1373 7 8741815 206 1
5377771 | 876 5 6644671 | 188 1 7587307 393 2 8741817 206 1
5405444 | 351 2 6644673 | 188 1 7645372 197 1 8826963 620 3
5428577 | 703 4 6697829 | 377 2 7645374 197 1 8869742 207 1
5451775 | 176 1 6715611 | 566 3 7723254 593 3 8869744 207 1
5451777 | 176 1 6739369 | 1700 | 9 7762391 198 1 8912661 622 3
5475041 | 705 4 6751268 | 189 1 7762393 198 1 8934172 415 2
5498372 | 353 2 6751270 | 189 1 7801662 595 3 8966503 831 4
5513963 | 530 3 6763183 | 1702 | 9 7829793 | 1390 7 8998911 208 1
5545232 | 177 1 6787053 | 568 3 7846704 | 1391 7 8998913 208 1
5545234 | 177 1 6858999 | 190 1 7880598 199 1 9031399 833 4
5576621 | 532 3 6859001 | 190 1 7880600 199 1 9063964 417 2
5639751 | 178 1 6967870 | 191 1 7926126 | 93311 | 468 || 9114217 | 5431 | 26
5639753 | 178 1 6967872 | 191 1 7940150 399 2 9129328 209 1
5712483 | 3754 | 21 || 7022736 | 383 2 7976024 999 5 9129330 209 1
5735338 | 179 1 7041088 | 575 3 7988006 | 1999 10 9216970 629 3
5735340 | 179 1 7050276 | 767 4 7999999 200 1 9260999 210 1
5783535 | 359 2 7059472 | 1151 | 6 8000001 200 1 9261001 210 1
5799660 | 539 3 7064073 | 1535 | 8 8012006 | 2001 10 9305170 631 3
5815815 | 1079 | 6 7068676 | 2303 | 12 || 8024024 | 1001 5 9393930 211 1
5831999 | 180 1 7073281 | 4607 | 24 || 8060150 401 2 9393932 211 1
5832001 | 180 1 7077887 | 192 1 8080267 602 3 9460871 423 2
5848215 | 1081 | 6 7077889 | 192 1 8120600 201 1 9528127 212 1
5864460 | 541 3 7082497 | 4609 | 24 || 8120602 201 1 9528129 212 1
5880735 | 361 2 7087108 | 2305 | 12 || 8161069 604 3 9595703 425 2
5929740 | 181 1 7091721 | 1537 | 8 8242407 202 1 9603769 | 17855 | 84
5929742 | 181 1 7096336 | 1153 | 6 8242409 202 1 9606402 | 4039 | 19
6028567 | 182 1 7105572 | 769 4 8341522 | 6287 31 9613539 | 4040 | 19
6028569 | 182 1 7114816 | 577 3 8345503 | 6288 31 9618299 638 3
6095059 | 548 3 7133328 | 385 2 8365426 203 1 9663596 213 1
6128486 | 183 1 7189056 | 193 1 8365428 203 1 9663598 213 1
6128488 | 183 1 7189058 | 193 1 8427393 407 2 9709037 640 3
6162037 | 550 3 7221032 | 1353 | 7 8448116 611 3 9800343 214 1
6178858 | 367 2 7237055 | 1354 | 7 8468873 | 1223 6 9800345 214 1
6229503 | 184 1 7301383 | 194 1 8489663 204 1 9938374 215 1
6229505 | 184 1 7301385 | 194 1 8489665 204 1 9938376 215 1
6280426 | 369 2 7376915 | 584 3 8510489 | 1225 6
6331624 | 185 1 7414874 | 195 1 8531348 613 3
6331626 | 185 1 7414876 | 195 1 8552241 409 2
6400322 | 557 3 7452965 | 586 3 8615124 205 1
6402292 | 6499 | 35 || 7472059 | 391 2 8615126 205 1
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Megoldasok n = 4 esetén

m T Y m T Y m x |y m T y
2 1 1 65535 16 1 707282 29 | 1 || 3580610 | 87 2
5 3 2 65537 16 1 757335 59 | 2 || 3748095 | 44 1
15 2 1 69729 65 4 809999 30 | 1 || 3748097 | 44 1
17 2 1 74120 33 2 810001 30 | 1 || 3851367 | 443 | 10
39 5 2 83520 17 1 865365 61 | 2 || 3921390 | 89 2
80 3 1 83522 17 1 923520 31 | 1 || 4100624 | 45 1
82 3 1 93789 35 2 923522 31 | 1 || 4100626 | 45 1
150 7 2 104975 | 18 1 984560 63 | 2 || 4285935 | 91 2
255 4 1 104977 | 18 1 1016190 | 127 | 4 || 4477455 | 46 1
257 4 1 114240 | 239 | 13 || 1048575 | 32 | 1 || 4477457 | 46 1
410 9 2 117135 | 37 | 2 1048577 | 32 | 1 || 4675325 | 93 2
624 5 1 130320 | 19 1 1081730 | 129 | 4 || 4879680 | 47 1
626 5 1 130322 | 19 1 1115664 | 65 | 2 || 4879682 | 47 1
915 11 2 144590 | 39 2 1185920 | 33 | 1 || 5090664 | 95 2
1295 6 1 159999 | 20 1 1185922 | 33 | 1 || 5198685 | 191 | 4
1297 6 1 160001 | 20 1 1259445 | 67 | 2 || 5308415 | 48 1
1785 13 2 176610 | 41 2 1336335 | 34 | 1 || 5308417 | 48 1
2400 7 1 194480 | 21 1 1336337 | 34 | 1 || 5419875 | 193 | 4
2402 7 1 194482 | 21 1 1416695 | 69 | 2 || 5533080 | 97 2
3164 15 2 213675 | 43 2 1500624 | 35 | 1 || 5764800 | 49 1
4095 8 1 234255 | 22 1 1500626 | 35 | 1 || 5764802 | 49 1
4097 8 1 234257 | 22 1 1588230 | 71 | 2 || 6003725 | 99 2
5220 17 | 2 256289 | 45 2 1679615 | 36 | 1 || 6249999 | 50 1
6560 9 1 279840 | 23 1 1679617 | 36 | 1 || 6250001 | 50 1
6562 9 1 279842 | 23 1 1755519 | 182 | 5 || 6503775 | 101 | 2
7140 | 239 | 26 || 304980 | 47 | 2 1774890 | 73 | 2 || 6765200 | 51 1
8145 19 2 || 331775 | 24 1 1874160 | 37 | 1 || 6765202 | 51 1
9999 10 1 331777 | 24 1 1874162 | 37 | 1 || 7034430 | 103 | 2
10001 | 10 1 360300 | 49 2 1977539 | 75 | 2 || 7311615 | 52 1
12155 | 21 2 || 390624 | 25 1 2085135 | 38 | 1 || 7311617 | 52 1
14640 | 11 1 390626 | 25 1 2085137 | 38 | 1 || 7596914 | 105 | 2
14642 | 11 1 422825 | 51 2 2197065 | 77 | 2 || 7890480 | 53 1
17490 | 23 2 || 456975 | 26 1 2313440 | 39 | 1 || 7890482 | 53 1
20735 | 12 1 456977 | 26 1 2313442 | 39 | 1 || 8192475 | 107 | 2
20737 | 12 1 493155 | 53 2 2434380 | 79 | 2 || 8295040 | 161 | 3
24414 | 25 2 505679 | 80 3 2559999 | 40 | 1 || 8398565 | 323 | 6
28560 | 13 1 518440 | 161 | 6 2560001 | 40 | 1 || 8503055 | 54 1
28562 | 13 1 531440 | 27 1 2690420 | 81 | 2 || 8503057 | 54 1
33215 | 27 | 2 531442 | 27 1 2825760 | 41 | 1 || 8608519 | 325 | 6
38415 | 14 1 544685 | 163 | 6 2825762 | 41 | 1 || 8714960 | 163 | 3
38417 | 14 1 558175 | 82 3 2966145 | 83 | 2 || 8822385 | 109 | 2
44205 | 29 2 571914 | 55 2 || 3111695 | 42 | 1 || 9150624 | 55 1
50624 | 15 1 614655 | 28 1 3111697 | 42 | 1 || 9150626 | 55 1
50626 | 15 1 614657 | 28 1 3262539 | 85 | 2 || 9487940 | 111 | 2
57720 | 31 2 || 659750 | 57 | 2 || 3418800 | 43 | 1 || 9834495 | 56 1
61535 | 63 4 707280 | 29 1 3418802 | 43 | 1 || 9834497 | 56 1
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Megoldasok n = 5 esetén

m T |y m Tz |y m Tz |y
2 | 1| L[ 32767 | 8 | L[| 537825 | 14 | I [leeriirstsots
BT [ 2 [ 1| 32769 [ 8 |1 || 759874 | 15 | 1 |lomomstrot—
83 [ 2 [ 1| 59048 [0 [ 1|[ 759876 | 15 | 1 [l oemeet—rt—
242 [ 3|1 59050 | 9 | 1 [ 894661 |31 [ 2 [[remmtsrty
244 |3 |1 09999 | 10 [ 1 [ 1048575 [ 16 | 1 [[remmt5ot
1023 | 4 [ 1 [ 100001 [ 10 [ 1 [ 1048577 | 16 | 1 || 2r2eeetsot
1025 | 4 [ 1 [ 161050 [ 11 | 1 [[ 1222081 | 33 | 2 ||zotrots
8124 [ 5 | 1 || 161052 | 11 | 1 || 1410856 | 17 | T [lpoit—ot
3126 | 5 | 1 || 248831 | 12 | 1 || 1410858 | 17 | 1 [loocet—tt
7775 | 6 | 1 | 248833 [ 12 | 1 [ 1889567 | 18 | 1 |leosstst
T777_| 6 | 1 || 371202 | 13 | 1 || 1889569 | 18 | T [oopeetmet—
16806 | 7 | 1 || 371294 | 13 | 1 [ 2476098 [ 19 | 1 [l ert—2+t
16808 | 7 | 1 || 537823 | 14 | 1 || 2476100 | 19 | 1

Megoldasok n = 7 esetén

m T |y
2 T[1
27 | 2 |1
29 |2 |1
2186 | 3 | 1
2188 | 3 | 1
16383 | 4 | 1
16385 | 4 | 1
78124 | 5 | 1
78126 | 5 | 1
279935 | 6 | 1
279937 | 6 | 1
823542 | 7 | 1
823544 | 7 | 1
2097151 | 8 | 1
2097153 | 8 | 1
4782968 | 9 | 1
4782970 | 9 | 1
9999999 | 10 | 1
Megoldasok n = 11 esetén

m T |y
2 T]1
2047 |2 | 1
2049 |2 |1
177146 | 3 | 1
177148 | 3 | 1
4194303 | 4 | 1
4194305 | 4 | 1
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Megoldasok n = 13 esetén

m

2

8191

8193

1594322

1594324

Wl W NN -8

el e el B A B

Megoldasok n = 17 esetén

m

2

131071

131073

NN =8

== =

Megoldasok n = 19 esetén

m

2

524287

524289

NN =8

== =l

Megoldasok n = 23 esetén

m

2

8388607

8388609

NN 8

e e e B

Megoldasok n = 29 esetén

=
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5.2. Negyedfoku relativ binom Thue egyenletek megol-
dasai

5.2.1. Valés megoldasok

1.) Minden d és m értékre (£1,0) trivialis megoldés

2.) Minden d esetén

— N = Ot

=N = N = N DN

Il
=S

~—

297 -
785 :
402 :
164 :
097 :

I
oo
—_ T =

I
P
S
N~—

~—

NN N N N N N N N N N N N N
oo.—ﬂwm»acn“@yb\]wcnwww

3333333333333 3S3
I
B GO = O O DD = 00 W O R

5.2.2. Képzetes megoldasok

d = 1 esetén:
m=1:
m=2:

( W), (07 —W), (Oa —w + 1)7 (O,W - 1)

(l,w), (1, —w), (1, —w+ 1), (l,w — 1), (w, 1), (w,w),
(W, —w), (—w, 1), (~w,w), (—w, —w), (—w + 1, 1),
(—w+1,—-w+1),(—w+1lw—-1),(w—1,1),
(w—1,-w+1),(w—1w—-1)

(3? —2UJ), (37 20'))7 (3? —2w + 2)7 (37 2w — 2)7 (-300, )7
(—3w, —2w), (—3w, 2w), (3w, 2), (3w, —2w), (3w, 2w),
(—3w+3,2), (3w + 3, —2w + 2), (—3w + 3, 2w — 2),
(3w —3,2), (Bw — 3, —2w + 2), (3w — 3,2w — 2)
(2,w), (2, —w), (2, —w+1),(2,w — 1), (—2w, 1), (—2w, w),
(_2(")? —Ld), (2(")? 1)7 (2&), CU), (2(’0? _w)a (_20‘) + 27 1)
(2w +2,—w+1), (2w +2,w — 1), (2w — 2, 1),
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m =39 :

m = 82

m = 150 :
m = 257 :
m = 410 :
m = 626 :
m =915 :
m = 1297 :
m = 1785 :
m = 2402 :

2w—2—w+1), 2w —2,w—1)

5, —2w), (5,2w), (5, —2w + 2), (5, 2w — 2), (—bw, 2),

—bw, —2w), (—bw, 2w), (5w, 2), (bw, —2w), (bw, 2w),

—bw +5,2), (=bw + 5, —2w + 2), (=bw + 5, 2w — 2),

bw —5,2), (bw — 5, —2w + 2), (bw — 5, 2w — 2)

3,w), (3, —w), (3, —w+1),3,w—1),(—3w, 1), (—3w,w),
—3w, —w), (3w, 1), (3w, w), (3w, —w), (—3w + 3, 1),
—3w+3,—w+1),(-3w+3,w—1),3w—3,1),
w—3,—w+1),Bw—-3,w—1)

, —2w), (7,2w), (7, —2w + 2), (7, 2w — 2), (—Tw, 2),

—Tw, —2w), (—Tw, 2w), (Tw, 2), (Tw, —2w), (Tw, 2w),
—Tw+7,2), (=Tw+7,—2w+2), (=Tw + 7, 2w — 2),
Tw—"7,2),(Tw—7,—2w+2),(Tw — 7,2w — 2)

4,w), 4, —w), (4, —w+1),(4,w—1), (—4dw, 1), (4w, w),
— 4w, —w), (4w, 1), (4w, w), (4w, —w), (—4w + 4, 1),
—dw+4,—w+1), (—dw+4,w—1), (4w — 4,1),
dw—4,—w+1),(dw—4,w—1)

9, —2w), (9, 2w), (9, —2w + 2), (9, 2w — 2), (—9w, 2),

—9w, —2w), (—9w, 2w), (9w, 2), (Yw, —2w), (w, 2w),

—9w +9,2), (w9 + 9, —2w + 2), (=9 + 9, 2w — 2),

9w —9,2), (9w —9, —2w + 2), (9w — 9, 2w — 2)

5,w), (5, —w), (5, —w+ 1), (5,w — 1), (=5w, 1), (—bw, w),
—bw, —w), (bw, 1), (bw, w), (bw, —w), (—bw + 5, 1),

—bw + 5, —w+ 1), (=bw + 5, w — 1), (bw — 5, 1),

bw — 5, —w+ 1), (bw — 5,w — 1)

11, —2w), (11, 2w), (11, 2w + 2), (11, 2w — 2), (— 11w, 2),
—1w, —2w), (—11w, 2w), (11w, 2), (11w, —2w), (11w, 2w),
—1lw +11,2), (11w + 11, —2w + 2), (—11w + 11, 2w — 2),
1w — 11,2), (1w — 11, —2w + 2), (11w — 11, 2w — 2)
6,w), (6, —w), (6, —w + 1), (6,w — 1), (—6w, 1), (—6w, w),
—6w, —w), (6w, 1), (6w, w), (6w, —w), (—6w +6 1),
—6w + 6, —w + 1), (—6w + 6,w — 1), (6w — 6, 1),
w—6,—w+1),(6w—6,w—1)

3, —2w), (13, 2w), (13, —2w + 2), (13, 2w — 2), (—13w, 2),
—13w, —2w), (—13w, 2w), (13w, 2), (13w, —2w), (13w, 2w),
—13w + 13,2), (—13w + 13, —2w + 2), (— 13w + 13, 2w — 2),
3w — 13,2), (13w — 13, —2w + 2), (13w — 13, 2w — 2)
W), (7, —w), (7, —w + 1), (T,w — 1), (—Tw, 1), (=Tw,w),
—Tw, —w), (Tw, 1), (Tw,w), (Tw, —w), (=Tw + 7, 1),
—Tw+7,—w+1),(— 7w+7w 1), (Tw—17,1),
Tw—T-w+1),(Tw—T,w—1)

—

~ =
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m = 3164 :

m = 4097 :

d = 2 esetén:

m=>5:
m = 20 :
m=065:
m = 156 :
m = 325 :
m = 600 :
m =723 :
m =791 :
m = 1025 :
m = 1305 :
= 1640 :
m = 2501 :
m = 3660 :

d = 3 esetén:

m=2:
m=>5:
m = 10:
m =17
m =39 :
m = 82 :
m = 145 :
m = 150 :
m = 257 :
m = 410 :
m = 455 :
m = 580 :
m = 626 :

(15, — ) (15, 2w), (15, —2w + 2), (15, 2w — 2), (— 15w, 2),
(—15w, —2w), (—15w, 2w), (15w, 2), (15w, —2w), (15w, 2w),
(—15w 4 15,2), (—15w + 15, —2w + 2), (— 15w + 15, 2w — 2),
(150 — 15,2). (150 — 15, ~20 +2), (150 — 15, 2 — 2)
(’)( w), (8, —w +1),(8,w = 1), (=8w, 1), (8w, w),
(—8w ) (8w, 1), (8w,w), (8w, —w), (—8w + 8, 1),

(— 8w+8 —w+1),(—8w+8,w—1),(8w—2_8,1),

(8w —8,—w+1),8w—8w—1)

Sw, 1), (5w 1), (- 5w—|—5 1), (bw — 5, 1)
11, w), (11, —w), (11, —w + 1), (11,w — 1)

(w, 1), (=w, 1), (~w+1,1), (w—1,1)

(37 )7(37 )7( _w_'_l)?(?)vw )
(—2w, 1), (2w, )( 2w+2,1), (2w —2,1)
(5,0), (5, —w), (5, —w + 1), (5,0 — 1)
(—3w,1),(3w,1) (—3w +3,1), (3w — 3,1)
(7,w), (7, —w), (7, —w+ 1), (T,w — 1)

(— 11w )(11w 3), (—11w +11,3), (11w — 11, 3)
(15, —2w), (15, 2w), (15, —2w + 2), (15, 2w — 2)
(—4w, 1), (4w, 1), (4w +4,1), (4w — 4,1)
(17, —2w), (17, 2w), ( 2w+ 2), (17,20 — 2)
E9M)( @), (9, w0+ 1), (9,00 — 1)

(

(w,w),(~w+1,—w+1)
(3w 2w), (—3w + 3, —2w + 2)
(—2w+1,1), (—w+2,w), (~w+2,—w), (w+ 1, —w + 1),
(w+1lw—1),(2w—1,1)

2w, w), (2w + 2, —w + 1)

(5w, 2w), (—=bw + 5, —2w + 2)

(Bw,w), (3w + 3, —w +1)

(—dw+2,1), (2w +4,w), (—2w + 4, —w),
Qw+2,—w+1), 2w+2,w—1), (4w —2,1)

(Tw,2w), (—=Tw + 7, —2w + 2)

(dw,w), (4w + 4, —w + 1)

(Iw, 2w), (—9w + 9, —2w + 2)

(8, —2w +1),(8,2w — 1), (8w, —w + 2), (—8w + 8,w + 1)
(17 —dw +2), (17, 4w — 2), (17w, —2w + 4),
(—17w + 17, 2w + 2)

(bw,w), (—dw + 5, —w + 1)
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m = 730 :
m = 905 :
m =915 :
m = 1111 :
m = 1297 :
m = 1785 :
m = 2305 :
m = 2402 :
m = 3164 :
m = 4097 :
d = 7 esetén:
m=3:
m = 50 :
m = 248 :
m = 785 :
= 1914 :
m = 3970 :
d = 11 esetén:
m = 122 :
= 1937 :
d = 19 esetén:
m = 362 :
d = 43 esetén:
= 1850 :
d = 67 esetén:
m = 4490 :

6w+ 3,1), (3w + 6,w), (—3w + 6, —w),
3w+3,—w+1), Bw+3,w—1),(6w—3,1)
19, —4w + 2), (19, 4w — 2), (19w, —2w + 4),

19w + 19, 2w + 2)
1w, 2w), (—11w + 11, —2w + 2)
0,—2w + 1), (10,2w — 1), (10w, —w + 2),
10w + 10,w + 1)

w,w), (—6w + 6, —w + 1)
3w, 2w), (—13w + 13, —2w + 2)

8w +4,1), (4w + 8,w), (4w + 8, —w),
dw+4,—w+1), (dw+4,w—1),(8w—4,1)
Tw,w), (=Tw+7,—w+1)
15w, 2w), (—15w + 15, —2w + 2)
8w,w), (—8w +8,—w+1)

(=
(
(
(=
(
(1
(=

(6
(1
(=
(
(
(
(

(—2w+1,2), (2w — 1,2)
(—2w+1,1), (2w —1,1)
(—6w + 3,2), (6w — 3,2)
(—dw +2,1), (4w — 2,1)
(—10w + 5,2), (10w — 5, 2)
( )

—6w + 3,1), (6w — 3,1)

(—2w +1,1), (2w — 1,1)
(—4w +2,1), (4w — 2,1)

(—2w+1,1), (2w — 1,1)

(—2w +1,1), (2w — 1,1)

(—2w+1,1), (2w — 1,1)

d = 163 esetén:

m = 328 :

(—2w+1,3), (2w —1,3).
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1. Fluggelék

Sajat kutatasi feladat bemutatasa
Az ismertetéshez a Tartalomjegyzék fejezetszamozasat hasznalom.

A kutatasom kiindulopontjaként, a témavezetém hivta fel a figyelmemet
a Peths Attila-féle gyors algoritmus [22] alkalmazhatosdgara binom Thue
egyenletek esetén.

A 2.1, 2.2 Fejezetben a Pethd Attila-féle algoritmus gondolatmenetét ko-
vetve, a szerepld becslések élesitése sajat munkam.

Szintén a témavezetém ajanlotta Gaal Istvan, Pethé Attila és M.Pohst
[10] eredményének alkalmazasat negyedfoku gyokbovitések hatvany egész ba-
zisainak kiszamitésara. A 2.3 Fejezetben az egyenletek visszavezetése negyed-
foktu binom Thue egyenletre a sajat otletem.

Az 5.1 Fejezetben Osszefoglalt megoldasok kiszamitasahoz sziikséges prog-
ramot a témavezetém javaslatait felhasznélva irtam meg. A szuperszamito-
gépen valo futtatasban a témavezetém segitett.

A 3. Fejezetben szerepld, relativ esetre vonatkozo eredmények szamita-
sokat a témavezetém nemrégiben kidolgozott 3.1 Fejezetben részletezett [9|
algoritmusa tette lehetévé.

A 3.2 Fejezetben szerepls negyedfokit binom Thue egyenletek megoldasa
sajat eredményem a fenti algoritmus felhasznalasaval.

Témavezetém javaslatara az abszolut esethez hasonloan a 3.3. Fejezetben
negyedfoktl binom Thue egyenletek megoldasait alkalmaztam relativ negyed-
fokt gyokbévitések relativ hatvany egész bazisainak kiszamitasara. Ehhez
szitkséges volt Gaal Istvan, Pethd Attila és M.Pohst [12] eredményének hasz-
nélata, melyre témavezetém hivta fel a figyelmemet. A Lemma alapjén az
indexforma egyenlet visszavezetése relativ binom Thue egyenletre, és a kap-
csolatos, 5.2 Fejezetben szerepl6 megoldéasok kiszamitasa sajat eredményeim.
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