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1. Bevezetés

A fizikai alapkutatas egyik, még napjainkban is nagy jelent6séggel biro tertile-
te a részecskefizika, amelynek {6 kiséreti eszkoze a részecskegyorsito. A
részecskegyorsitok elektromos toltéssel rendelkezd részecskéket gyorsitanak
fel nagy energiara és iitkoztetik 6ket. A végallapotban megjelen részecskék
vizsgélata lehetoséget nyujt példaul a kiilonb6zo modellek joslatainak el-
lendrzésére. Jelenleg az Eurépai Részecskefizikai Laboratérium (CERN) mii-
kodteti a legnagyobb részecskefizikai gyorsitét. A CERN-ben kordbban szé-
mos felfedezésre kertilt sor (pl. a W+, W, Z° és Higgs-bozon) [1, 2]. Nap-
jainkban tervbe keriilt egy linearis elektron-pozitron iitkozteto, amivel bar
alacsonyabb energidju titkozéseket lehet megvalésitani, mint a Genf mellett
talalhaté Nagy Hadroniitkoztetovel, viszont jo lehetoségeket nytijt a mar
ismert tomeg részecskék részletes tanulméanyozasara. A kovetkezo elektron-
pozitron tlitkozteto elsddleges feladata a 2012 nyaran felfedezett Higgs-bozon
vizsgélata lenne, amelynek jelenleg csak a tomegét és par bomlési folyamatat
ismerjiik biztosan.

A részecskefizika eddigi legpontosabb leirast nyujté modellje a standard
modell [3], amely magdba foglalja hat-hat kvark és lepton kvantumtérelméle-
tét, valamint az elektromagneses, a gyenge és az eros kolcsonhatast, azonban
hidnyos. A standard modell nem tartalmazza példaul a gravitaciét és nem
nyujt magyarazatot a sotét anyagra, a sotét energiara, valamint arra, hogy
nagy skaldn miért az anyag dominél az antianyaggal szemben. (Miért nincse-
nek példaul antianyag galaxisok?) Ezen feliil a Brout-Englert-Higgs mecha-

nizmus [4] ismerete ellenére a neutrindk témege nem szarmaztathato a stan-



dard modell keretein beliil, legfeljebb ha feltételezziik harom steril neutrin
létezését, amelyek egyetlen kolcsonhatasban se vesznek részt. A neutrinosz-
cillacié miatt azonban sziikséges, hogy a haromféle részecske tomegei kiilon-
bozzenek [5]. Napjaink részecskefizikai kutatdsainak nagy része 1j, atfogébb
elméletek kidolgozasat célozza meg.

A részecskeiitkozések soran leggyakrabban el6fordulé végéllapotok tar-
talmaznak hadronnyaldbokat (angol szakirodalomban az itt emlitett had-
ronnyaldb tiikorfordidasban hadronos dzset néven jelenik meg). fgy az elméleti
eldrejelzések felallitdsdhoz sziikséges a kvantum-szindinamika (QCD), az erés
kolesonhatas kvantumtérelmélete. A részecskefizikai folyamatok jellemzésére
hasznélt egyik mennyiség a hataskeresztmetszet, amely megadja, hogy iitko-
zés utan milyen valdszinliséggel kovetkeznek be az egyes végéllapotok. A
QCD hatés-keresztmetszet pontos ismerete nemcsak az erds kolcsonhatas
vizsgalatat megcélzo kisérletekhez sziikséges, hanem példaul mas részecskék
keresése soran is fontos, hogy ki lehessen sziirni a hattérfolyamatokat.

Témavezetémmel, Prof. Dr. Trécsanyi Zoltdnnal végzett munkam soran
elektron-pozitron titkézések soran fellépé harom hadronzapor szétsugarzasa-

hoz szamoljuk a hatdskeresztmetszet masodik sugarzasi korrekciéjat.

2. Kvantum-szindinamika

A standard modell hdrom fermioncsalddjaban 0sszesen hatféle kvark szerepel,

melyek rendelkeznek szintoltéssel, igy részt vesznek az erds kolesonhatasban.



E kolesonhatas kozvetitorészecskéi, a gluonok, szintén rendelkeznek szin-
toltéssel. A kolesonhatas ugy szarmaztathato, hogy bevezetjiik a kvarkmezok
egy 1j szabadsagi fokat, a szint, majd megkoveteljiikk a (kvarkokra felirt)
Dirac-féle Lagrange-stirtiség lokalis SU(3) invariancigjat.

Az SU(3) transzformdcidkat 3 x 3-as altaldnosan komplex elemil unitér,
unimodularis métrixokkal abrazolhatjuk a kvarkok szinterén. Ezek felirhatok

exponencialis alakban:
NZ-1

exp | i Z et ],
a=1
ahol az No = 3 a szintér dimenzidja, az €%-k valos paraméterek, a t* operato-
rok pedig az SU(3) Lie algebra generatorai(nak reprezentdciéi), melyek énad-

jungéltak és Tr(t*) = 0. A generdtorok kommutédtora kifejezheté a ge-

neratorok linearis kombindcidiként:
[ta7 tb] —i fabc 1.

A lokélis SU(3) invariancia eléréséhez be kell vezetni egy meghatarozott
médon transzformalédd "szines” vektormezét (Af). Ennek azonban a kine-

tikus tagjat is hozza kell adni a Lagrange-stirtiséghez.

ny

— . a a =] 1 a a v

¥ = E (q']? (iv"0, — m) Ok q} — gs(t" AL )11 q]; ~H q}) — ZF’“’F ”
=1

(Az Osszegzést csak a kvarkizekre jeloltem expliciten. Szin- és Lorentz in-
dexekre Einstein-konvenciot hasznilok.) A gs = v/4mags az erés csatolas,
a bevezetett mértékmezd kinetikus tagjaban szerepld Fj, térerdsségtenzor

pedig megadhat6 az Aj; vektorpotencidl ismeretében:
a a a abc Ab pc
Fi, = 0,A, —0,A; — gsf" AL A
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A térerésségtenzor nem-dbeli mivoltabdl kovetkezben a Lagrange-siiriiség
kobos és kvadratikus onkolcsonhatasokat is tartalmaz. Ezek miatt alacsony
energian csak szinsemleges allapotok léteznek, azaz a kvarkok és gluonok
hadronokba zarodnak be.

A kolesonhatds er6sségét kifejezé ag csatolas két parton (kvark vagy
gluon) kozott a tavolsaggal né. Ez egyben azt is jelenti, hogy a csatolds ener-
giafliggd és nagy energiakon kicsi. Ezt nevezziik aszimptotikus szabadsdgnak
és ez adja a perturbacioszamitas létjogosultsagat nagyenergias titkozések ta-

nulméanyozasara.

3. A hataskeresztmetszet NNLO korrekcigja

A szérési folyamatok leirdsara hatéskeresztmetszeteket (o) szamolunk, ami

dtmeneti valosziniséq / flurus jellegii, feliilet dimenzi6ji mennyiség.

g =

1 1
557 [ A0 pi Q5 S 1M

spin
ahol Q" a teljes bejovo négyeslendiilet, p; a végallapotban megjeleno iedik
részecske négyeslendiilete és az iM,, az amplitido, amelyet az adott folyamat-
hoz tartozo osszes lehetséges Feynman-grafbdl szamolunk és a hataskereszt-
metszetben az abszolutértékének négyzetét spinallapotokra atlagoljuk. Az

integralast d dimenzids téridében az n-részecskés fazistér felett végezziik:

d®, = (2m)¢ §? (Q“ - zn: pg>

k=1

n d
dp; 2 2
]:

p
(277)d{15+ (pj - mj)'
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A Dirac-delta + indexe azt jelzi, hogy csak pozitiv energidju eseteket vesziink
figyelembe.

Nagyenergias tlitkozések tanulményozasara perturbativ QCD-t alkalma-
zunk, ami kihasznalja az aszimptotikus szabadsagot. A csatolas energiafliggé-
sének koszonhetden a teljes hataskeresztmetszet jol kozelitheto ag szerinti

sorfejtésként:
oQCP — ae(Ag + agAy + a%Az +...)= o0 4 gNEO 4 GNNLO 4 =

Az els6 tag p rendben fiigg a csatolastol, ahol p az erds csatolasok szama.
Ezt LO (leading order) tagnak nevezziik. A masodik tag az NLO (next-to-
leading order) sugarzasi korrekcié, a harmadik tag, amely a csatolds p + 2
hatvanyat tartalmazza, az NNLO (next-to-next-to-leading order) korrekcid.
Napjaink nagyenergias kisérletei soran végzett mérések pontossaga miatt
sziikséges a hataskeresztmetszet NNLO korrekcidjat is kiszamitani, hogy
megfeleld elméleti eredményeket tudjunk biztositani. A korszerii részecske-
gyorsitékban elérheto teljes tomegkozépponti energian, amely elektron-pozit-
ron iitkoztetoknél megegyezik a laborrendszerben megfigyelt titkozési energi-
aval, a konnyt kvarkok tomege elhanyagolhatéva valik, igy tomeg nélkiili
részecs-kékként is kezelhetok. Ennélfogva a késobbiekben barmely parton

négyeslendiiletére felirhato, hogy
pi=) ' piu=0,
m

ami jelentésen leegyszertisiti a szamitasokat.
Az m-dzsetes, a kiinduldsi allapotban erdsen kolecsonhaté részecskéket
nem tartalmazo titkozések (példaul elektron-pozitron iitkozés) hataskereszt-

metszetének NNLO korrekcidja felirhaté harom integral osszegeként, amelyek
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egyenként divergensek, viszont az &sszegiik véges [6],

NNLO RR RV 4%
o :/ dam+2Jm+2+/ damHJmH—l—/ do,,” Jm
m+2 m+1

m

_/ d(I)m+2’M7(721_2|2 +/ d®m+1|M£r1LZrl|2
m—+2

m+1

+ /dq’m (2Re(MP|MP) + [MD]?). (3.0.1)

A oVNEO tagiainak felsé indexében megjelend R és V arra utal, hogy az
adott tag valds illetve virtudlis korrekciot tartalmaz. Valds korrekcié esetén
a végallapotban egy plusz kisugarzott valds gluont, virtualis korrekcional
egy plusz gluon hurkot vesziink figyelembe. NNLO szinten duplan valds
(RR), valds-virtualis (RV) és duplan virtualis (VV) korrekcidk jelennek meg.
Az egyes tagok kollinearis és lagy szingularitassal rendelkeznek, azaz di-
vergalnak, ha két részecske lendiilete altal bezart szog vagy egy részecske
energiaja nulldhoz tart. Ezen kiviil a virtualis jarulékok a hurokintegralokban
tartalmaznak divergenciat. Az alsé indexek jelolik, hogy a hataskerezstmet-
szet, illetve az integralas hany részecskés fazistérre vonatkozik. A szdrasi
folyamatra vonatkozé amplitudo egy vektor a szin- és spinédllapotok Hilbert-

terén és felbonthaté a folyamatban talalhaté hurokkorrekcidk szerint,
M) = M) + |MD) + M),

ahol a fels6 index jeloli a hurokjaulékok szamat. A J,-ek az tgynevezett
dzsetfiiggvények, amelyek az eseményalak analitikus kifejezései. Altaldnosan
az m részecskés dzsetfliiggvények nulldhoz tartanak ha egy parton laggya vagy

egy masik partonnal kollinearissa valik.

Jm(pl,...,pm)—>0, haplp]—>0
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Az m+1 részecskés dzsetfliggvény pedig eltiinik ha két parton egyszerre valik
laggya vagy kollinearissa. Amennyiben s = 1, vagy 2 részecske vélik felol-
datlannd (kollinedris és lagy hatéresetben), akkor J,,1s — Jp.

Szamszer( eredmények kinyeréséhez az (3.0.1) Gsszeget 4t kell irni harom
masik, egyenként is véges integral 0sszegére, ami az integralok dimenzionalis
regularizacidjaval teheté meg. Ehhez be kell vezetni egy e regularizal6 pa-
ramétert, ami ha tart nullahoz, akkor visszakapjuk az eredeti integralokat.
Dimenzionélis regularizacio esetén a téridé dimenzidjat hagyomanyosan d =
4 — 2e-ra irjuk at. Az integralok elvégzése utan a regularizalt fliggvények
Laurent-soraban megjeleno divergens tagok egyiitthatéi a végso felosszegzés-
nél nullanak adédnak, a tobbi, e-t tartalmazé tag pedig szintén eltlinik, ami-
kor a regularizalé paraméterrel zérushoz tartunk. Ennélfogva a felosszegzés
utan csak a véges tagok maradnak meg. A hataskeresztmetszet masodik
sugarzasi korrekcidjanak 1ij alakja

O_NNLO _
RR RR,As RR,A; RR,A12
/ {d0m+2<]m+2 —doy,ys 7 Im — [d0m+2 Jm+1 — dopg, 5 Jm} } 0 +
m—+2 €=

Ay
[ {laom o+ [aotit e [0 o ([aom) ] a} o+
m+1 1 1 €=

Ay
[ fa s [l —aatie] o ffamite ( faotit) "]}

Az 1j, dgynevezett levonasi tagok kompenzaljak a sugarzasi korrekcidk diver-
gencidit, azonban NNLO szinten ezek atfednek egymassal, ami bonyolultabb
levonasi séma kidolgozasat igényli. Mi a Somogyi Gabor, Trécsanyi Zoltan
és Vittorio Del Duca altal kidolgozott levondsi sémat hasznaljuk. A levondsi

tagok a feloldatlan részecskére elvégzett kiintegrdlas utan felirhatok a kovet-



kez6 alakban:
/ dot =do®,, oI,

(2

A doB a Born hatdskeresztmetszet, az T EO) pedig egy szintéren haté operator.
Munkam soran az iteralt, egyszeresen feloldatlan levonasi tag kiszdmolasaval

foglalkozom:
/ dop 5 = doy @ I3 ({phi ).
2
Az altalunk ®-tel jelolt mivelet szintoltés operatorokat illeszt a kife-

jezésekbe:

MOP T, Ty = (MOT,; - Ty M),

(Eppen ezért a levonasi tagokban megjelené I; szintéren haté operatorokat
inzercids operatoroknak is szokas nevezni.)

A szintéren haté operatorok felirhatok a mesterintegralok szintoltés e-
gytuitthatokkal vett linearis kombindacidéjaként, melyek bizonyos paraméterek-
tol és a végallapotban szereplé partonok négyesimpulzusatol fliggenek az
un. kinematikai véaltozokon keresztiil. A kinematikai valtozok kozott harom
tipust kiilonboztetiink meg, amelyeket x;-kkel, y;;-kkel és Y;;-kkel jeloliink.
Az x; kinematikai valtozok értékét a partonok tomegkozépponti energidja

hatarozza meg;:
2p;,-Q 2F;
Ty = = )
@Q? Q
ahol p' az i-edik parton négyesimpulzusa, E; az energidja és Q = (@, 0,0,0).

(3.0.2)

(Q az iitkozés teljes, tomegkozépponti energidja.) Kihasznalva, hogy a par-

tonok tomege nulla, a két masik valtozotipusra felirhatd, hogy

(pi+p;)° 2pi-D; Yij o
Yij = QQJ = QQJ, Y”:T:Zj i # 7. (3.0.3)




Az x; és'Y;; valtozoknak konnyen lehet fizikai jelentést tulajdonitani: tomeg-
kozépponti rendszerben az x; véltozé az i-edik parton (Q)/2-vel skaldzott)

energiadja, az Y;; pedig
1 — cos xi;
2 Y

ahol x;; az i-edik és j-edik parton harmaslendiilete altal bezart szog. Harom

(3.0.4)

dzset esetén csak két valtozo fiiggetlen, ugyanis az energiamegmaradés miatt

teljestil, hogy \
d =2 (3.0.5)
Az y,; és x, valtozdkra felirhatjuij,lhogy
Yij = 1 — xy, (3.0.6)
ahol 7, 7 és k csak kiilonbozo értékeket vehetnek fel, igy

Y1z + Yoz + 13 = 1. (3.0.7)

Ez azonban més megszoritast is jelent a fiiggetlen valtozok szaman kiviil. Ha
kivalasztunk két valtozét az egyik fajtabdl, akkor a szinoperator értelmezési
tartomanyanak fizikailag értelmes része haromszog alaki. A szinoperatorok
a tartomédny hatarainél logaritmikusan divergalnak. A hatarokon megfigyelt
divergens viselkedés kétféle kinematikai helyzetben &ll el6. Ha a végallapot-

ban megjelend egyik (pl. az i-edik) részecske energidja alacsony, akkor
Oz, =1—-yj és yik ~ 1.

A miésik eset az, amikor két végéllapoti parton (pl. az i-edik és j-edik)
lendiilete altal bezart szog kicsi, azaz kollinedrissa valnak. Ebben az esetben

0~ }/ZJ = ’yw/IZIJ, azaz Yij ~ 0.
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4. Szintéren haté operator

Az szintéren haté operatorok (réviden szinoperatorok) a matrixelemekre haté
szintoltéseket illesztenek a kifejezésbe. Mesterintegralok szintoltésegytittha-
tokkal vett linearis kombindacidiként allnak eld. Az altalam szamolt operator

a kovetkezo, [7]

2\ €712
0 g % 0 0
i = [2_56 (@) } {Z Clos.Cr+ D Ciags Cn | Cr
GO0 ¢ s OGhe o
+ Z 19 AT Z 124,f; “fi J l
Gl#] :
4 Z Sg),(i,k),(jvl) {T; T, T, -Tz}}- (4.0.8)
iki

Ebben a kifejezésben az Osszegzést a végédllapot partonainak izére (¢, g, q)
kell elvégezni és Cy, = C3 = Cp, Cy = Cs. A szinoperator a szintoltés algebra

generatorainak kombindacidja. A generatorok eleget tesznek a

(Z TZ«) M) =0 (4.0.9)

Osszefliggésnek, ami a szintoltés megmaradasat fejezi ki. Ezen kifejezésekben

megjelend szorzas ugy értendo, hogy

T;-T;=> (T:)"(T;)"

n

Ezen kiviil tudhato, hogy
T, T,=TvT;, T.=Cp, ¢ T:=0Cl,

11



ahol Cr = Tr(N? — 1)/N. és Cy = 2TgN,.. N, a szintoltések szama, Tx
pedig a Tr(T;T)) = Trd; kifejezésbdl szarmazd, itt 1/2-nek véalasztott di-
menziétlan norméalasi allandé.

A kvarkok szintoltés operatorat az SU(3) csoport generdtorainak funda-
mentdlis (hdrom dimenzids), mig a gluonokét az adjungélt (nyolc dimenziés)

abrazolasa adja.
(Ty)* = (Tq)" =t*, (Tg)gc = —ifabe

A kapcsos zardjeles rész elott szereplo négyzetes szorzéban a () a teljes
tomegkozépponti energia, a u pedig egy energia dimenziéju, fizikai tarta-
lommal nem rendelkez6, renormalasi skalanak nevezett mennyiség, ami a re-
normalési eljaras miatt jelenik meg. Ennélfogva a valédi fizikai mennyiségek-
re pontos szamitassal kapott eredmények u-tol fliggetlenek. Ezt egy re-
normalasi csoportegyenlettel lehet kifejezni. A perturbativ eredmények csak
a perturbaciészamitéas rendjén beliil tekinthetok p-tdl fiiggetlennek. Tovabba

(4m)°

Se=Ti—a

(4.0.10)

A négyzetes szorzd kiemelheté minden szinoperatorbdl, igy példaul az 6sszeg-
zést végzo programban nem jelenik meg.

A szintéren haté operatorok mellett megjelend kifejezéseket kinematikai
fliggvényeknek nevezziik, amelyek a mesterintegrélok linedris kombinacioi-
ként allnak elo. Ezek a kinematikai valtozoktol, tehat a végallapotban meg-
jeleno partonok impulzusatol fliggenek, valamint szerepelnek benntik az iz-
indexek is.

Tekintettel arra, hogy a kinematikai valtozok koziil csak kettd fiiggetlen,

a szinoperatort az yi3 és yo3 fliggvényeként adjuk meg. Az (1,2,3) indexek

12
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1. dbra. A kinematikai tartomany

rendre kvarkot, antikvarkot és gluont jelolnek. A fiiggetlen valtozdk ilyen
valasztasanak elonye, hogy a szinoperator igy a valtozdiban szimmetrikus.
Ennek kovetkeztében altalaban elegend6 a fazistérnek csak az egyik felén
elvégezni a szamitasokat, ami jelentésen csokkenti a szinoperator kiértékelésé-
hez sziikséges idot.

Figyelembe kell venni a kinematikai valtozokra vonatkozo kényszert is,
amit a (3.0.7) egyenlet fejez ki. Ez az Osszefliggés azt vonja maga utan,
hogy a fazistér fizikailag értelmes tartomanya haromszog alaki. Hatarait az
Y13 = 0, ya3 = 0 és y13 + ya3 = 1 egyenletek adjak meg.

Az I g%) numerikus szamitasahoz elsé lépésként a mesterintegralokat kell
kiszamolni megfeleld valtozéértékek és azok permutacioi mellett. Ehhez a

SecDec 2.1 programcsomagot hasznaltam [18], ami szektorok szerinti dekom-
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poziciét alkalmaz. A szektordekompozicié egy algoritmikus médszer szingu-
laritasok levalasztasara e-pélusok alakjaban bonyolult integralokban, amelyet
példul perturbativ kvantumtérelméletekben alkalmaznak. A programcsomag
vaza Perl programozasi nyelven irodott, az integralok dekompoziciéjahoz
Wolfram Mathematica-t, a numerikus szamitasok elvégzéséhez pedig Fort-
ran-t haszndl. Végs6 eredményt a szintéren hatd operatorra egy altalam
Fortran nyelven irt numerikus program szolgaltatja, amely a kiszdamolt in-
tegralokbdl felépiti a (4.0.8) kifejezésben szereplé kinematikai fiiggvényeket.
A mesterintegralokhoz sziikséges Mathematica input féjlokat korabbi mun-
kam soran megirtam és a szamitasok eredményét ellendriztiik. Egy integral
tobb pontbeli szamolashoz meg kell adni egy masik input fajlt, amely tar-
talmazza a valtozoértékek listajat. Ezeket egy dltalam C-ben irt program
generalja két y;; valtozo értékeivel magadott pontokban. Nemrég sikeriilt

automatizalni a mesterintegralok szamolédsat bash script-ek irdsaval.

5. Az I, felbontdsa

Az SU(3) csoport fundamentélis reprezentacidjaban megadott kvadratikus

Casimir-operator
Cpl=> tht.
a

Az adjungdlt abrazolds generatorainak matrixat a

(t?él)ac — ifabc
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Osszefliggéssel definidljuk és kvadratikus Casimir-operatora Cy 1. A Cp
és 'y értékek a Tr normalasi egytitthatéval és az iitkozési energia szem-
pontjabdl konnyl kvarkizek ny szdméaval egytitt megjelennek a szintérn haté
operatorban. Ezekre a tovabbiakban szinszorzokként fogok hivatkozni.

A szinszorzék fizikai jelentésséggel birnak, ezért ezeket érdemes ezeket
faktorizdlni a szintéren haté operatorbol. Az I Q szerkezete olyan, hogy
bizonyos részszamoldasokban két szinfaktor inverze is megjelenik, ami megne-

heziti a szinfaktorok egyiitthatéinak kinyerését.

5.1. Csebisev-polinomok

A szinfaktoroka egytitthatéik kinyeréséhez valtozéknak tekintettem és meg-
illesztettem a szintéren haté operatort Csebisev polinomokkal. A Csebisev
polinomok definidldsanak tobb, egyméssal egyenértékii mddja is van [16].
Az egyik lehet8ség a [—1,1] intervallumon értelmezett z°, ¢« = 0,1,2, ...

fliggvények Gram-Schmidt ortogonalizacidja a kovetkezo belso szorzattal:

(@@ = [ Flg) = do G.1.)

Ezek a fiiggvények béazist alkotnak az

{f :[-1,1] = [-1,1] ‘ f folytonos} (5.1.2)

fiiggvénytéren. Az n-edrendli Csebisev polinom

T,(z) = g 3 (-1)mw(zx)"*2m (5.1.3)
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ahol az Osszegzés fels6 hataranal megjelend [n/2] azt takarja, hogy n/2-t
lefele kell kerekiteni. Tovabba belathaté, hogy T,,(z) = cos(n arccos z).

A Csebisev polinomok nemcsak folytonos, hanem diszkrét ortogonalitasi
szabalynak is eleget tesznek. T,,(x)-nek n darab zérushelye van a [-1,1] in-

tervallumon:
k—0.5

n

T = COS <7T ) , k=1,2,...n (5.1.4)

Ezek konnyen megalalhaték a polinomok trigonometrikus alakjanak felhasz-

nalasaval. Ha i, j < n, akkor

\ 0 i#)
Y Tilw)Tilw) =4 2 i=j#0 (5.1.5)
= N i=j=0

Ha egy egyvaltozds f(x) fiiggvényt maximum n-1-edrendli Csebisev polino-

mokkal akarunk kozeliteni
flo) =) aTi(x) (5.1.6)
i=1

alakban, akkor a diszkrét ortogonalitasi szabalyok felhasznaldasaval az i-edik

polinom egyiitthatéja

_ 2 S (@) Tica ()
Dok Ty ()

Ezt az eljarast tobbvaltozés fliggvényekre is lehet altalanositani. Az atlatha-

a;

(5.1.7)

tésag kedvéért csak a haromvaltozés esetet adom meg [17]. Ha az illesztett

fliggvény alakja

S i T () Tioa(y) Tia (2), (5.1.8)

1,7,k=1

16



az egyiitthatokat az

Zr]\r;n,ozl f('rmy Ty xo) 7‘%—l(xm) I}—l(xn) Tk—l(xo>
Zgzl Tzz—l(xm) ZnNzl Tj2—1(xn) 25:1 Tl?—1($o)

képlet adja, ahol f(x,y, z) a kozelitendé fiiggvény, amit itt minden valtozo-

(5.1.9)

Aijk =

ban a Ty(z) zérushelyein kell kiértékelni.

5.2. Szinfaktoros felbontas

Az T 52) szamolasara szolgdld terjedelmes numerikus program szerkezete mi-
att a szintéren hato operator szinfaktorok szerinti felbontasa nem végezheto
el egyszertien kis numerikus hibaval, ezért Csebisev polinomokkal illesztet-
tem Cp, Ca, ng és Ty szerint. Tudhaté, hogy az I\) csak CZ-et, C2-
et, CrCa, CpnsTr-t és CansTr-t tartalmaz, igy elegendé a maximum
masodfoki polinomok hasznédlata. Moédositottam a szintéren haté operator
szamolasara szolgalé programot, hogy a szinfaktorok tobb kiilonbozo értéke
mellett végezze el a szamitasokat. Erdemes volt elkeriilni, hogy a szinfaktorok
értéke megkozelit-se a nullat, ezért valtozétranszformaciot is alkalmaztam.

Ha z € [-1,1] és y € [a, b], akkor

b—a a+b

y:2x—|—2

A moddszert ellenériztem a szimmetrikus és egy kollinearis pontra végzett
szamitasokkal. Az illesztésben megengedett, de elvileg nem létezd tagok
(példdul C%ny) j6 kozelitéssel nulldnak adédtak (értékiik 107°-nél kisebb
volt). A szimmetrikus pontban (ahol y13 = y12 = Y23 = 1/3) kapott eredmény

a kovetkezd:
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(C3+4C,Cp+4C3) 614 + (6.4132C% + 22.8875 C 4 Cr + 20.7889 C%
—1.33333Can; Tr — 4Cpns Tg) 6% + (17.4007 C% + 57.3204 C4 Cr
+29.7522 C% — 10.5637 Cany T — 29.5122 Cp ny Tg) 612 +

(21.5949 C2 + 84.9993 C4 C — 104.909 C% — 39.309 Cany Tr

— 111414 Cp ny Tg) % + 21.6383C7% +202.127C4 Cr

— 750.264 C2 — 82.9842 Cyny Ty — 317.175 Cpny T (5.2.1)

Ezt osszevetve egy fiiggetlen, az €' polus kivételével teljesen analitikus

modszerrel kapott eredménnyel jo egyezést kapunk.

(C3+4C,Cp+4CF) 614 + (6.4132C% + 22.8875C 4 Cr + 20.7889 C%
—1.33333Can; Tr — 4Cpns Tg) 613 + (17.4007 C3 + 57.3204 Cy Cr
+29.7521 C% — 10.5637 Cany T — 29.5122 Cpns Tr) 612 +

(21.5966 C3 + 84.9954 C4 Cp — 104.909 C% — 39.309 Cans Tr

1
—111.414 Cpny Tr) -+ O(e%) (5.2.2)

A felbontést ellendriztiik egy altalunk valasztott kollinedris pontban is,

amiben a kinematikai valtozok értéke

1 = 0.9968202010, 9 = 0.2418465698, 3 = 0.7613332290
Yoz = 3.1797991073,  y13 = 0.7581534302, y12 = 0.238666771
Yo = 0.01726970587, Y13 = 0.999, Y19 =0.99
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Ebben a pontban is a numerikus eljarassal szamolt eredmény;,

(C34+4C,Cp+4C%) 614 + (15.1545 C% + 38.5439 Cy Cp + 23.4615 C%
—1.33333Can; Tp — 4Cpns Tg) 613 + (119.698 C3 + 199.738 C4 Cp

+ 52.8114 C% — 16.2764 Cy ny Tr — 30.1326 Cp ny TR);2 +

(648.489 C3 + 739.600 C4 O — 18.0824 C7 — 101.47Cyny Tr

— 120.57 Cp ny TR)%

— 625.096 C — 430.728 Cyny T — 381.158 Cpny Tx (5.2.3)

+ 2697.31 C% + 2236.87C 4 Cr

jol egyezik a majdnem teljesen analitikusan kapott eredménnyel.

(C2+4C,Cp+4C%) 614 + (15.1545 C4 + 38.5439 C'4 O + 23.4615 C%
—1.33333Can; Tp — 4Cpns Tg) 613 + (119.698 C3 + 199.738 Cy C
+52.8115 C% — 16.2764 Cy ny T — 30.1326 Cpny Tg) ;2 +

(648.491 C% + 739.604 Cy Cr — 18.0819 C% — 101.47Cany Tr

—120.57 Cp ny TR)% + O(e") (5.2.4)

A szintéren hatd operdator numerikus szamolasat korabbi munkénk soran
ellendriztiik és a rendelkezésre allo fiiggetlen analitikus szamolasokkal 6ssze-
hasonlitva a relativ hiba nem volt nagyobb 107°-nél. Az ellen6rzésnél is
hasznalt fliggetlen eredmények els6 harom polusa teljesen analitikus szamo-
lasbdl addédott (az utolséd polushoz numerikus kiértékelésre is szitkség volt),
viszont a véges rész ezeknél nem all rendelkezésre. A szinfaktorok szerinti fel-
bontasra alkalmazott eljards tehat miikddik és nem okoz észrevehetd romlast

az eredmények pontossagaban.
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6. Kozelitofiiggvény keresése

A szintéren haté operator numerikus szamolasa egy kinematikai pontban is
hosszi idot vesz igénybe, ezért célszeri keresni egy megfelel6 pontossagu
kozelitofiggvényt. Az I gg) a kinematikai tartoméany hatarainal logaritmiku-
san divergdl. Ezt az aszimptotikus viselkedést levonva a maradék a hatarokon
véges értéket vesz fel és feltehetOleg egyszerii polinomokkal jol kozelithetd. A
bels6 rész megillesztése megvaldsithaté Csebisev polinomokkal. Az aszimp-
totikus rész (-n)-edik pélusa log y,; és log 1 — y;; tényezéket tartalmazé tagok
legfeljebb 4+n-edfoki polinomjaként irhato fel, a véges rész pedig maximum
negyedfoku kifejezéseket tartalmazhat. Ezen kiviil tudhaté, hogy az aszimtp-
tikus részben a logaritmusok egyiitthatoi kis egész szamok hanyadosainak és
szinszorzoknak a szorzataként &ll el6. Ez lehetOséget nyujt arra, hogy az
aszimptotikus részt akar pontosan is meg tudjuk hatarozni.

Az aszimptotikus rész megillesztéséhez olyan pontokban kell kiértékelni
a szintéren hato operatort, melyekben a belso rész jaruléka elhanyagolhaté.
Ennek a feltételnek eleget tesznek a kinematikai tartomany sarkai, melyek-
ben két y;; valtozd értéke kisebb, mint 10~*. Ilyenkor a harmadik véltozo
értéke kozel 1. A két fiiggetlen valtozé értékének alsé hatdraként 10~8-at
valasztottunk. Nyilvanvald, hogy a teljes aszimptotikus viselkedés megallapi-
tasdhoz nem elegendd egy sarokban elvégezni az illesztést. A szintéren hato
operator az o3 és yp3 valtozéban szimmetrikus (a végéllapotban megje-
len§ kvark és antikvark a kinematika szempontjabol felcserélhetd), igy a
szamitasokat csak az y;o — 1 és egy y;3 — 1 sarokban kell elvégezni. Ezen

kiviil az y12 — 1 sarokban a szimmetria miatt elég olyan pontokban megkapni
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az I 53) értékét, melyekre teljesiil, hogy ya3 < y13 (vagy forditva).
Az aszimptotikus tartomanyt az egyiitthatok minél pontosabb kinyerése
érdekében nem lehet Csebisev-polinomokkal megilleszteni, ezért erre a fel-

adatra a y2-médszert valasztottuk.

6.1. A y’médszer

A y2-mddszer elénye, hogy tetszdleges fiiggvényalak illesztését lehetévé teszi.

Ehhez az alabbi kifejezést kell minimalizalni a feltételezett f(z,y;q1,...,qn)

fliggvényalak g, (kK = 1,..., n) paraméterei szerint.
Yij _f TiyXTjy;q1y---54n 2
X2<q15"'7Q’rL):Z ( ’ ( ;2 ))
irj ij

A vizsgélt fliggvényt bizonyos (x;, x;) pontokban kiértékelve y;; értékeket ka-
punk o;; hibdkkal. Minél nagyobb a szdmoldsok hibdja egy pontban, annal
kisebb stillyal vannak figyelembe véve a y2-ben, ami a legkisebb négyzetek
modszeréhez képest pontosabb kozelitéfiiggvényt biztosit. A x? minima-
lizdlasahoz n darab homogén linedris egyenletet kell megoldanunk, hogy meg-
kapjuk az (x;, x;,y;;) pontokra o;; hibaval legjobban illeszked6 kozelitofiigg-
vény ¢ paramétereit.
ox?

- ..., =0
aqk(ch 70)

Fiiggvények minimalizalasara mar sok részletesen kidolgozott és ellenérzott
programcsomag all rendelkezésre. A kozelitomddszert kezdetben a Wolf-
ram Mathematica beépitett minimalizalé eljardsaval probaltam ki. Az I Q

aszimptotikus részére az y;o — 1 sarokban az alabbi fliggvényalakot feltéte-
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leztuk:

F s, y25: {Ciii}) = D Clgne log' y1s log? yas log (13 + ys)
1,7,k

Az I g) pélusai analitikusan is ismertek, ezért elészor az €2 pdlust illesz-
tettem meg, hogy ellendrizni tudom az eddig kidolgozott eljarast. Ehhez

a szintéren haté operatort kilenc pontban értékeltem ki a [107'° 107¢] x

[107191075] tartomdnyon. Az eredmény aldbb lathato.

CangTr ( — 7.1011 4+ 1.6671 log y13 + 1.6671 log yo3 — 0.0012 log 13 log 423

+ 1.3346 log(y13 + v23) + 0.0012 log y13 log(yis + ya3)

+0.0012 log g log(yis + y2s) — 0.0011 log(yas +as) ) +

CrpnsTr < — 16.1148 — 0.0054 log 113 — 0.0054 log a3 + 9.3216 log(y13 + ya23)

— 0.0008 log 13 log(y13 + y23) — 0.0008 log ya3 log(y13 + v23)
+0.0002 log® (315 + y23)> +

Cc2 ( — 21.081 + 0.0017 log y13 + 0.0017 log yos -+ 0.0038 log(ys + ya3)
+ 0.0002 log y13 log(y1s + y23) + 0.0002 log ya3 log(yis + y23>) +
c? (22.152 — 14.266 log y15 + 2.75 log? y15 — 14.266 10g s

— 1.4979 log y13 log ya3 + 2.75 log2 Yoz + 8.2912 log(y13 + ya23)
— 0.0045 log y13 log(y13 + y23) — 0.0045 log yo3 log(y13 + yo3)
4+ 7.0023 log2 (y13 + y23)> +
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CaCr (26.617 —19.345 log y1s + 1.9991 log? y1s — 19.345 log yos

— 3.9777 log y13 log yas + 1.9991 log” yo3 + 12.024 log(y13 + ya3)
—0.0207 log y13 log(yis + y23) — 0.0207 log yas3 log(y1s + y23)
+8.0209 log®(y15 + yzg)>

Bar ezek az eredmények még nem kelléen pontosak, az egytitthatékrol

altalaban eldonthetd, hogy mely kis egész szamok hanyadosait kozelitik:

5)
CA ’I’Lf TR < — 7.1011 + g(lOg Y13 + lOg y23) + 4/3 10g(y13 + y23)> +

145 28
C%(—21.081) + CpnsTr ( ~ 5 + 3 log(y13 + ?J23)> +

57 11
C’i (22.153 ~ (log y13 + log yes) + Z(log2 Y13 + log2 Y23)

3 25
—3 log y13 log 93 + 3 log(y13 + y23) + 7 log*(y13 + y23)> +

o8
CA CF (26617 — ? (10g Y13 -+ 10g y23) —+ 2 (10g2 Y13 —+ 1Og2 ygg)

— 4log y13 10g ya3 + 12 log(y13 + y23) + 8 log®(y13 + y23)>.
Osszehasonlitva a numerikus eljdrdssal kapott eredményeket a fiiggetlen,
teljesen analitikus szamolas harmadik pélusaval az y;5 — 1 sarokban azt

talaltam, hogy csak a hatodik értékes jegytol kezdodoen tértek el egymastol.

eredmény 10101010 | 10-1010-8 | 10-1910=6 | 1081078 | 10-810=6 | 10-610-6

analitikus 71860.094 53311.240 37373.980 46440.230 32086.502 26576.745

numerikus 71860.198 53311.187 37373.796 46440.109 32086.396 26576.651

relativ eltérés 1.0000014 0.9999990 0.9999951 0.9999974 0.9999967 0.9999965

1. tablazat: y12 — 1 aszimtptoika Gsszehasonlitds. Cp =4/3, C4 =3, ny =5, Tp = 1/2
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6.2. A bels6 tartomany

A szintéren haté operator aszimptotikus részének kinyerését kovetoen a ka-
pott eredményt levonva az I g)—bél egy olyan sima fliggvényt kapunk, amely
mar a kinematikai tartomany hatarainal se divergal, hanem véges értéket
vesz fel. Ezt a maradékot egyszertien Csebisev-polinomokkal illesztjiik meg.
Ehhez fiiggetlen valtozénak az yi3-at és yo3-at véalasztottuk. Lévén a Cseb-
isev polinomok értelmezési tartomanya a [—1, 1] itervallum és a kinematikai
tartoméany haromszog alakid, véltozétranszformaciot is kell alkalmaznunk.
Példaul az n+1-edrendii illesztéshez sziikséges fliggvényértékek helyének
megaddsdhoz, ha zy € [—1, 1] a T,,(x) k-adik zérushelye, az aldbbi valtozdér-

tékeket kell kiszamolni.

;i +1 1—913,¢(

Y30 = 5 Y23, ij = r;+ 1)

A kozelitéfiggvény kiértékelésénél ennek a transzformacionak az inverzére
van sziikségiink, azonban iigyelni kell arra, hogy mely valtozoértékek vannak
parban. A fliggetlen kinematikai véaltozok értékének alsé hataraul 0.001-et,
fels6 hataraul pedig 0.999-et vélasztottunk.

Ezt az eljarast azutan fogom alkalmazni, hogy a korabban ismertetett
modszerrel meghataroztam a teljes aszimptotikus viselkedést. El6szor termé-
szetesen ellenérzom az €2 péluson, valamint a mesterintegralok szamoldsa-

hoz sziikséges id6hoz mérten fogjuk megvalasztani az illesztés fokat.
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6.3. Alternativ kozelités

A szintéren haté operator kozelitését masképp is meg lehet valdsitani. Az
1 5%) szinfaktoros felbontasat kovetoen a kivalasztott polus illetve véges rész
megilleszthet6 Csebisev polinomokkal log ;3 és log ya3 polinomjaként a tel-
jes kinematikai tartomanyon. Bar a kozelitofiiggvény alakja ezzel (terjedel-
mesebb, de) egyszer(ibb lenne és magas rendii illesztés esetén valsziniileg a
belso tartomanyt is jol lehetne kozeliteni, az eljaras nem venné figyelembe az
aszimptotikus viselkedésnek azt a részét, ahol y;5 — 0.

Ezt az eljarast is ellenorizni fogjuk a I 502) egyik nem trivialis polusan, de

megvaldsitasa még folyamatban van.

7. Osszefoglalss

A hataskeresztmetszet masodik sugarzasi korrekcigjaban megjelend I Q ope-
rator numerikus kiértékelése teljesen be van programozva és a mesterin-
tegralok szamitasat sikeriilt teljesen automatizalni. A szintéren haté operator
szamolasa egy pontban viszont rendkiviil hosszi idot vesz igénybe.

Sikeriilt egyszerti és megbizhaté eljarast kidolgozni az I 502) szinfaktorok
szerinti felbontdsara, ami tekintettel a szinfaktorok tartalmara fizikai szem-
pontbdl is lényeges. Ezentil y?-médszer segitségével kinyerhetd a szintéren

hato operator aszimtptikus része, azonban a moddszer pontossiaga még fi-

nomitast igényel. Ezért késobbi munkank soran ezen illesztéshez az elter-
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jedten hasznalt MINUIT?2 programcsomagot fogjuk alkalmazni a minima-

lizaciéra.
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Figgelék

A. A kutatasi feladat

Kutatasunk célja elektron-pozitron titkozések sordan keletkezé hadronzapor
hataskeresztmetszet masodik sugarzasi korrekcidjanak szamitasa. A szamola-
sok elméleti héttere a kvantum-szindinamika, amelynek keretein beliil belat-
hato, hogy nagyenergias iitkozések soran torténo szin-kolesonhatasok leirasa-
nal perturbacioszamitas alkalmazhato. A masodik sugarzasi korrekcié tagja-
iban megjelend divergenciak kezelheték a témavezetom, Pof. Dr. Trocsanyi
Zoltdn altal fejlesztett levondsi séméaval. Szdmszerli eredmények kinyeréséhez
rengeteg numerikus integralast kell elvégezni, ami sok id6t illetve eroforrast
igényel. Feladatom a hataskeresztmetszetben megjelend I 52) szintéren haté
operator numerikus szamoldasa és az operatort jol kozelito, egyszeriien kiérté-
kelhet6 fliggvény keresése. A szintéren hatd operator numerikus szamolasat
kordbbi munkam soran programoztam és nemrég teljesen automatizaltam.
Az 1 8’ a kinematikai tartomany széleinél logaritmikusan divergdl, ezért elo-
szOr ezt a divergens viselkedést kell reprodukélni, amire y?-médszert alkal-
mazom. A kapott eredmény levondsat kovetOen a maradék egyszerti poli-
nomokkal kozelitheto. Ehhez a feladathoz Csebisev-polinomokat hasznalok.
Az eljarast elészor az I Q els6 nem trividlis polusan ellendriztem. Tovabbi
munkam soran be fogom fejezni az ellenorzést és az esetleg felmeriilo hibak
javitasat kovetden alkalmazom a kidolgozott eljarast a szintéren haté opera-
tor véges részére. A hataskeresztmetszetre kapott végsé eredményben a kez-
deti allapot mar konnyen modosithatova vélik, igy a kutatds eredményei

felhasznalhatok proton-proton iitkozések szamoldsara is.
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