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Témavezető: Dr. Nándori István

Debreceni Egyetem
Kı́sérleti Fizikai Tanszék
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1 Bevezetés

A fizikában az elemi részecskék tulajdonságait, illetve a közöttük fellépő kölcsönhatásokat

a matematika nyelvén megfogalmazott modellekkel ı́rjuk le. A részecskefizikai folyama-

tok léırására a természetes választás, a kvantumtérelméleti, vagy más néven kvantum-

mezőelméleti modellek használata. Ezek seǵıtségével tudjuk a legnagyobb pontossággal

megjósolni a ḱısérletek eredményeit. Ezekben a modellekben, a részecskékhez tereket,

mezőket rendelünk, például a nemrég felfedezett Higgs részecskéhez, egy skalárteret, az

úgynevezett Higgs mezőt tárśıtjuk. Ezeket a modelleket nagy energián, bizonyos szimmet-

ria megfontolásokból kaptuk. Például mindegy, hogy egy ḱısérletet hol végzünk el, a

ḱısérlet kimenetelének ettől nem szabad függnie. Vannak továbbá a részecskéket léıró

mezők transzformációja során tapasztalt szimmetria tulajdonságok (a rendszert léıró hatás

nem függ ezektől a transzformációktól).

Mivel a mérések viszonylag alacsony energián történnek, ı́gy szükség van az

alacsony-energiás kiterjesztésre, azaz a modellek renormálására. Az egyik ilyen kiter-

jesztés, a funkcionális renormálási csoport (Renormalization Group – RG) módszer.

A funkcionális RG egyenlet levezetéséhez elengedhetetlen, egy úgynevezett regulátor

függvény bevezetése, amelytől a fizikai mennyiségek nem függhetnek. Az egzakt

RG egyenlet megoldása valóban igazolhatóan független a regulátor megválasztásától.

Viszont, az RG egyenletek funkcionálokra vonatkoznak, ezért nem oldhatóak meg

általánosan, tehát közeĺıtéseket kell alkalmaznunk. Ennek eredményeként az RG egyen-

letből származtatott fizikai mennyiségek függni fognak a renormálási sémától, azaz

a regulátor függvény megválasztásától. Tehát, ha predikt́ıvvé akarjuk tenni az RG

módszert, akkor valamilyen elvet használva, ki kell tudnunk választani egy bizonyos

regulátort, azaz optimalizálni kell az RG egyenletek regulátor-függését.

Az egyik ilyen optimalizálási módszer a minimális érzékenység elvének (Principle

of Minimal Sensitivity – PMS) használata. Ennek seǵıtségével meg lehet találni egy

regulátor függvény optimális paraméterét úgy, hogy megkeressük a paraméter azon kicsi

tartományát, amin belül ha változtatjuk a paramétert, a fizikai eredmények alig változnak.

Ebben a munkában, egy nemrég bevezetésre került regulátorral vizsgáljuk ezt az opti-

malizálási módszert, két kvantumtérelméleti modell esetében.

A dolgozat elrendezése a következő. A 2. fejezetben egy rövid kvantumtérelméleti

bevezetés található. A 3. fejezet a funkcionális RG módszerbe ad betekintést. A

különböző regulátorokról és az alkalmazott közeĺıtésekről szól a 4. fejezet. A dolgozat-

ban tanulmányozott sine-Gordon térelméleti modelleket mutatom be az 5. fejezetben.

Részleteiben tárgyalom a dolgozatban kapott optimalizálási eredményeket [1], a bozonizált

QED2 (6. fejezet) és az O(N = 1) modellek (7. fejezet) esetén. Az eredmények összegzése

a 8. fejezetben található. A jelen munka rövid kivonata a dolgozat végén szerepel.
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2 Kvantumtérelmélet

2.1 Méretskála

Az egyes fizikai modellek érvényességi tartománya korlátozott. Ha nagy méretű objek-

tumokat vizsgálunk, Newton axiómái pontosan léırják a kis sebességgel mozgó testek

viselkedését. Haladva a kisebb méretskálák felé a klasszikus mechanika helyett más

modellt kell használnunk. A 10−10 méteres tartományt elérve atomfizikai modellekkel

kell számolnunk. Ha az atommagok szerkezetét akarjuk vizsgálni, akkor a magfizika

érvényességi tartományában mozgunk. Végül a 10−15 méteres tartományban elérkezünk

a részecskefizikához, ahol az elemi részecskék vizsgálata közben az alapvető természeti

törvények kerülnek megfogalmazásra.

Ebben a mérettartományban mozogva, elkerülhetetlen a kvantummechanikai léırás

és ennek megfelelően a határozatlansági relációk figyelembe vétele. A hely-impulzus

közötti határozatlansági reláció következtében, lesz egy bizonytalanságunk a helyzet és

az impulzus egyidejű meghatározásában. Azaz egy részecske sebességét (impulzusát) és

helyét egyszerre, tetszőleges pontossággal nem lehet meghatározni,

(∆x)(∆px) ≥ h̄/2. (1)

Egy hasonló határozatlansági relació érvényes az energiára és az időre,

(∆t)(∆E) ≥ h̄/2. (2)

Azaz a rendszer energiáját nem tudjuk pontosan megmondani, csak stacionárius (∆t →
∞) esetben. Vagyis ha egy részecske energiáját akarom nagyon pontosan meghatározni,

akkor csak pontatlanul tudom megmondani, hogy mely időpillanatban rendelkezik ezzel

az energiával. Ez úgy is értelmezhető, hogy az energiamegmaradás törvénye sérül egy kis

∆t időintervallumra (azonban ez közvetlenül nem mérhető).

2.2 Energiaskála

Részecskefizikai folyamatok során általában nagy sebességű részecskék ütközését

vizsgáljuk, (például, hogy feltárhassuk esetleges szerkezetüket), ı́gy a léırásukra a speciális

relativitáselméletet kell használnunk. A relativisztikus diszperziós reláció, ami a részecske

energiája (E), impulzusa (p) és nyugalmi tömege (m) között teremt kapcsolatot a

vákuumban mért fénysebességhez (c) közeli sebességek esetén,

E =
√
p2c2 +m2c4. (3)

Ha az impulzus nulla, akkor megkapjuk a részecske nyugalmi energiáját, vagy más néven

a tömeg-energia ekvivalencia relációt,

E = mc2. (4)
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Ennek alapján, az energia és a tömeg egymásba átalaḱıtható, vagyis energia seǵıtségével

részecskék kelthetők.

Kis sebességek esetén a (3) egyenlet impulzus szerint nulla körül sorbafejthető és a

magasabb rendű tagok elhanyagolhatók, hiszen v/c� 1. Így a konstans tagtól eltekintve,

visszakapjuk a klasszikus mechanikából ismert kinetikus energiára vonatkozó képletet,

E = mc2 +
p2

2m
+O(p4). (5)

Tehát ha figyelembe vesszük a kavntumfluktuációk hatását, illetve annak következmé-

nyeként azt, hogy az energia-idő határozatlansági reláció miatt az energiamegmaradás

is sérülhet egy rövid időre, akkor a tömeg-energia ekvivalencia miatt keletkezhet-

nek úgynevezett virtuális részecskék (elekton-pozitron párok). Ezek közvetlenül nem

mérhetők, de közvetett hatásuk nagyonis jelentős, amit a következő alfejezetben

részletezek.

2.3 Relativisztikus kvantumelmélet

Ahhoz, hogy helyesen éṕıtsük fel az elemi részecskék fizikáját, meg kell alkotni egy

olyan elméletet, amely ötvözi a kvantumos és a relativisztikus léırást. A (speciális) rel-

ativitáselmélet és a kvantummechanika egyeśıtéséből származik a relativisztikus kvan-

tummechanika. Ebben az esetben a rendszer időfejlődését a Dirac egyenlet adja meg,

ami például a hidrogén atom relativisztikus tárgyalásához nélkülözhetetlen. Ugyanakkor

részecskeszám változással járó folyamatokat ez az elmélet nem képes kezelni.

Tehát az elemi részecskék viselkedésének helyes tárgyalásához egy olyan elmélet kell,

ami figyelembe veszi a kvantumelmélet és a relativitáselmélet eredményeit, illetve konzisz-

tens azzal a ténnyel, hogy részecskék keletkezhetnek akár vákuumban is. Erre az egyedüli

alkalmas választás a (relativisztikus) kvantumtérelmélet. Ez az elmélet a részecskékhez

tereket rendel. A kvarkokhoz, leptonokhoz (fermionikus) anyagtereket, a kölcsönhatást

közvet́ıtő részecskékhez mértéktereket, valamint a nemrég felfedezett Higgs részecskéhez

skalárteret rendel.

A térelméleti tárgyalásmód, ami elrugaszkodik a tömegpont fogalmától és helyette

terek, mezők seǵıtségével ı́rja le a jelenségeket, nem csak az elemi részek világában hasz-

nálható. Klasszikus esetben is találkozunk ilyen elméletekkel, ilyen például az áramlástan

vagy a folytonosan deformálható testek fizikája. Továbbá van olyan alkalmazási területe

a térelméleti léırásnak, ahol nem szükséges a kvantálás, azonban a relativitáselmélet igen,

amire példa a Maxwell egyenletek, azaz az elektromágneses terek klasszikus léırása, ami

egyből relativisztikus alakban született meg. Végül emĺıthető a szilárdtestfizika, ami a

nem relativisztikus kvantumtérelmélet alkalmazásának egy jó példája.

Ha kiindulunk a klasszikus hatásból (S[ϕ]), akkor a pályaintegrál seǵıtségével fi-

gyelembe vehetjük a kvantumfluktuációkat és származtathatunk egy Γ[ϕ] effekt́ıv hatást,
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amiből a mérhető fizikai mennyiségek megkaphatók.

S =

∫
d4xL (ϕ, ∂µϕ, x) , Z[J ] = N

∫
D[ϕ]e−S[ϕ]+

∫
d4xJϕ

Γ[ϕ] + lnZ[J ]−
∫
dxJϕ = 0 → Γ[ϕ] → fizikai mennyiségek

2.4 Skálafüggés

Vizsgáljuk meg a virtuális részecskék megjelenésének hatását az előző fejezetben vázolt

kvantumtérelméleti léırás szempontjából. A klasszikus hatás (S[ϕ]) paramétereket tartal-

maz, mint például töltések, tömegek. Vajon helyesen járunk-e el, ha ezen paramétereket

a tanulmányaink során megismert fizikai állandókkal (mint például az elemi elektromos

töltéssel) azonośıtjuk? A hatás megalkotásában seǵıtségül h́ıvott szimmetriák ezt sug-

allják. A válasz a kérdésre az, hogy a virtuális részecskék közvetett hatása miatt ezen

klasszikus fizikából jól ismert mennyiségek értéke nem állandó, hanem attól függ, hogy

milyen energia, illetve méretskálán vizsgáljuk meg azokat.

Ennek az oka egyrészt a tömeg-energia ekvivalencia reláció, ami lehetővé teszi

részecskék keletkezését energiabefektetés által, másrészt a kvantummechanika energia-

idő határozatlansági relációja, ami megengedi, hogy rövid időre megsértsük az ener-

giamegmaradás törvényét. Így kombinálva a relativitáselmélet és a kvantummechanika

összefüggéseit, lehetővé válik, hogy a ”semmiből” keletkezzenek részecskék. Vagyis a

legtökéletesebb vákuum is ”nyüzsög” a folyamatosan keletkező és megszűnő virtuális

részecskéktől. Az elektromos töltés megmaradása miatt ezek egymással ellentétes töltésű

párokban keletkeznek: például egy elektron és a vele ellentétes töltésű antirészecskéje, egy

pozitron keletkezik. Ezek a párok közvetlenül nem mérhetők, de hatásukba ütközünk, ha

például egy valódi részecske töltését akarjuk meghatározni egy próbatöltés seǵıtségével.

A töltött részecske körül a virtuális elektron-pozitron párok polarizálják a vákuumot,

azaz dipólusként viselkednek és leárnyékolják a mérendő részecske töltését, lásd Fig. 1. Ha

egy adott R sugarú gömböt képzelünk a vizsgált töltés köré, akkor ez valamennyi virtuális

elektron-pozitron párt mindig ”kettéválaszt” és ezen párok elektronjai leárnyékolják

a vizsgálandó (jelen esetben pozit́ıv töltést). A kettévágott párok száma, és ennek

megfelelően a leárnyékolás mértéke függ az R sugártól. Például, ha messzebb vagyunk

a vizsgált töltéstől, akkor alig b́ır jelentőséggel, hogy egy kicsit közelebb vagy távolabb

helyezkedik-e el a próbatöltésünk, mert a kettévágott párok száma alig változik. Ez azt

jelenti, hogy a mérhető töltés a valóságban függ a megközeĺıtés távolságától. Vagyis, az

elemi elektromos töltés attól függ, milyen közelről, vagy milyen energián vizsgáljuk (ha

például egy szórási ḱısérletben egyre közelebb akarunk jutni a vizsgálandó töltéshez, akkor

egyre nagyobb energián kell végeznünk a szórást).

4



Figure 1: Egy központi töltés körül elhelyezkedő virtuális elektron-pozitron párok
dipólusokként viselkednek és polarizálják a vákuumot.

A klasszikus hatásban szereplő többi paraméter is hasonló tulajdonságokat mu-

tat. Ezt skálafüggésnek nevezzük. Ennek figyelembevételével mondhatjuk meg, hogy

egy adott méretskálán mely elmélet vagy modell seǵıtségével kell jellemezni egy adott

fizikai rendszert. Például, a kvarkok közötti kölcsönhatást a QCD (Quantum Chromody-

namics) ı́rja le. Hasonlóan az elektromos töltéshez, itt is bevezethető egy ún. sźıntöltés,

vagyis egy csatolási állandó, ami természetesen függ a méretskálától. Egészen kis méretek

(nagy energiák) tartományában a QCD-vel tudunk helyesen modellezni, ahol a kvarkok

a megfelelő szabadsági fokok. Ha nagyobb méretek (kisebb energiák) felé haladunk,

elérjük a hadonizáció skáláját. Ekkor a szintőltés értéke le kell, hogy csökkenjen, le-

galábbis a többi (futó) csatolási állandóhoz képest, mert tudjuk, hogy a hadronizáció

skáláján túl nem a kvarkok a megfelelő szabadsági fokok, hanem maguk a hadronok.

Ha még tovább növeljük a méretskálát (csökkentjük az energia skálát), akkor eljutunk

például a QED (Quantum Electrodynamics) tartományába. Tehát ha sikerül valamely

módszerrel meghatározni a csatolási állandók futását, azaz skálafüggését, akkor az ı́gy

kapott eszköz úgy működik, mint egy elméleti mikroszkóp, amely megmutatja, hogy egy

adott méretskálán mely elmélet vagy modell ad helyes léırást.

A skálafüggés meghatározására az egyik lehetséges módszer a funkcionális RG

használata. Seǵıtségével a modellben szereplő csatolási állandók különböző energiákon

felvett értékét meg tudjuk határozni. Ennek megfelelően be kell, hogy vezessünk egy

skálafüggő effekt́ıv hatást,

Γ→ Γk (6)

ahol a k impulzus-skálától az effekt́ıv hatásban szereplő paraméterek (csatolási állandók)
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fognak függni. Az erre vonatkozó RG egyenletek szabják meg a csatolási állandók,

úgymint töltés, sźıntöltés, tömeg, stb. változását a k skála függvényében.

3 Renormálási csoport módszer

Az előző fejezetben azt vizsgáltuk, hogy a kvantumelmélet és a relativitáselmélet együttes

alkalmazása szükségszerűen a modell paramétereinek skálafüggéséhez vezet, azaz a

csatolási állandók függni fognak a méret, illetve energiaskálától, vagyis futó csatolási

állandókról beszélhetünk. A skálafüggés meghatározását a renormálási csoport módszer,

vagy tágabb értelemben a renormálás seǵıtségével tehetjük meg.

3.1 Renormálási csoport egyenlet és optimalizálás

Tehát a renormálásnak nagy jelentősége van a kvantumtérelméletben, hiszen ez szükséges

a mérhető fizikai mennyiségek kiszámı́tásához. Ez végrehajtható nem-perturbat́ıv módon

a funkcionális RG eljárással [2–5]. A skalárterekre vonatkozó funkcionális RG egyenlet [3]

(Wetterich egyenlet) alakja a következő

k∂kΓk[ϕ] =
1

2
Tr
[
(k∂kRk)/(Γ

(2)
k [ϕ] +Rk)

]
, (7)

ami a skálafüggő effekt́ıv hatásra, Γk-ra vonatkozik, ami a klasszikus hatás Γk→Λ ≡ S

és a teljes kvantum effekt́ıv hatás Γk→0 ≡ Γ között interpolál, ahol k a futó impulzus

skála. A blokkośıtott hatás második funkcionálderiváltja Γ
(2)
k -val van jelölve, mı́g a Tr

impulzusintegrált jelent. Rk a regulátor függvény, amely kieléǵıti a

Rk(p→ 0) > 0, Rk→0(p) = 0, Rk→Λ(p) =∞ (8)

feltételeket.

Az RG egyenlet egy funkcionálokra vonatkozó, parciális differenciálegyenlet, ı́gy

nem lehetséges általánosan megoldani. Ezért közeĺıtések szükségesek. Az egyik

gyakran használt szisztematikus közeĺıtés a csonkolt gradiens sorfejtés [6]. A közeĺıtések

használatának szükségessége magával vonja az RG egyenletek regulátortól, azaz a

renormálási sémától való függését. Tehát, elvileg, a fizikai eredmények sémafüggővé

válhatnak. Összehasonĺıthatjuk a különféle RG sémákkal (azaz különböző regulátor

függvényekkel) kapott eredményeket, lásd például [6–18]).

Annak érdekében, hogy predikt́ıvvé tegyük az RG módszert optimalizálni kell a

sémafüggést. Egy általános optimalizálási eljárás eredménye az úgynevezett Litim-féle

regulátor (Litim-Pawlowski módszer). Ez biztośıtja a legközelebbi értékeket a mért ada-

tokhoz, legalábbis a gradiens sorfejtés első rendjében. Hátránya, hogy a Litim regulátor

egy nem-differenciálható függvény, ı́gy nem összeegyeztethető a gradiens sorfejtés maga-

sabb rendjével.
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Egy másik optimalizálási forgatókönyv a minimális érzékenység (Principle of Min-

imal Sensitivity – PMS) elvére éṕıt, ahol egy adott regulátor optimális paraméterét

úgy választjuk ki, hogy a fizikai értékek a lehető legkevésbé függjenek a paraméter

megváltoztatásától. Előnye, hogy a gradiens sorfejtés bármelyik rendjében alka-

lmazható, hátránya viszont, hogy különböző alakú regulátor függvényeket nem lehet

összehasonĺıtani. Vagyis a PMS módszert használva meg tudjuk mondani, hogy egy adott

regulátor esetén milyen paramétereket valasszunk, de azt nem tudjuk megválaszolni, hogy

az egyes regulátor t́ıpusok közül melyik az optimális választás.

Nemrég került bevezetésre egy új regulátor t́ıpus az úgynevezett kompakt tartójú

sima (Compactly Supported Smooth – CSS), regulátor [14], ami egyfajta ”protot́ıpusnak”

tekinthető, mert paramétereinek megfelelő határértékeiben az összes főbb regulátor

t́ıpust visszaadja (beleértve a Litim-féle regulátort is). Ezért használható a regulátor

függvények összehasonĺıtására a PMS optimalizálási eljárás keretén belül. Mivel sima

függvény azaz végtelenszer differenciálható és kompakt tartójú vagyis egy véges tar-

tományban különbözik nullától), ı́gy alkalmazható a Litim-határérték vizsgálatára a gra-

diens sorfejtés bármilyen rendjében. Fontos megjegyezni, hogy a gradiens sorfejtés ma-

gasabb rendjében, ahol szükséges a regulátor magasabb deriváltja, a Litim határérték

tetszőlegesen megközeĺıthető, de el nem érhető.

Ezen tanulmány célja a funkcionális RG módszer sémafüggésének vizsgálata, a bo-

zonizált QED2 és az O(N = 1) szimmetrikus skalár térelmélet keretein belül, lokális

potenciál közeĺıtésben (Local Potential Approximation – LPA), ami a gradiens sorfejtés

vezető rendje. A CSS regulátor függvényt használjuk és célunk a paramétereinek opti-

malizálása LPA-ban a PMS optimalizációt használva. Továbbá a PMS stratégia eredmé-

nyeinek összehasonĺıtása a Litim-Pawlowski módszer által jósolt eredménnyel, ami LPA-

ban egyértelműen a Litim alakot adja optimális regulátornak.

4 Regulátorok és közeĺıtések

4.1 Közeĺıtések

Az RG egyenlet (1) megoldása érdekében, az egyik leggyakrabban használt szisztem-

atikus közeĺıtés a csonkolt gradiens (vagy derivat́ıv) sorfejtés, ahol Γk a tér deriváltjainak

hatványa szerint van sorfejtve,

Γk[ϕ] =

∫
ddx

[
Vk(ϕ) + Zk(ϕ)

1

2
(∂µϕ)2 + ...

]
. (9)

LPA-ban a magasabb derivat́ıv tagokat elhanyagoljuk és a hullámfüggvény renormálás

egy konstanssal egyenlő, azaz Zk ≡ 1.
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Az RG egyenletek megoldásai néha további közeĺıtéseket igényelnek, úgymint a po-

tenciál Vk(ϕ) Taylor, vagy Fourier sorfejtése a térváltozó szerint (Ncut levágással)

Vk(ϕ) =
Ncut∑
n=1

gn(k)

n!
ϕn , (10a)

Vk(ϕ) =
Ncut∑
n=1

un(k) cos(nβϕ), (10b)

ahol a skálafüggés a gn(k) vagy un(k) csatolási állandókban van kódólva.

A harmadik szisztematikus lehetőséget az RG úgynevezett amplitúdó sorfejtése adja,

ami szintén gyakran használt. Írjuk át az LPA-ban kapott RG egyenletet a következő

alakra,

k∂kVk = − αdkd
∫ ∞

0

dy
dr

dy

yd/2+1

P 2 + ω
, (11a)

r(y) =
Rk(p)

p2
, (11b)

ahol ω = k−2V ′′k és αd = Ωd/(2(2π)d) és Ωd a d-dimenziós térszög, továbbá a dimenziótlan

regulátor függvény r(y), a dimenziótlan változó y = p2/k2. és P 2 = [1 + r(y)]y. Ekkor az

amplitúdó sorfejtés

k∂kVk =
∞∑
m=1

2m

d
a2m−d (−ω)m−1 , (12)

an =

∫ ∞
0

dy

(
−d

2

r′

(1 + r)d/2+1

)
P−n. (13)

Ha a Litim-Pawlowski optimalizálást [7, 8] használjuk, a regulátor függvény optimális

paraméter választása meghatározható olyan módon, hogy az a legjobb konvergenciát biz-

tośıtsa az amplitúdó sorfejtésben [8,9]. A regulátorok között a Litim-féle optimalizált [8]

vezet a leggyorsabb konvergenciához az amplitúdó sorfejtésben.

4.2 Regulátor függvények

A szakirodalomban a regulátor függvények különböző választásait már nagy

részletességgel tárgyalták. Például az egyik leggyakrabban használt regulátor függvény

az exponenciális [3]

rexp(y) =
a

exp (c2yb)− 1
(14)

ahol b ≥ 1. Az optimális paramétereket már meghatározták úgymint a = 1, c2 = ln(2) és

b = 1.44, a Litim-Pawlowski eljárást [7,8] használva. Egy másik példa a power-law t́ıpusú

regulátor [4]

rpow(y) =
a

yb
, (15)
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a = 1 és b = 2 optimális paraméterekkel. Végül az egyik leggyakrabban használt regulátor

a Litim-féle [8],

rgen
opt(y) = a

(
1

yb
− 1

)
θ(1− y) (16)

ami folytonos (de nem differenciálható), kompakt tartójú függvény. A b = 1 és a = 1

paramétereket kapjuk ha alkalmazzuk a Litim-Paslowski optimalizálási eljárást LPA-ban.

A nemrég bevezetett CSS regulátor [14] defińıciója

rgen
css (y) =

exp[cyb0/(f − hyb0)]− 1

exp[cyb/(f − hyb)]− 1
θ(f − hyb), (17)

a θ(y) lépcsőfüggvénnyel. Ez végtelenszer differenciálható a f−hyb = 0 pontban is. Fontos

megjegyezni, hogy a szabad paraméterek száma csökkenthető az f = 1 választással, az

általánosság elvesztése nélkül,

rmodif
css (y) =

exp[cyb0/(1− hyb0)]− 1

exp[cyb/(1− hyb)]− 1
θ(1− hyb). (18)

A CSS regulátor mindkét alakja (17) és (18), rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy

visszaadják a főbb regulátor t́ıpusokat: Litim-féle optimalizáltat (16), a power-law

t́ıpusút (15) és az exponenciálist (14),

lim
c→0

rgen
css = lim

c→0,h=1
rmodif

css =
yb0 (y−b − 1)

1− yb0
θ(1− y),

lim
f→∞

rgen
css = lim

h→0,c→0
rmodif

css =
yb0
yb
,

lim
h→0,c=f

rgen
css (y) = lim

h→0,c→1
rmodif

css =
exp[yb0]− 1

exp[yb]− 1
. (19)

Annak érdekében, hogy tovább redukálhassuk a CSS regulátor szabad paramétereit, y0

megválasztható úgy, hogy a (18) számlálója a c paraméter egy lineáris függvénye legyen

rnorm1
css (y) =

c

exp[cyb/(1− hyb)]− 1
θ(1− hyb). (20)

Ezt a normálást a [16] cikkben is használták, a három-dimenziós O(N = 1) skalár

modellben LPA-ban illetve a Kvantum Einstein Gravitáció elméleti keretein belül az RG

sémafüggésnek a vizsgálatára [23]. A (20) egyenletnek a következő határértékei vannak,

lim
c→0,h→1

rnorm1
css =

(
1

yb
− 1

)
θ(1− y), (21a)

lim
c→0,h→0

rnorm1
css =

1

yb
, (21b)

lim
c→1,h→0

rnorm1
css =

1

exp[yb]− 1
. (21c)
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Ezek az összefüggések adják a propagátor ”Litim limeszét” c → 0, h → 1, ”power-law

limeszét” c → 0, h → 0, és az ”exponenciális limeszét” c → 1, h → 0. A (20) normálás

az y0 legegyszerűbb lehetséges választását adja, és ez a fajta CSS regulátor (a lineárisan

normált CSS regulátorként hivatkozunk rá) visszaadja az optimalizált power-law (b = 2-

vel) és az optimalizált Litim (b = 1-gyel) regulátorokat, de nem tudja visszaadni az

optimális paraméterekkel rendelkező exponenciális regulátort (14) [c2 = ln(2)].

Viszont, választhatunk egy másik normálást (erre exponenciálisan normált CSS

regulátorként hivatkozunk)

rnorm2
css (y) =

exp[ln(2)c]− 1

exp
[

ln(2)cyb

1−hyb

]
− 1

θ(1− hyb),

=
2c − 1

2
c yb

1−hyb − 1

θ(1− hyb), (22)

ahol a határértékek

lim
c→0,h→1

rnorm2
css =

(
1

yb
− 1

)
θ(1− y), (23a)

lim
c→0,h→0

rnorm2
css =

1

yb
, (23b)

lim
c→1,h→0

rnorm2
css =

1

exp[ln(2)yb]− 1
. (23c)

Az ilyen t́ıpusú normálás előnye, hogy a (22) alak visszaadja az összes főbb regulátor

t́ıpust optimális paraméterekkel, az exponenciálist is beleértve. A CSS regulátor ezen

t́ıpusát szintén tanulmányozták [13] LPA-n túl.

Itt a CSS mindkét alakját tanulmányozzuk (20) és (22). A cél, hogy megtaláljuk

a paraméterek optimális választását LPA-ban a PMS eljárást használva, két különböző

modell keretén belül, két különböző dimenzióban.

5 Sine-Gordon t́ıpusú modellek

Ki kell választani egy modellt, aminek a keretén belül a CSS regulátor optimalizálását

el lehet végezni. Egy olyan elmélet a jó választás, ami egyrészt fontos fizikai tartalom-

mal b́ır másrészt, aminek a funkcionális RG vizsgálata viszonylag egyszerű. Ilyen például

az O(N = 1) (Ising) modell, vagy a sine-Gordon (SG) skalártérelmélet, illetve annak az

általánośıtásai. Ebben a fejezetben a dolgozatban használt SG t́ıpusú modellek tulaj-

donságait ismertetem röviden.
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5.1 A sine-Gordon modell

Elsőként vizsgáljuk magát az SG modellt d = 2 dimenzióban, aminek a Lagrange sűrűsége

a következő módon adható meg [20]

LSG =
1

2
(∂µϕ)2 + u cos(β ϕ), (24)

ahol a két csatolási állandó, u és β a modell paraméterei. Az SG modellnek

nincs ”direkt alkalmazása” a részecskefizikában, vagyis nincs olyan részecskefizikai

elmélet, ahol valamely jelenség léırására ez szolgálna, de például a bezárás jelenségének

egyszerűbb modelleken való tanulmányozására jól használható, illetve két-dimenziós

mérték és fermionikus elméletek bozonizált változatai is SG t́ıpusú modellek [15, 19].

Ha azonban nemcsak nagyenergiás alkalmazásra gondolunk, hanem például kondenzált

anyagok, statisztikus és spin modellek, szupravezetés vagy szuperfolyékonyság fizikájának

megértését szeretnénk elérni, akkor az SG modell az egyik legtöbbet használt térelméleti

modellek közé sorolható [21].

Az SG modell két szimmetriával rendelkezik, úgymint a periodicitás, és az

úgynevezett Z2 szimmetria. Ha a térváltozót eltoljuk a koszinusz periódusának

megfelelően, a Lagrange sűrűség változatlan marad. Ugyanez igaz a térváltozó mı́nusz

eggyel való szorzására, amit Z2 szimmetriának nevezünk,

ϕ→ φ = ϕ+
2π

β
(25)

ϕ→ φ = −ϕ (26)

LSG =
1

2
(∂µϕ)2 + u cos(β ϕ) =

1

2
(∂µφ)2 + u cos(β φ). (27)

Ezek a szimmetriák fontos szerepet játszanak a fázistér kialaḱıtásában. A funkcionális

RG módszer seǵıtségével meg tudjuk határozni a paraméterek skálafüggését (uk) és ezzel

meghatározható a fázisszerkezet, amit pedig a szimmetriák befolyásolnak.

A két-dimenziós esetben (d = 2) két fázis alakul ki, egy szimmetrikus, és egy szim-

metriasértett fázis. A fázisátalakulás a β2
c = 8π értéknél megy végbe [20]. Ennél nagyobb

β2 értéknél a szimmetrikus fázis tartományában járunk, ahol a k → 0 határértékben mind

a dimenziós uk, mind pedig a dimenziótlan ũk = k−2uk csatolási állandó nullához tart,

ũk→0 = 0, uk→0 = 0. (28)

Kis β2 értékek esetén (β2 < 8π), a szimmetriasértett fázist vizsgáljuk. Érdemes meg-

jegyezni, hogy egy diszkrét (és nem folytonos) szimmetria spontán sérüléséről van szó.

Ekkor a dimenziós uk továbbra is nullához konvergál, azonban a dimenziótlan egy véges

értékhez tart

ũk→0 6= 0, uk→0 = 0. (29)
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A dimenziós effekt́ıv potenciálnak (Vk→0 ≡ Veff) konvexnek kell lennie [20]. A funkcionális

RG módszer megőrzi a periodicitást, ı́gy az effekt́ıv potenciálnak egyben periódikusnak is

kell lennie. Ez csak úgy lehetséges, ha az effekt́ıv potenciál konstans. Ennek megfelelően

a két-dimenziós SG modell esetében a dimenziós uk csatolási állandó mindkét fázisban

nullához tart.

Fontos megjegyezni, hogy az SG modell fázisait szeparáló kritikus frekvencia β2 = 8π

nem függ a regulátor függvény megválasztásától, ezért nem használható a CSS opti-

malizálására. Azonban a gradiens sorfejtés magasabb rendjében megjelenik a sémafüggés.

Ezt felhasználva a [13] munkában d = 1 dimenzióban végrehajtottunk egy újfajta, a

spontán szimmetriasértés eltűnésének megkövetelésére épülő optimalizálást. Más SG

t́ıpusú modell LPA keretén belül is jól használható választás lehet, ha találunk egy olyan

fizikai paramétert, ami regulátor-függő.

5.2 Bozonizáció (d=2)

A kölcsönható fermionok kvantumtérelméletének egy ekvivalens kölcsönható bozonikus

elméletté történő leképezését bozonizációnak nevezzük, ami jól megalapozott d = (1 + 1)

dimenziós elméletek esetében. A bozonizáció sarokköve a nem-lokális transzformációk

létezése lokális fermi terekből lokális Bose terekbe. A szabad tömegtelen Dirac fermion

elmélete

Lfermi = ψ̄iγµ∂µψ (30)

ekvivalens egy szabad tömegtelen skalármező elméletével

LBose =
1

2
(∂µϕ)2, (31)

és a fermion bilineárisok, úgymint ψ̄γµψ és ψ̄ψ, kifejezhetők bozonikus szabadsági

fokokkal.

A tömeges Thirring (mT - massive Thirring) modell egy egyedüli Dirac tér elmélete

amit d = (1 + 1) dimenzióban definiálunk, és a dinamikáját a

LmT = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ − 1

2
gjµjµ (32)

Lagrange sűrűség határozza meg, ahol jµ = ψ̄γµψ és g szabad paraméterek. Ez

leképezhető az SG skalár térelméletté,

LSG =
1

2
(∂µϕ)2 + u cos(β ϕ) (33)

ha a két modell között a következő megfeleltetéseket tesszük:

4π

β2
= 1 +

g

π
, (34a)

− β

2π
εµν∂νϕ = jµ, (34b)

u cos(βϕ) = −mψ̄ψ. (34c)
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Hasonló módon igazolható, hogy a két-dimenziós multi-flavor QED [15], illetve multi-color

QCD [19] is leképezhető SG t́ıpusú modellekre a bozonizáció seǵıtségével.

5.3 Bozonizált QED2

Tehát a két-dimenziós térelméletek egyik előnye a bozonikus transzformációk létezése. Így

mérték és fermionikus modellek ekvivalensen át́ırhatók [15,24] skalárterek alakjára, amik

sok esetben SG t́ıpusú modellek [20]. Például, vegyük a QED2-t tömeges Dirac fermionnal

azaz a tömeges Schwinger modellt

LQED2 = ψ̄ (iγµ∂µ −m− eγµAµ)ψ − 1

4
FµνF

µν , (35)

ahol Fµν = ∂µAν − ∂νAµ a térerősség tenzor (µ, ν = 0, 1). Ez a modell megfeleltethető

egy ekvivalens Bose alaknak, nevezetesen a tömeges sine-Gordon (Massive sine-Gordon –

MSG) modell speciális alakjának, ami a következőképpen ı́rható

LMSG =
1

2
(∂µϕ)2 +

1

2
M2ϕ2 + u cos(βϕ) . (36)

Itt β2 = 4π, M2 = e2/π, u = em exp (γE)/(2π3/2) és γ = 0.57721 . . . az Euler-

Mascheroni konstans. (A bozonizáció során megjelenő θ paraméter értékét rögźıtjük:

θ = ±π választással élünk ha u > 0, illetve θ = 0-nak ha u < 0 [15].) Az MSG modellnek

két fázisa van [15]. Az Ising-t́ıpusú fázisátalakulást a dimenziótlan u/M2 kontrollálja, ami

a QED2 paramétereivel, pontosabban a (m/e)c kritikus hányadosával van összefüggésben,

ami szeparálja a fermionikus modell bezáró és fél-aszimptotikus fázisát.

A kritikus hányados értéke 0.13 < (m/e)c < 0.33 ismert a ferminonikus mod-

ellre [25]. Ez meghatározza a bozonikus modell fázisait szeparáló kritikus értéket

0.156 < [u/M2]c < 0.168, amire a funkcionális RG keretein belül, LPA-ban [u/M2]c =

2/(4π) ≈ 0.15915 adódik. Ez analitikus megfontolások alapján határozható meg fel-

használva az infravörös (Infra Red – IR) határesetben kapott limk→0(k2 + V ′′k (ϕ)) = 0

összefüggést ahol Vk(ϕ) a blokkośıtott skálafüggő potenciál, ami tartalmazza a tömegtagot

és az összes, RG transzformáció által generált felharmónikust [15]. Azonban ha olyan

közeĺıtést használunk, ahol csak egyetlen Fourier-módust veszünk figyelembe [vagyis Vk(ϕ)

a tömeg tagot és csak egy koszinuszt tartalmaz], akkor a propagátor IR viselkedésére

alapozott analitikus eredmény [15,22]

χc =
[ u

M2

]
c

=
1

(4π)
≈ 0.07957. (37)

Ebben az esetben a Litim regulátor az analitikus megfontolásból kapott értékhez (37)

közeli eredményt ad, [u/M2]c = 0.07964 [15], továbbá lásd még 2. ábra. Más regulátor,

mint például a power-law t́ıpusú a b = 1 választással szingularitásba fut és megáll
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egy véges impulzusskálánál, lásd 3. ábra. Ilyenkor a kritikus hányados meghatározása

nem lehetséges [15]. Vagyis az egy-módusú közeĺıtés egy eszközt biztośıt arra, hogy az

RG egyenletek konvergenciájának tulajdonságait vizsgáljuk és optimalizáljuk a regulátor

függvényeket.

Figure 2: Az MSG modell fázisdiagramja β2 = 4π értékre, amit a CSS regulátorral (20)
kaptunk b = 1, h = 1 és c = 0.001 paraméterekkel (Litim határérték). A szimmetria
sértett fázis RG trajektóriái (teljes vonalak) összeolvadnak egyetlen vonallá, és a kritikus
hányadost az IR limeszben felvett meredekség határozza meg. A nyilak az evolúció irányát
jelzik.

Figure 3: Az MSG model fázisdiagramja β2 = 4π értékre, amit a CSS regulátorral
(20) kaptunk b = 1, h = 0.001 és c = 0.001 paraméterekkel, ami a power-law limeszt
közeĺıti. A szimmetria sértett fázis RG trajektóriái (teljes vonalak) megállnak egy véges
impulzus skálán kf , mielőtt egyetlen vonallá olvadnának össze, ı́gy a kritikus hányados
meghatározása nem lehetséges

Jelen munkában az egy-módusú közeĺıtés keretein belül, a PMS eljárást használva

határozzuk meg a CSS regulátor optimális paramétereit különböző normálások [lásd (20)

és (22)] esetén és összehasonĺıtjuk az ı́gy kapott hányadost az analitikus eredménnyel (37).
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6 Optimalizált regulátor – bozonizált QED2 modell

6.1 Orientáció

Vizsgáljuk tehát a (36) Lagrange sűrűséggel definiált bozonikus QED2 modellt RG

módszerrel. Két féle közeĺıtést használunk, (i) az RG egyenleteket LPA-ban kapjuk

[lásd (11)], (ii) egyetlen módusú Fourier közeĺıtést alkalmazunk. Az utóbbi esetben, a

dimenziótlan blokkośıtott potenciál (Ṽk = k−2Vk) a következő alakú

Ṽk = 1
2
M̃2

k ϕ
2 + ũk cos(βϕ) , (38)

ahol β2 = 4π és a ”hullámfelülvonás” a dimenziótlan csatolást jelzi, azaz például a di-

menziótlan tömeg M̃2 = k−2M2 és dimenziótlan Fourier amplitúdó ũk = k−2uk. Ezt

rakjuk bele a (11) egyenlet dimenziótlan alakjába, ami d = 2 dimenzióban

(2 + k∂k)Ṽk(ϕ) = −
∫ ∞

0

dy

4π

dr

dy

y2

(1 + r)y + Ṽ ′′k (ϕ)
. (39)

Hangsúlyozzuk, hogy itt nem használunk további közeĺıtéseket, mint például az amplitúdó

sorfejtést, amit a 4.1 fejezetben tárgyaltunk.

Az egyetlen-frekvenciás MSG modell (36) fázis struktúrája, ami a 2. ábrán látható,

megkapható az RG egyenlet (39) megoldásával a CSS regulátor lineáris normálását

használva b = 1, h = 1 és c = 0.001 ≈ 0 paraméterekkel. Ha a CSS regulátor (22) szerint

van normálva, akkor csaknem identikus eredményt kapunk, hiszen mindkét normálás (20)

és (22), a Litim-féle optimalizált alakhoz konvergál a c → 0 határértékben. Az it-

teni összes numerikus számolást C++ kódok és számı́tógép-algebrai szoftver [26] kom-

binációjával végeztük.

A teljes vonalakkal reprezentált RG trajektóriák a 2. ábrán az egyetlen-frekcenciás

MSG modell (36) szimmetria sértett fázisához tartanak, ahol a tükrözési szimmetria (Z2)

spontán sérül. Ezek az RG trajektóriák összeolvadva tartanak az IR határhoz, aminek a

meredeksége a kritikus hányadost definiálja. A szimmetriasértett fázisban ũk egy lineáris

függvénye M̃2
k -nek az IR limeszben,

ũk = a M̃2
k + b. (40)

Mind a tömeg tag dimenziós csatolásának hányodasa, mind pedig a dimenziótlan

megfelelője a [ũk→0/M̃
2
k→0] = [uk→0/M

2
k→0] = a konstanshoz tart (hiszen ũk és M̃2

k

növekszik az IR limeszben ı́gy hányadosuk a-hoz tart és a b konstans tag elhanyagol-

hatóvá válik) és a meredekség független a kezdőfeltételektől (a szimmetrikus fázis esetén

a lineáris függvény alak (40) megmarad, de a meredekség a kezdőértékektől függ).

Ebben a munkában numerikus bizonýıtékot találtunk az a = 1/(4π) sémafüggetlen

meredekségre az egyetlen Fourier-módus közeĺıtésben. Viszont, az RG egyenletek kon-

vergenciájának tulajdonsága függ a regulátor választásától. Az RG evolúció megáll egy
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véges skálánál kf 6= 0 és a hányados [uk→kf/M
2
k→kf ] sémafüggővé válik, ı́gy az optimalizálás

végrehajtható. Ezt a stratégiát használtuk, hogy kiválasszuk az optimális regulátort azaz,

hogy meghatározzuk a CSS regulátor paramétereinek optimális értékét.

6.2 A QED2 és a CSS regulátor lineáris normálással

Először keressük meg a CSS regulátor optimális paramétereinek (b, h, c) beálĺıtását a

lineáris normálással (20). A 4. ábrán a kritikus hányados [u/M2]c = ũk→kf/M̃
2
k→kf =

uk→kf/M
2
k→kf a lineárisan normált CSS-sel kapott értékeket mutatja a b, h és c

függvényében. Minél kisebb a hányados, annál jobb a regulátor. A b = 1, c = 0.001

és h = 1 paraméterekkel kapjuk az analitikus értékhez (37) legközelebbi eredményt, ami

a CSS regulátor Litim limeszét jelenti. Használjuk a PMS stratégiát a CSS regulátor

optimális paramétereinek meghatározásához, azaz találjuk meg az RG módszerrel kapott

fizikai paraméterek (QED2-re ez a kritikus hányados [u/M2]c) extrémumát (ebben az eset-

ben a minimumot). Az optimális paraméterek közelében, a modell RG tanulmányozásával

kapott eredményeinek minimális az érzékenyégük a paraméterek változásaira. Például a

4. ábrán mindegyik felületnek (ahol a b paraméter rögźıtve van) van egy platója, ami az

optimális paramétereket definiálja. A b = 1 esetben kapott optimális érték, a maradék két

paraméter függvényében a Litim limesznek adódik vagyis c→ 0, h = 1. A b 6= 1 esetben

az optimális érték a c → 0 de h 6= 1 választás, de az ı́gy kapott minimum nagyobb lesz,

mint a b = 1 esetben tapasztalt. Ez látható az 5. ábrán, ahol a 4. ábra minden egyes 3D-

alábrájához tartozó kritikus hányados minimum értékét ábrázoltuk b függvényében. Az

egyes minimumokra azt találtuk, hogy a c és h paraméterek a b függvényében változnak,

demonstrálva, hogy a b→ 1, c→ 0 és h = 1 limesz adja az optimalis választást.

6.3 A QED2 és a CSS regulátor exponenciális normálással

Ismételjük meg az előző alfejezetben történt számolást a CSS regulátorral, de most

használjuk az exponenciális normálását (22) a lineáris (20) helyett. A cél ugyanaz, azaz,

hogy megtaláljuk a b, h, c paraméterek optimális beálĺıtását. A 6. ábrán, a CSS expo-

nenciális normálásával kapott kritikus hányadost ábrázoljuk a b, h és c függvényében.

Az előző lineáris normálás anaĺızisével analóg módon az optimális, azaz az analitikus for-

mulához (37) legközelebb eső eredményt a b = 1, c = 0.001 és h = 1 paraméterek adják.

Ez újra a CSS regulátor Litim limesze. A 7. ábrán a kritikus hányados minimum értékeit

mutatjuk a b függvényében. Ez a vizsgálat megerőśıti, hogy a Litim limesz (b→ 1, c→ 0

és h = 1) vezet az optimális eredményhez.

Tehát A PMS stratégia megadja a CSS regulátor optimális paramétereinek az

értékét, ami b → 1, c → 0 és h = 1 választásnak adódik, függetlenül a CSS regulátor

normálásától. Annak érdekében, hogy még megb́ızhatóbb eredményeket kapjunk, a
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Critical ratio χc for bosonized QED2 (regulator in linear normalization, b parameter fixed) !

Figure 4: A bozonikus QED2 által definiált kritikus hányados χc, amit a ”lineárisan”
normált CSS regulátorral (20) kaptunk különböző paraméterek esetén. A kisebb hányados,
jobb regulátort jelent. A legjobb eredményt a b = 1, c = 0.001 és h = 1 [az ’a’
ábra ”hátsó sarka”] paraméterek szolgáltatták, ami numerikusan közel van a CSS Litim
limeszéhez (21a). A kritikus hányados χc a függőleges tengelyen van ábrázolva.

következőkben megvizsgáljuk a CSS regulátort (20) és (22) normálással, a d = 3 di-

menzióban vett O(N = 1) szimmetrikus skalár térelméletet keretein belül.

7 Optimalizált regulátor – O(1) modell

7.1 Orientáció

A CSS regulátor optimalizálására (azaz optimális paramétereinek meghatározására) egy

további lehetőség az O(1) modell vizsgálata d = 3 dimenzióban. A Wilson-Fisher (WF)

fixpont kritikus exponenseit meg tudjuk határozni RG módszer seǵıtségével, amik jellemző

módon regulátor-függők. Ilyen például a ν exponens, ami a korrelációs hossz kritikus

viselkedését ı́rja le. Az egy-módusú bozonizált QED2 vizsgálatához hasonlóan, az O(1)

modellt is egy ”drasztikusan” csonkololt közeĺıtésben vizsgáljuk, azaz a dimenziótlan po-

tenciál

Ṽ =
1

2
g̃1 ϕ̃

2 +
1

4!
g̃2 ϕ̃

4, (41)
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Figure 5: A lineárisan normált CSS regulátorral kapott kritikus hányadosok minimum
értékeit ábrázoljuk a b paraméter függvényében. Ez demonstrálja, hogy a b → 1, c → 0
és h = 1 limesz nyújtja a legjobb numerikus eredményeket.

a g̃1 és g̃2 dimenziótlan csatolásokkal. Ezzel a csonkolással, a csatolásokra kapott evolúciós

RG egyenletek [16],

˙̃g1 = −2g̃1 + g̃2 Φ̄2
3/2(g̃1),

˙̃g2 = −g̃2 + 6 g̃2
2 Φ̄3

3/2(g̃1), (42)

ahol a Φ̄p
n(ω) függvény nem más, mint

Φ̄p
n(ω) =

1

(4π)n Γ(n)

∫ ∞
0

dy
yn+1 r′

(y(1 + r) + ω)p
. (43)

Az evolúciós egyenletek nyilvánvalóan regulátor-függők, és a WF fixpont körül számolt

ν exponens is. A szakirodalomban a Φ̄p
n(ω) függvényt kiszámolták minden egyes főbb

regulátor t́ıpusra, lásd [6–9]. Ezen reugáltorok közül köztudottan a Litim adja a ”legjobb”

kritikus exponenst (az ”egzakt” értékhez legközelebbit). A két csatolásra kapott ν a Litim

regulátor alakot használva ν ≈ 0.54277 [16].

A lineárisan normált CSS regulátort (20) tanulmányozták a [16]-ban, ahol

megerőśıtették, hogy a lineárisan normált CSS optimális paraméterei a Litim limeszt

adják vissza, öszhangban a 6. fejezet megfigyeléseivel. Az exponenciálisan normált CSS-

t még nem tanulmányozták az O(1) modell keretén belül, ami a jelen dolgozat egyik

célkitüzése. CSS regulátor ezen normálásával (22) késźıtünk egy részletes anaĺızist, az

optimális paraméterek után kutatva.

7.2 Az O(1) modell és a CSS regulátor exponenciális normálással

Ebben az alfejezetben az O(1) modell (41) RG vizsgálatát hajtjuk végre az expo-

nenciálisan normált CSS regulátorral (22). A célunk ugyanaz, mint a QED2 esetében

volt, azaz, az optimális paraméter beálĺıtást keressük (b, h, c). Itt az O(1) modell

(két csatolásra) ν kritikus exponensét határozzuk meg, a ν maximumát megkeresve. A

18



χc 

χc χc 
χc 

χc 

Critical ratio χc for bosonized QED2 (regulator in exponential normalization, b parameter fixed) !

Figure 6: A bozonikus QED2-ben az exponenciálisan normált CSS regulátorral kapott
kritikus hányadost χc-t ábrázoltuk (22). A kritkus hányados χc a függőleges tengelyen
van feltüntetve. Kisebb kritikus hányados jobb regulátort jelent, ı́gy a b = 1, c = 0.001 és
h = 1 (CSS Litim limesze) adódtak optimális választásnak. Az ábrák geometriája hasonló
a 4 ábráéhoz, de numerikus különbségek vannak. Nagy b értékek felé b ≈ 1.8, egy extra
lokális maximum jelenik meg c függvényében, a (h = 0) terület mentén.

Figure 7: Az exponenciálisan normált CSS regulátorral kapott kritikus hányadosok min-
imum értékeit ábrázoljuk a b paraméter függvényében. A legjobb eredményeket újra a
b→ 1, c→ 0 és h→ 1 limesz adja. Megjegyzendő, hogy az ı́gy kapott optimális kritikus
hányados [u/M2]c, b → 1-re kisebb mint a b = 1.44-ben kapott ”optimális” érték (a c és
h változók figyelembevételével).
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Critical exponent ν for the 3D O(1) model (regulator in exponential normalization, b parameter fixed) !

Figure 8: A három-dimenziós O(1) modell ν kritikus exponense két csatolásra, a (41)
egyenletben adott potenciálból, a CSS regulátor exponenciális normálásának (22)
különböző paramétereinek függvényében. Nagyobb exponens jobb regulátort jelent. A
ν kritikus exponens a függőleges tengelyen van ábrázolva.

8. ábrán, az exponenciálisan normált CSS regulátor b, h és c paramétereinek függvényében

ábrázoljuk a ν kritikus exponenst.

Alkalmazzuk a PMS stratégiát. Az optimális paraméterek közelében a modell RG

vizsgálatával akapott ν értéknek a kis perturbációkra nézve minimális az érzékenysége.

Az ı́gy kapott optimális paraméterek körül megtaláljuk a platókat a 8 egyes alábráin

is. Ha bevezetjük a νmax-ot, azaz a 8-as ábra egyes alábráin kapott ν maximumát c

és h függvényében, és ezt ábrázoljuk a b függvényében, akkor a 9 ábrát kapjuk. Erről

leolvashatjuk az abszolút maximumot a PMS elvét használva. Ezen módszer seǵıtségével,

az optimális értékek b = 1, c = 0.001 és h = 1, ami (numerikusan közel áll) a CSS

regulátor Litim limeszéhez. Emlékezzünk, hogy mindkét normálás (20) és (22) c → 0 és

h = 1 határértékben a Litim limeszhez konvergál.

Egy másik rálátást kapunk a problémára, ha a CSS regulátor c és h paraméterét

fix értéknek vesszük, és a ν kritikus exponenst vizsgáljuk a b függvényében. Az ex-

ponenciálisan normált CSS regulátorral (22) kapott eredmények a Litim, power-law és

exponenciális limeszben a 10. ábrán láthatók. A CSS regulátor Litim limesze a PMS

stratégiával az optimális eredményt a b = 1-ben adja (ami az általánosan elfogadott

érték a szakirodalomban). A CSS power-law limeszében b ≈ 2 az optimális paraméter.
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Figure 9: Az exponenciálisan normált (22) CSS regulátorral kapott ν kritikus exponens
maximum értékei, különböző b paraméterereken. A PMS eljárást használva azt találjuk,
hogy a Litim limesz b→ 1 adja az optimális eredményt.

Figure 10: A ν kritikus exponens b függése, amit a CSS regulátor exponenciális
normálásával (22) kaptunk különböző határértékekben.

A mező-amplitúdó sorfejtésre alapozva köztudott, hogy a power-law regulátor optimális

paramétere b = 2. A CSS exponenciális limeszében (22) a legkedvezőbb eredményt

a b ≈ 1.5 szolgáltatta. Ismert, hogy a mező-amplitúdó sorfejtésre alapozva az expo-

nenciális regulátor optimális paraméter választása b = 1.44. Ezen megfigyelések az op-

timalizálási stratégiánk helyességét igazolják hiszen visszadják a szakirodalomban ismert

eredményeket.

8 Összefoglalás

Jelen munkában [1] a funkcionális RG egyenletek regulátor-függésének optimalizálását

tárgyaltuk, LPA-ban, a bozonikus QED2 és a három-dimenziós O(1) skaláris elméletre.

Optimalizáltunk a PMS eljárás keretén belül. Köztudott volt [7–9], hogy a Litim-

féle regulátor vezet a leggyorsabb konvergenciához a mező amplitúdó sorfejtésében.

Ez a regulátor, optimális regulátorként is ismert LPA-ban, ami az O(N) modell-
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ben a kritikus exponens értékét nagyon közel adja az ”egzakthoz”. A nemrég

bevezetésre került CSS regulátort [14], aminek egy nagyon általános függvényalakja

van [lásd (18)], még nem vetették alá optimalizálásnak. A CSS regulátor a megfelelő

határértékekben visszaadja a főbb regulátor t́ıpusokat [lásd (21) és (23)]. Ennek a

sokoldalú függvény alaknak köszönhetően, a CSS regulátor egy remek ”játszóteret”

biztośıt a PMS eljárásnak, a regulátor optimalizálásának szisztematikus vizsgálatát

megengedve, egy meglehetősen széles regulátor függvény osztályon belül. Alkalmaztuk

CSS regulátort kétféle normálással (20) és (22) (”lineáris” és ”exponenciális” norma). An-

nak érdekében, hogy numerikusan tanulmányozzuk az RG egyenletek konvergenciájának

tulajdonságait kölönböző regulátorokra, egy csonkolást használtunk a mező sorfejtésére

mindkét modellre, azaz az egyetlen Fourier-módus közeĺıtést a bozonikus QED2-re és egy

polinomiális közeĺıtést az O(1) modellre három dimenzióban (tehát a ϕ4 tagot meghagyjuk

a blokkośıtott hatásban, de magasabb rendű tagokat nem). Az eredményeink az alábbiak

szerint foglalhatók össze.

(i) A CSS regulátor Litim-féle alakját találtuk az optimális választásnak mindkét

esetben. Pontosabban, nem tudtunk olyan paraméterbeálĺıtást találni, amely esetén az

általános CSS regulátor jobb numerikus eredményt adott volna a Litim-féle alaknál. Ez

az álĺıtás a QED2 és a három-dimenziós O(1) modellre egyaránt igaz.

(ii) A PMS eljárás nagyon hatásosan használható a CSS RG anaĺızisére. Azaz,

lehetővé teszi a numerikusan optimális paraméter megkeresését az általános CSS

regulátor (18) b, h és c három-dimenziós terében. Megerőśıtettük, hogy a Litim-féle

regulátor alak vezet a legjobb numerikus eredményhez LPA-ban. Legjobb tudásunk sz-

erint, a PMS eljárás ilyen részletes vizsgálatára még nem volt példa a szakirodalomban.

További vizsgálatokra való tekintettel, szeretnénk leszögezni, hogy a CSS regulátor és

a PMS kombinációja egy nagyon hatásos eljárásnak bizonyult, akárhány dimenzióban,

akármilyen modellre, a gradiens sorfejtés bármely rendjében.

(iii) Különböző eredményeket kaptunk a CSS regulátor különböző határértékeiben.

Például a CSS exponenciális limeszében a három-dimenziós O(1) modell esetében, az

optimális ν kritikus exponenst b ≈ 1.5 paraméterrel kaptuk, ami jó egyezést mutat a

mező-amplitúdó sorfejtéssel, ahol az exponenciális regulátorra kapott optimális paraméter

b = 1.44.

Végül hadd jegyezzük meg, hogy a CSS regulátor végtelenszer differenciálható a c

és h bármely nem nulla esetében, mı́g az egzakt c → 0 határesetben, a Litim limeszben

y = 1-nél egy törés van. Nyilvánvalóan nem nulla c értékre, mondjuk c = 0.001-ra a

gradiens sorfejtés bármilyen magas rendű tagjára alkalmazható. Ez azt jelzi, hogy egy

”optimalizált CSS regulátor” alakja, egy nem nulla c értéknél, kompatibilis a gradiens sor-

fejtéssel, miközben az optimális értéket szolgáltatja a χc kritikus hányados és ν kritikus

exponensre, a megfelelő határértékekben.
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Kivonat

A fizikában az egyes modellek, összefüggések megkonstruálásakor gyakran előfordul,

hogy nélkülözhetetlen egy nem fizikai paraméter bevezetése. Ennek következménye,

hogy az eredmények származtatásakor a fizikai mennyiségek függést mutathatnak ettől

a bevezetett paramétertől. Így felmerül a kérdés, hogy hogyan kell az adott paramétert

megválasztani, hogy tényleges fizikai eredményeket kapjunk. Ilyenkor egy általános elv,

hogy válasszuk meg a paramétert úgy, hogy a fizikai mennyiségek a lehető legkevésbé

függjenek, legkevésbé legyenek érzékenyek ettől a választástól. Ez az elv a minimális

érzékenység elve. Jelen munkában ezt az elvet akalmaztam a renormálási csoport módszer

keretén belül az optimális regulátor kiválasztásához.

Az elemi részecskéket, a téridő felett értelmezett folytonos függvények seǵıtségével

ı́rjuk le. Ezen terek kvantálását léıró elméleti keret a kvantumtérelmélet. Például a

nemrég felfedezett Higgs részecske léırására skalárteret használunk. Egy másik példa

az elektromágneses kölcsönhatást közvet́ıtő részecske, azaz a foton, melyet vektortér

seǵıtségével jellemzünk. Függetlenül attól, hogy milyen elemi részecskét, illetve mi-

lyen kvantumtérelméleti modellt vizsgálunk nélkülözhetetlen az úgynevezett renormálás

végrehajtása, mert csak ı́gy kaphatunk mérhető fizikai mennyiségeket. Azonban a

renormálásra kidolgozott eljárások alkalmazhatósága korlátozott. Peldául a perturbat́ıv

renormálás nem használható, ha a csatolás, ami szerint perturbálunk nagy, ilyen eset

következik be a kvarkok hadronizációjánál. A nem-perturbat́ıv technikák, mint például

a funkcionális renormálási csoport (RG) módszerrel kapott eredmények pedig függnek

az úgynevezett regulátor függvény megválasztásától. Jelen munkában arra a kérdésre

kerestem a választ, hogy lehet-e a minimális érzékenység elvét használni az optimális

regulátor kiválasztásához.
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