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1 Bevezetés

A fizikdban az elemi részecskék tulajdonsagait, illetve a kozottiik fellépo kolesonhatdsokat
a matematika nyelvén megfogalmazott modellekkel irjuk le. A részecskefizikai folyama-
tok lefrasara a természetes vélasztas, a kvantumtérelméleti, vagy mas néven kvantum-
mezdelméleti modellek hasznélata. Ezek segitségével tudjuk a legnagyobb pontossidggal
megjosolni a kisérletek eredményeit. Ezekben a modellekben, a részecskékhez tereket,
mezoket rendeliink, példaul a nemrég felfedezett Higgs részecskéhez, egy skalarteret, az
ugynevezett Higgs mezot tarsitjuk. Ezeket a modelleket nagy energian, bizonyos szimmet-
ria megfontolasokbdl kaptuk. Példaul mindegy, hogy egy kisérletet hol végziink el, a
kisérlet kimenetelének ett6l nem szabad fiiggnie. Vannak tovabba a részecskéket leird
mezOk transzformécidja soran tapasztalt szimmetria tulajdonsigok (a rendszert leiré hatas
nem fligg ezektdl a transzformaciéktol).

Mivel a mérések viszonylag alacsony energian torténnek, igy sziikség van az
alacsony-energias kiterjesztésre, azaz a modellek renormalasara. Az egyik ilyen kiter-
jesztés, a funkciondlis renorméldsi csoport (Renormalization Group — RG) mddszer.
A funkciondlis RG egyenlet levezetéséhez elengedhetetlen, egy tugynevezett reguldtor
fliggvény bevezetése, amelytol a fizikai mennyiségek nem fiigghetnek. Az egzakt
RG egyenlet megoldasa valéban igazolhatdéan fiiggetlen a reguldtor megvélasztasatol.
Viszont, az RG egyenletek funkcionalokra vonatkoznak, ezért nem oldhatéak meg
altalanosan, tehdat kozelitéseket kell alkalmaznunk. Ennek eredményeként az RG egyen-
letbdl szarmaztatott fizikai mennyiségek fiiggni fognak a renormadlasi sématdl, azaz
a regulator fliggvény megvalasztasatol. Tehat, ha prediktivvé akarjuk tenni az RG
modszert, akkor valamilyen elvet haszndlva, ki kell tudnunk valasztani egy bizonyos
regulatort, azaz optimalizalni kell az RG egyenletek regulator-fliggését.

Az egyik ilyen optimalizaldsi médszer a minimélis érzékenység elvének (Principle
of Minimal Sensitivity — PMS) hasznédlata. Ennek segitségével meg lehet taldlni egy
regulator fiiggvény optimdlis paraméterét gy, hogy megkeressiik a paraméter azon kicsi
tartomanyat, amin beliil ha valtoztatjuk a paramétert, a fizikai eredmények alig valtoznak.
Ebben a munkaban, egy nemrég bevezetésre kertilt reguldtorral vizsgaljuk ezt az opti-
malizalasi modszert, két kvantumtérelméleti modell esetében.

A dolgozat elrendezése a kovetkezo. A 2. fejezetben egy révid kvantumtérelméleti
bevezetés talalhaté. A 3. fejezet a funkciondlis RG modszerbe ad betekintést. A
kiilonb6z6 regulatorokrol és az alkalmazott kozelitésekrdl szl a 4. fejezet. A dolgozat-
ban tanulmanyozott sine-Gordon térelméleti modelleket mutatom be az 5. fejezetben.
Részleteiben targyalom a dolgozatban kapott optimalizéldsi eredményeket [1], a bozonizalt
QED; (6. fejezet) és az O(N = 1) modellek (7. fejezet) esetén. Az eredmények Osszegzése
a 8. fejezetben talalhaté. A jelen munka rovid kivonata a dolgozat végén szerepel.



2 Kvantumtérelmélet

2.1 Meéretskala

Az egyes fizikai modellek érvényességi tartomanya korlatozott. Ha nagy méretii objek-
tumokat vizsgalunk, Newton axiémai pontosan leirjak a kis sebességgel mozgd testek
viselkedését. Haladva a kisebb méretskalak felé a klasszikus mechanika helyett méds
modellt kell hasznalnunk. A 107!° méteres tartomdnyt elérve atomfizikai modellekkel
kell szamolnunk. Ha az atommagok szerkezetét akarjuk vizsgalni, akkor a magfizika
érvényességi tartomdnyaban mozgunk. Végiil a 107 méteres tartomdnyban elérkeziink
a részecskefizikdhoz, ahol az elemi részecskék vizsgdlata kézben az alapveto természeti
torvények keriilnek megfogalmazasra.

Ebben a mérettartoméanyban mozogva, elkeriilhetetlen a kvantummechanikai leiras
és ennek megfeleléen a hatérozatlansagi relaciok figyelembe vétele. A hely-impulzus
kozotti hatarozatlansdgi relacié kovetkeztében, lesz egy bizonytalansdgunk a helyzet és
az impulzus egyidejii meghatarozasaban. Azaz egy részecske sebességét (impulzusat) és
helyét egyszerre, tetszoleges pontossaggal nem lehet meghatarozni,

(Az)(Apy) > 1/2. (1)
Egy hasonl6 hatarozatlansagi relacio érvényes az energiara és az idére,
(AD(AE) > /2. )

Azaz a rendszer energidjat nem tudjuk pontosan megmondani, csak staciondrius (At —
o0) esetben. Vagyis ha egy részecske energidjat akarom nagyon pontosan meghatarozni,
akkor csak pontatlanul tudom megmondani, hogy mely idépillanatban rendelkezik ezzel
az energiaval. Ez ugy is értelmezheto, hogy az energiamegmaradas torvénye sériil egy kis

At idéintervallumra (azonban ez kozvetleniil nem mérhetd).

2.2 Energiaskala

Részecskefizikai folyamatok soran altalaban nagy sebességli részecskék {itkozését
vizsgaljuk, (példaul, hogy feltarhassuk esetleges szerkezetiiket), igy a leirdsukra a specialis
relativitaselméletet kell hasznalnunk. A relativisztikus diszperzids relacié, ami a részecske
energidja (E), impulzusa (p) és nyugalmi tomege (m) kozott teremt kapcsolatot a
vakuumban mért fénysebességhez (c¢) kozeli sebességek esetén,

E = \/p*c® + m?2ct. (3)

Ha az impulzus nulla, akkor megkapjuk a részecske nyugalmi energidjat, vagy mas néven

a tomeg-energia ekvivalencia relaciot,

E = mdc. (4)



Ennek alapjan, az energia és a tomeg egyméasba atalakithatd, vagyis energia segitségével
részecskék kelthetok.

Kis sebességek esetén a (3) egyenlet impulzus szerint nulla koriil sorbafejtheté és a
magasabb rendii tagok elhanyagolhatdk, hiszen v/c < 1. fgy a konstans tagtdl eltekintve,
visszakapjuk a klasszikus mechanikabdl ismert kinetikus energidra vonatkozo képletet,

2

E=mc*+ 2p_m + O(p"). (5)

Tehat ha figyelembe vessziik a kavntumfluktuaciok hatasat, illetve annak kovetkezmé-
nyeként azt, hogy az energia-idé hatérozatlansagi relacié miatt az energiamegmaradas
is sériillhet egy rovid idoére, akkor a tomeg-energia ekvivalencia miatt keletkezhet-
nek tgynevezett virtudlis részecskék (elekton-pozitron parok). Ezek koézvetleniil nem
mérhetok, de kozvetett hatdsuk nagyonis jelentés, amit a kovetkezd alfejezetben
részletezek.

2.3 Relativisztikus kvantumelmélet

Ahhoz, hogy helyesen épitsiik fel az elemi részecskék fizikajat, meg kell alkotni egy
olyan elméletet, amely 6tvozi a kvantumos és a relativisztikus leirdast. A (specidlis) rel-
ativitaselmélet és a kvantummechanika egyesitésébol szarmazik a relativisztikus kvan-
tummechanika. Ebben az esetben a rendszer idéfejlodését a Dirac egyenlet adja meg,
ami példaul a hidrogén atom relativisztikus targyaldsdhoz nélkiilozhetetlen. Ugyanakkor
részecskeszam véltozassal jaro folyamatokat ez az elmélet nem képes kezelni.

Tehat az elemi részecskék viselkedésének helyes targyaldsdahoz egy olyan elmélet kell,
ami figyelembe veszi a kvantumelmélet és a relativitaselmélet eredményeit, illetve konzisz-
tens azzal a ténnyel, hogy részecskék keletkezhetnek akar vakuumban is. Erre az egyediili
alkalmas valasztés a (relativisztikus) kvantumtérelmélet. Ez az elmélet a részecskékhez
tereket rendel. A kvarkokhoz, leptonokhoz (fermionikus) anyagtereket, a kolcsonhatést
kozvetito részecskékhez mértéktereket, valamint a nemrég felfedezett Higgs részecskéhez
skalarteret rendel.

A térelméleti targyaldasmod, ami elrugaszkodik a tomegpont fogalmatol és helyette
terek, mezok segitségével irja le a jelenségeket, nem csak az elemi részek vilagaban hasz-
nalhaté. Klasszikus esetben is taldlkozunk ilyen elméletekkel, ilyen példaul az aramlastan
vagy a folytonosan deformalhaté testek fizikaja. Tovabba van olyan alkalmazasi tertilete
a térelméleti leirasnak, ahol nem sziikséges a kvantalas, azonban a relativitaselmélet igen,
amire példa a Maxwell egyenletek, azaz az elektromagneses terek klasszikus leirdsa, ami
egybdl relativisztikus alakban sziiletett meg. Végil emlitheté a szilardtestfizika, ami a
nem relativisztikus kvantumtérelmélet alkalmazasanak egy jo példéja.

Ha kiindulunk a klasszikus hatasbol (S[p]), akkor a pélyaintegral segitségével fi-
gyelembe vehetjiik a kvantumfluktudciokat és szarmaztathatunk egy I'[¢] effektiv hatést,



amibdl a mérheto fizikai mennyiségek megkaphatok.

S= [ater (.00, 2] =N [ Dlge s
L[] + In Z[J] — /da:Jgo =0 —TIp] — fizikai mennyiségek

2.4 Skalafiiggés

Vizsgaljuk meg a virtualis részecskék megjelenésének hatdsat az el6zo fejezetben véazolt
kvantumtérelméleti leiras szempontjabol. A klasszikus hatds (S[p]) paramétereket tartal-
maz, mint példaul toltések, tomegek. Vajon helyesen jarunk-e el, ha ezen paramétereket
a tanulmanyaink sordan megismert fizikai allandékkal (mint példdul az elemi elektromos
toltéssel) azonositjuk? A hatds megalkotdsaban segitségiil hivott szimmetridk ezt sug-
alljak. A vélasz a kérdésre az, hogy a virtualis részecskék kozvetett hatasa miatt ezen
klasszikus fizikabdl jol ismert mennyiségek értéke nem allandd, hanem attél fiigg, hogy
milyen energia, illetve méretskalan vizsgaljuk meg azokat.

Ennek az oka egyrészt a tomeg-energia ekvivalencia relacié, ami lehetové teszi
részecskék keletkezését energiabefektetés altal, masrészt a kvantummechanika energia-
id6 hatarozatlansagi relacidja, ami megengedi, hogy rovid idére megsértsiikk az ener-
giamegmaradds torvényét. fgy kombindlva a relativitdselmélet és a kvantummechanika
osszefliggéseit, lehetové valik, hogy a ”semmibdl” keletkezzenek részecskék. Vagyis a
legtokéletesebb vakuum is "nyiizsog” a folyamatosan keletkezé és megsziing virtualis
részecskéktol. Az elektromos toltés megmaraddsa miatt ezek egymassal ellentétes toltést
parokban keletkeznek: példaul egy elektron és a vele ellentétes toltésii antirészecskéje, egy
pozitron keletkezik. Ezek a parok kozvetleniil nem mérhetok, de hatasukba iitkoziink, ha
példaul egy valédi részecske toltését akarjuk meghatarozni egy prébatoltés segitségével.

A t0ltott részecske koriil a virtualis elektron-pozitron parok polarizaljak a vakuumot,
azaz dipolusként viselkednek és learnyékoljak a mérendd részecske toltését, lasd Fig. 1. Ha
egy adott R sugari gombot képzeliink a vizsgalt toltés koré, akkor ez valamennyi virtualis
elektron-pozitron part mindig "kettévalaszt” és ezen parok elektronjai learnyékoljak
a vizsgalandé (jelen esetben pozitiv toltést). A kettévdgott parok szdma, és ennek
megfelelden a learnyékolas mértéke fliigg az R sugartél. Példaul, ha messzebb vagyunk
a vizsgalt toltéstol, akkor alig bir jelentoséggel, hogy egy kicsit kozelebb vagy téavolabb
helyezkedik-e el a prébatoltésiink, mert a kettévagott parok széama alig valtozik. Ez azt
jelenti, hogy a mérhetd toltés a valésagban fiigg a megkozelités tavolsagatol. Vagyis, az
elemi elektromos toltés attdl fiigg, milyen kozelrél, vagy milyen energian vizsgaljuk (ha
példaul egy szérasi kisérletben egyre kozelebb akarunk jutni a vizsgélando toltéshez, akkor

egyre nagyobb energian kell végezniink a szorast).



Figure 1: Egy kozponti toltés koriil elhelyezkedd virtudlis elektron-pozitron parok
dipolusokként viselkednek és polarizaljak a vakuumot.

A klasszikus hatasban szereplé tobbi paraméter is hasonlé tulajdonsagokat mu-
tat. Ezt skalafiiggésnek nevezziikk. Ennek figyelembevételével mondhatjuk meg, hogy
egy adott méretskalan mely elmélet vagy modell segitségével kell jellemezni egy adott
fizikai rendszert. Példaul, a kvarkok kozotti kolesonhatast a QCD (Quantum Chromody-
namics) irja le. Hasonléan az elektromos téltéshez, itt is bevezethetd egy uin. szintoltés,
vagyis egy csatolasi allando, ami természetesen fligg a méretskalatél. Egészen kis méretek
(nagy energidk) tartomanydban a QQCD-vel tudunk helyesen modellezni, ahol a kvarkok
a megfelel6 szabadsigi fokok. Ha nagyobb méretek (kisebb energidk) felé haladunk,
elérjiik a hadonizacié skalajat. Ekkor a szintoltés értéke le kell, hogy csokkenjen, le-
galabbis a tobbi (futd) csatoldsi allandéhoz képest, mert tudjuk, hogy a hadronizicié
skalajan til nem a kvarkok a megfelelé szabadsagi fokok, hanem maguk a hadronok.
Ha még tovabb noveljitk a méretskalat (csokkentjiik az energia skalat), akkor eljutunk
példaul a QED (Quantum Electrodynamics) tartomanydba. Tehét ha sikeriil valamely
modszerrel meghatarozni a csatolasi allanddk futdsat, azaz skalafiiggését, akkor az igy
kapott eszkoz tgy miikodik, mint egy elméleti mikroszkép, amely megmutatja, hogy egy
adott méretskaldn mely elmélet vagy modell ad helyes leirast.

A skélafliggés meghatarozasara az egyik lehetséges modszer a funkcionalis RG
hasznélata. Segitségével a modellben szereplé csatolasi allandok kiilonb6zo energidkon
felvett értékét meg tudjuk hatarozni. Ennek megfeleloen be kell, hogy vezessiink egy
skalafliggo effektiv hatast,

ahol a k impulzus-skélatol az effektiv hatdsban szerepld paraméterek (csatolasi allanddk)



fognak fliggni. Az erre vonatkozé RG egyenletek szabjak meg a csatolasi allanddk,
ugymint toltés, szintoltés, tomeg, stb. valtozasat a k skala fiiggvényében.

3 Renormalasi csoport moédszer

Az eloz6 fejezetben azt vizsgaltuk, hogy a kvantumelmélet és a relativitaselmélet egyiittes
alkalmazasa sziikségszeriien a modell paramétereinek skalafiiggéséhez vezet, azaz a
csatolasi allandok fliggni fognak a méret, illetve energiaskdalatél, vagyis futd csatolasi
allandékrol beszélhetiink. A skélafiiggés meghatarozasat a renormalési csoport modszer,
vagy tagabb értelemben a renormalés segitségével tehetjiik meg.

3.1 Renormalasi csoport egyenlet és optimalizalas

Tehat a renormélasnak nagy jelentésége van a kvantumtérelméletben, hiszen ez sziikséges
a mérheto fizikai mennyiségek kiszamitasahoz. Ez végrehajthaté nem-perturbativ médon
a funkciondlis RG eljardssal [2-5]. A skalarterekre vonatkozé funkciondlis RG egyenlet [3]
(Wetterich egyenlet) alakja a kovetkezo

ROTule] = T (k0 R) /(T2 ) + )] (7)

ami a skalafiigg6 effektiv hatasra, I'p-ra vonatkozik, ami a klasszikus hatas I'y_,, = S
és a teljes kvantum effektiv hatas 'y, = ' kozott interpolal, ahol k a futd impulzus
skala. A blokkositott hatdas masodik funkciondlderivaltja I‘,(f)—val van jelolve, mig a Tr

impulzusintegralt jelent. Ry a regulator fliggvény, amely kielégiti a

Riy(p—0) >0, Riso(p) =0, Ria(p) =00 (8)

feltételeket.

Az RG egyenlet egy funkciondlokra vonatkozd, parcidlis differencialegyenlet, igy
nem lehetséges dltalanosan megoldani.  Ezért kozelitések sziikségesek. Az egyik
gyakran hasznélt szisztematikus kozelités a csonkolt gradiens sorfejtés [6]. A kozelitések
hasznalatanak sziikségessége magaval vonja az RG egyenletek regulatortél, azaz a
renormaldsi sématol vald fliggését. Tehdt, elvileg, a fizikai eredmények sémafiiggbvé
vélhatnak. Osszehasonlithatjuk a kiilonféle RG sémakkal (azaz killonbozd reguldtor
fiiggvényekkel) kapott eredményeket, lasd példaul [6-18]).

Annak érdekében, hogy prediktivvé tegyiik az RG mddszert optimalizalni kell a
sémafiiggést. Egy altalanos optimalizdlasi eljaras eredménye az tugynevezett Litim-féle
reguldtor (Litim-Pawlowski mddszer). Ez biztositja a legkozelebbi értékeket a mért ada-
tokhoz, legaldabbis a gradiens sorfejtés elso rendjében. Hatranya, hogy a Litim regulator
egy nem-differencidlhaté fiiggvény, igy nem Osszeegyeztetheté a gradiens sorfejtés maga-
sabb rendjével.



Egy masik optimalizalasi forgatokényv a minimalis érzékenység (Principle of Min-
imal Sensitivity — PMS) elvére épit, ahol egy adott reguldtor optimélis paraméterét
ugy valasztjuk ki, hogy a fizikai értékek a leheté legkevésbé filiggjenek a paraméter
megvaltoztatasatél.  Elonye, hogy a gradiens sorfejtés barmelyik rendjében alka-
Imazhat6, hatranya viszont, hogy kiilonboz6 alakd regulator fiiggvényeket nem lehet
osszehasonlitani. Vagyis a PMS modszert hasznalva meg tudjuk mondani, hogy egy adott
regulator esetén milyen paramétereket valasszunk, de azt nem tudjuk megvalaszolni, hogy
az egyes regulator tipusok koziil melyik az optimélis valasztas.

Nemrég keriilt bevezetésre egy 1j regulator tipus az ugynevezett kompakt tartéju
sima (Compactly Supported Smooth — CSS), regulator [14], ami egyfajta ” prototipusnak”
tekinthet6, mert paramétereinek megfelelo hatarértékeiben az oOsszes fébb regulator
tipust visszaadja (beleértve a Litim-féle regulatort is). Ezért hasznilhaté a reguldtor
fliggvények Osszehasonlitasara a PMS optimalizalasi eljaras keretén belill. Mivel sima
fliggvény azaz végtelenszer differencialhaté és kompakt tartéju vagyis egy véges tar-
toményban kiilonbozik nullatdl), {igy alkalmazhaté a Litim-hatarérték vizsgédlatara a gra-
diens sorfejtés barmilyen rendjében. Fontos megjegyezni, hogy a gradiens sorfejtés ma-
gasabb rendjében, ahol sziikséges a regulator magasabb derivaltja, a Litim hatarérték
tetszolegesen megkozelithetd, de el nem érheto.

Ezen tanulmény célja a funkciondlis RG moédszer sémafiiggésének vizsgalata, a bo-
zonizalt QEDy és az O(N = 1) szimmetrikus skaldr térelmélet keretein beliil, lokalis
potencidl kozelitésben (Local Potential Approximation — LPA), ami a gradiens sorfejtés
vezeto rendje. A CSS regulator fliggvényt hasznaljuk és célunk a paramétereinek opti-
malizdlasa LPA-ban a PMS optimalizaciét hasznélva. Tovabba a PMS stratégia eredmé-
nyeinek Osszehasonlitdsa a Litim-Pawlowski mdédszer altal josolt eredménnyel, ami LPA-

ban egyértelmiien a Litim alakot adja optimalis regulatornak.

4 Regulatorok és kozelitések

4.1 Kozelitések

Az RG egyenlet (1) megolddsa érdekében, az egyik leggyakrabban hasznélt szisztem-
atikus kozelités a csonkolt gradiens (vagy derivativ) sorfejtés, ahol I'y a tér derivaltjainak

hatvanya szerint van sorfejtve,

il = [ % [Vile) + Z0)5 000 + .| )

LPA-ban a magasabb derivativ tagokat elhanyagoljuk és a hullamfiiggvény renormalds

egy konstanssal egyenld, azaz 7, = 1.



Az RG egyenletek megoldasai néha tovabbi kozelitéseket igényelnek, iigymint a po-
tencidl Vi (¢) Taylor, vagy Fourier sorfejtése a térvéltozé szerint (Ng, levagassal)

Vilp) = Z gnﬁ) ¢, (10a)
Vo) = 3 unlk) cos(no) (10b)

ahol a skélafiiggés a g, (k) vagy u, (k) csatolasi dllandékban van kédélva.
A harmadik szisztematikus lehet&séget az RG ugynevezett amplitudé sorfejtése adja,
ami szintén gyakran hasznélt. frjuk at az LPA-ban kapott RG egyenletet a kovetkezo

alakra,
) dr yd/2+1
k = —ogk® [ dy— 11
Ok Vi Qg /O Yy Prrw’ (11a)
Ri(p
) = 2, (11b)

ahol w = k72V) és ag = Q4/(2(27)?) és Q4 a d-dimenzids térszog, tovdbbd a dimenzitlan
reguldtor fiiggvény r(y), a dimenzidtlan valtozé y = p? /k?. és P? = [1 +r(y)]y. Ekkor az
amplitidé sorfejtés

=, 2m

kO Vi = 0 A2m—d (—w)mfl ) (12)

m=1

. —/Ood 4" pea (13)
A 2 (1 + r)d/2+ :

Ha a Litim-Pawlowski optimalizalast [7, 8] hasznaljuk, a reguldtor fiiggvény optimélis
paraméter valasztasa meghatarozhaté olyan médon, hogy az a legjobb konvergenciat biz-
tositsa az amplitidé sorfejtésben [8,9]. A reguldtorok kozott a Litim-féle optimalizélt [8]
vezet a leggyorsabb konvergenciahoz az amplitidé sorfejtésben.

4.2 Regulator fiiggvények

A szakirodalomban a reguldtor fliggvények kilonbozo vélasztasait mar nagy
részletességgel targyaltak. Példaul az egyik leggyakrabban hasznalt regulator fliggvény

az exponencialis [3]
a

~ exp (eay?) — 1
ahol b > 1. Az optimadlis paramétereket méar meghataroztdk igymint a = 1, ¢; = In(2) és

Fexp(Y) (14)

b = 1.44, a Litim-Pawlowski eljarast [7,8] hasznalva. Egy mésik példa a power-law tipusi
regulator [4]

7aPow(l‘/) = E? (15)



a = 1 és b = 2 optimdlis paraméterekkel. Végiil az egyik leggyakrabban hasznalt regulator
a Litim-féle [8],

i =a (5= 1) o) (16)

ami folytonos (de nem differencialhatd), kompakt tartéju figgvény. A b =1ésa =1
paramétereket kapjuk ha alkalmazzuk a Litim-Paslowski optimalizalasi eljarast LPA-ban.

A nemrég bevezetett CSS reguldtor [14] definiciéja

expleye/(f —hy)l =1, o 4
expley?/(f — hy)] — U = hy), (17)

a 0(y) 1épcesdfiiggvénnyel. Ez végtelenszer differencialhaté a f—hy® = 0 pontban is. Fontos

ree () =

megjegyezni, hogy a szabad paraméterek szama csokkentheté az f = 1 vélasztassal, az

altalanossag elvesztése nélkiil,

_ expleyg/ (1 — hyg)] — 1
expley®/(1 — hy")] - 1

A CSS reguldtor mindkét alakja (17) és (18), rendelkezik azzal a tulajdonsiaggal, hogy

e (y) 0(1 — hyP). (18)

visszaadjék a f6bb reguldtor tipusokat: Litim-féle optimalizéltat (16), a power-law
tipusit (15) és az exponencidlist (14),

) b(,—b -1
modif __ Yo (y ) 0<1 . y)’

lim r&* = lim
c—0 ©8 c—0,h=1 8 11—y
b
. een s modif __ Y0
lim r3 = lim rod™ = ot
f—o h—0,c—0 Yy
b
, : i explyg] — 1
gen _ modif __ 0
1111’17 rcss (y) - hm css - b . (19)
h—0,c=f h—0,c—1 exp[y ] —1

Annak érdekében, hogy tovabb redukalhassuk a CSS regulator szabad paramétereit, yq
megvéalaszthaté gy, hogy a (18) szdmlalja a ¢ paraméter egy linedris fliggvénye legyen
B c

expley/(1 = hyt)] - 1

Ezt a normélast a [16] cikkben is hasznéltak, a harom-dimenziés O(N = 1) skaldr

0(1 — hyP). (20)

re™ ()

modellben LPA-ban illetve a Kvantum Einstein Gravitacio elméleti keretein beliil az RG
sémafiiggésnek a vizsgalatara [23]. A (20) egyenletnek a kovetkez6 hatérértékei vannak,

1

li poml — [ — 1) 0(1 — 21

i e = (o) o) (212
1

lim i = — (21b)

c—0,h—0 Yy
1

lim pooml— (21c)

c—1,h—0 exply®] — 1



Ezek az oOsszefiiggések adjak a propagator ”Litim limeszét” ¢ — 0,h — 1, "power-law
limeszét” ¢ — 0,h — 0, és az "exponencidlis limeszét” ¢ — 1,h — 0. A (20) normalas
az Yo legegyszertibb lehetséges vélasztasat adja, és ez a fajta CSS reguldtor (a linedrisan
normélt CSS reguldtorként hivatkozunk rd) visszaadja az optimalizalt power-law (b = 2-
vel) és az optimalizalt Litim (b = 1-gyel) reguldtorokat, de nem tudja visszaadni az
optimalis paraméterekkel rendelkezé exponenciélis reguldtort (14) [co = In(2)].

Viszont, valaszthatunk egy madsik normadlast (erre exponencidlisan normalt CSS
reguldtorként hivatkozunk)

exp[ln(2)c] — 1

norm?2 b
= 0(1 — hy’),
Tcss ( ) eXp |:1n(2)cybi| _ 1 ( y )
1—hy®
2 —1
= ———0(1—hy’), (22)
21-hy® — 1
ahol a hatarértékek
lim prom2 = (L 0(1 —y) (23a)
c—0,h—1 oss yb ’
1
lim 7™ = — (23b)
c—0,h—0 Yy
1
1- norm2 — ) 23
e LA o exp[In(2)y?] — 1 (23¢)

Az ilyen tipusi normadlds elénye, hogy a (22) alak visszaadja az Osszes f6bb reguldtor
tipust optimalis paraméterekkel, az exponencidlist is beleértve. A CSS reguldtor ezen
tipusét szintén tanulméanyoztak [13] LPA-n tul.

Itt a CSS mindkét alakjat tanulmanyozzuk (20) és (22). A cél, hogy megtaldljuk
a paraméterek optimalis vélasztdsat LPA-ban a PMS eljarast hasznalva, két kiilonb6z6

modell keretén beliil, két kiilonb6z6 dimenziéban.

5 Sine-Gordon tipusi modellek

Ki kell vélasztani egy modellt, aminek a keretén beliil a CSS regulator optimalizalasat
el lehet végezni. Egy olyan elmélet a jo valasztas, ami egyrészt fontos fizikai tartalom-
mal bir masrészt, aminek a funkciondlis RG vizsgdlata viszonylag egyszerii. Ilyen példaul
az O(N = 1) (Ising) modell, vagy a sine-Gordon (SG) skalartérelmélet, illetve annak az
altalanositdsai. Ebben a fejezetben a dolgozatban haszndalt SG tipusu modellek tulaj-

donsagait ismertetem roviden.
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5.1 A sine-Gordon modell

Elscként vizsgaljuk magat az SG modellt d = 2 dimenziéban, aminek a Lagrange stirtisége
a kévetkez6 médon adhaté meg [20]

L5 = 3 (Oue)* + ucos(B ), (24)

ahol a két csatolasi alland6, u és [ a modell paraméterei. Az SG modellnek
nincs "direkt alkalmazasa” a részecskefizikaban, vagyis nincs olyan részecskefizikai
elmélet, ahol valamely jelenség leirasara ez szolgalna, de példaul a bezaras jelenségének
egyszeriibb modelleken valé tanulmanyozasara jol hasznalhato, illetve két-dimenzios
mérték és fermionikus elméletek bozonizalt valtozatai is SG tipusi modellek [15,19].
Ha azonban nemcsak nagyenergias alkalmazasra gondolunk, hanem példaul kondenzalt
anyagok, statisztikus és spin modellek, szupravezetés vagy szuperfolyékonysag fizikdjanak
megértését szeretnénk elérni, akkor az SG modell az egyik legtobbet hasznalt térelméleti
modellek kozé sorolhaté [21].

Az SG modell két szimmetriaval rendelkezik, ugymint a periodicitds, és az
ugynevezett Zy szimmetria. Ha a térvaltozot eltoljuk a koszinusz periédusanak
megfeleloen, a Lagrange stirliség valtozatlan marad. Ugyanez igaz a térvaltozé minusz

eggyel vald szorzasara, amit Z, szimmetrianak neveziink,

2T

p—=P=p+ Kl (25)
o= d=—p (26)
L5 = 5 (O’ +ucos(B¢) = 5 (0,0)° + ucos(5 ). 1)

Ezek a szimmetridk fontos szerepet jatszanak a fazistér kialakitasaban. A funkcionalis
RG mddszer segitségével meg tudjuk hatdrozni a paraméterek skélafiiggését (uy) és ezzel
meghatarozhatd a fazisszerkezet, amit pedig a szimmetridk befolyasolnak.

A két-dimenzids esetben (d = 2) két fazis alakul ki, egy szimmetrikus, és egy szim-
metriasértett fazis. A fazisdtalakulds a 3% = 87 értéknél megy végbe [20]. Ennél nagyobb
(3% értéknél a szimmetrikus fazis tartomanyaban jarunk, ahol a k — 0 hatarértékben mind

a dimenzids uy, mind pedig a dimenziétlan i, = k~2u;, csatoldsi dllandé nulldhoz tart,
’&k%o = 0, Uk—0 — 0. (28)

Kis 32 értékek esetén (32 < 87), a szimmetriasértett fazist vizsgaljuk. Erdemes meg-
jegyezni, hogy egy diszkrét (és nem folytonos) szimmetria spontan sériilésérél van szo.
Ekkor a dimenzids u; tovabbra is nullahoz konvergdl, azonban a dimenzidtlan egy véges
értékhez tart

Ug—0 7& 0, Up—o = 0. (29)
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A dimenzids effektiv potencidlnak (Vi_,o = Vi) konvexnek kell lennie [20]. A funkcionélis
RG modszer megorzi a periodicitast, igy az effektiv potencidlnak egyben periédikusnak is
kell lennie. Ez csak gy lehetséges, ha az effektiv potencial konstans. Ennek megfeleléen
a két-dimenziés SG modell esetében a dimenzids wu; csatolasi allandé mindkét fazisban
nulldhoz tart.

Fontos megjegyezni, hogy az SG modell fazisait szeparalé kritikus frekvencia 32 = 8w
nem fligg a regulator fliggvény megvalasztasatol, ezért nem hasznalhaté a CSS opti-
malizalasara. Azonban a gradiens sorfejtés magasabb rendjében megjelenik a sémafiiggés.
Ezt felhasznalva a [13] munkdban d = 1 dimenzidéban végrehajtottunk egy ujfajta, a
spontan szimmetriasértés eltiinésének megkovetelésére épiilé optimalizalast. Més SG
tipusu modell LPA keretén beliil is jol hasznalhaté valasztas lehet, ha talalunk egy olyan

fizikai paramétert, ami regulator-fiiggd.

5.2 Bozonizacié (d=2)

A kolesonhaté fermionok kvantumtérelméletének egy ekvivalens kolecsonhatéd bozonikus
elméletté torténd leképezését bozonizacionak nevezzik, ami jol megalapozott d = (1 + 1)
dimenziés elméletek esetében. A bozonizacié sarokkove a nem-lokalis transzformaciok

létezése lokalis fermi terekbol lokalis Bose terekbe. A szabad tomegtelen Dirac fermion

elmélete
‘Cfermi = @Z’Y”a;ﬂ/f (30)
ekvivalens egy szabad tomegtelen skalarmezo elméletével
1
LBose = ) (au‘:@)Qv (31)

és a fermion bilinedrisok, tgymint 1y*y és np, kifejezheték bozonikus szabadségi
fokokkal.

A témeges Thirring (mT - massive Thirring) modell egy egyediili Dirac tér elmélete
amit d = (1 + 1) dimenziéban definidlunk, és a dinamikajat a

=/ r ..
Luwr = P(7" 0 = m)tb — 595", (32)

Lagrange siirtiség hatdrozza meg, ahol j* = ") és g szabad paraméterek. Ez
leképezhet6 az SG skalar térelméletté,

Lsc = % (0,)* + ucos(Bp) (33)

ha a két modell kozott a kovetkezd megfeleltetéseket tessziik:
47 g

_geuvgygp = M, (34b)
T
ucos(Bp) = —ma. (34c)
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Hasonlé médon igazolhatd, hogy a két-dimenziés multi-flavor QED [15], illetve multi-color
QCD [19] is leképezhets SG tipusi modellekre a bozonizacié segitségével.

5.3 Bozonizalt QED,

Tehat a két-dimenzids térelméletek egyik elonye a bozonikus transzformacidk 1étezése. fgy
mérték és fermionikus modellek ekvivalensen dtirhatdk [15,24] skalarterek alakjéra, amik
sok esetben SG tipusi modellek [20]. Példaul, vegyiik a QED,-t tomeges Dirac fermionnal
azaz a tomeges Schwinger modellt

. 1 v
Lqoep, = ¥ (i7" 0, —m —ey*A,) ¢ — ZF””F“ , (35)

ahol F),, = 0,A, — 0,A, a térerésség tenzor (u,v = 0,1). Ez a modell megfeleltetheto
egy ekvivalens Bose alaknak, nevezetesen a témeges sine-Gordon (Massive sine-Gordon —

MSG) modell specidlis alakjanak, ami a kovetkez6képpen irhatd

1 1
Lyisg = 5(6ucp)2 + §M2g02 + ucos(By) . (36)

Itt B2 = 4m, M? = é?/m, u = emexp(yg)/(27%?) és v = 0.57721... az Buler-
Mascheroni konstans. (A bozonizacié soran megjelené 6 paraméter értékét rogzitjiik:
0 = +n valasztassal élink ha u > 0, illetve § = 0-nak ha u < 0 [15].) Az MSG modellnek
két fazisa van [15]. Az Ising-tipusi fézisdtalakuldst a dimenziétlan u/M? kontrolldlja, ami
a QED, paramétereivel, pontosabban a (m/e),. kritikus hanyadosaval van Osszefliggésben,
ami szeparalja a fermionikus modell bezaré és fél-aszimptotikus fazisat.

A kritikus hanyados értéke 0.13 < (m/e). < 0.33 ismert a ferminonikus mod-
ellre [25]. Ez meghatdrozza a bozonikus modell fazisait szeparald kritikus értéket
0.156 < [u/M?]. < 0.168, amire a funkcionélis RG keretein beliil, LPA-ban [u/M?], =
2/(4m) ~ 0.15915 adddik. Ez analitikus megfontolasok alapjan hatdrozhaté meg fel-
haszndlva az infravoros (Infra Red — IR) hatéresetben kapott limy_o(k* + V' (¢)) = 0
osszefiiggést ahol Vi (¢) a blokkositott skdlafliggd potencidl, ami tartalmazza a tomegtagot
és az Osszes, RG transzformdacié éltal generdlt felharménikust [15]. Azonban ha olyan
kozelitést haszndlunk, ahol csak egyetlen Fourier-modust vesziink figyelembe [vagyis Vi ()
a tomeg tagot és csak egy koszinuszt tartalmaz|, akkor a propagator IR viselkedésére
alapozott analitikus eredmény [15,22]

U 1
e = [W} = Ty 007957 (37)

Ebben az esetben a Litim reguldtor az analitikus megfontoldsbél kapott értékhez (37)
kozeli eredményt ad, [u/M?]. = 0.07964 [15], tovdbba ldsd még 2. dbra. Mds reguldtor,

mint példaul a power-law tipusi a b = 1 valasztassal szingularitdasba fut és megall
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egy véges impulzusskaldnal, lasd 3. abra. Ilyenkor a kritikus hanyados meghatarozasa
nem lehetséges [15]. Vagyis az egy-modusu kozelités egy eszkozt biztosit arra, hogy az
RG egyenletek konvergenciajanak tulajdonsagait vizsgaljuk és optimalizaljuk a regulator

fliggvényeket.

0.2

Phases of QED, (CSS with b=1, h=1, ¢=0.001) |

=01

0.05

Figure 2: Az MSG modell fdzisdiagramja 3? = 4r értékre, amit a CSS reguldtorral (20)
kaptunk b = 1, h = 1 és ¢ = 0.001 paraméterekkel (Litim hatérérték). A szimmetria
sértett fazis RG trajektdridi (teljes vonalak) Osszeolvadnak egyetlen vonalld, és a kritikus
hanyadost az IR limeszben felvett meredekség hatdrozza meg. A nyilak az evolicid irdanyat
jelzik.

Phases of QED; (CSS with b=1, h=0.001, ¢=0.001)

Figure 3: Az MSG model fazisdiagramja (> = 47 értékre, amit a CSS reguldtorral
(20) kaptunk b = 1, h = 0.001 és ¢ = 0.001 paraméterekkel, ami a power-law limeszt
kozeliti. A szimmetria sértett fazis RG trajektoridi (teljes vonalak) megallnak egy véges
impulzus skaldn k¢, miel6tt egyetlen vonalld olvadnanak Ossze, igy a kritikus hényados
meghatarozasa nem lehetséges

Jelen munkaban az egy-mddusu kozelités keretein beliil, a PMS eljarast hasznalva
hatdrozzuk meg a CSS reguldtor optimélis paramétereit kiilonb6zé norméldsok [lasd (20)
és (22)] esetén és Osszehasonlitjuk az igy kapott hanyadost az analitikus eredménnyel (37).
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6 Optimalizalt regulator — bozonizalt QED>; modell

6.1 Orientacio

Vizsgaljuk tehat a (36) Lagrange siirliséggel definidlt bozonikus QEDs modellt RG
modszerrel. Két féle kozelitést hasznalunk, (i) az RG egyenleteket LPA-ban kapjuk
[ldsd (11)], (i) egyetlen médusu Fourier kozelitést alkalmazunk. Az utébbi esetben, a
dimenzi6tlan blokkositott potencidl (Vi = k~2V},) a kovetkezd alaki

Vi = 2 MZ 0 + @ cos(By), (38)

ahol 32 = 47 és a ”hulldmfeliilvonds” a dimenziétlan csatoldst jelzi, azaz példaul a di-
menziétlan tomeg M2 = k~2M? és dimenziétlan Fourier amplitddé @y = k2ug. Bzt
rakjuk bele a (11) egyenlet dimenzidtlan alakjdba, ami d = 2 dimenziéban
~ *dy dr y?
(24 k) Vi() = —/ dy dr I
o AT dy(1+r)y+V/(p)

Hangsulyozzuk, hogy itt nem hasznalunk tovabbi kozelitéseket, mint példaul az amplitido

(39)

sorfejtést, amit a 4.1 fejezetben targyaltunk.

Az egyetlen-frekvencids MSG modell (36) fazis struktirdja, ami a 2. dbrén lathato,
megkaphaté az RG egyenlet (39) megoldasaval a CSS reguldtor linedris norméldsat
hasznalva b =1, h =1 és ¢ = 0.001 ~ 0 paraméterekkel. Ha a CSS regulator (22) szerint
van normélva, akkor csaknem identikus eredményt kapunk, hiszen mindkét normélas (20)
és (22), a Litim-féle optimalizdlt alakhoz konvergdl a ¢ — 0 hatarértékben. Az it-
teni Osszes numerikus szamolast C++ kdédok és szamitégép-algebrai szoftver [26] kom-
binacidjaval végeztiik.

A teljes vonalakkal reprezentalt RG trajektoridk a 2. abran az egyetlen-frekcencias
MSG modell (36) szimmetria sértett fazisdhoz tartanak, ahol a titkrozési szimmetria (Z5)
spontan sériil. Ezek az RG trajektoriak osszeolvadva tartanak az IR hatdarhoz, aminek a
meredeksége a kritikus hanyadost definidlja. A szimmetriasértett fazisban u, egy linearis
fiiggvénye M2-nek az IR limeszben,

iy = a M2 + . (40)

Mind a tomeg tag dimenzids csatolasanak hanyodasa, mind pedig a dimenzidtlan
megfeleléje a [idg_o/M?2,] = [ur—o/M?2,,] = a konstanshoz tart (hiszen iy és M7
novekszik az IR limeszben igy hanyadosuk a-hoz tart és a b konstans tag elhanyagol-
hatéva vélik) és a meredekség fiiggetlen a kezdéfeltételektdl (a szimmetrikus fézis esetén
a linedris fiiggvény alak (40) megmarad, de a meredekség a kezdéértékektdl fiigg).
Ebben a munkdban numerikus bizonyitékot taldltunk az a = 1/(47) sémafiiggetlen
meredekségre az egyetlen Fourier-modus kozelitésben. Viszont, az RG egyenletek kon-
vergencidjanak tulajdonsaga fiigg a regulator vélasztasatél. Az RG evolicié megall egy
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véges skalanal k # 0 és a hdnyados [ug_r, /My, ] sémafiiggdvé vélik, igy az optimalizélds
végrehajthatd. Ezt a stratégiat hasznaltuk, hogy kivalasszuk az optimalis regulatort azaz,

hogy meghatérozzuk a CSS reguldtor paramétereinek optimalis értékét.

6.2 A QED, és a CSS regulator linearis normalassal

Eldszor keressiik meg a CSS reguldtor optimélis paramétereinek (b, h, ¢) bedllitdsit a
linedris normdldssal (20). A 4. dbrdn a kritikus hdnyados [u/M?]. = T,/ M} k=
Up—sk; /M, 2 ok A linedarisan normalt CSS-sel kapott értékeket mutatja a b, h és ¢
fiiggvényében. Minél kisebb a hanyados, anndl jobb a regulator. A b = 1, ¢ = 0.001
és h = 1 paraméterekkel kapjuk az analitikus értékhez (37) legkozelebbi eredményt, ami
a CSS reguldtor Litim limeszét jelenti. Haszndljuk a PMS stratégiat a CSS regulator
optimalis paramétereinek meghatarozasahoz, azaz taldljuk meg az RG moddszerrel kapott
fizikai paraméterek (QEDy-re ez a kritikus hanyados [u/M?].) extrémumadt (ebben az eset-
ben a minimumot). Az optimélis paraméterek kézelében, a modell RG tanulményozésdval
kapott eredményeinek minimalis az érzékenyégiik a paraméterek valtozasaira. Példaul a
4. dbrdn mindegyik felilletnek (ahol a b paraméter rogzitve van) van egy platéja, ami az
optimalis paramétereket definidlja. A b = 1 esetben kapott optimaélis érték, a maradék két
paraméter fiiggvényében a Litim limesznek adédik vagyis ¢ — 0, h = 1. A b # 1 esetben
az optimalis érték a ¢ — 0 de h # 1 valasztéds, de az igy kapott minimum nagyobb lesz,
mint a b = 1 esetben tapasztalt. Ez lathaté az 5. dbran, ahol a 4. &bra minden egyes 3D-
alabrajahoz tartozo kritikus hanyados minimum értékét abrazoltuk b fliggvényében. Az
egyes minimumokra azt talaltuk, hogy a ¢ és h paraméterek a b fiiggvényében valtoznak,
demonstralva, hogy a b — 1, ¢ — 0 és h = 1 limesz adja az optimalis valasztast.

6.3 A QED, és a CSS regulator exponencialis normalassal

Ismételjiik meg az el6z6 alfejezetben tortént szamoldast a CSS regulatorral, de most
hasznaljuk az exponencidlis normaldsat (22) a linedris (20) helyett. A cél ugyanaz, azaz,
hogy megtalaljuk a b, h, ¢ paraméterek optimalis beallitasat. A 6. abran, a CSS expo-
nencialis normalasaval kapott kritikus hanyadost abrazoljuk a b, h és ¢ fiiggvényében.
Az el6z0 linearis norméalas analizisével analég mdédon az optimalis, azaz az analitikus for-
muldhoz (37) legkdzelebb esé eredményt a b = 1, ¢ = 0.001 és h = 1 paraméterek adjdk.
Ez djra a CSS regulator Litim limesze. A 7. dbran a kritikus hanyados minimum értékeit
mutatjuk a b fiiggvényében. Ez a vizsgalat megerdsiti, hogy a Litim limesz (b — 1, ¢ — 0
és h = 1) vezet az optimdlis eredményhez.

Tehat A PMS stratégia megadja a CSS regulator optimalis paramétereinek az
értékét, ami b — 1, ¢ — 0 és h = 1 valasztasnak adddik, fliggetleniil a CSS regulator
normalasatél. Annak érdekében, hogy még megbizhatobb eredményeket kapjunk, a
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{ Critical ratio . for bosonized QED, (regulator in linear normalization, b parameter fixed) ]

b=14

Figure 4: A bozonikus QED, &ltal definidlt kritikus hanyados y., amit a ”linearisan”
normalt CSS reguldtorral (20) kaptunk kiilénboz6 paraméterek esetén. A kisebb hanyados,
jobb reguldtort jelent. A legjobb eredményt a b = 1, ¢ = 0.001 és h = 1 [az 'a’
abra "hétsé sarka”] paraméterek szolgédltattdk, ami numerikusan koézel van a CSS Litim
limeszéhez (21a). A kritikus hanyados x. a fiiggéleges tengelyen van dbrézolva.

kovetkezékben megvizsgaljuk a CSS reguldtort (20) és (22) normalassal, a d = 3 di-

menziéban vett O(N = 1) szimmetrikus skalar térelméletet keretein beliil.

7 Optimalizalt reguldtor — O(1) modell

7.1 Orientacio

A CSS regulédtor optimalizalasara (azaz optimadlis paramétereinek meghatarozdsara) egy
tovabbi lehetéség az O(1) modell vizsgdlata d = 3 dimenzidéban. A Wilson-Fisher (WF)
fixpont kritikus exponenseit meg tudjuk hatarozni RG mddszer segitségével, amik jellemz6
modon regulator-fiiggok. Ilyen példaul a v exponens, ami a korrelaciés hossz kritikus
viselkedését irja le. Az egy-mdédusi bozonizalt QED, vizsgélatdhoz hasonléan, az O(1)
modellt is egy " drasztikusan” csonkololt kozelitésben vizsgaljuk, azaz a dimenziétlan po-
tencial

g1 P°+ 19 o (41)
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Figure 5: A linearisan normalt CSS regulatorral kapott kritikus hanyadosok minimum
értékeit abrazoljuk a b paraméter fiiggvényében. Ez demonstralja, hogy a b — 1, ¢ — 0
és h = 1 limesz nytjtja a legjobb numerikus eredményeket.

a g és g dimenzidtlan csatolasokkal. Ezzel a csonkolassal, a csatolasokra kapott evoliciés
RG egyenletek [16],

Bo= =201+ G2 35(0n),
G = —G2 4635 B3p(i), (42)
ahol a P (w) fiiggvény nem m4s, mint
_ 1 0 ynJrl T’/
PP () = ——— d .
)= o ), VT ra

Az evoliciés egyenletek nyilvanvaléan regulator-fiiggok, és a WF fixpont kortil szamolt

(43)

v exponens is. A szakirodalomban a ®P(w) fiiggvényt kiszdmoltdk minden egyes fobb
regulator tipusra, lasd [6-9]. Ezen reugaltorok koziil koztudottan a Litim adja a ”legjobb”
kritikus exponenst (az ”egzakt” értékhez legkozelebbit). A két csatoldsra kapott v a Litim
reguldtor alakot hasznalva v ~ 0.54277 [16].

A linedrisan normélt CSS reguldtort (20) tanulményoztdak a [16]-ban, ahol
megeroOsitették, hogy a linedrisan normalt CSS optimadlis paraméterei a Litim limeszt
adjék vissza, 6szhangban a 6. fejezet megfigyeléseivel. Az exponencidlisan normalt CSS-
t még nem tanulmanyoztdk az O(1) modell keretén beliil, ami a jelen dolgozat egyik
célkitiizése. CSS reguldtor ezen norméldsaval (22) készitiink egy részletes analizist, az
optimalis paraméterek utan kutatva.

7.2 Az O(1) modell és a CSS regulator exponencialis normalassal

Ebben az alfejezetben az O(1) modell (41) RG vizsgalatat hajtjuk végre az expo-
nencidlisan normalt CSS regulatorral (22). A célunk ugyanaz, mint a QEDy esetében
volt, azaz, az optimélis paraméter bedllitdast keressiik (b, h, ¢). Itt az O(1) modell
(két csatolasra) v kritikus exponensét hatdrozzuk meg, a v maximumét megkeresve. A
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[ Critical ratio . for bosonized QED, (regulator in exponential normalization, b parameter fixed)

b=144

Figure 6: A bozonikus QED,-ben az exponencidlisan normalt CSS regulatorral kapott
kritikus hényadost y.-t abrézoltuk (22). A kritkus hédnyados x. a fliggbleges tengelyen
van feltiintetve. Kisebb kritikus hanyados jobb regulétort jelent, igy a b =1, ¢ = 0.001 és
h =1 (CSS Litim limesze) adddtak optimalis vélasztdsnak. Az dbrak geometridja hasonlé
a 4 abraéhoz, de numerikus kiilonbségek vannak. Nagy b értékek felé b ~ 1.8, egy extra
lokélis maximum jelenik meg ¢ fiiggvényében, a (h = 0) teriilet mentén.

0.082
Minimum values, norm2 C88 regulator |
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0.081

0.0805

/M2,

0.08

0.0795

0.079 . L L L .
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Figure 7: Az exponencialisan normalt CSS regulatorral kapott kritikus hdnyadosok min-
imum értékeit abrazoljuk a b paraméter fiiggvényében. A legjobb eredményeket tjra a
b—1,¢c—0és h — 1 limesz adja. Megjegyzend6, hogy az igy kapott optimalis kritikus
hanyados [u/M?]., b — 1-re kisebb mint a b = 1.44-ben kapott "optimdlis” érték (a c és
h véltozok figyelembevételével).
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[ Critical exponent v for the 3D O(1) model (regulator in exponential normalization, b parameter fixed) ]

b=1 b=12 b=14

Figure 8: A harom-dimenziés O(1) modell v kritikus exponense két csatolasra, a (41)
egyenletben adott potencidlbdl, a CSS reguldtor exponencidlis normaldsanak (22)
kilonb6z6 paramétereinek fliggvényében. Nagyobb exponens jobb reguldtort jelent. A
v kritikus exponens a fliggbleges tengelyen van dbrézolva.

8. abran, az exponencialisan normalt CSS regulator b, h és ¢ paramétereinek fiiggvényében
abrazoljuk a v kritikus exponenst.

Alkalmazzuk a PMS stratégiat. Az optimalis paraméterek kozelében a modell RG
vizsgalataval akapott v értéknek a kis perturbaciokra nézve minimalis az érzékenysége.
Az igy kapott optimalis paraméterek koriil megtaldljuk a platokat a 8 egyes alabrain
is. Ha bevezetjik a v,,.,,-0t, azaz a 8-as abra egyes alabrain kapott v maximumét c
és h fiiggvényében, és ezt abrazoljuk a b fiiggvényében, akkor a 9 abrat kapjuk. Errol
leolvashatjuk az abszolit maximumot a PMS elvét hasznédlva. Ezen moddszer segitségével,
az optimalis értékek b = 1, ¢ = 0.001 és h = 1, ami (numerikusan kozel &all) a CSS
reguldtor Litim limeszéhez. Emlékezziink, hogy mindkét normalds (20) és (22) ¢ — 0 és
h =1 hatarértékben a Litim limeszhez konvergal.

Egy masik ralatast kapunk a problémara, ha a CSS regulator ¢ és h paraméterét
fix értéknek vesszik, és a v kritikus exponenst vizsgéljuk a b fiiggvényében. Az ex-
ponencialisan normélt CSS reguldtorral (22) kapott eredmények a Litim, power-law és
exponencialis limeszben a 10. dbran lathatok. A CSS reguldtor Litim limesze a PMS
stratégiaval az optimadlis eredményt a b = 1-ben adja (ami az &ltaldnosan elfogadott

érték a szakirodalomban). A CSS power-law limeszében b ~ 2 az optimélis paraméter.
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Figure 9: Az exponencidlisan normélt (22) CSS regulatorral kapott v kritikus exponens
maximum értékei, kiilonboz6é b paraméterereken. A PMS eljarast hasznélva azt talaljuk,
hogy a Litim limesz b — 1 adja az optimalis eredményt.
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Figure 10: A v kritikus exponens b fiiggése, amit a CSS regulator exponencialis
norméldsaval (22) kaptunk kiillonb6z6 hatarértékekben.

A mez6-amplitudé sorfejtésre alapozva koztudott, hogy a power-law reguldtor optimélis
paramétere b = 2. A CSS exponenciélis limeszében (22) a legkedvezébb eredményt
a b ~ 1.5 szolgaltatta. Ismert, hogy a mez6-amplitudo sorfejtésre alapozva az expo-
nencialis reguldtor optimalis paraméter valasztasa b = 1.44. Ezen megfigyelések az op-
timalizalasi stratégiank helyességét igazoljak hiszen visszadjak a szakirodalomban ismert
eredményeket.

8 6sszefoglalés

Jelen munkdban [1] a funkciondlis RG egyenletek regulator-fiiggésének optimalizalasat
targyaltuk, LPA-ban, a bozonikus QED, és a harom-dimenzids O(1) skaldris elméletre.
Optimalizdltunk a PMS eljards keretén belil. Koztudott volt [7-9], hogy a Litim-
féle regulator vezet a leggyorsabb konvergencidhoz a mez6 amplitid6 sorfejtésében.
Ez a regulator, optimdlis regulatorként is ismert LPA-ban, ami az O(N) modell-
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ben a kritikus exponens értékét nagyon kozel adja az “egzakthoz”. A nemrég
bevezetésre keriilt CSS reguldtort [14], aminek egy nagyon &ltaldnos fliggvényalakja
van [lasd (18)], még nem vetették ald optimalizéldsnak. A CSS reguldtor a megfelel$
hatérértékekben visszaadja a f6bb reguldtor tipusokat [ldsd (21) és (23)]. Ennek a
sokoldalu fliggvény alaknak koszonhetéen, a CSS reguldtor egy remek ”jatszéteret”
biztosit a PMS eljarasnak, a reguldtor optimalizdlasdnak szisztematikus vizsgdlatat
megengedve, egy meglehetOsen széles regulator fiiggvény osztalyon beliil. Alkalmaztuk
CSS regulatort kétféle normélassal (20) és (22) ("linedris” és ”exponencidlis” norma). An-
nak érdekében, hogy numerikusan tanulmanyozzuk az RG egyenletek konvergenciajanak
tulajdonsagait kolonbozo regulatorokra, egy csonkoldst hasznaltunk a mez6 sorfejtésére
mindkét modellre, azaz az egyetlen Fourier-moédus kozelitést a bozonikus QEDs-re és egy
polinomialis kozelitést az O(1) modellre harom dimenziéban (tehét a ¢* tagot meghagyjuk
a blokkositott hatdsban, de magasabb rendii tagokat nem). Az eredményeink az aldbbiak
szerint foglalhatdk Gssze.

(i) A CSS regulator Litim-féle alakjat talaltuk az optimadlis valasztdsnak mindkét
esetben. Pontosabban, nem tudtunk olyan paraméterbeallitast talalni, amely esetén az
altalanos CSS regulator jobb numerikus eredményt adott volna a Litim-féle alaknal. Ez
az allitas a QED, és a hdrom-dimenziés O(1) modellre egyarant igaz.

(ii) A PMS eljards nagyon hatdsosan hasznélhaté6 a CSS RG analizisére. Azaz,
lehet6vé teszi a numerikusan optimalis paraméter megkeresését az altaldnos CSS
regulator (18) b, h és ¢ harom-dimenziés terében. Megerdsitettiik, hogy a Litim-féle
regulator alak vezet a legjobb numerikus eredményhez LPA-ban. Legjobb tudasunk sz-
erint, a PMS eljaras ilyen részletes vizsgalatara még nem volt példa a szakirodalomban.
Tovabbi vizsgalatokra vald tekintettel, szeretnénk leszogezni, hogy a CSS regulator és
a PMS kombindciéja egy nagyon hatasos eljarasnak bizonyult, akarhany dimenzidban,
akarmilyen modellre, a gradiens sorfejtés barmely rendjében.

(i4i) Kiillonboz6 eredményeket kaptunk a CSS regulator kiillonboz6 hatarértékeiben.
Példdul a CSS exponencidlis limeszében a harom-dimenziés O(1) modell esetében, az
optimalis v kritikus exponenst b ~ 1.5 paraméterrel kaptuk, ami j6 egyezést mutat a
mezé-amplitido sorfejtéssel, ahol az exponencidlis reguldatorra kapott optimélis paraméter
b=1.44.

Végiil hadd jegyezziik meg, hogy a CSS regulator végtelenszer differencialhato a c
és h barmely nem nulla esetében, mig az egzakt ¢ — 0 hataresetben, a Litim limeszben
y = 1-nél egy torés van. Nyilvanvaléan nem nulla ¢ értékre, mondjuk ¢ = 0.001-ra a
gradiens sorfejtés barmilyen magas rendii tagjara alkalmazhaté. Ez azt jelzi, hogy egy
"optimalizalt CSS regulator” alakja, egy nem nulla c értéknél, kompatibilis a gradiens sor-
fejtéssel, mikozben az optimalis értéket szolgaltatja a y. kritikus hanyados és v kritikus
exponensre, a megfelelo hatarértékekben.
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Kivonat

A fizikaban az egyes modellek, Osszefliggések megkonstrualasakor gyakran el6fordul,
hogy nélkiilozhetetlen egy nem fizikai paraméter bevezetése. Ennek kovetkezménye,
hogy az eredmények szarmaztatasakor a fizikai mennyiségek fliggést mutathatnak ettol
a bevezetett paramétertol. fgy felmertil a kérdés, hogy hogyan kell az adott paramétert
megvalasztani, hogy tényleges fizikai eredményeket kapjunk. Ilyenkor egy altaldnos elv,
hogy vélasszuk meg a paramétert gy, hogy a fizikai mennyiségek a lehet6 legkevésbé
fliggjenek, legkevéshé legyenek érzékenyek ettdl a valasztastol. Ez az elv a minimalis
érzékenység elve. Jelen munkaban ezt az elvet akalmaztam a renormalési csoport modszer
keretén beliil az optimalis regulator kivalasztasahoz.

Az elemi részecskéket, a térido felett értelmezett folytonos fliggvények segitségével
irjuk le. Ezen terek kvantdlasat leiré elméleti keret a kvantumtérelmélet. Példaul a
nemrég felfedezett Higgs részecske leirdsara skaldrteret hasznalunk. FEgy masik példa
az elektromégneses kolcsonhatast kozvetité részecske, azaz a foton, melyet vektortér
segitségével jellemziink. Filiggetleniil attol, hogy milyen elemi részecskét, illetve mi-
lyen kvantumtérelméleti modellt vizsgalunk nélkiilozhetetlen az tigynevezett renormalas
végrehajtasa, mert csak igy kaphatunk mérheté fizikai mennyiségeket. Azonban a
renormalasra kidolgozott eljardasok alkalmazhatdésaga korlatozott. Peldaul a perturbativ
renormalds nem hasznalhatd, ha a csatolds, ami szerint perturbalunk nagy, ilyen eset
kovetkezik be a kvarkok hadronizaciéjandl. A nem-perturbativ technikak, mint példaul
a funkciondlis renormélési csoport (RG) mddszerrel kapott eredmények pedig fliggnek
az ugynevezett regulator fiiggvény megvalasztdsatél. Jelen munkaban arra a kérdésre
kerestem a vélaszt, hogy lehet-e a minimalis érzékenység elvét hasznalni az optimalis

regulator kivéalasztasahoz.
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